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rer

talansagianak mértékét SHANNON [4] a

—121)1 log p;

formulaval definialta. Folytonos valtozd esetére az Gn. Boltzmann-féle H-fiiggvényt
adta:

~ | f) tog fya,

ahol f(x) a valosziniiségi valtozé siirtiségfiiggvénye. SHANNON és mas szerzok is
kifejezésre juttatjak, hogy a H-fliggvény nem tekinthet6 a diszkrét esetre adott
fenti formula folytonos esetre valo kiterjesztésének. [5, 6] dolgozatainkban rdmutat-
tunk arra, hogy a Shannon-féle diszkrét entropia folytonos eloszlast valtozora
valé egy lehetd, kozvetlen és természetes kiterjesztése az un. I-divergencia kifeje-
zéshez vezet, amelyben az eredeti valtozd siirfiségfliggvényén kiviil egy tovabbi si-
riiségfiiggvény, tehat latszélag egy iij elem 1ép fel.

Az alabbiakban a folytonos eloszlasu valtozd ezen informaciéfogalmanak
néhany elvi és gyakorlati kérdésével foglalkozunk (1. és 2. §), majd a 3. §-ban egy
alkalmazasival a matematikai statisztikaban, amely a konfidenciaintervallum fogal-
mahoz vezet. Az I-divergencia szamos mas matematikai statisztikai alkalmazasat
illeten utalunk S. KULLBACK konyvére [2].

1. §. A bizonytalansig mértéke folytonos eloszlas esetén

1. Tekintsitk valamely kisérlet vagy jelenség esetében a bizonyos esemény egy
felbontasat egymast kizard eseményekre, vagyis egy teljes eseményrendszert:

N:f=A,+A,+...+ A4,
Legvenek a megfelel§ valdsziniiségek: py, pyyeees Pur 2 0= 1.
1
Ezen eseményrendszer SHANNON altal definidlt entrépidja, mint ismeretes:

13

n 1
e - E,= 2 p;log » {(0=E,= logn).
1
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Eseményrendszer helyett beszélhetiink arrdl a & valésziniiségi valtozordl, amely
valamely k, k,,..., k, értékeket vehet fel és amelyre az A;={&=k} relacié érvényes.
Az (1) formula mindenesetre invarians a valtozé minden olyan transzformacidjaval
szemben, ami killonbozG értékeket kiilonbozd értékekbe visz at, vagyis nem fiigg
a valtozéd értékkészletétsl, hanem csakis a valdszin{iségek eloszlasatol.

X

Ha ¢ folytonos eloszlas valtozé F(x)= ‘f(r)dt eloszlasfiiggvénnyel, akkor az
(1) formula kozvetlen alkalmazasa nem vezet erdeményre, mert hataratmenetben
végtelen értéket ad. SHANNON folytonos valtozd esetére az

E(©)= — | f(x) log f(x)dx

formulat ajanlotta, amely mar nem rendelkezik E, néhany kivanatos tulajdonsaga-
val, mint a nemnegativitds, vagy az invariancia a valtozé értéktranszformaciojaval
szemben.

Az (1) formulanak folytonos esetre vald kiterjesztéséhez néhany megjegyzést
tesziink:

a) Tobb szerzGvel egyetértésben kifejezésre juttatjuk, hogy az entrépia nem az
eloszlas, hanem az eseményrendszer entrépiaja:

n 1
(1) . E,QA)= > p;log —.
1 Pi

1

Ugyanazon jelenségnél altalaban a bizonyos esemény tobbféle felbontasardl
beszélhetiink: az A mellett az

Wil=A{+A5+...+ A},
Wil=A{+A5+...+ Ay,

stb. felbontasokrél. Amikor tehat az entrépia kifejezéseként, illetve értékeként az
(1)-ben megjeldltet valasztottuk, hallgatolagosan azzal a feltételezéssel éltiink, hogy
benniinket az I, W, N”,... lehet§ felbontasok koziil az N felbontas érdekel. Mis
esetben az entropia értékeként ettsl kiilonbsz8 adddhatnék.

b) Térjiink at az entropia kifejezése helyett a ,,kiegészitG™ fogalomra, vagyis az

(2) I =logn—E,A) = Zn’pi log np; O=I,=log n)
1

kifejezésre, amit az (A, A,,..., 4,) eseményrendszer informacidjanak (roviden: in-
formécionak) fogunk nevezni.

informacidjat a diszkrét esetre vonatkozé (1), ill. (2) formulara akarjuk vissza-
vezetni, nem hagyhatjuk figyelmen kiviil a széban forgd eseményteret, ill. az azon
értelmezett o-algebrat. Ez a megjegyzés — az a) alatt mondottak figyelembevételé-
vel — azt jelenti, hogy folytonos eloszlas esetén a szdmegyenest nem oszthatjuk
— Onkényesen — ekvidisztans részekre, hanem minden n-re olyan felosztast kell
tekinteniink, amely az eseménytérnek ,,benniinket érdekls™, ill. a problémanak meg-
felel6 felosztasanak felel meg.
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Fenti meggondolasok alapjan jutottunk emlitett dolgozatunkban a ¢ valészi-
niiségi valtozdval kapcsolatos ,,informaciénak”

oo

. fx)
3 Io(&)= [ F(x) log 09 dx

x

kifejezéséhez, ahol f(x) a ¢ slirliségfiiggvénye, mig a ®(x)= | p(t)dt eloszlasfligg-

vényt ,.érdekl6déstink eloszlasanak’ neveztiik. E fogalommal kapcsolatban a kovet-
kezGket jegyzem meg:

2) A (3) alatti informaciot &-nek a ®(x) eloszlasra vonatkozo ,relativ”’ infor-
macidjanak neveztiik, vagyis latszélag a Shannon-féle ,,abszolitnak” tekinthetd infor-
macidval szemben relativ fogalom. Valdjaban nem kevésbé abszoliit, mint a diszkrét
esetre vonatkozd entrépia (1) alatti kifejezése, amely a valasztott I felbontasra
vonatkoztatott; sokkal inkabb tekinthetd mind (1), mind (3) relativ mérGszamnak
a mondott értelemben. Szamos gyakorlati példa adhatd arra, hogy ugyanazon
Jelenség benniinket kiilonb6z6 kimenetelei (felbontasai) szempontjabdl érdekelhet és
ez mas-mas entropia-értékhez vezet.

) A (3) alatti informacié mindig nemnegativ, ami kiilén bizonyitasra nem szorul,
ez a diszkrét esetre vonatkozé hasonlé tulajdonsag kovetkezménye; ugyanis (3)
kdzvetlenill adddik (2)-bdl és a hataratmenetnél ez a tulajdonsag valtozatlan marad.

y) A (3) alatti informacié a valtozé monoton transzformacidjaval szemben
invarians, vagyis ha y=1#(x) és 1(x)=>t(x"), ha x=>x’, akkor az n=#H¢&) valtozora:

1o(8) = 1o (),

ahol @ a transzforméalt érdeklGdéseloszlas.

Ellentétben azonban a diszkrét esettel, ahol a felbontas altalaban a gyakorlati
problémabdl kozvetleniil adodik, a folytonos esetben az ,,érdeklédés eloszlasanak™
d(x)-nek megvalasztasa, illetve meghatarozasa problematikus lehet, és (A. PEREZ
egy megjegyzése szerint) hasonlosagot mutat az a priori eloszlas kérdésével a Bayes-
féle problémakor esetében. Erre a kérdésre tériink a kovetkezd pontban.

2. §. Az érdeklodés eloszlasarol

Legyen ismét a & folytonos valdsziniiségi valtozo siiriségfiiggvénye f(x), amelyrdl
feltessziik, hogy pozitiv az egész x-tengelyen, ugyancsak legyen ¢(x)=®(x)=0
—oo< X< +oo-re. AZ

fx)dx
p(x)dx
informacidelem megadja, hogy az {x =& <x+dx} esemény esetén egységnyi érdek-

18désre eloszlasunkbdl mennyi jut. Ennek valamely fiiggvényének vérhato értéke .
szolgalhat az informacié mértékéiil:

oo

T [ (£,
w{o(55)] = ol ) reoes

—oco
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Az informacidelméletben, fizikaban és matematikai statisztikaban a Y(x)=
=log x kitiintetett szerepet jatszik. Mas fiiggvényeket illetéen RENYI'ALFRED [3]
dolgozatara utalunk.

A O(x)= |(p(t)dt eloszlasnak eleve valamely értelmezést adni, tobbet, mint
az el6z6 paragrafusban tettiink, nem volna helyes. M4s-mds alkalmazasi teriileten
nyilvan mas-mas értelmezése adodik. Az alabbiakban négyféle ilyen lehetS értel-
mezésre adunk példat: a) gazdasagossagi, b) valamely jelenség megfigyelésének madd-
jabol adddo, c) a természet altal nyqdjtott értelmezésre; végiil d) valamely a szto-
chasztikus rendszerre vonatkozo el8zetes informacid szolgaltathatja az érdeklddés
eloszlasat, amire a 3. §-ban tériink ki.

a) Legyen az (x, y) sikban a q zart tartomany egy mezdgazdasagi teriilet.
Jelentse f(x,y) a jégesS slirliségeloszlasat ezen a teriileten pl. jalius hénapban.
A kovetkez8 évekre vonatkozd meggondolasainkhoz az informacid mértékét nyilvan
igen egyoldall volna csupan az f(x, y) segitségével megadni. Kozelfekv8 annak a
¢(x, y) figgvénynek konstrukcidja és az érdekl6dés mértékéiil vald valasztasa,
amelyre ¢(x, y)dxdy az (x,y) pont kornyezetében levé terméseredmény értékével
aranyos. Az f(x, y) és ¢(x, y) slirfiségfiiggvények erds diszkrepanciaja az informacié
nagy értékéhez vezet, amt arra utal, hogy a varhatd kar nagy valoésziniiséggel kicsiny.

b) Az (x, y)-sik x-tengelyén véletienszer{ien pontszer(i jelek keletkeznek az f(x)
eloszlasstirliség szerint. A megfigyel6 miiszer az (x =0, y=1) pontban helyezkedik
el és erre nézve csak az bir jelent8séggel, hogy mely iranybol kapja a jelet. Ha tehat
az informacidt (entrépiat) a miiszerre vonatkozolag akarjuk mérni, akkor figye-
lembe kell venni, hogy barmely dz-nyilasszog ugyanazon jelent8ségii, ami az x-
tengelyre atszamitva a

1 1
q(v)— P 1+.\'2

Cauchy-féle eloszlashoz vezet.

Mas kérdés az, hogy az igy szamitott informécié milyen objektiv jelentéssel
bir a megfigyel§ rendszerre. llyennek feltételezését bizonyos esetekben jogosultta
teszi, ha arra gondolunk, hogy ugyanaz a sztochasztikus rendszer killénbozé fizikai
rendszerekre kiilonbdz8 hatassal lehet.

c) INGARDEN és URBANIK [1] dolgozatukban figyelemre méité kezdeményezést
tesznek az informacid és valoszinliség fogalmainak viszonylatiban: az informécid
mennyiség fogalmat axiomatizaljak — ezt téve elsGdlegesnek — majd ebbdl konstru-
aljak a valdsziniliség fogalmat, ill. mérGszamat. Mint emlitik, vannak szituacidk a
fizikaban, ahol az informacidé (pl. egy makroszkopikus rendszer entropiaja) ismert
és nagy pontossiggal mérhet, ugyanakkor a valdszinliségeloszlas lényegében
ismeretlen és gyakorlatilag nem mérhet8. A szerz6k emlitett dolgozatukban hivtak
fel a figyelmemet arra, hogy a statisztikus termodinamikaban az ,,érdeklGdés elosz-
lasa”, mint a modell altal adott eloszlas, tehat objektiv mddon jelentkezik. Amikor
ugyanis az energiaeloszlas entropidjat szamitjak, az energiatengelyt nem egyenld
részekre osztjak, hanem annak felosztasat a fazistér egyenl$ térfogati részei deter-
minaljak.!

1 Megjegyezziik. hogy ebben az esetben az érdeklddés eloszlasa nem a szokott értelemben

vett eloszlds, ugyanis végtelen intervallumon nem normathaté. Erre - a fizikaban gyakran elo-
jovd — esetre jelen dolgozatunkban nem tériink ki.
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3. §. Konfidenciaintervallumok

A matematikai statisztikdban az informacié mennyiség fogalma altalaban két-
féle jelentésben szerepel. Az egyik esetben azt kivanjuk mérni, hogy egy eloszlas
valamely paraméterére nézve bizonyos szami megfigyelés mennyi informéciét nyuijt,
aminek egyik mértéke R. A. FIsSHER ismert Kkifejezése. Masik esetben valamely
ismert el oszlast valtozd esetén mér8szamot kivanunk adni arra a bizonytalansagra,
ami a jelenséggel szemben egy kovetkez8 kimenetel szempontjabdl fennall, aminek
mértékéiil az entropia kiilonboz kifejezései szolgilnak. Az alabbiakban ramutatunk
arra, hogy ez utdbbi felfogasbol kiindulva az érdekl8dés eloszlasinak alkalmas
megvalasztasaval hogyan jutunk el a konfidenciaintervallumokhoz.

\

X
Az f(x) stirliségli ¢ valdsziniiségi valtozd ®(x)=

.tp(t)zlt érdeklddéseloszlasra

vonatkozo informéacidja, mint lattuk

fx)

e dx.

Io(O)= jf(-\‘) log

Ha az informacié mértéke nagy, ez nagyjabol azt jelenti, hogy & egy jovSben
megfigyelt értéke nagy valdszinliséggel esik olyan tartomanyra, amelyen érdeklSdé-
silnk mértéke kicsiny. Gondoljuk el, hogy F(x)-et nem ismerjiik, de ®(x)-et €és
Io(E)-t ismerjiik. Ekkor az /4(£)=0 vagy annak kicsiny értéke azt jelenti, hogy

J(x) és ¢(x) megegyeznek, ill. egymashoz kézel esnek.

Fiiggion most F(x) egyetlen « ismeretlen paramétertfl (— o <ag-<oo);
F(x)=F(x;a) ¢és tekintsink &-re nézve n szamd fiiggetlen megfigyelést:
&1 Eqyenny &, Valasszuk érdeklBdésiink eloszlasaként a

O (x) =D(x; o) = F(x; a)
eloszlasfiigg vényt, ahol a az a paraméter valamely becslése:

a=a(y,..., E,), vagyis legyen

flx;a)
Sflx, a)

A konfidenciaintervallumok mddszerének analdgiajara valasszuk meg most a-t
oly médon, hogy ez az informacio ,,ne legyen tul nagy™. Ezen a kovetkezdt értjiik:
I(F) nemnegativ és a =a(&,,..., £,) miatt valdszin{iségi valtoz6; mondhatjuk tehat,
hogy ne legyen nagyobb, mint varhatd értékének valamilyen A-szorosa (4 =0).
Vagyis

(3.D ' (&) < IM(1,(8)).

Ez a relacid kedvez3 esetben a-ra nézve konfidenciaintervallumhoz vezet.?
Lassunk néhany példat.

dx.

1,(&)= Jf(x; a) log

2 Megfigyelhetjiik, hogy az aldbbi esetekben az intervallumba esés valodsziniisége adott A
esetén valoban nem fiigg a keresett paraméter értékétdl.
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1. A normalis eloszlas varhatd értéke, adott szoras mellett.

. x . ,  rr = +...+
/ Legyen o, az ismert széras, p az ismeretlen varhato érték, a=¢= w

1 " w2
je 290> dt,
V 7300

— oo

b

F(x;p)=—

_ 1 -9
Q¥ (x)=F(x;0)=—= Je 200 di,

Ton (F) = .[ﬂxIOR%.ﬂx/O ge o @9

f(x;8) 2042
Minthogy & siirfiségfiiggvénye
V n _n(x—p)?
£ _- e 202
)= V2n -0,

tehat

Mls(F)] =5

vagyis a (3. 1) relacié a Neyman-féle
- g 2
. p—92<i->
n
kofidenciaintervallumhoz vezet, ami esctiinkben egyértelmiien és szimmetrikusnak

adaddik.
2. A normalis eloszlas szordsa ismert varhato érték esetén. Legyen

> (&—9?
s =) T
n
Ekkor i
1 _(x—p)?
X;U,0)=———e 27,
Sfx;p,0) Viro
1 _(x—p)?
X () =f(x; u, ) =———e ¢ ,
X (x)=f(x; 1, 5) Vs

oo

) u, 1 2 2
Ipe(F) = Jf(x;u, o) logﬁ‘i{% dx =5 (log(sf_ﬁ%_ 1)‘

—co
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Ennek varhato értékére a kovetkezSt nyerjiik:

A3 )]t Holg) o)

ahol ¥(x) az ismert Euler-féle y-fiiggvény,

Vo) =S logT (), W) = 3 L6

¢ az Euler-féle allandé.

A szérasra innen az
2 52

1< o7 < p2ien+1
32

relaciot kapjuk és ha az yzg(x)z;e" kétértékii inverz fiiggvényét x =g (),

x<1és x=g51(y), x>1 jeloli, akkor o2-re a nem szimmetrikus

5§27 QRAc, + 1) < 62 < s2g71(22c,+ 1)
konfidenciaintervallumot nyerjiik. Minthogy ¢, nagysagrendje P ennélfogva a a2-re

kapott konfidenciaintervallum hossza VL_ rendben tart adott 4 mellett O felé, ha
n

n oo,
3. Az exponencialis eloszlas paramétere.

x5 ) =Ae*,

n

E+E+. 487

At
:

s9=Le T
P*(x) ée

Ipu(&) = ff(x A) log ———— S5 4) dx = log /1§+< ! l),
s

Mllos(&)] = ——+ () ~log n,

ahonnan i—-ra a 2.-ben adott mddon kapjuk az ismert konfidenciaintervallumot 13

segitségével.
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