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Bevezetés

A tudomanyos kutatas sordn és a gyakorlati életben egyarant gyakran elg-
fordul, hogy egy minket érdekl8 tényallasra vonatkozd informécié nem egyszerre
jut teljes egészében birtokunkba, hanem azt részletekben szerezziltk meg; az egyes,
kiilon-kiilon keveset mondd adatokbdl — mintegy mozaikkdvekbsl — lehet azutan
egy Osszképet kialakitani és a tényallast egészében felderiteni. A teljes informdciot
tehdt részinformdciok akkumuldcicja utjan szerezzitk meg. Az informaciogyijtés
ezen folyamata soran gyakran el6fordul, hogy az egyes adatok részben atfedik
egymast, és egy-egy uj adat olyan informaciot is nydjt, amely az el6zdleg szerzett
adatokban mar benne foglaltatik és csak részben ad valdjaban 1j felvilagositast.
Mas szoval, az informacio részletekben vald gyiijtésénél altalaban bizonyos ,,redun-
dancia” 1ép fel. Ezt a redundanciat csak ugy lehet kikiisz6b6lni, ha az informéacié
gytlijtése igen jol atgondolt terv szerint torténik; legtGbbszér azonban ez olyan mér-
tékben bonyolitja az informacio Gsszegyfijtését, hogy nem is célszerii erre torekedni.

Az informaciogylijtés szoban forgd folyamata altalaban bizonyos véletlen ele-
meket is tartalmaz. Tobbnyire a véletlentSl fiigg, hogy milyen részletadatok és
milyen sorrendben jutnak az informaciét gyfijté birtokaba*.

Hogy az elmondottakat konkrétabba tegyiik, vizsgaljunk meg néhany példat.
Els8 példaként tekintsitk a kvalitativ kémiai analizis probléméajat. Valamely anyag-
rol meg akarjuk allapitani annak kémiai Osszetételét. E célbol tobb vizsgalatnak,
probanak vetjilk ald az illet§ (homogénnek feltételezett) anyag egy-egy adagjat.
Minden egyes proba sziikiti a lehetGségek halmazat, mig végiil elegendd szamu
proba utdn a lehetdségek halmaza egyetlenegy lehetSségre sziikiil Gssze. Az egyes
vizsgalatok részben egymast atfedd informaciot is nydjtanak. A vizsgalatok sor-
rendje befolyasolja azt, hogy milyen gyorsan sikeriil a kérdést eldonteni. Persze, ha
mar eleve van bizonyos hipotézisiink, ez megkdnnyiti az analizist, azonban minket
az az eset érdekel, amikor a vizsgalat megkezdésekor még semmilyen tAimpontunk
nincsen, és igy a véletlennek is van bizonyos szerepe abban, hogy milyen sorrendben
végezzitk el az egyes vizsgalatokat.

Hasonld szituacidval all szemben az orvos is, amikor egy beteg diagndzisat
kivanja megallapitani, e célbdl a beteget kiillonb6z8 vizsgalatoknak veti ala és ezek

* A valdsagos helyzetet rendkiviil bonyolitja, hogy az ember gyakran jut téves informaci-
o6khoz is, vagyis a véletlen sokszor véletlen hibak (elirasok, félreértések stb.) formajaban is kozre-
jatszik ; ez a helyzet akkor, ha — az informacidelmélet szokasos terminolégiajaval élve — az egyes
adatok ,,zajos’’ csatorndn at jutnak el az informdacié gyiijtdjéhez. Bar az ilyen hamis adatok ki-
kiiszobolése (pl. az adatok kozotti ellentmondasok felfedése ttjan) gyakran az informacid feldol-
gozédsanak legnehezebb részét képezi, a kérdésnek ezzel az oldaldval itt nem kivanunk foglalkozniz
¢ kérdésre mas alkalommal kivanunk visszatérni.
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eredményeinek Osszevetése utjan allapitja meg, hogy milyen betegségben szenved az
illetG beteg. [tt nagy szerepet jatszik persze az orvos intuicidja és gyakorlata, amelyre
tamaszkodva mar eleve csak kisszamu lehet8ségre kell korlatoznia a figyelmét, Az
orvosi tapasztalat és intuicidé szerepét azonban Ugy foghatjuk fel, hogy az orvos a
beteg panaszai, a betegrSl szerzett benyomasai alapjan és a beteg szervezetének
esetleges elGzetes kezelésekbdl szarmazd ismeretébdl, még mielGtt a laboratoriumi
vizsgalatokhoz folyamodna, maris nagy mennyiségii informacio felett rendelkezik;
vagyis tulajdonképpen. az informaciogyiijtés nem a laboratériumi vizsgalattal
kezdGdik, hanem abban a pillanatban, amikor az orvos az illet§ beteggel foglal-
kozni kezd (és ennck kovetkeztében gyakran laboratériumi vizsgalatokra nincs is
szitkség). Minket e példabol elsGsorban az érdekel, hogy az orvos a végleges
diagndzishoz nagyszdma részletinformacié Osszevetése révén jut el. Az, hogy milyen
informaciok jutnak az orvos birtokdba és milyen sorrendben, bizonyos mériékig
a véletlentdl is fiigg. Pl. az, hogy a beteg nem felejt-e ki valamit betegsége tiine-
teinek felsorolasabol (esetleg azért, mert 6 maga orvosilag tajékozatlan 1évén, az
illet§, 6t viszonylag kevéssé zavard tiinetnek nem tulajdonit jelentdséget), erdsen
a véletlentdl fiigg.

Harmadik példaként tekintsiik egy vizsgalobiré munkajat, aki egy peres iigyben
kivanja a tényallast felderiteni; e célbol szamos tanut hallgat ki, és azok vallomésai-
bol igyekszik a torténteket rekonstrualni. Legtobbszor az a helyzet, hogy az egyes
tanuk a széban forgd eseményeknek csak egy-egy részletérSl birnak tudomdéssal;
tovabba az egyes tanuk altal szolgaltatott felvilagositasok legtobbszor részben at-
fedik egymast*. A bird feladata pl. allhat abban, hogy egyének egy bizonyos H
halmazabol kivalassza azt az egyént, aki egy bizonyos cselekményt elkovetett.
Azt, hogy kiket és k#lonOsen, hogy milyen sorrendben hallgat ki a bird, leg-
tobbszor tartalmaz véletlen elemeket. (Pl. eléfordulhat, hogy a megidézett tanuk
kozil egyesek akadalyoztatas miatt csak késébbi idGpontban vagy egyaltalan nem
hallgathatdk ki.)

Tovabbi példaként vizsgaljuk meg az un. ,,Bar—Kochba” jatékot, amely a
szOban forgd helyzetnek olyan messzemenden leegyszerisitett esete, hogy ennek
alapjan azonnal eljuthatunk a probléma matematikai modelljének felallitasahoz.
Az emlitett jatékban ugyanis a minket érdeklG probléma szinte ,,laboratoriumi”
tisztasagban all elSttiink. A Bar—Kochba jatékban két jatékos vesz részt; nevezziik
Sket A-nak és B-nek. Az A4 jatékos gondol valamire, a B jatékos pedig kérdéscket
tesz fel A-nak és a kérdéseire kapott valaszok alapjan igyekszik kitalalni, hogy 4
mire gondolt**. Azt, hogy mire gondolhat 4, a jaték szabalyai nem korldtozzak
Iényegesen: A gondolhat egy meghatarozott személyre, egy targyra, egy elvont
fogalomra stb. B csak olyan kérdéseket tehet fel, amelyekre igennel vagy nemmel
lehet valaszolni, 4 pedig koteles minden feltett és megvalaszolhatd kérdésre legjobb
tudésa szerint helyesen valaszolni***. Csak ha a kérdés nem valaszolhatd meg, vagy
A a helyes valaszt nem ismeri, all 4-nak jogaban nem valaszolni egy feltett kérdésre.

* Mint mar fentebb emlitettiik, azt a (gyakorlatilag egyaltalan nem elhanyagolhat6) lehetd-
séget, hogy egyes tanuk (szandékosan vagy tévedésbol) a valdosagnak nem megfeleld vallomast
tesznek, itt nem vessziik tekintetbe.

** A jatékot szoktdk dgy is jatszani, hogy tObben egyiitt gondolnak valamire és felvaltva
vélaszolnak a kérdezonek; a mi szempontunkbdl ez nem jelent lényeges kiilonbséget.

**% A téves informaciodkat, amelyekkel a probléma matematikai targyalasanak egyszerisitése
céljabol itt amigy sem kivanunk foglalkozni, a Bar—Kochba jaték esetében tehat a jaték szabalyai
eleve kizarjak.



¢

AZ INFORMACIO-AKKUMULACIO STATISZTIKUS TORVENYSZERUSEGEIRGL 17

A Bar-Kochba jatéknal a gyakorlott kérdezd Aaltalaban bizonyos rendszer
szerint szokott kérdezni, a kérdések megvalasztasat és sorrendjét azonban még a
gyakorlott jatékosnal is kétségteleniil tGbbé-kevésbé a véletlentdSl fiiggd tényezd8k
befolyasoljak, mig olyan kérdez§ esetében, aki a jatékban kevés tapasztalattalbir,
a kérdések megvalasztasa teljesen véletlenszeriinek tekinthetd.

A Bar—Kochba jaték egy lehetséges modositasaval is érdemes foglalkozni,
amelyet ,,tobbértékii Bar—Kochba jdték”-nak nevezhetiink. Ez abban kiilonbézik a
jaték szokasos formajatédl, hogy a kérdez8nek jogaban all olyan kérdéseket is fel-
tenni, amelyekre nem lehet igen-nel vagy nem-mel valaszolni, hanem a lehetséges
valaszok szama ketténél tobb. Ez esetben azonban a kérdezOnek fel kell sorolni a
kérdésre adhatd Gsszes lehetséges valaszokat, és az 4 jatékos meg kell, hogy mondja,
hogy az 4ltala gondolt dolog esetében a kérdezé altal felsorolt valaszok kéziil melyik
a helyes (masszoval, hogy az altala gondolt dolog a kérdez§ altal felsorolt, egymast
kizaré kategériak koziil melyikbe tartozik).

A ,,tobbértékli Bar—Kochba” esetében célszerii az alternativik szamat elGre
korlatozni (pl. ugy, hogy legfeliebb 3 vagy legfeljebb 4 alternativa adhaté meg).

Ahhoz, hogy a Bar—Kochba jatéktol eljussunk egy matematikailag kezelhetd,
leegyszeriisitett modellhez, csak egyetlen egyszerfisitést kell bevezetni, mégpedig a
gondolhaté dolgok halmazat kell egy — a jatékosok altal a jaték megkezdése elStt
elfogadott megallapitassal elGre lergzitett — véges H halmazra korlatozni. Az,
hogy a gondolhaté dolgok halmaza véges, amennyiben az elemszamot nem korla-
tozzuk, nem jelent gyakorlatilag megszoritast. (Lehetséges megszoritas pl., hogy
csak olyasmire lehet gondolni, ami, mint kiilén cimszd, egy bizonyos lexikonban
szerepel, vagy pl. ami egy meghatarozott szétarban szerepld 5 szoval definialhato
stb.).

Ebben az esetben minden egyes kérdésnek egyértelmilen megfelel a H halmaz
egy H’ részhalmaza oly mddon, hogy a kérdés azzal ekvivalens, hogy a gondolt
dolog hozzatartozik-e a H’ részhalmazhoz?

Konnyen megadhatunk egy elméletileg optimalis, bar gyakorlatilag nemigen
szamitasba jové ,,stratégiat” a kérdez$ részére. Ha ugyanis a gondolhaté dolgok
H halmazanelemi, 2571 <n=2s (s=1, 2,...), és Helemeita 0, 1,..., n — 1 szaimokkal
szamozzuk meg; ez esetben (feltéve, hogy a szamozasban a jatékosok megallapod-
tak, vagy egy egyértelmii természetes szdmozas adva van) elegend§, ha a B jatékos
a gondolt dolog sorszamara kérdez. Mas szoval azt is feltehetjiik, hogy 4 valdjaban
a 0, 1,..,n—1 szdmok valamelyikére gondolt, és ezt a gondolt szdmot akarja B
kitalalni. Marmost a 0, 1,..., n — 1 szdmokat a kettes szamrendszerben felirva, azok
mindegyike legfeljebb s diadikus jegyet tartalmaz, és igy B minden esetben célhoz
€r a kovetkez§ s kérdéssel; ,,A gondolt dolog sorszamat a kettes szamrendszerben
felirva, abban a j-edik jegy zérus-e? (j=0,1,...,s—1)".

Az n elem{i H halmaz gondolt eleme tehat s={log, n} kérdésre adott valaszbol
egyértelmiien kitalalhatd; itt {x} a legkisebb olyan egész szamot jeldli, amely nem
kisebb x-nél. Azt, hogy ennél kevesebb kérdéssel nem juthatunk célhoz, a kévetkezd
egyszerli meggondolassal lathatjuk be. Ha csak olyan kérdést tehet B fel, amelyre
a valasz igen vagy nem, akkor minden elképzelhet§ kérdéshez hozzarendelhet§ a
H halmaznak egy H’ részhalmaza, amely H azon elemeibd! all, amelyek esetében
a valasz a széban forgd kérdésre igenlG. Ha marmost f(n)-nel jeloljiik azon kérdések
minimdalis szdmat, amelyek minden koriilmények kozott elégségesek egy n elemii
halmaz egy elemének kitalalasahoz, akkor el§szor is nyilvanvald, hogy f(r) monoton

2 III. Osztaly Kézleményei XI1I/1
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nem-csokkend fiiggvény, masrészt, ha az els6 kérdésnek megfelel6 halmaz m-elemdi,
akkor még tovabbi f(m) ill. f(n—m) kérdésre van sziikség aszerint, hogy az elsé
kérdésre igenld vagy tagadd valaszt kaptunk; ennélfogva

fm) =1 +Oll/li2 [Max (f(m), f(n—m))].

e

Ha azonban 257'<n=2°, akkor {—;} =>25"2, Ezt a meggondolast (s— I)-szer

Tehat

megismételvé, azt kapjuk, hogy
Sy =s—1+/Q2);
marmost nyilvanvalo, hogy f(2)=1, tehat

fim=s;
de s alkalmas kérdés bizonyosan célhoz vezet, tehat f(n)=s, ha 25~ 1 <n =25,
Hasonloképpen lathato be, hogy a tobbérték(i Bar—Kochba jatéknal, ha az
egy kérdésre adandé valaszok megengedett szama r, a sziikséges kérdések szama

{}%ﬁz—’; , és egy optimalis kérdésrendszer pl. az, hogy sorra megkérdezziik, hogy
2

H gondolt elemének sorszamat az r-alapt szamrendszerben felirva a 0-adik, elsd,
masodik,... jegy a 0, 1,..., r —1 szamok kozil melyik?

A mondottakbol 1athatd, hogy ha egy-egy kérdésre r alternativ valasz adhaté,
mindig feltehetjiik, hogy a gondolhaté dolgok H halmazinak elemszama r-nek
hatvianya; ha ugyanis r*~ 1 <p=r5, semmit nem veszitiink, ha a H halmazt r*—n
,Hfiktiv’ elemmel ~* elemiivé egészitjitk ki. Tegyiik tehat fel, hogy »=r5. Méarmost
konnyen belathatd, hogy ez esetben a fentebb ismertetett optimalis kérdésrend-
szerek a kovetkez6 két okbol optimalisak: a) elGszor is minden valasz teljes egészé-
ben 1) informaciot nyujt, azaz redundancia nem Iép fel; ugyanis egy szdmot az
r-alapu szamrendszerben felirva az egyes jegyek egymastol fiiggetleniil vehetik fel a
0, 1,,..,r—1 értékeket. b) Egy olyan kérdésre adott valasz, amely kérdésre elvileg
r-féle valasz lehetséges, az informacidelmélet elemei szerint maximalisan log, r
,,bit”” informacidt tartalmaz és az emlitett optimalis kérdésrendszer esetében ezt a
maximalis informacidét minden egyes kérdésre ténylegesen meg is kapjuk. Ugyanis
a0, 1,...,r"—1 szamokat az r alap( szamrendszerben felirva, ezek koziil pontosan
r¢~t szamnak lesz a j-edik jegye éppen i (j=0,1,...,s—1;i=0,1,...,r—1). Ha
tehat a 0, 1,..., * — 1 szamok mindegyikére ugyanolyan valosziniiséggel gondolt az
A jatékos (amit feltehetiink, hiszen ez éppen azt jelenti, hogy semmilyen el8zetes
tudomasunk sincs arrdl, hogy A4 melyik szamra gondolt), akkor arra a kérdésre,
hogy a gondolt dolog sorszamat az r-alapi szamrendszerben felirva, mi a j-edik

jegy, - valosziniiséggel kapjuk azt a valaszt, hogy ezajegy i (i=0, 1,...,r—1). Ez

esetben tehat log, r informaciét kapunk minden egyes valaszbol és igy s valaszbdl
Osszesen s log, r =log, n informaciot kapunk, és éppen ennyi informacidra van sziik-
ség ahhoz, hogy egy n elem{i halmaz egy elemét egyértelmiien jellemezni tudjuk.
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MielStt tovabbmennénk, vegyilkk még észre az emlitett optimalis kérdésrendszer
kovetkezG sajatossagat: teljesen mindegy, hogy a kérdéseket egymas utan egyenként
tesszitk-e fel vagy egyszerre. Mig a tényleges Bar—Kochba jatéknal el6bb megvar-
juk az els6é kérdésre adott valaszt és csak azutan tesszitk fel a masodik kérdést,
s.i. t.,, és elsG pillanatra ugy tiinhet, hogy ez el6nyt jelent (vagyis, hogy érdemes
a masodik kérdés megvalasztasat fiiggové tenni az els6 kérdésre kapott valasztol,
s. 1. t.), valojaban ez az el@ny illuzérikus, hiszen az emlitett optimaélis kérdésrendszer
esetében semmilyen hatranyt nem jelent, ha az Gsszes kérdéseket egyszerre tesszitk
fel, hiszen akarmi is az elsé kérdésre a valasz, ugyis ugyanazt a kérdést tessziik fel
masodiknak. Pl. =2 esetében az els6 kérdés (igy szol, hogy a gondolt szam paros-e,
a masodik ugy, hogy a gondolt szambdl kivonva e szam mod 2 vett maradékat és
a kiilonbséget 2-vel osztva a hanyados paros-e? Ha a masodik kérdés feltevése elGtt
mar rendelkezésre all az els6 kérdésre adott valasz, ez csak annyt kiilonkséget
jelent, hogy ha a valasz az volt, hogy a szam paros, a masodik kérdést gy fogal-
mazhatjuk, hogy a szam fele paros-e, mig ha azt hallottuk, hogy a szdm paratlan,
masodszorra azt kérdezziik, hogy a gondoit szambol egyet levonva a kapott paros
szam fele paros-e? Ez azonban csak a masodik kérdés fogalmazdsdt érinti, a sziik-
séges kérdések szdmadt azonban nem befolyasolja.

Mas szavakkal kifejezve: teljesen mellékes, hogy a kapott valaszokbo] nyert
informacidkat minden egyes valasz utan ,,0sszegezziik™-e, vagy az ,,0sszegezést”
csak akkor kezdjiilk meg, ha mar mind az s valasz rendelkezésiinkre all.

Egy optiméalis kérdésrendszer az r=2, n=2* esetben a kidvetkezBképpen jel-
lemezhetS. Ha H,, H,,..., H, jelolik az egyes kérdéseknek megfelel§ részhalmazo-
kat (vagyis a j-edik kérdés azt kérdezi, hogy a gondolt dolog hozzatartozik-e a H
halmaz H; részhalmazdhoz) és H; jeldli a H; halmaz kiegészit6 halmazat H-ra
nézve, akkor a H; és H; halmazok 251 elembol dllnak, a HH; H;H;, H;H; és
H H; halmazok (1#1) mmdegylke 28=2 elembdl 4ll és altalaban ha H a H;és H
halmazok koziil az egyiket jel6li, akkor az Gsszes H H H alakba irhato hal—
mazok (j; <j, <...<j;) mindegyike 25~ elembdl all. Spec1ahsan tehat a H,H,.. H
halmazok mindegy:ke egyetlen elemet tartalmaz. Mivel ilyen alaku halmaz pontosan
25 darab van, ezek tehat a H halmaz elemeihez kolcséndsen egyértelmiien vannak
hozzarendelve; kdonnyen belathatd, hogy az Osszes lehetséges 25! ilyen hozzarende-
lésnek megfelel egy optimalis kérdésrendszer, vagyis az optimalis kérdésrendsze-
rek szama éppen 25!

A tényleges Bar—-Kochba jatéknal az emlitett optimalis kérdésrendszerek
azonban nem alkalmazhatdk, kivéve ha a gondolhaté dolgok halmazanak elemszama
igen kicsiny, mar pusztan azért sem, mert ha # nagy, a gondolhat6 dolgok halmaza
elemeinek megszdmozasa igen faradsagos volna és ¢ szamozas fejbentartasa gya-
korlatilag nem vihetd keresztiil. (Ha ez a rendszer ténylegesen alkalmazhaté volna,
a jaték elveszitené minden érdekességét.) Igy tehat felmeriil a kérdés, hogy mennyivel
tobb kérdést kell feltenni akkor, ha nem optimalis kérdésrendszert hasznalunk. Ezt
a problémat azon extrém feltevés mellett fogjuk megvalaszolni, amikor nemcsak
hogy nem optimélis kérdésrendszer szerint kérdeziink, hanem kérdéseinkben sem-
miféle rendszert nem alkalmazunk, vagyis a kérdéseket teljesen talalomra valaszt-
juk meg. Arra a meglepd eredményre jutottunk, hogy a sziikséges kérdések szama
altalaban nem sokkal lesz tobb, mint az optimalis kérdésrendszer esetében, pl.
n értékétdl fiiggetleniit az esetek kb. 99%-aban a kérdéseket taldlomra valasztva
legfeljebb 7-tel tobb kérdésre van szitkség, mint optimalis kérdésrendszer esetében.

2%
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Az 1. §-ban a kozonséges Bar—Kochba jaték modelljével, a 2. §-ban a tobbértékii
Bar—XKochba jaték modelljével foglalkozunk.

A targyalas soran azzal az altalanosabb esettel is foglalkozunk, amikor a lehet-
séges valaszok egy-egy kérdésre eleve (a priori) nem egyforman valdsziniiek. Ha
egy kérdésre a tobbértékli Bar—Kochbanal r valasz lehetséges és ezek valdszinii-
ségei a §={py, ps,..., p,} valoszinfiségeloszlas tagjai, akkor Shannon képlete szerint

egy valasz Il(Q)zz'pilogZ;— informaciot nyljt és igy varhatd, hogy legalabb
i=1 i

{io—izﬁ} kérdést kell feltenni. Ez esetben is kiszamitjuk, hogy ha a kérdéseket min-
den rendszer nélkiil, taldlomra tessziik fel, mennyivel tobb kérdés sziikséges.
A3 e 4§ okban egy, az el@bbivel rokon masik problémat vizsgalunk. Ennek
a prdblémanak a modellje a Bar—Kochba jaték egy masik altalanositdsa, amelyet
L.Szimultdn Bar—Kochba jatéknak™ nevezhetiink. E jatékban nem egy, hanem tobb
jatékos — pl. az A,, A,,..., A, jatékosok mindegyike — gondol a H halmaz egy-
egy altala valasztott elemére (feltessziik, hogy nincs két jatékos, aki H ugyanazon
elemére gondolna) és a kérdezd B jatékosnak ki kell talalnia, hogy az 4,, 4,,..., 4,
jatékosok rendre mire gondoltak. E célbdl B kérdéseket tesz fel szimultan az 4,, 4,;...
., A, jatékosoknak, amelyekre ezek mindegyike — az altala gondolt dologra vonat-
kozdlag — a valdsignak megfelelGen valaszol. Aszerint, hogy csak igennel vagy
nemmel megvalaszolhato kérdések vannak-e megengedve, vagy olyanok, amelyekre
r >2 valasz lehetséges, beszéliink kozonséges ill. tobbértékii szimultdn Bar—Kochba
jatékrol. A matematikai targyalas szempontjabdl Iényeges kiilonbséget jelent, hogy
I kis rogzitett szam-e (pl. /=2 vagy /=23) vagy pedig / nagy szam, pl. [=n. Az l=n
esetben a H halmaz minden egyes clemére gondolt az A4, A4,,..., A, jatékosok koziil
egy, tehat Iényegében a H halmaz elemeinek egy ismeretlen permutacidjat kell B-nek
kitalalnia. Az / szam nagysagatol fiiggetleniil B-nek a szimuitan Bar—Kochba
esetében valdjaban azt a fiiggvényt kell meghataroznia, amely a A,, 4,,..., A, jaté-
kosok mindegyikéhez hozzarendeli a H halmaz egy elemét, vagyis egy véges hal-
maznak egy masik véges halmazra vald leképezésér kell ,kitalalnia”. Abban az
esetben, amikor / =n, tehat a H halmaz minden egyes elemére gondolt az 4,, 4,,..., 4,
jatékosok koziil legalabb egy, B-nek olyan kérdéseket kell feltennie, amelyekre
adott valaszok H minden egyes elemét egyidejiileg jellemzik.* Mivel egy olyan
kérdésnek, amelyre r valasz lehetséges, egyértelmiien megfeleltethetd a H halmaz r
részre valo felosztasa, tehat B akkor tudja kitaldlni, hogy az 4,, A4,,..., 4, jatékosok
mire gondoltak, ha az altala feltett kérdéseknek megfelel6 felosztasok H elemeit
teljesen szepardljdk, azaz nincs két olyan eleme H-nak, amely minden egyes felosz-
tasnal ugyanabba az osztalyba tartozik.**
llyen modon a szimultan Bar—Kochba jaték problémaéaja lenyegeben azonos a

* A kozdnséges Bar—Kochbdaval kapcsolatban emlitett optimalis kérdésrendszerek egyben
a szimultdn Bar—Kochbara nézve is optimalisak; ha azonban a kérdéseket véletlenszeriien valaszt-
juk, a kozonséges és a szimultan Bar—Kochba kozott lényeges eltérés van: a szimultan Bar—
Kochbanal az /=n esetben kb. kétszerannyi kérdést kell feltenni, mint az /=1 esetben.

** A rovidség kedvéért a kovetkezd terminoldgiat hasznaljuk: amennyiben az egyes rész-
informéciok a H halmaz két részre vigasanak felelnek meg (,,igen vagy nem’ valasz), azt mondjuk,
hogy az informdcidt dichotomidkbol nyerjiikk (dichotomia = kettévigas), mig ha az egyes oszta-
lyozasoknal kettdnél tobb osztaly is felléphet, azt mondjuk, hogy dlraldnos osztdlyozdsokboél nyerjiik
az informaciot. .
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kovetkez6 problémaval: Egy konyvtar konyveit killonb6z8 szempontok szerint
osztalyozzuk kategériakba: milyen feltételek mellett fogjak ezek az osztalyozasok
egyiittvéve egyértelmiien jellemezni a konyvtar minden egyes konyvét. Vagy tekint-
sitk a kvalitativ kémiai analizis példajat. E példat, amelyet mar fentebb emlitettiink,
szintén lehet ugy mddositani, hogy az a ,,szimultin” Bar—Kochba esetének feleljen
meg. Tegyik ugyanis fel, hogy nem egyetlen ismeretlen anyagot., hanem tobbféle
anyagot kell egyidejlileg analizilnunk, mégpedig ugy, hogy ugyanazokkal a vizsga-
latokkal allapitsuk meg ezek mindegyikének kémiai mindségét. Tehat a szoban
forgd anyagokat tobbféle probanak vetjiik ala és feljegyezzitk, hogy melyik hogyan
reagalt azokra. Minden egyes vizsgalatnil a lehetséges reakcidk az Gsszes kémiai
vegyiiletek egy-egy osztalyozasat adjak meg. Kérdés, hogyan kell az elvégzendd
vizsgalatok sorozatat Osszeallitani ahhoz, hogy a reakciokbdl egyértelmiien meg-
hatarozhato legyen, milyen anyagokkal allunk szemben. Hasonlé probléma meriil
fel a képességvizsgalatoknal alkalmazott ,teszt”’-eknél is, stb.

A szdban forgd probléma érdekessége, hogy megoldasaban a § ={py, p,,..., P}
valészinliségeloszlashoz tartozé informéciénak nem a Shannon-féle /[,(§) =

r 1
zz’p,-loglp— mértékszima, hanem egy masik informacio-mérték, az 5L(&)=
i=1 i
=log,——— Un. mdsodrendii informdcié-mértékszdm jatszik szerepet. Az I,(&)
21 p?
e
informacié-mértékszam a szerz6 [1] és [2] dolgozataiban bevezetett informacio-
mértékszamok k6zé tartozik. Az emlitett dolgozatokban a & ={p,, p,..., p,} valo-
szinlségeloszlashoz tartozé informécidmennyiség o-adrendl I(S‘) mértékszamat
(2=>0) az 21 esetben a kdvetkez8képpen definialtuk:

megjegyezve, hogy ha a—1, akkor I(§) az [ (é\)—up, log2 ! Shannon-féle

mértékszamhoz konvergal, amely tehat ugy tekinthetd, hogy szmten az a-adrendii
informacio-mértékszamok kozé tartozik, mégpedig az a=1 esetnek felel meg.

Megjegyezziik még, hogy az r—2 p1= pz—-a} speciélis esettel foglalkoznak a
fogalmaztuk meg. A tobberteku szxmultan Bar—Kochba Jatek problémaja a Boole-
algebra nyelvén a kovetkez8képpen fogalmazhatéd meg: a H halmaznak a B jatékos
altal feltett kérdéseknek megfelel részhalmazai milyen feltételek mellett generdljak
(a halmazelméleti miiveletekre nézve) a H 06sszes részhalmazaibdl allé Boole-
algebrat?

Az e dolgozatban targyalt eredményeket 1961 nyaran el8adtam a Michigan
State University-n tartott szemindriumomban. A szeminarium résztvevdi koziil els6-
sorban H. RUBIN professzor kapcsolddott be a széban forgd témakor vizsgalataba.
Ertékes hozzaszolasaiért, amelyekbdl sok 6szténzést meritettem, eziton is koszo-
netet mondok. A szeminarium egy masik résztvevdje, J. Fox, a kovetkez§ modosi-
tasat vetette fel a kézonséges szimultan Bar-—Kochba jatéknak: a kérdésck feltevése
soran B mindig csak olyan kérdéseket tesz fel, amelyek biztosan nydjtanak 1j infor-
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maciot az 6sszes, az el6z6 kérdések altal még ki nem talait, gondolt dolgokra vonat-
kozolag. Més szoval, a j-edik kérdésnek olyannak kell lennie, hogy a H halmaznak
az el6z8 j— 1 kérdésnek megfeleld két részre osztasai egyesitésével létrejott felbon-
tasdnak minden egynél tobb elemet tartalmazd osztalyat a j-edik kérdésnek meg-
felel§ felosztas két valddi részre bontsa fel. A probléma ezen modositasat illetSleg
H. RuBIN ért el érdekes eredményeket.

1. §. Informacio-akkumulacio egy ismeretlenre vonatkozo
dichotomiak esetében

E §-ban el8szor a kovetkezd problémat oldjuk meg.

Legyen H egy n elemii halmaz. Valasszuk ki taldlomra H-nak k szama rész-
halmazat — ezeket jeloliek H,, H,,..., H, —, oly mddon, hogy az egyes részhalma-
zok kivalasztasai fiiggetlenek és minden valasztasnidl H minden egyes részhalmaza

(beleértve az iires halmazt és magat H-t is) ugyanakkora, tehat 5 valdszinliséggel

keriilhet kivalasztasra.* Kiszamitand6 annak a valdszinilisége — ezt P,-val jelol-
jik —, hogy kijelolve H egy x elemét, ez az elem egyértelmiien meg legyen hata-
rozva annak megadasa altal, hogy a H,, H,,..., II, halmazok koziil melyeknek
eleme és melyeknek nem eleme. Meg kivanjuk vizsgalni tovabba, hogy mekkorara
kell k értékét valasztani, hogy a szdéban forgd P, valdszinliség egy megadott «
(0 <2 <1) szdmot meghaladjon.

Jeloliék H elemeit x,, x,..., x,, és legyen

1 ha x,€H;
81Ix:

0 ha x¢H, UG=12,.. .k, h=1,2,...,n).

(1. 1)

Feltevésiink szerint a H; halmaz o valoszinliséggel lesz azonos H barmely

részhalmazaval; mivel tovabba H-nak nyilvin 2"~! olyan részhalmaza van, amely
x-t tartalmazza és ugyancsak 2"~! olyan részhalmaza, amely x,-t nem tartal-
mazza, tehat

271 1

2

Hasonloképpen lathaté be az is, hogy az ¢, (j=1,2,..., k; h=1,2,..., n) valészi-
niiségi valtozok fiiggetlenek; ugyanis el6szor is az (g4, &;5, ..., &;,) vektorok fiig-
getlenek, mert feitevésiink szerint a H,, H,,..., H, halmazokat egymastdl fiigget-
lenil vélasztjuk; masrészt viszont, ha 4, d,,..., 9, tetszSleges, a 0 és 1 szamokbol
4ll6 szamsorozat, akkor  #

. 1 LN
(]. 3) P(Sjlz(sl’ 8j2:02,..., 61"25"):?: HP(EJ'I,:(SI,),

h=1

(1. 2) P(e;,=1)=P(g;,=0)=

* Iy médon eléfordulhat, hogy ugyanazt a részhalmazt t8bbszor is kivélaszijuk, ennek valo-
sziniisége azonban rendkiviil csekély lesz, ha »n nagy szam, mivel vizsgalatainkban k& nagysagrendje
log n, és ahhoz, hogy ugyanazon halmaz tobbszori kivalasztdsianak a valoszinfisége szamottevd

legyen, k-nak legaiabb V-i'_' nagysagrendiinek kellene lennie.
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ugyanis H-nak egyetlenegy olyan részhalmaza van, amely tartalmazza azon x,-kat,
amelyekre g, =1 és nem tartalmazza azon x,-kat, amelyekre ¢;, =0. Tehat az ¢,
(j=1,2,....k; h=1, 2,..., n) valosziniiségi valtozok fiiggetlenek-és mindegyik a 0
és 1 értékeket 1 valdsziniiséggel veszi fel. E valtozokat rendezziik el egy kX n elemii
matrix alakjaban, oly médon, hogy ¢, a matrix j-edik soraban a A-adik helyre keriil-
jon. Jeloljiuk e matrixot E,,-nel. Konnyen belathatd, hogy az a kovetelmény, hogy
az x elemet egyértelmiien meghatarozza az, hogy a H,, H,,..., H; halmazok koziil
melyeknek eleme, az x =x; esetben azt jelenti, hogy az E,, matrixnak az i-edik
oszlopa kiilonbodzzék e matrix dsszes tobbi oszlopatdl. Mivel az £, matrix oszlop-
vektorai fiiggetlenek és mindegyikiik a k-dimenzids és a 0 és 1 komponensekbdl allé

Osszes lehetséges 2% vektorral Sk valdsziniiséggel egyenl§, a keresett P,, valosziniiség
nyilvan

1 n—1
(1. 4) P,,k=<1—?> ,

fiiggetleniil attol, hogy mi i értéke és hogy milyen elemek allnak E, i-edik oszlo-

X

paban. Masrészt az e 1" * <] —x<e™* (0 <x <1) egyenlGtlenség szerint

_rn-1 _n-1
e ¥ l<p <e 2*
. n .
Ha 2*=n, akkor ZT_—-i-é?, ezért
_r _n-1
(1.5 e *<P,<e ?, hacsak 2=z=n.

Mas szoval, ha % <oa<1, é k=log,n+log, %, akkor P,,k>oz, mig ha
log "

. 1 . .
k=log,(mn—1)+log, — akkor P,.<a. llyen médon bebizonyitottuk a kovet-

log -
kezs tételt:

la. TETeL. Taldlomra vdlasszuk ki egy n elemii H halmaz k részhalmazdt oly
médon, hogy az egyes részhalmazokat egymdstdl fiiggetleniil vdlaszijuk és minden
részhalmaz kivdlasztdsakor H 0Osszes részhalmazai ugyanakkora valdsziniiséggel jon-
nek tekintetbe. Jelilje P, annak valoszintiségét, hogy H egy tetszbleges rogzitett
x eleme egyértelmiien meg lesz hatdrozva azdltal, hogy megadjuk, hogy a kivdlasztott
k részhalmaz koziil melyek tartalmazzdk x-et. Ha - =a= 1 ésk=log,n+ logz——1 s
1 IOg ;
akkor P, =a, mig ha k=log,(n—1)+log, 7 akkor P, =u.
log 5
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1
Megjegyzés. Ha =099, akkor log, = log, 100.<7, tehat ha a Bar—
log;

Kochba jatéknal kérdéseinket talalomra valasztjuk meg, és n dolog valamelyikére
lehet gondolni, a gondolt dolgot {log, n} + 7 taladlomra megvalasztott kérdés alap-
Jjan 99%-ot meghaladd valésziniiséggel ki fogjuk talalni. Meglep, hogy a sziikséges
kérdések szama mindig 7-tel lesz nagyobb, mint ha optimalis médon tennénk fel
a kérdéseket, fiiggetleniil attdl, hogy mekkora n, vagyis fiiggetleniil attol, hogy mi
a minimalis kérdésszam. Ha példaul a jatékosok abban allapodnak meg, hogy egy
6-jegyl telefonszamot kell kitalaini, akkor ez 27 talalomra feltett kérdés alapjan
999, valdsziniiséggel sikertil (220 =10 =2!9),

- Konnyen belathatod, hogy a részhalmazok valasztasara tett feltevésiinkbél kovet-
kezik, hogy altalaban a kivalasztott részhalmazok mindegyike a H halmaz elemei-
nek korilbeliil a felét fogja tartalmazni.*

Felmeriil a kérdés, hogy hogyan modosul a helyzet, ha a részhalmazok kiva-
lasztasi szabalyat ugy valasztjuk, hogy a kivalasztott részhalmazok tilnyomorészt
kb. pn elembdl alljanak, ahol O<p<1 és p#1.

Egy ilyen kivalasztasi szabalyt konnyen nyerhetiink, ha tovabbra is feltessziik,
hogy az g, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, azonban ezek eloszlasat ugy valaszt-
juk, hogy

(1.6) P(gjh:1)=l7 és igy P(g=0)=g=1-p

legyen. Ez annak felel meg, hogy a H; részhalmazt Ggy valasztjuk meg, hogy H
minden egyes x, elemérdl sorsolas atjan dontjitk el, hogy belekeriiljon-e H ;-ba, és
feltesszitk, hogy a sorsolas tgy torténik, hogy ennek valdsziniisége j és # minden
értékére p-vel egyenlS. Ez esetben is elkészitjiik az g;, szamokbol az E,, matrixot,
és az, hogy az ismeretlen x elem meg van hatarozva azaltal, hogy megadjuk, hogy
a Hy, H,,..., H,  halmazok koziil melyek tartalmazzak x-et, az x = x; esetben tovabbra
is azzal az allitassal ekvivalens, hogy az E,, matrix i-edik oszlopa kiilonbozik-e
a matrix Osszes tobbi oszlopatol. Most azonban ezen esemény P, valdsziniisége mar
fiigg attdl, hogy az i-edik oszlopban hény l-es &ll. A teljes valdsziniliség tételét
alkalmazva a P, valdszinliségre, a

k (ke '
(1. 7) Py=2 <v)p“qk'“(1 —pigtyt

v=0

kifejezést nyerjiik. Alkalmazva a Moivre—Laplace tételt, némi szamoldssal adodik,
hogy érvényes a kovetkez§ tétel:

2a. TETEL. Egy n elemii H halmaznak vdlasszuk ki taldlomra, egymdstol fiigget-
leniil k részhalmazdt, oly moédon, hogy H minden egyes elemére vonatkozdlag, egymads-
tol fiiggetleniil, sorsoldssal dontjiik -el, hogy az illetd elem beletartozzék-e vagy nem a
szoban forgo részhalmazba és ezen lehetéségek valosziniiségei p és g=1-—p legyenek
O<p<1;p#Y). Jelslje P, annak a valdsziniiségét, hogy H egy tetszdlegesen meg-

. e
* Pontosabban: mindegyik halmaz elemszama nagy valOsziniiséggel az nt |2+ )mloglogn

. 2
hatarok ko6zé fog esni, ahol =0 tetszbleges, és n=uno(d), ahol no(d) csak J-tol fiigg.
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vdlasztott rogzitett x elemét egyértelmiien jellemezze az, hogy a kivdlasztott részhal-
mazok kéziil melyek tartalmazzdk x-et. Ez esetben, bevezetve az I,({p,q})=

1
=p log, %——l—q log, 7 jelolést, ha n— + o és

log, n+yVlog, n+ o(log, n)

(1. 8) k=k(n) =

I({p,q}) ’
akkor
. vio
(1.9) . lim P, k(m__: J e,
n—>+oco
ahol
(1. 10) G—V T log p/q
1({p,q}) ‘Mo ;

Megjegyzés. Ha (1. 10)-ben p =4, akkor ¢ =0; ez esetben a tétel allitasa akkor
marad érvényes, ha y#0 és y/o alatt + oo ill. — o értendd, aszerint, hogy y =0,
ill. y<0.

2. §. Informacié-akkumulicio egy ismeretlenre vonatkozé
altalanos osztilyozasok esetében

E §-ban az 1. §-ban targyalt probléma kdvetkezd altalanositasaval foglalkozunk.
Az n elemii H halmazt k-szor egymésutan taldlomra r darab (szdmozott) részre
bontjuk, (r>2) oly moédon, hogy az egyes felbontisok egymdstdl fiiggetleniil tor-

ténnek €és minden felbontas ugyanakkora | tehat F) valoszintliséggel lesz egyenld

az Osszes lehetséges r-részre vald felbontasok mindegyikével. Kiszamitando annak
.a valdszinlisége — ezt P,-val jeloljik —, hogy kijelolve H egy tetszBleges rogzi-
tett x elemét, ez az elem egyértelmiien meg legyen hatarozva annak megadasa altal,
hogy a k felbontas mindegyikénél x hanyadik részhalmazba tartozik.

Nyilvan a széban forgd felbontasok mindegyike jellemezhet§ azon fiiggvény
altal, amely H minden eleméhez hozzirendeli a felbontds azon részhalmazinak
sorszdmat, amelyhez az illet§ elem tartozik. Ez a filiggvény (és ennek kovetkeztében
a szambajovs felbontas) nyilvan r"-féleképpen adhaté meg. Jelolje &;, a j-edik fel-
bontashoz tartozé-ilyen fiiggvényt, tehat legyen

(2' 1) ’ Em= l,

ha x, a j-edik felbontasnal az l-edik osztilyba tartozik (/=1,2,...,r; j=1,2,.... k;
h=1,2,...,n). Ugyaniigy, mint az 1. §-ban, belathatjuk, hogy az ¢, valtozok fiig-
getlenek és

(2.2) P(e,-,,zl)z% G=1,2,.. ks h=1,2,..n;1=1,2,..., 1.
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Elkészitve 4jbol az &, szamokbdl az E,, matrixot, az x = x; esetben P, annak val6-
sziniiségével lesz egyenl8, hogy E;, i-edik oszlopa az 8sszes tobbi oszloptdl kiilon-
bozik. lgy nyerjitk, hogy

1 n—1
(2.3) P =<1——> ,

rk
tehat, ha r*=n, akkor

n n—1

(2. 4) e “<P,<e ™.
Ily médon az 1. tétel kovetkezd altalanositisat kaptuk:

Ib. TETEL. Ha az n elemit H halmaznak taldlomra kivdlasztjuk k szdmi r
(szamozott ) részre valo felbontdsdt (r =2) oly médon, hogy az egyes felbontdsokat egy-
mdstol fiiggetleniil vilasztjuk ki ugy, hogy az 1" lehetséges felbontds mindegyike ugyan-
olyan valosziniiséggel keriilhet kivdlasztdsra és P,-val jeloljitk annak a valosziniise-
gét, hogy H egy tetszbleges rogzitett x eleme egyértelmiien meg legyen hatdrozva
azdltal, hogy megadjuk, hogy a k felbontds mindegyikénél melyik osztdlyba tartozik,

l -1
1 log, n+ log2<log o?)
tovdbbd, ha — <o <1 és k= - , akkor P

e log, r

k=, mig ha k=

i -1
log,(n—1)+log, (log oT)

log, r

=

, akkor P, =ua.

Megjegyzés. Ha r =2, akkor az 1b. tételbdl specialis esetként az 1a. tételt kap-
juk.

A mondott feltételek mellett minden egyes felbontads minden egyes részhalmaza
n+0({/nloglog n)
r
akarjuk, hogy a felbontisok részhalmazai ne ailjanak koriilbeliil ugyanannyi elem-
bdl, hanem elemszamaik a p;n, p,n, ..., p,n szamokhoz essenek kozel, ahol
§={p1,Psse-sp,} egy tetszGleges r elemil valdsziniiségeloszlas, azaz p,>0

1-hez kozeli valoszinfiséggel elemet fog tartalmazni. Ha azt

(=1,2,...,r) és > p,=1, akkor a felbontasok véletlenszeri megvalasztasat nigy
=1

kell moédositani, hogy

(2. 5) Ple;,=N=p, (=1,2,..,r;j=1,2,..,k; h=1,2,...,n)
legyen.
Ez esetben az 1.§-ban alkalmazott meggondolashoz hasonlé mddon a
(2 6) Pk= y —_k_'___. ki .sz...pkr(l _pkl.pkz...pkr)'l“l
: " Sk Ykl kT 2 r 12 !
Iglk'=k

képletet nyerjitk. Ebb8l némi szamolissal adédik a kovetkezd
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2b. TETEL. Ha egy n elemii H halmaz 2lemeit k-szor taldlomra r=2 szdmozott

osztdlyra bontjuk fel, oly médon, hogy az egyes felbontdsok egymdstol fiiggetlenek

és H minden eleme minden egyes felbontds l-edik osztdlydba p, valosziniiséggel esik

<p,>0, I=1,2,..,r; X py=1] é P, jeloli annak a valésziniiségét, hogy H egy
i=1

tetszbleges rogzitett x eleme egyértelmiien meg legyen hatdrozva azdltal, hogy meg-

adjuk, hogy a k felbontds mindegyikénél x hdanyadik osztdlyba tartozik, tovdbbd, ha

Q2.7 k=k(n)= 1.@) .

ahol § jeléli a (py, ps,..., p,) eloszldst, amelyrél feltessziik, hogy elemei nem mind
egyenlék, és

o r 1
2.8) LE)= Splog, —,
I=1 14
akkor
vie *
1 |
(2‘ 9) lim P" . e‘lz/zd[,
n—=+oco km) ‘/27'[ s .
ahol

‘,“ r .oor 1 2
© > pilogdp,— ( >p 1022‘_)
S 1= =1 )4

(2.10) o= )

Megjegyzés. Ha r=2,p,=p,p,=q (p+q=1,p#}%), akkor a (2.10) altal

definialt o értéke VA Pq__ lo , és igy a 2b. tétel az r =2 specialis esetben a
' dpaD |log p/q| gy p

2a. tételre redukalodik. Ha viszont r tetszGleges, viszont p, =pp=. ==
akkor a (2. 10) altal definialt o értéke O; a 2b. tétel allitisa ez esetben is érvényes
marad y 3 0-ra, ha y/o-t 4 co-nek ill. — oo-nek értelmezziik, aszerint, hogy y =0 vagy
y<0. .

3. §. Szimultan informacié-akkumulicié véletlen dichotomidk esetében

E §-ban el6szor a kovetkez§ problémaval foglalkozunk: Egy » elemidi H hal-
maznak egyidejiileg / kiilonb6z8 ismeretlen elemét kivanjuk meghatarozni oly mo-
don, hogy egymastol fiiggetleniil taldlomra kivalasztjuk H k részhalmazat (agy,
hogy minden valasztisnal minden részhalmaz ugyanakkora valdszinfiséggel keriil
kivalasztasra) és feltessziik, hogy az / ismerctlen elem mindegyikét illetGleg meg-
allapithato, hogy azok a kivalasztott részhalmazok koziil melyekhez tartoznak hozza.
Jeloljiikk P, -lel annak a valdsziniiségét, hogy ezek az adatok egyértelmiien meg-
hatarozzak a H halmaz széban forgo / elemét. Jelsljék ujbdl x,, x,,..., x, a H halmaz
elemeit, H,, H,,..., H, a kivalasztott részhalmazokat és legyen ¢;, =1 vagy 0 aszerint,
hogy x, eleme-e H;-nak vagy nem (j=1,2,..., k; h=1, 2,..., n). Akkor P, nyilvan
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egyenld annak valdsziniliségével, hogy az ¢;, elemekbdl alkotott E,, matrixnak az
[ ismeretlen elemnek megfelel§ oszlopa egymastol, valamint az Gsszes tébbi oszlop-
tél kiillonbozzék. llyen mddon azt kapjuk, hogy

R v ;1\t
(3' 1) P"kl: v]=]0 1'—? 1——? .

Egyszerlien adddik (3. 1)-bSl, hogy ha n, k& és / Ugy tartanak végtelenhez, hogy
I=o0(n) és k=log, nl+log, -lT—i—o(l), ahol 0 <a <1, akkor .
log;

(3.3) . lim P, =a.
Ezzel szemben, ha n és / gy tartanak végtelenhez, hogy
(3.4 . [~ dn 0<H=1),

akkor (3.3) abban az esetben teljesiil, ha

#
=32
(3. 5a) k = log, nl+log, 1 +o(1),
log;
vagyis, ha
: — B
(3. 5b) k = 2log, n+log, 22— ),
2log 2
Specialisan, ha
(3. 6) I=n,
akkor (3. 3) fénnalldsahoz kell, hogy
3.7 k= 210g2n+log2~—1—1—+0(1)
2log "

legyen.
Ervényes tehat a kovetkez§ tétel:

3a. TETEL. Ha az n elemii H halmaznak egymdstol fiiggetleniil taldlomra kivd-
lasztjuk k részhalmazdt, oly modon, hogy minden vdlasztdsndl H 2" részhalmaza
kiziil mindegyik ugyanolyan valdsziniiséggel keriilhet kivdlasztdsra, és P jeléli annak
valosziniiségét, hogy a kivdlasztott k részhalmaz H bdrmely két elemét elvdlasztja
egymdstol, azaz, hogy nincs H-nak két olyan eleme, amelyek az Osszes kivdlasztott
részhalmazzal ugyanolyan reldciéban dllnak (ugyanazoknak a részhalmazoknak
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elemei, ill. nem elemei) és n és k oly médon tartanak végtelenhez, hogy

k = 2log, n+log, —11— +o(1),
210g;

ahol O<o<1, akkor
' lim P, =a.
n—s +oo

Osszehsonlitva a 3a. tételt az la. tétellel, azt latjuk, hogy egy n eleml halmaz
dsszes elemeinek szeparalasahoz kereken kétszer annyi dichotomia szitkséges, mint
e halmaz egyetlen elemének szeparalisahoz. E probléménal valdjaban egy ismeret-
len n-edrendidi permutaciot kell meghataroznunk. Ehhez legalabb log, n!'~nlog, n
,,bit”" informacidra van sziikség; egy dichotomia a permuticié minden egyes elemére
nézve maximalisan 1 bit, az egész permutaciéra nézve n bit informaciot adhat.
Mas szbval, ha véletlen dichotomiakbdl hatarozzuk meg az ismeretlen permutaciot,
kb. 100%-os redundancia lép fel.*

4. §. Szimultan informacié-akkumulicio, altalanos osztilyozasok esetében

Ha az » elem{ H halmaz [ kiilonboz6 elemét akarjuk meghatarozni és minden
egyes rész-informéacié abban 4all, hogy taldlomra kivalasztjuk a H halmaz egy r
részre valo felbontasat (igy, hogy minden valasztasanal az Gsszes ilyen felbontasok
egyforman valdsziniiek, és az egyes valasztisok egymastdl fiiggetlenek), és ezutan
értesitliink arrol, hogy az / ismeretlen elem mindegyike minden egyes felbontasnal
melyik részhalmazhoz tartozik, akkor — P, -lel jelolve annak a valdsziniiségét,
hogy k ilyen felbontas elegendd az / ismeretlen elem meghatarozasara — az el6z8
§-ban alkalmazott meggondolashoz hasonldéan belathatjuk, hogy

-1 A
@. 1 Pu= 1] <1 —rik)<1~r—k> )

Ha tehat
4.2) I=o0(n),
akkor a
. log, ul+log, ——— +0(1)
log —
4. 3) k= oz, 7

* Ha /> n, viszont megengedett az, hogy — a szimultan Bar—Kochba terminologiajat hasz-
nalva — t6bb jatékos gondoljon ugyanarra-a dologra, akkor sem sziikséges tobb dichotomia mint

az [ = n esetben, hiszen 2 log> n-+log, 1 dichotomia koriilbeliil a valdsziniiséggel elégséges

2log —
a

a H halmaz minden elemének szeparalasihoz és teljesen meli¢kes, hogy hany jatékos gondolt ugyan-
arra a dologra, hiszen akik ugyanarra gondoltak, mindig ugyanazokat a valaszokat adjdk és igy,
ha B kitalalta, hogy egyikiik mire gondolt, akkor a tobbirdl is tudja ugyanezt.
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esetben lesz

(4. 4) lim P, ==, O<a<l),
mig ha
4.5) [~ Bn, (0<9=1),
akkor a
~ 2—9
: 2log, n+log, 11(——1)——%0(1) .
. 2log -
(4. 6) k= oz, 7

esetben lesz (4. 4) érvényes.
Ezek utdn azt varnank, hogy ha az r-részre osztasnal az egyes részek elem-
szamai koriilbelill tgy viszonylanak egymashoz, mint a p, p,,..., p, szamok

2 pi=1]), akkor a fenti eredmények csak annyiban mddosulnak, hogy log, r
i=1
helyébe 71,(§) 1ép. A tiizetesebb vizsgalat azonban azt mutatja, hogy ez nem igaz,

. . o 1 . o .
ugyanis log, r helyébe nem a Shannon-féle I,(§) = > p; logZIT els6rendli informa-
i=1 i

ci6-mennyiség, hanem az 1,(§)=log, masodrendii informacié-mennyiség
2
1ép. (Persze a p, =p, =... =p, = 1/r esetben [ (§) =1,(&) =log, r.) Ezt a kdvetkezd-

képpen lathatjuk be: Jeloljék =y, m,,..., m, valamilyen sorrendben az olyan k-
tényezds szorzatokat, amelyek minden tényez8je a p,, p,,..., p, szamok egyike

(sorrend is szamit!). Nyilvan a n; szdamok mind p4tp%2.. p*- alakiak, ahol 2 k,=k
k' i=1
és ez a szam a m; szAmsorozatban ———————-szor fordul el8,
kilky,! .. k!

Az egyszeriiség kedvéért csak a legérdekesebb esetet tekintjitk, vagyis azt,
amikor /=n.

Ez esetben P,-val jelolve annak vaidszinliségét, hogy a k felbontas H Osszes
elemeit szeparalja,

4.7 Py=2"n;m;,..1; ,

ahol az Osszegezés az Osszes kiilonbozé szamokbol alloé (i, i,,..., i,)-szam n-esekre
terjesztendd ki.

A (4. 7) jobb oldalan all6 6sszeg aszimptotikus viselkedésének megvizsgalasahoz
éppen arra a szita-formuldra van sziikség, amelyet egy el6z6 dolgozatunkban [5]
bizonyitottunk be. Jelblje B;; azt az eseményt, hogy az E,, matrix i-edik és j-edik
oszlopa azonos. E jelolés mellett P,, annak a valosziniiségével egyenl§, hogy a B;;
(1 =i<j=n) események egyike sem kovetkezik be. Jelolje G azt a grafot, amelynek
szogpontjai az (/,j) szamparok (1 =i<j=n) és amelyben az (i,j) és (i’,j’) szam-
paroknak megfelels szogpontok akkor és csak akkor vannak Gsszekotve egy éllel,
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ha az i, j, i’, j’ szamok nem mind kilonbozSk (tehat, ha i=i’ vagy i=j" vagy j=i’
vagy j=j’; nyilvanvald, hogy e négy lehetGség kozill i<j és i’ <j” miatt legfeljebb
egy althat fenn). Jelolje I'* a G szégpontjai halmazanak azon részhalmazai Gsszes-
ségét, amelyek nem tartalmaznak egyetlen G-ben éllel 6sszekotott szogpontpart sem.
és I'** a G szogpontjai halmazdnak azon részhalmazai Gsszességét, amelyek legfel-
jebb egy G-ben éllel 6sszekotott szogpontpart tartalmaznak. Legyen

(4. 8) T=Z*P(B; Bi,j,--- Bij)s

il. = -

4.9) Si*=S**P(B, . B, ...B

i2j2** l'djd)’

ahol T* ill. £** azt jeloli, hogy az Gsszegezés csak az olyan (iy, j,),..., (iy, j;) szdm-
par d-esekre terjesztendGk ki, amelyek '*-hoz, ill. T**-hoz tartoznak. Ez esetben
az [5]-ben bebizonyitott tételiink szerint s barmely nemnegativ egész értékére

(4. 10) ISP S —SF + . =S5 = Py = 1 = ST+ S5 —.. .4 S5

Azonban nyilvanvaldan

g d
L S N an=1) . (n=2d+ 1)
@1 5= <i:1 m) dTo ’
tovabba
8 <§ n,-3>d(d— )
(4.12) gl o NEL_ 2

rk 2 )
3V 2 717,2) (n—2d-+1)

Ha marmost

2 log, n+ log 7;14— o(l)
2log "

(4.13) k= ) ) -,

log-

2
akkor figyelembe véve, hogy

i M k
ﬂ?<2p3> ;
l i=1 v=1

azt kapjuk, hogy d minden rogzitett értékére

/ ] d
(log;)
(4.15) T

(4.14)

b4
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tovabba figyelembe véve, hogy

rk r k
- (4.16) 275?=<2p3> )
i=1 v=1
és ezért, bevezetve a p= max p, jelolést,
1=v=r -
rk r k
(4.17) 2ni <ﬁ"< ZP%) ;
i=1 v=1
azt kapjuk, hogy
(4.18) S = Si(1+o(n™9)),
ahol
2
1og2 'p2 . °
(4.19) s 0.
log, - r
2p

Tehat s minden nemnegativ egész értékére

1\* 1\*
2sa1 (— 1)d<log ;) L 5 (— l)"<log ;)
(4. 20y 2> =lim P, = lim P, édzo T .

d=0 d!

Ilyen moédon, elvégezve az s-- + oo hatiritmenetet nyerjiikk, hogy

1
.21) limPy=e “F=u.
Ezzel tehat bebizonyitottuk a kovetkezs tételt:

3b. TETEL. Ha egy n elemii H halmaz elemeit egymdstol fiiggetleniil k-szor r
(szdmozott) osztdlyba soroljuk, oly mddon, hogy H elemei minden egyes osztdlyba-
soroldsndl egymdstdl fiiggetleniil p, valdsziniiséggel keriilnek a v-edik osztdlyba
(v=1,2,...,r), és P, jeloli annak a valésziniiségét, hogy a szoban forgo k felosztds
H bdrmely két elemét elvdlasztja, vagyis, hogy ne legyen H-nak két olyan kiilonbézd
eleme, amelyek mindegyik vdlasztott felosztdsndl ugyanabba az osztdlyba esnek,
tovdbbd, ha n és k ugy tartanak végielenhez, hogy

2log, n+log, #—l—o(l)

{4.22) k=
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ahol O <u <1, akkor

(4. 23) lim P, =a.

Nyilvanvalo, hogy a 3b. tétel specilis esetként tartalmazza (az r =2, p, =p, =4
esetben) a 3a. tételt.
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