EGY GAUSS-FELE SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATROL

frta: VINCZE ISTVAN

A Gauss-féle folyamat, amellyel az alabbiakban foglalkozunk, a matematikai
statisztikdban mint limeszfolyamat meriil fel minta és eloszlasfiiggvény, ill. két
minta eltérésének hatareseteként, ha a minta darabszam végtelenhez tart. Két minta
_ 0sszehasonlitasaval kapcsolatban nyertem néhany kétvaltozds eloszlastételt és hatar-
eloszlastételt, amelyekbsl az emlitett folyamat tobb jellemzdje egyszerlien meg-
hatarozhatd volt. Igy példaul explicite meghataroztam az elsG abszolit-maximum-
hely eloszlasfiiggvényét, tovabba egyszerli formulakat sikeriilt nyerni egyes momen-
tumokra. A széban forgd Gauss-folyamat szoros kapcsolatban van a Brown-mozgast
leir6 Einstein—Wiener-folyamattal, amely ugyancsak Gauss-folyamat, azonban fiig-
getlen novekmény(i és ezért konnyebben kezelhetd. E tulajdonsagot hasznalta fel
Doos [5] hatareloszlastételek kozvetlen, azaz nem a véges mintara vonatkozo elosz-
lastételekbsl hataratmenettel nyerhetG meghatarozasara. ,,Heurisztikus” moddszeré-
nek mértékelméleti alatdmasziasit DONSKER [4] és PROCHOROV [8] adtak. Emlitett
egyiittes hatareloszlastételeimet Doos modszerével is levezettem [13]. A Doob-féle
gondolat mddott adott az Un. els6 atmetszés siirliségfiiggvényére olyan egyszerii
integralegyenlet felirasdra, amely Osszefoglalja szamos mas hatareloszlastétel esetét
¢s esetleg tovabbiak levezetését, vagy kozelit6 meghatarozisat is lehetGvé teszi.

A targyalt Gauss-féle folyamat emlitett matematikai statisztikai vonatkozisa
mellett jelentds szerepet jatszik a hiradastechnikdban, a hGvezetés eiméletében, az
enérgiafogyasztis ingadozasanak vizsgalatiban és sok mas fizikai és miiszaki prob-
lémaban.

Dolgozatunk célja a szoban forgd Gauss-folyamattal kapcesolatos néhany ismert
eredmény és termékeny modszer ismertetése, s ezeknek néhany adalékkal vald
kiegészitése. A Gauss-folyamatra vonatkozdlag utalunk P. LEvy [7], A. BLANC—
LAPIERRE—R. FORTET [2] és J. L. DooB [6] munkaira.

A kovetkezd, els6 paragrafusban a minta és elméleti eloszlasfiiggvény eltérése,
amely véletlen fiiggvény és binomialis (vagy polinomialis) folyamatnak is nevez-
hetd, szolgal a targyalandd Gauss-folyamat szemléletes bevezetésére. — A 2. §-ban
a maximum helyek eloszlasaval foglaikozunk. Az abszolit maximum hely siir{iség-
fiiggvényére egy abszollit konvergens sort vezetiink le, amely elSallitas TURAN PAL
egy megjegyzése alapjan sikeriilt. Tandcsaiért ezaton mondok kdszonetet. — A 3. §-
ban a Gauss-folyamattal kapcsolatos néhany momentumot vezetiink le. — A 4. §-
ban a kapcsolatos Einstein—Wiener-folyamattal foglalkozunk.
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36 VINCZE 1.

1. §. A binomialis folyamat és a Gauss-féle folyamat

Legyenek 64, d,,..., J, fiiggetlen, azonos, a (0, 1) intervallumban egyenletes
eloszlasu valdsziniiségi valtozok: i=1, 2,... n-re

0, ha =0
P(6;<n=(t, ha O0=<t=1
1, ha 1<t

Jelolje F,(t) empirikus eloszlasfiiggvényiiket:

1
0] F,O=- 2L
hsi<t
A matematikai statisztikaban jelentGs szerepet jatszik az empirikus és elméleti
eloszlasfiiggvény eltérése:

én(t) = V;I—(Fn(t)_r)'

A sup |E, (D) és sup &,(f) valdsziniiségi valtozék hatareloszlasit n— oo esetén
1

O0=¢=1 O=st= .
KOLMOGOROV, ill. SZMIRNOV hataroztaik meg és WOLFOWITZ mutatott ra elGszor
ezen eloszlasok statisztikai felhasznalhatosagara annak a kérdésnek az eldontésénél,
hogy valamely minta egy feltételezett elméleti eloszlasii sokasagbdl szarmazik-e.
A &,(1) véletlen fliggvény (1 valdszinliséggel) a r=0-ban &,(0)=0-bbl indul és
a r-tengelyhez —45° szog alatt hajlé szakaszokbol all, ugrasai a J; helyeken

vannak, és Vi nagysaguak, a £,(1) =0 pontban végzédik. (1) alapjan kézvetieniil
n

belathatjuk a kovetkezd relaciok €rvényességét:
Minden régzitett t-re £,(¢) binomialis eloszlasu, tovabba

M(£,())=0 0=r=1
D&, (1)) =1(1—1) 0=r=1
P(f,,(()) = 0) =1 )
M(ELDE()) = t(1—1), O=s¢=r=l,

rogzitett O<t, <t,<.. <t <1, k=2 értékekre a £,(t;), £,(t3),..., E,(t,) valdszinii-
ségi valtozdk egyiittes eloszlasa polinomialis.

Ha n—<o akkor a &,(f) folyamat egy &(¢) Gauss-féle sztochasztikus folyamat-
hoz tart, amelyet az irodalomban igen sokat vizsgaltak és amelyre nézve &,(f) fenti
tulajdonsagaibdl kozvetlenil a kovetkezSket allapithatjuk meg:

Minden rogzitett t-re (0=t=1) £(f) eloszlasa normalis eloszlas, tovabba

M(¢(1)) =0, 0=r=1
D(¢() = (1 —1), 0=r=1,
P(é(O)::O) =1,

M(&DHEE)) = 11 -1, Ost=r=l,
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rogzitett O<t; <t,<...<t, <1, k=2, értékekre a &(¢,), &(ty),-.., &(t) valtozdk
egyiittes eloszlasa k-valtozds normalis eloszlas. Ismeretes tovabba, hogy &(¢) minta-
fiiggvényei 1 valosziniiséggel folytonosak, és ugyancsak 1 valdszintiséggel sehol sem
differencidlhatok. A mintafiiggvény 1 valdsziniiséggel r=0-ra a £(0) =0 magassag-
bol indul és a &(1)=0-ba érkezik. A folytonossig miatt a mintafiiggvény felveszi
maximumat éspedig 1 valdsziniiséggel egyetlen #} helyen, tovabba abszolat értéké-
nek maximumat egyetlen #,, helyen. Természetesen 7.} és t,, valdsziniiségi valtozdk.

A =g Y valtozd bevezetésével definialt

c<r>=(1+r)é(l;>, 0O=t<oo

sztochasztikus folyamat az Einstein—Wiener-folyamat, amely a térbeli Brown-

mozgast végz3 pont koordinatatengelyekre esG vetiileteinek mozgasat irja le. A &(7)

folyamatra felirt fenti relaciokbol levezethetSk ennek kovetkez8 tulajdonsagai:
Minden rogzitett t-ra {(r) normaélis eloszlasd, tovabba

P({(0)=0) = I,

M({(@) = O, 0=t<oo
D*({(7)) = 1, 0=1<o
M(¢(){(r")) = min (z, T').

Ugyancsak egyszerii szamolassal adddik, hogy ((r) flggetlen novekménydi,
vagyis idegen (7, 7,) és (73, 74) intervallumokra

P({(rs) ~ t(3) < ¥|{(1)) = {(13) =p) = P({z) —{(t3) <x),  O=71, <7y <T3<Ty

A &(2)-re vonatkozd problémak atfogalmazhatdk a ((t)-ra vonatkozd problé-

makba. Tgy példaul a sup &(f) valdszinliségi valtozd eloszlasadhoz a kovetkezd
O=t=1
esemény valdsziniiségét kell meghatdrozni

() <a, 0=t=1},
ez azonban a {(t) folyamatra vonatkozd kovetkezS eseménynek felel meg:
{t(ty<a(l +1), 0=t <oo}.
{(t) fiiggetlen novekményii 1évén joval egyszer(ibben kezelhetd, mint &(r) és

igy Doos [5] hathatés moddszert adott erre vonatkozd eredmények levezetésére,
amit azéta tobb szerz8 kihasznalt [1, 2, 13].
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2. 8. A Gauss-folyamat maximum helyeinek eloszlasa

Egy ¢l626 dolgozatomban [12] meghataroztam a (15, E(t3) és (1, E(1) valo-
sziniiségi valtozé parok egyiittes eloszlasat. Ezek a f(t) folyamatra, helyesebben
két fiiggetlen ilyen folyamat kiilonbségére vonatkozd, megfeleld valdsziniiségi val-
tozd parok egyiittes eloszlasanak hatarértékeként adodtak. Az eredmények:
0=z=1, 0=y

(2) P(é(f,:)<y, t,: <Z) =7 7? JJ Tmi—zaﬁe—mdlldv,
00
5 s
(3) P(é(tm) =X fm<2) = ]/ ; J:[f(u, U)f(u, l—U)dll dU,
00
ahol

2
Lave2
z

@ f0.2) = 3 (~ 1@+ De?

Az els6 valtozdk eloszlasara peremeloszlasként adédnak a Szmirnov- és Kol-
mogorov-féle eloszlasok, az egyoldali maximum helyre az ismeretes eredmény

Pt} <2) = z, O0=z=l,
vagyis az egyenletes eloszlas adddik. A kévetkezGkben a ¢

zunk.
A (3) formulabdl y=co-re nyerjiik a ¢, eloszlasfiiggvényét

eloszlasaval foglalko-

n

P(t,<z)=®(z) = % jj S, v)f(u, 1 —v)dudp,

a siirliségfiiggvény

() = ¢(2) = l/' % jf (u, 2)f(u, 1 = z)du.

Ha f(y, z) (4) alatti sorat e kifejezésbe helyettesitjiik, s tagon ként integralunk
— feltéve, hogy a tagonkénti integralas megengedett — a kovetkez§ tetszetSs els-
allitast nyerjiik: .
© = Cu+1HQ2v+1)
p(z) ~ 2 — pty :
70~ 22 2V @ A=A

Sajnos ez a formalisan nyert sor nem abszolut konvergens, amir§l mar z=0
helyettesitéssel meggy6zSdhetiink. A baj onnan szarmazik, hogy f(y. z) sora y=0-ra
nem abszolut konvergens; y=co-re ez a nehézség nem forog fenn. Ismeretes azon-
ban, hogy az f(y, z) fiiggvénynek, amely a hdvezetés elméletében szerepet jatszo



EGY GAUSS-FELE SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATROL 39

3-fiiggvény, mas eldallitdsa is van, s TURAN PAL javasolta, hogy az integral (0, 1)
intervallumra esé részét ennek segitségével szamitsam. E modszerrel sikeriilt a
kovetkez8 eredményre jutni:

1. TETEL. Ha t,, jeloli a (0, 1)-ben értelmezett E(t) Gauss-féle folyamat abszolit—
maximum-helyét, amely folyamatot a P(EQ0)=0)=1, M(&))=0, 0=r=1 és
MENEE) =t(1 —1), 0=t=t'=1 reldciék jellemzik, akkor 0=z=1-re

P(z=t,<z+Az2)

i FESEEED < 000 -
32 2 2, e Qu+HEv+1) [,
]/? 2 2 G s @ s a2 Jyze e
au,v(z
ahol
n [2u+ D%+ Qv+ D1 —2)]%
k=3 () |

E sor igen gyorsan konvergil és alkalmas ¢(z) értékeinek numerikus megha-
tarozasara.

B1zoNyiTAs: Ismeretes, hogy az

1) =~ 3 (= 1y@r 4 De 3w 022
Vzn v=0 )

fiiggvény a kovetkezS alakban is elGallithato (lasd pl. [9] 47. old.):

(2v+1)2a2

) I0) =2 S (=1p@v+De” o7
Y=o :

mely utdbbi sor az y=0 kornyezetében kedvez8bb. Vagyis I(y)-ra a koévetkezd
fiiggvényegyenlet all fenn:

7 ik T
© /<y>=(2—y2) ’(‘27)

Az f(y, z) fiiggvény a kovetkez§ alakban irhato:

, Vo y ( »
f(ys Z):T 23/2 l(?ﬁ;) >

g - y? y y
2 feeZar (2 (2o

ily modon

¢(2) =
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Integralunkat két részre bontjuk: ¢(z) =1, +1,, ahol

VEf o (2N
= l/§ j Ed-27" ’(z'/z) '((l—z)‘/=>dy’
0

amely o-t alkalmasan fogjuk megvalasztani. (6) alapjan irhatjuk — y helyett ~),;—-t

helyettesitve —

RESPTC

Alkalmazzuk most az

n(l —z)"
>( 2y )d}'

_nlz(1—-2)]%
- 2u
helyettesitést. Eredményiink

V J [Z(l—z)]llz (T) <( YA )du.

n[z(l z)]’/z

Valasszuk most «-t a kovetkez6 médon

a=a(z) = V% [2(1 = 2)]',

amikor is I, =1, és

173
v = f [z(l—z)]’/z (z_> ((1 B )"“‘

Helyettesitve az /(y) fiiggvény (5) alatti sorat, az abszolit konvergencia miatt
a kétszeresen végtelen sort tagonként integralhatjuk:

w f(2u+1)? (2.+1r]
7= V”-’ [z(1— 7)]3/2 2 2("1)"+v(2#-‘ 1)(ZV+1)‘[u2e 2 i g,

(z)

Ebbdl jutunk az

[(2u+ )2z + Qv+ 121 ~2) |
z2(1 —2)

helyettesitéssel a tételiinkben megadott alakhoz. A ¢(z) siirliségfiiggvény — ellen- -

tétben a 1} slirtiségfiiggvényével — a ¢(0) = p(1) =0 sajatsaggal rendelkezik, tovabba
a z=0 pontban végtelen rendben simul a z-tengelyhez, ami @(2) elGallitasabol
ugyancsak leolvashato.
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3. §. Momentumok
Ebben a paragrafusban a ¢} és &(t}) valoszinfiségi valtozék néhany momen-
tumat és egymasra vonatkozé regressziojat adjuk meg.

2. TETEL. Az 1. tételben leirt &(t) Gauss-folyamat t} maximum helyére és &(ty)
maximumdra érvényesek a kovetkezé reldciok:

(7) mze) = |/ 7.

® D) =257,

© M) =+ |/ 2.

(10) MO =) =1 =

an Dz(r;lé(r;)=y)=%—‘%ff—f(:lz+y—hﬂdr,
:

12 Mg == || Lo

(13) DZ(g(r,j;)]t,;:=z)=3”n_82(1—z).

KOROLLARIUM: A 15 és &(t}) valdsziniiségi vdltozok korreldlatlanok.

Megjegyezziik, hogy a (11) jobboldalan szerepl§ integral a kovetkezd, Un.
Whittaker-féle fiiggvénnyel fejezhet§ ki (lasd pl. [11]):

oa

, _ Z}e—z et
W—%,-—%(z)’—— <1>J‘,1/2(1+t) dr.
r > )8

BizoNyiTAs: A (7) és (8) formula a Szmirnov-eloszlas
P(E(3) <) = 1—e>

els két momentumabdl adddik. A (9) vegyes momentumot az egyiittes eloszlas (6)
alatti alakjabdl kozvetleniil nyerhetjiik:

»2

= 1
M1 eEah) = /% fj‘ﬁ[zm—z)dydz,
00
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ahol az y szerinti, majd a z szerinti integralas minden nehézség nélkiil keresztiil-
vihetd.
A (10) formulat a kdvetkezGképpen kapjuk:

1
2

l2 ¥z _ZL
= | — (1 ~z)
]«’ 7 j (D dz

+ Y — 1) — o
M(’m 'é(rm)_y) - 4}’6_2"'2
A
t dt
=irr T agy
helyettesitéssel az
Lo [L,56D
Ven” eyzf e

[}

kifejezéshez jutunk, amelybdl (lasd [11] 170. old.)

oo

j 700 g V2

Y2 . ye!’z

¢s igy az + értékhez jutunk.
A (11) formula levezetéséhez hatarozzuk meg a tF —(t}1)? varhatd értékét a
E(1}r)y=y feltétel mellett:

- ,2
]/ZJ Y Z(l_ ?) e—“(%’_)dz

Z(I z)]:”z
M(r — (D) =p) = ——

4pe= 12

Az integralandé fiiggvény szimmetrikus z-ben az 1 pontra nézve és igy 0=z=1-
ben alkalmazzuk a

1 dt
Z(l - Z) = ’2"‘(“{?1‘), (l —2Z)dZ = — W
transzformaciot, azonban
Va
t

1—2z= (m>

és igy
dz=—L 1 4

4 t'2(1+4 1)
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Ily mddon a keresett momentumra a kdvetkez6 — elemi fiiggvényekkel véges alak-
ban ki nem fejezhetd — kifejezést nyerjiik:

e—2y21

Minthogy #,5 varhatd értékét (1)-bdl ismerjiik, innen a négyzet varhaté értékét,
végiil pedig a szOrasnégyzet (11) alatti alakjat kapjuk.

A (12) és (13) relaciok igazolasa a (9)-re vonatkozé megjegyzésiink figyelembe-
vételével egyszeriien torténhet, ugyancsak a korolldriumé, amely (10)-b6l azonnal
leolvashato.

4. §. Az els atmetszés abszcisszajanak eloszlasa

A bevezetésben emlitett {(t) (0 =1<oc) Einstein—Wiener-folyamattal foglal-
kozunk. Mint emlitettitk, a £(¢) Gauss-folyamattal kapcsolatos bizonyos prob-

1émak a
o N T
{(=1+ Tﬁ'(ﬁ{)

osszefliggés miatt a {(r)-ra vonatkozé problémékba vihetSk at. E problémak egy
része a kovetkez$ tipusii: Legyen g(t) valamely gorbe egyenlete, amelyre vagy

ay g()=b>0, 0=1<x

vagy
b) g(’t)>0 O<1<oo

¢és g(0) =0, ugyanakkor g(t) a =0 pontban elég magas rendben érinti a fiiggdleges
tengelyt. Feladat a

®(g(0) = PU()<g(®), O<t<w)
O(z;8()) = P({(®) <g(r); 0=1=2)

valdszinliségek meghatarozasa. Itt

D(eo; g(1)) = D(g(x))

és D(g(1))<1 esetén a () folyamat 1| —d(g(1)) val(’)szinﬁseggel atmetszi a g(1)
gorbét valamely végesben fekvs t értékre. Ez esetben jelolje 7., =1+ az elsS ilyen
helyet; ennek eloszlasfiiggvényére a kdvetkezs all: P(t+ <z) =P({(r) = g(r) valamely
t<zre)=1-®(z; g(1)).

Tehat ©+ slirtiségfiiggvénye

Y(z; g(1)) = —D(z; g(1)).

E siirliségfiiggvény integralja 0-t0] «-ig csak akkor ad 1-et, ha a {(z) gorbe pozitiv
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valoszinliséggel atmetszi valahol g(z)-t, tehat, ha (D(g('c))=0. Ahhoz, hogy a szo-
kasos értelemben vett siirliségfiiggvényt kapjuk, osztani kell 1 —®(g(t))-val:

—®'(z; (1)
1-®(z;8(1) °

A bevezetésben mondottak szerint a
g(v)=a(l +1)
fal”, a Kolmogorov—Szmirnov hatareloszlasnak felel meg, vagyis a

{t@y<a(l+1), 0=1<}
{(t)<a, 0=t=1)

esemény a

eseménynek feiel meg.
A Rényi-féle egymintés relativ eltérés eloszlasa [10] a

[{E(t)<at, O<fy=t=1}

esemény valdsziniiségét adja meg, ha a mintaelemszam n —<o, ami a

@ =<ar, fist<o)
eseménynek felel meg.
Az Anderson—Darling-féle relativ eltérés a

40) -
b e o==1}

eseményhez vezet, ha n—~o és az a

{C(r)<al/r, 0 <1< oo}
eseményt adja.

Az aladbbiakban egy egyszerii integralegyenletet vezetiink be annak az els6
abszcisszanak siirliségfiiggvényére, amelyben a {(r) folyamat mintagorbéje a g(7)
gorbét metszi. Minthogy a {(t) folyamat, minden a>0-ra, a g(r)=ar egyenest 1|
valoszinliséggel a 1 =0 pont tetsz8leges kis kdrnyezetében metszi, az ilyen tipusu
falak esetében a 7, definicioja csak valamely 0 <ty <7 <o intervallumra vonat-
kozhat. (A Rényi-féle esetben 1, =f, volt.) Az alabbiakban ezért a g(r)-ra a g(0) =
= by >0 kikstést tessziik, amely mellett a 1 =0 pont e kivételes helyzete nem forog
fenn, azonban tételiink arra az esetre is all, ha a g(t) érintGje a T =0-ban fiiggSleges
és g(t) itt eléggé magas rendben simul az érint6hoz.

3. TETEL. Legyen g(t) a (0, ) félegyenesen értelmezett folytonos gérbe, amely-
hez léteznek olyan 0 <by<b és 0=a szdmok, hogy g(0)=b, és 0<g(t) <ar+b
minden 1 =0-ra. Legyen 1} az elsé metszéspont abszcisszdja, ahol a g(v) girbe annak
a {(t) FEinstein—Wiener-folyamatnak mintagiérbéjét metszi, amely folyamatra a

P({(0)=0) = I
M({(1)) =0, O0=1=<oo
M(S(2)(7")) = min (1, T)
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relacick fenndllanak. Akkor a t} W(x, g(x))=v(x) siriiségfiiggvénye a kévetkezd
integrdlegyenletet elégiti ki:
(14) p(x;a,b)= ' Y (@)g(x—1,a,at+b—g(z))dx,
0
ahol

1 L +ax)?
e 2x

(15) gplx;a,b)= oA

BizonyiTAs: Megemlitjiik DooB [5] kévetkezd lemmajat: Annak valdszinlisége,
hogy a {(r) folyamat az at +b egyenest (b=>0, a=0) atmetszi e~ 2%,

Jeloljik most azt az els6 abszcisszat, ahol a {(r) folyamat az at + b egyenest
metszi 1, ,-vel. A 17, slirliségfliggvényét egy eldz8 dolgozatomban [13] meghata-
roztam, azonban ez a (6) formulabdl is levezethetS, ha az abban szerepld &(r) folya-
matrol a megfelel§ transzformacioval attériink a {(r) folyamatra. Ez a siirliség-
fiiggvény a (15) alatti ¢(x; a, b), amelyre tehat -

| ¢x;a, B)dx=e=2e,
0

vagyis az integral az at + b egyenes atmetszésének Doos altal levezetett valoszin(-
ségét adja. .

Ahhoz, hogy a {(r) folyamat az at + b egyenest valamely (els8) 17, abszcisszaji
pontban messe, el6szor a g(r) gorbét kell valamely elsé 7, abszcisszajii pontban
metszenie. Azonban a {(r) folyamat fiiggetlen novekményi és igy {(z)-nak az a
része, amely a (1; ; {(t})) pont utdn kdvetkezik, gy tekinthetS, mint egy tételiink-
ben leirt Einstein—Wiener-folyamat, csak a (0, 0) pont szerepét a (rg" Lz )) jatssza
€s ehhez képest az at + b egyenes most egy az at; + b —g(r,}) magassagbol és ugyan-
csak a irdnytangenssel haladé egyenes, amely elsG atmetszésének a siirfiségét ugyan-
csak a (15) alatti formula adja az a és b ~at, +b—g(r}) paraméterekkel. Ezek utan
integralegyenletiink a kovetkezGképpen nyerhetd: Annak valdsziniisége, hogy a {(7)
folyamat az at + b egyenest el6szér a t=x pont (x, x +dx) kornyezetében messe,
egyrészt o(x; a, b)dx. Masrészt ezt a kdvetkez8 modon is kifejezhetjiik : annak vald-
szinfisége, hogy a {(r) folyamat a g(r) gorbét el6szor a 1} =1 hely (z, T +dt) kor-
nyezetében messe ¢(1)dr, tovabbd annak valdsziniisége, hogy az innen kiinduld
folyamat az at+b egyenest az (x, x+dx) intervallumban messe

¢(x—1; a, at+b—g(1)).
A fiiggetlen novekményliség miatt a két utdbbi valdsziniiséget szorozni és 1 szerint a

(0, x) intervallumban integralni kell, amit a ¢(x; a, b)dx-vel Osszevetve, a (14) integ-
ralegyenlethez jutunk. Ezzel a 3. tételt bebizonyitottuk.
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