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2. §. Az informacio alaptulajdonsagai

E paragrafus eredményeinek jelentSs része nem 1j. Ezek az eredmények eld-
szOr GELFAND, KOLMOGOROV és JAGLOM [4] munkajiaban, valamint KOLMOGOROV
[11], [12] munkaiban nyertek viligos megfogalmazast. Ezen eredmények egy részét
kiss¢ mas alakban PErRez fogalmazta meg és bizonyitotta be [17]. CzIAN-CZI1-PEJ
pedig az [5]-ben szereplo mtegralos informaci6-képlet levezetésében talalhaté pon-
tatlansagra mutatott ra és ki is javitotta azt. O kapta el@szér — valamivel kevesebb
altalanossag mellett — a 2. 2 pontban kimondott tételt. A harom valtozo informa-
cidjara vonatkozé azonossag (2. 6 pont) feltehetSen Gj. Az informacié sok, minket
érdeklS tulajdonsaga megkaphatdé a Burkill—Kolmogorov-féle integral altalanos
elmélete alapjan (1. [10]), valamint a legjabb irodalom bizonyos eredményeibdl
([13], [14]). Mindazonaltal a teljesség és a hozzaférhetGség kedvéért a levezetéseket
mas, elemibb meggondolasok segitségével mutatjuk be. :

L
2.1. Az informaciéo nem-negativ volta. Kezdetnek levezetjitk az informacié ko-
vetkezd egyszeri, de fontos tulajdonsagat.

1. TULAIDONSAG. Tetszbleges & és n vdltozokat tekintve az I(£, n) informdcidra
Sfenndll, hogy -

2.1.1H 1(&, ) =0.

A bizonyitashoz levezetjiik a kovetkezd, még sokszor felhasznalasra keriilé
altalanos egyenliGtlenséget: az ry,..., r,; Uy,..., 4, nem-negativ szamok tetszGleges
megvalasztasa mellett

m ; ry+ +r 1
2.1.2 S’ log-+ = 1 —-‘——-—i.
( ) ry Og (rl +. T rm) Og u, + + u,

Mindjart megjegyezziik, hogy a (2. 1. 2) egyenlGtienséget elegend8 m =2 esetére
igazolni, minthogy az altalanos eset ebbdl teljes indukcids kovetkeztetéssel adddik.
Tovabba, hogy a (2. 1. 2) egyeniStlenség valtozatlanul fennall, ha az r,, r, vagy az
uy, U, szamokat egy allando szorzéval megszorozzuk. Minthogy r, +r, =0 vagy

* Uszpehi Matematicseszkih Nauk XIV. (1959), vip. 6 (90), 3—104. — Jelen kozlemény
az eredeti tanulmany 2.—4. §-anak a forditasat tartalmazza. Az 1. §. forditasa a MTA III. Oszt.
Kozl X1/4 (1961) szamanak 427—456. oldalan talalhaté meg. Az idézett irodalom Jegyzeket
a kovetkezd szdmban fogjuk kozolni.

0
! Emlékeztetiink arra, hogy itt és a tovabbiakban 0log —=0 ha a=0 és « l'og —=+4o0
ha a=0. a 0

4%
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u; +u, =0 esetén az egyenlStlenség kozvetleniil belathatd, elegendS azt az esetet
tekinteniink, midén r, +r, =1 és u; +u,=1. Ebben a specialis esetben azonban
allitasunk arra redukaldédik, hogy ha l=u=0, 1 >r=>0, akkor

2.1.3) r log - +(l—r)logi_ = 0.

A (2. 1. 3) egyenlStlenség jobboldalat rogzitett r mellett « szerint differencialva
lathatjuk, hogy minimumat r =u-nél éri el, amikor is zérussal egyenlS. EbbSl mar
kovetkezik a (2. 1. 3) egyenlGtlenség, kovetkezésképp a kiindulasi (2. 1. 2) egyen-
i6tlenség is. Ismertnek tételezve fel az 1.2 pontban bevezetett jeloléseket, tegyiik
fel, hogy adva van az X X Y tér Cy,..., C,, felbontasa. Alkalmazva a (2. L. 2) egyen-
16tlenséget, latjuk, hogy

 Pey(XXY)
p§Xp,,(XX Y)

u Pen(C)

2.1.4 - (C;) log ———F— = 0.
( ) i;;psil( l) Og pgxp”(ct)

= pe, (XX Y) log

(2. 1. 4)-b8l és az informacid (1. 2.3) deﬁmclojabol kozvetleniil folyik az I(&, n)
informacié nem-negativ volta.
2.2. Az informacié egy ekvivalens definicidja

Egymast nem,metsz8 C;€ Sy X Sy (i=1,..., n) halmazok tetsz8leges rendszerére
legyen marmost -

p{q(ci)
2.2.1 1(Cy,...,C) = C) log —-=1—+ . .
@2.1) (e C) = 3 P € log 5 s
Ebben a pontban be fogjuk bizonyitani, hogy
(2. 2.2) I(é! ’])Zfélll)l(cl’5 C,,),
iy

ahol a fels6 hatar az X X Y tér Osszes lehetséges felbontasaira veends. A (2.2.2)
képlet az eredeti (I.2.3) definiciétél nyilvdnvaléan abban kiilonbozik, hogy az
eredeti definicidban a felsG hatart bizonyos olyan specidlis felbontasok szerint vet-
tiik, amelyet szemléletes analdgidkat felhasznalva derékszogii négyszoghaldzatra vald
felbontasnak fogunk nevezni. Ezek {4, X B;, 4, X B,,..., 4, X B,} tipusu felbon-
tasok, ahol {4;} az X tér egy felbontasa és {B;} az Y tér egy felbontasa.

A minket érdeklé eredmény egy altaldnosabb eredmény specidlis eseteként
adddik. Ezt az altalanosabb eredményt — tekintettel sokoldalii alkalmazasaira —
kiilén tétel alakjaban mondjuk ki.

Azt fogjuk mondani, hogy a Cy,..., C, felbontas a D,,..., D,, felbontas rész-
felbontasa, ha a C; halmazok m1ndegy1ket teljesen tartalmazza a D; halmazok
egyike.

TETEL. Tekintsiink egy olyan B C Sy X Sy algebrdt, hogy a legkisebb o-algebra,
amely ezt tartalmazza, azonos legyen Sy X Sy-nal. Tegyiik fel tovdbbd, hogy adva
van az X XY tér B-beli elemekbdl dilo felbontdsainak valamely olyan R osztdlya,
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hogy tetszbleges B-bél valo elemekkel biro felbontdshoz taldlhato ennek R-be tartozd
rész-felbontdsa. Akkor

(2.2.3) I, p)= sup I(Cy,...,C),

{Ci}er
ahol a felsé hatdr az dsszes R-osztdlybeli felbontdsokra veendd.

Megjegyezziik, hogy a tétel feltételei teljesiilnek, ha R az dsszes felbontasoktol
all, és ezért a tételbdl kovetkezik a (2. 2.2) osszefiiggés. E tétel alkalmazasanak
masik fontos példajaként megjegyezziik, hogy ha X és Y a valds tengely, Sy és
Sy a Borel-halmazok o-algebraja, £y és Oy pedig az X, illetve Y tengelyen vett dsszes
intervallumok 8sszességei, akkor X X Y osszes, {A, X By,..., 4,, X B,} tipusi felbon-
tasainak osztalya, — ahol 4,;€%y, B;€9Dy és {4,} az X felbontasa, {B,} az Y felbon-
tasa —, eleget tesz a tétel feltételeinek (ehhez B-ként az A X B, A €9y, BE€Hy tipust
szorzatok véges Osszegeinek algebrajat kell venni). Ebb&l kovetkezik, hogy ha & és
n egydimenzids valtozok, akkor az informacié (1.2.3) definicidjaban elegendd
csupan a tengelyek intervallumokra vald felbontasat tekinteni.

Ha B gyanant A X B, A€ Sy, BESy tipusit halmazok véges Osszegeinek Osz-
szességét vesszilk, latjuk, hogy a tétel feltételeinek a derékszogl negyszdghaldra
valé Osszes felbontdsok osztilya is eleget tesz. Ennek kovetkeztében, I(&, n)-val
jelolve a (2. 2. 3) egyenl8ség jobb oldalat, és Iz (¢, n)-val jeldlve a (2. 2. 3) egyenlGség
jobb oldalat, latjuk, hogy a tétel levezetéséhez elegendS kimutatni, hogy tetsz6leges
olyan R osztalyra, amely a tétel feltételeinek eleget tesz:

(2.2.4) I m =1 (&, n).

Legyen

(2.2.5) Is(&, )= sup I(Cy,...,C,),
-{Ci}eﬂ

ahol a fels6 hatart azon felbontasokra kell venni, melyeknek minden eleme bele-
tartozik B-be. Nyilvanvald, hogy

(2 2, 6) IR(é! '1)5123(67 Vl)é i(éy 'I)-

A keresett (2. 2. 4)‘egyenl8ség levezetését két lépésben végezziik el. Az elsG 1épésben
be fogjuk bizonyitani, hogy Ix(&, n) =1Is(&, n), a masodikban pedig, hogy Is(&, n) =
k

=T n). A (2.1.2) egyenl8ségbdl lathats, hogyha E= {J F;, ahol az F-k disz-
i=1
junktak, akkor
Dey (Fy) Pey (£)
pZ_Xpry(Fi) PeX Py (E) °

Alkalmazva ezt az egyenlSséget arra az esetre, amidén a D;-k mindegyikét a {C;}
rendszer halmazaibol képezett Osszeg alakjaban allitjuk el§, azutan pedig Osz-
szegezve az egyenl8ségeket j szerint, észrevessziik, hogyha a {C;} felbontis rész-
felbontasa a {D;} felbontasnak, akkor

k
._1 Pen(Fy) log = pgy(E) log

2.2.7) I(Cy,..., CY=I(Dy,..., D,).
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Ezért tetszGleges integral-osszeghez, amely a felsS hatar jele utan all a (2. 2. 5)
kifejezésben, talalhaté egy nala nem kisebb, a (2. 2. 3) alatti fels6 hatar-jel utan
allé osszeg, ugyhogy Ix(&, n) = Iu(&, n). Osszevetve (2. 2. 6)-tal, latjuk, hogy:

(2.2.8) Tp(&, m) = Iu(E, ).

I, n) és I(&, n) egybevetéséhez sziikségiink lesz a kovetkezd altalanos lem-
méra.,

LEMMA. Tegyiik fel, hogy adva van a Z halmaz és e halmaz részhalmazainak
Sy o-algebrdja, valamint egy olyan W< S; halmaz-algebra, hogy az a legkisebb
c-algebra, amely tartalmazza W-t, egybeesik Sj-vel. Tegyiik fel tovdbbd, hogy S;-n
adva van két valosziniiségi mérték, p(C) és p(C), C€ S;. Akkor tetszbleges e >0-hoz
és tetszbleges D€ S, halmazhoz taldlhaté egy olyan A€ halma:z, hogy egvidejiileg?

(2.2.9) p(AADY=¢ és p(AAD)=c¢.

Ez a lemma jél ismert a p=p esetben. Bizonyitasahoz jeloljiik S-mal azon D
halmazok osztalyat, melyekre tetszGleges &>0-hoz talalhaté olyan A€3I, hogy
a (2. 2. 9) egyenlGtlenségek fennallanak. Vilagos, hogy § DA, A lemma allitasanak
levezetéséhez elég megmutatni, hogy (1. példaul [24], 6. §), S elemeinek tetszéleges

monoton sorozataval egyiitt annak hatarértéke is S-hez tartozik. Tekintsiik példaul
a kovetkezd monoton csdkkend sorozatot:

M,oM,...oM,>..., NM,=D, M,;ES.

Ekkor, ha n elég nagy, az alibbi szimmetrikus differencidkra fennall, hogy

p(MAD)=, F(M,AD)=

w|

Valasszuk meg az A€ halmazt Ggy, hogy

&

p(MnAA)é ﬁ(MnA‘4) §'59

g
2 4
akkor latjuk, hogy A4 approximalja D-t, Ggyhogy D € S. Ezzel alemmat bebizonyitottuk.

Tegyiik fel marmost, hogy valamilyen C€SyXS\-ra p,Xp,(C)=0, de p,(C)=
=a=0. Akkor I(C, XX Y\ C)= oo, ligyhogy I(, n) =<o. A lemma érteimében tet-
szbleges ¢> 0-ra Iétezik egy olyan CEQS halmaz, hogy p,Xp,(C)=eésp,(C)=a—e.
Elég kis ¢ mellett az I(C, X X Y\C) Osszeg tetszSlegesen nagy lesz, ugyhogy
Ig(&, n) = =I(&, n) is fennall,

Az XXY tér olyan {C;} felbontasat tekintve, hogy a megfelels I(C,,..., C,)
integralosszegre I(C,,..., C,) << fennall, a tétel allitasanak levezetéséhez elegendd
annak megmutatisa, hogy tetszGleges ¢=0-ra létezik olyan D,,... s Dyy D ey

2 Itt és a tovabbiakban a szimmetrikus differenciat igy értelmezziik:

Uav=wU\v) U (v\U).
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felbontas, hogy
(2.2.10) I(D,,..., D,)y=IC,,...,C,)—e.

Valasztva egy 6 =0 szamot, a H-be tartozd Dy,..., D, halmazokat Ugy valasszuk
meg, hogy

Pe(CAD)=8 és pyXp(CADY)=3 ~ (i=1,...,n)
fennalljon. irjuk most a kovetkez6t:

D;=D N\ UD, (i=1,...,n),

i*j

n
D,y = XX Y\\.UID.'-

13

Akkor D;¢Nf ésa {D;, i=1,..., n+1} halmazok az X X Y tér egy felbontasat adjak.
Vilagos, hogy

2.2.11) PedA DAC} =nd, peXp,{D,AC;} =nd (i=1,...,n)
és
(2.2.12) PeniDus1} =00, peXpiD,iy} =nd.

(2. 2. 11)-b8l kovetkezik, hogy elég kis & esetén az I(Cy,..., C,) és I(Dy,..., D,)
osszegek tetszOlegesen kozel lesznek egymashoz. Hogy az utolsd dsszeadandot az
[(Dq,..., D, ) Osszegben megbecsiiljiik, elegendS megjegyezni, hogy (2. 2. 12)-nek
megfelelGen

p.: {Dn+ } N ‘
pén{DlH-l}log . - } Epén{Dn+1}logP§r]{Dn+l} = no lOg né,

p§><pn{Dn+l

dgyhogy ez az 6sszeadandd kis o esetén nagyobb lesz, mint egy tetsz8legesen kicsi,
elére megadott negativ szam. Igy tehat kimutattuk, hogy elég kis 4 esetén a (2. 2. 10)
egyenlStlenség teljesiil; kovetkezésképp bebizonyitottuk a tétel allitasat.

2.3. Az informacié mint integraldsszegek hatarértéke

Legyen R az X X Y tér felbontasainak a 2. 2 pontban kimondott tétel feltételei-
nek eleget tevé osztalya. Akkor igaz az, hogy tetszGleges &> 0-hoz Iétezik olyan,
az R-be tartoz6 {B;} felbontas, hogy annak tetszSleges {B;} rész-felbontasara

(2.3.1) (&, n)—I(By,..., By)i<e.

Ez az allitas kozvetlen folyomanya az emlitett tételnek, a (2. 2. 7) egyeniStlen-
ségnek és a felsd hatar definicidjanak.

Emlékeztetiink arra, hogy egy T ={y} absztrakt halmazt részben rendezettnek
neveziink, ha valamilyen y, és y, parra fennall a y, <y, relacié (y, megel6zi y,-t),
amely a kovetkezd tulajdonsagokkal bir:
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I) abbdl, hogy y, <7y, és y, <7y, kovetkezik a y, és y, elemek azonossaga,
Il) ha y, <y, €s y, <y;, akkor y; <73,
111) tetsz6leges két y, és y, elemhez talalhato olyan y; elem, hogy y, <75 és
Y2 <7V3-
Az 0sszes R-beli felbontasok Osszességét részben-rendezett halmazza lehet tenni,
ha a < relacidt ugy definialjuk, hogy

(D5 <{C)}

abban az esetben, amid6n a {C;} felbontas a {D;} felbontas rész-felbontisa. Az
1) és II) tulajdonsagok teljesiilése szemmel lathatd. A I11) tulajdonsag igazolasahoz
elegendd megjegyezni, hogy a {B;NC;} elemekkel rendelkez8 felbontds mind a
{B;}, mind a {C;} felbontasnak rész-felbontasa. A {B;C;} felbontas esetleg nem
tartozik bele R-be, mindamellett a tételben mondott kovetelményeknek megfeleiSen
létezik olyan {D}€R felbontas, amely a {B;(NC;} felbontasnak rész-felbontasa.
Vilagos, hogy {B;} <{D,} és {C;} <{D,}.

Ha I rendezett halmaz, az a,, y €T szamok Osszessége hatdrértékének egy olyan
a szamot neveziink, amelyre igaz, hogy tetsz6leges ¢ >0-hoz talalhaté olyan y, €T,
hogy minden olyan y-ra, melyre y, <7,

la, ~al <e.
Ilyenkor azt fogjuk irni, hogy
a=lima,.
r
Konnyen bebizonyithatd, hogy az adott definicié mellett a hatarérték oGsszes meg-
szokott tulajdonsagai érvényben maradnak.

Marmost a (2. 3. 1) egyenl6tlenséget a kovetkezd limesz-Osszefiiggésként is
interpretalhatjuk,

(2.3.2) 1€, y) =lim I(Cy, ..., C,).

Ez a limesz-egyenlGség igen hasznos lesz szamunkra a kovetkezGkben.

2. 4. Integral-képlet az informaciéra

Ebben a pontban bizonyitjuk be GELFAND és JAGLOM, valamint PEREZ — az
1. 2 pontban mar megfogalmazott — eredményét.

El6szor tegyiik fel, hogy a p,, mérték nem abszolut folytonos a p. X p,-ra vonat-
kozdlag. Akkor létezik olyan B€ Sy X Sy halmaz, amelyen

Pe(B)=a=0, psXp,(B)=0.
Az
1—a

1(B, XX Y \\B) = alog +(1—a) log — = e

integralosszeg és a (2. 2. 2) képlet azt bizonyitja, hogy a tekintett esetben az /{&, #)
informacid végtelen.
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Ahhoz, hogy levezethessitk a céljaink szempontjabdl alapvet§ (1. 2. 6) infor-
maéciora vonatkozd integral-képletet abszolit folytonossag esetében, sziikségiink van
egy altalanos egyenlStlenségre. A kovetkezl egyszerii megallapitasbol fogunk kiin-
dulni: minthogy a ¢(x)=xlogx, 0 <x <o fliggvény konvex, azért tetszlleges
F(x) valosziniiség-eloszlasfiiggvényre

(2.4.1) '.u log u dF(u) = |.u dF(u) log ‘.u dF(u).
0 ] 6

Régzitve a B¢ Sy X Sy halmazt, amelyre p, Xp,(8)=>0 és bevezetve az
])§Xpn((a§q(x7 y) = u) m B)

PeXpy(B)
jelolést, alkalmazzuk a (2. 4. 1) egyenlGtlenséget erre az eloszlasfiiggvényre, Minthogy

Fy(uy =

oo

(B
(2.4.2) Ju AFa(i) = — o Jaé,,u WpeX py(ds, dvy = LB
0

rXp,, §><pn(B)

és
i

co

. 1
2.4.3 ulogudF, (u)=——flo ag, (X, V)pe, (dx, dy),
( ) J 24 B¥ PgXP,,(B)B g {r]( . )pil( y)

azért a (2.4.1) egyenlStlenség alapjan tetsz8leges olyan B halmazra, amelyre
Pe X p,(B) =0, fennall, hogy

pén(B)

2.4.4 log a,, (x, dx, dy) = p,(B) log ——=————.
( ) f g gy (X, ¥)Pey(dx, dy) Zpg, (B) gpéxp”(B)

B
Figyelembe véve azt, hogy p;, abszolit folytonos p, X p,-ra vonatkozélag és hogy
0 . .
a 010g;=0 osszef liggést fogadtuk el, l1atjuk, hogy a (2. 4.4) egyenlGtlenség igaz

Pe X p,(B)=0 esetére is, azaz igaz tetszGleges B € Sy X Sy-ra is. Megjegyezziik tovabba,
hogy a (2.4.4) egyenlftlenség jobb oldalan allé (esetleg divergens) integralnak
mindig van értelme, minthogy negativ része mindig véges. Ez példdul abbdl
lathatd, hogy semilyen B-re nem lehet a (2. 4. 4) egyenl6tlenség bal oldala —4-nél
kisebb, mivelhogy —% épp az xlog x fiiggvény minimumaval egyenl8.

Vegyiik az XX Y ter valamilyen {C;} felbontasat. Alkalmazva (2. 4.4)-et minden
egyes C;-re, latjuk, hogy

n

[(Ch er iy Cn) = 2:1 Jlog aﬁn(xa y)pén(dxa dy) = J\ ]Og a{q(xa y)pér,(dxa d)«’).

i=
C; XxY

Ezért
(2.4.5) 1€, )= | log ag,(x, y)pe,(dx, dy).

XxY
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. Most be kell bizonyitanunk, hogy (2. 4. 5)-ben valdjaban az egyenl8ség all fenn.
Adjunk meg valamilyen ¢=>0 szdmot és véalasszuk a K =0 konstansot oly nagyra,
hogy a

| €
(2.4.6) 0= pg{|log ag,(x, ¥)| = K} log pgf|log ag(x, y)| > K} = —
egyenlGtlenségek fennalljanak. Ez lehetséges, mert x log x =0, ha x —0. Tovabb3i a

{llog az,(x, )| =K}

halmaz el&allithaté egymast nem metsz8 C;€ Sy X Sy (i=1,..., n) halmazok 6sszege
alakjaban, Ggy, hogy ha

/_Ii: lnf a{n(x’y)’ I—Ii: sup a;q(X,J’),
(x, »)EC; (x, MEC:
akkor minden i-re
(2.4.7) log h,—log h, = %
Jegyezzilk meg, hogy ekkor minden /-re
C.
(2.4.8) PalC)

ST = .
p§ Xpn(ci)
Tovabba, hogy

(2 4, 9) pén(ci) ]Og Ei = | ]Og a.:n(xi )’)P:n(d-’f, d.V) Zl)gq(ci) lOg _/:Ii'
C;
(2. 4. 8)-bdl és (2. 4. 9)-bG8l kovetkezik, hogy

p{r](ci) J‘ ‘
Cilog —=—F—- 11 X, Jdx, dy)| =
pé'l( l) Og P;;Xp,,(C,) Og(lgﬂ(\ y)pfl( X y)!

(2.4.10)
= (log Ei_‘ log ) pe, (C)).

Osszegezve i szerint a (2. 4. 10) egyenlStlenségeket és (2. 4. 7)-et figyelembe
véve latjuk, hogy

g
(2.4.11) }I(Cl, e Gy — f log az,(x, y)pe,(dx, dy)| = TR
{log agy(x, y)§Ki
Legyen C,.,={log.(x,y) <K}, ekkor a Ci,..., C,,; halmazok rendszere az
X XY tér egy felbontasa. (2! 4. 6)-bdl és (2. 4. 11)-b4l azt kapjuk, hogy

(2.4.12) ¢ ....C.op = . log ag,(x, y)pe,(dx, dy) —e.

{log agn(x, ») =K}



~

A SHANNON-FELE ALAPTETEL ALTALANOS MEGFOGALMAZASA AZ INFORMACIOELMELETBEN (11) 59

Minthogy ¢ tetszGleges, K-t pedig tetszGlegesen nagyra lehet valasztani, dZCI’t (2.2.2)-
bdl kovetkezik, hogy

(2.4.13) nemz |

XxY

log a{'](xa .V)[)gn(d-\’, dy)-

A (2.4.5) és (2. 4. 13) egyenlGtlenségek egyiitt bizonyitjak az (1. 2. 6) integral-
képlet elsé felét. E képlet masodik fele a mértékelmélet egyes altalanos tételeibsl
kovetkezik (1. [23], 32.§. 2. tétel).

2. 5. Valésziniiségi valtozé fiiggvényének informacidja

Tegyiik fel, hogy a £ és n valdsziniiségi valtozok értékei az (X, Sy) illetve (Y, Sy)
mérhetd terekbe esnek. Ezenkivill tegyiik fel, hogy adva van az (X, Sx) mérhet8
tér és adva van az f(x), x € X mérhet§ fiiggvény, melynek értékei az X térbe tartoz-
nak. Akkor az elemi események f({) Osszetett fiiggvénye olyan valésziniliségi val-
tozo lesz, melynek értékei X-ba tartoznak. Be akarjuk bizonyitani, hogy

(2.5. 1) 1(A(&), n)=I(E, ).

TetszGleges BC X halmazra jeldljiik f~1(B)-vel azon x € X pontok Osszességét,
amelyekre f(x)€ B. A mérhetd fiiggvény definiciojabol kovetkezik, -hogy B€ Sk
esetén az f~I(B) halmazra fennall: f~1(B)€ Sy. Vilagos, hogy

(2.5.2) P UBY)=py(B),
és C€ Sy mellett
(2.5.3) Pl ST HUBYX C)Y=p ), (BXC).

Ha a B,,..., B, halmazok rendszere az X tér egy felbontasat alkotja, akkor az

f Y(B,),.... f~(B,) halmazok rendszere az X tér egy felbontasat fogja adni. (2. 5. 2)

és (2. 5. ‘%) mal egyiitt ez azt mutatja, hogy az a tetsz8leges integraldsszeg, amely
az I(f(&), n) ra adott (1. 2. 3) definiciéban a felsé hatar jele utan all, egyvike lesz az
I(&, y)-ra adott (1. 2.3) definicioban szereplG integralésszegeknek. EbbGl rogton
kovetkezik a benniinket érdekld (2. 5. 1) egyenlGtlenség.

2.6. Egy azonossag harom valtozo informaciojara

Tegyiik fel, hogy adva van harom valdszin{iségi valtozo &, nés {, melyek értekei
sorra az (X, Sx), (Y, Sy) és (Z, S;) mérhetd terekbe tartoznak. Akkor fennall a
kovetkezd altalanos azonossag:

(2.6.1) 1), O+ 1 ) =1(E, (1. D) + 17, ).

(A (&, n) és az (n, ) jeldléseket illetSleg lasd az 1.2 pontot. Abban allapodunk
meg, hogy e +a=wo, ahol 0=a=c))

Ennek az azonossagnak a levezetéséhez tekintsiik az X, V, illetve a Z terek
Ay (=1,...,m), {B;} (j=1,...,n), illetve {C,} (k=1,..., q) felbontasait. Alabb
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megmutatjuk, hogy

(), )+ 1, n) =

(2.6.2) , Penc(A: X B;X Cy)
= lim X A; X B; X C)lo i 7 ,
Rpyy i anl i G log PeX Py X p(A; X By X Cy)

ahol az egymaésrakovetkezés fogalma az XX YXZ tér {4;XB;XC,} alaku fel-
bontasainak Ry, Osszességére vonatkozdlag ugyanigy van bevezetve, mint ahogy
ez a 2. 3 pontban tortént. A pg,. €s p, X p, X p, eloszlasok definialasa valdszinliségi
valtozo-parok eloszlasainak az 1.2 pontban megadott definicidja kézenfekvd ana-
16giajaként torténik. Minthogy a (2. 6. 2) egyenl8ség jobb oldala nem valtozik meg
a &, n, { valtozdk permutalasakor, azért (2. 6. 2)-bGl kovetkezik (2. 6. 1).

Megjegyezziik, hogy az {4;XB;} (i=1,...,m;j=1,..., n) tipusit felbontasok
Ryy osztalya eleget tesz a 2. 2 pontban kimondott tétel feltételeinek, igyhogy a 2.3
pont eredményeinek megfelelGen

. Pey (4;X B j)
2.6.3) I(¢, n)=1im ,(A; X B)Ylog ——"—-—"——
D= e, &P A B8 S A By
Hasonléan az (XX Y)XZ=XXYXZ tér {A;XB;XC,} (i=1,....,m;j=1,...,n;
k=1,..., q) tipust felbontasainak Ryy, osztalya eleget tesz az emlitett tétel feltéte-
leinek, ha a (& n) és { valtozdkkal képezett parra akarjuk alkalmazni, ugyhogy
(figyelembe véve, hogy pie n(-) =Pey(+))

. A; X B; X C,
(2.6.4) I((f, n), C) —:Rhm _kaénC(AixBjx C,) log pfﬂi( J )
Xyz*hnJ,

Pzy (4;X Bi)l’; (Co )

Megjegyezziik, hogy

a .
(2.6.5) Pey(Ai X B)) = kg;l’gnc(A X B;X Gy

és igy (2. 6. 3)-at a kovetkezS alakra hozhatjuk:

2.6.6 I, n) = lim g (A X B; X C)log —————.
( ) ( ’1) Ryyz i,%(pf ]C( J k) g pg(A,)Xp,,(Bj)

A (2.6.4) és (2.6.6) egyenlGségeket Osszevetve kozvetleniil levezethetjiik a
keresett (2. 6. 2) egyenl@séget.
2.7. A feltételes informacio képlete

Ha &, n és { harom valdsziniiségi valtozo, akkor fennall a kovetkez8 fontos
osszefiiggés, amelyet A. N. KOLMOGOROV adott meg:

(2.7.1) (& m), ) =1, O) + MI(n, {[9).

Itt I(n, /&) az y és { valtozopar azon feltétel mellett kiszamitott informacidja, hogy
¢ valamilyen rogzitett értéket vett fel. MielStt pontos meghatirozasat adnank a
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(2. 7. 1) képletben szereplé valtozoéknak és bemutatnank e képlet bizonyitasat,
targyalni fogjuk azt az egyszerii specidlis esetet, amidén a &, y és { valtozdk elosz-
lasait eloszlas-siirliségekkel adjuk meg. Tegyiik fel, hogy pm(x, Vs 2), PeX, ¥) Pis(x’ z)
Pex), p(2z) a megfeleld valdsziniiségi valtozok egyiittes és egydimenzids siiriiségei.
A feltételes siiriiségeket, mint szokasos, a kovetkezs osszefiiggések hatarozzak meg:

Peqi (X, ¥, Z)
Py,;/a:(y, z; X)= L L

Pg(x) ’
. _ pér](xa y)
pn/{(y7 X)-— p,:(X)— >
Per(x, 2)
l’;/g(zi X):“iT)Z

Ebben az esetben

(&), 0) = j”[ %ﬁ%ﬂ]mﬁmﬂﬁwﬁ=

pg,,(x »py(2)

Pq;/g(ya z; x) Pg;(x, ) ] .
= 1 ; =
2.7.2) J\J'J'[ o8 Pq/g(y; x)P;/g(ZZ x) Pc(Z)Pc(x) Pg,,g(x, ¥, 2) o dy dz

(X,
JJ[ p’;ix)xpg(z)] P,;g(x, z)dx dz -+

1 P,,;/g(y, z; X) :I }
} f{,”[log Puse(V¥)Dye(z ;5 x) Dent(X, ¥, 2) dy dz ¢ dx.

Az dsszeadandé a (2. 7. 2) egyenlGség utolsdeldtti sorAban nem mas, mint az I(&, {)
informacié. A masodik dsszeadandd kapcsos zardjelei kozott szerepld kettds in-
tegralt kézenfekvd ugy interpretalni, mint az I(y, {/¢) feltételes informaciot, igyhogy
a 2.7.2 képlet a (2.7.1) képlet egy variansianak tekinthetd.

Térjiink most ra az altalanos esetre. Legyen adva harom valosziniiségi valtozo,
&, n és {, amelyek értékei sorra az (X, Sy), (¥, Sy), (Z, S;) mérhetS terekbe tartoz-
nak. TetszGleges A € Sy halmazra tekintsitk most a kovetkez§ feltételes valdszinti-
séget:

2.7.3) P{neAfE=x} = p,d]x).

Mint ismeretes (I. [9]) a p,(4/x) figgvény rogzitett A esetén az x € X’ mérhetd
fiiggvénye lesz, amely az x értékek O p.-mértékii halmazatol eltekintve egyértelmiien
van meghatarozva. Ismeretes, hogy egymast nem metsz6 halmazok tetszSleges
Ay, Ay,...y Ay,..., A, € Sy sorozatara a p, mérték szerint majdnem mindeniitt fennall
a kovetkezd egyenlGség:

@.7.4) S pre(4il)= M(UAM)

i
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(1. [9], 8. §). Analdg tulajdonsagokkal rendelkeznek a
(2.7.5) pye(B/x)=P{{ € B/ =x}

feltételes valosziniliségek is — igyhogy diszjunkt halmazok tetszéleges B,,..., B,....,
B, €S, sorozatara p, szerint majdnem mindenditt

(2.7.6) i;&; P;/g(Bi/x)ZPg/g(ig Bi/x>'

Most meg akarjuk hatarozni az altaldnos esetben is az 5 és { valtozokbol allé
par feltételes informacio-siiriiségét, adott & mellett. Ehhez a legkézenfekvébbnek
a kovetkez§ feltételes valdszinliség-eloszlasok felhasznalasa latszik:

PruedDIxy € pyeXpyeDixj, DESyX Sy

(e valtozok koziil a masodikat kézenfekvd a D = A4 X B halmazokra — A ¢ Sy, BE S,
— ugy meghatarozni, hogy p,,s XpyD/x)=py{A]x)py,(B/X) legyen) és ezekkel
ugyanugy jarunk el, mint ahogy azt a k6zonséges informacio-siir{iség meghataroza-
saban a feltétel nélkiili valdszinlség- eloszlasoknal tettitk. Sajnos azonban, ha ezt
ilyen direkt médon hajtanank végre, le kellene sziikiteniink az altalunk vizsgalt
valdsziniiségi valtozd-osztalyt, minthogy a feltételes valosziniiség-eloszlasok tavol-
rél sem rendelkeznek mindig a szdmunkra szitkséges és (szemléletes szempontbol)
kézenfekvs tulajdonsagokkal (részletesebben 1. [9], 9. §).

Epp ezért kissé mas utat kovetiink. Tegyiik fel, hogy adva vannak az A€ Sy,
.B€S; és CcSy halmazok. Legyen

2.7.7) Puxgse(CXAX B) = | pyye( A1) pyye( Bl pyldx).
[o}

(2.7.4) és (2.7. 6)-bol nyilvanvaloéan kovetkezik, hogy a p,, .. fiiggvény teljesen
additiv a CX 4 X B tipusti halmazok Osszességén, ahol A€ Sy, B€ S,, C€Sy. Ezért
(I. [24]) egyértelmien KkiterjeszthetS olyan p,, ..(-) valdsziniiségi mértékké, amely
az Sy X Sy X Sy o-algebra Osszes elemein definialva van. Azt fogjuk mondani, hogy
létezik az n, { valtozé-par feltételes informacid-siiriisége adott & valtozé mellett, ha
a pg,, valoszinliségi mérték abszolit folytonos a p,, ;s valosziniiségi mértékre vonat-
koztatva. Az n,{ valtozd-par feltételes informacid-siirliségének adott ¢ mellett a
kovetkezs kifejezést fogjuk nevezni:

dpfq;(.)

2.7.8) iy ., )=log ————,
( 'ls/f( ) g dl’,,x;/g(')

A feltételes informacio-stirliség olyan fiiggvény, amely mérhet6 a Sy X Sy X Sz
o-algebrara vonatkozélag és 0 p,, .. mértékd halmaztol eltekintve — vagy: az
abszolut folytonossag folytan O p,,-mértékii halmaztol eltekintve — egyértelmiien
definidlva van. Meg fogjuk mutatni, hogy ha létezik az i, ., informdcio-siiriiség,
akkor létezik az iy, informdcio-siiriiség és az i,.. feltételes informdcic-siiriiség is,
emellett a py,, mérték szerint majdnem mindeniitt fenndll a kévetkezd egyenlfség:

2.7.9 fcem (X, s 2) = hgg(X, Y) + iy lx, ¥, 2).
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Az n, { vdltozokbol allé pdr & adott értéke mellett vett dtlagos feltételes informdcio-
Janak fogjuk nevezni a kovetkezd integrdlt:

(2 7. ]0) M[(ns C/é) = J' iu{/{(xs Y, Z)ng,,(dx, dy’ dZ) = Miry;/{ (49 n, C),

XxYXxZ

amennyiben az integral alatt 4ll6 informacio-siiriiség 1étezik. Ha ez a slirliség nem
Iétezik, azt mondjuk, hogy

(2.7.107 MI(n, {[&) =+ co.
Meg fogjuk mutatni, hogy a
(2.7.11) MI(n, {[E) =0,

egyenldtienség mindig fennall és le fogjuk vezetni a feltételes informaciéra vonat-
kozd kovetkez8 képletet:3

(2.7.12) (&, ), ) =1, 0)+ MIn, [é).

Ha mar ismertnek tekintjik a feltételes informacid képletét, akkor a (2.7.11)
egyenlGtlenséget abbdl is levezethetjitk, hogy — a 2.5 pont eredményeinek meg-

felelGen —
(€, ), ) =1(&, ).

Masrészt a (2. 7. 11) egyenlGtlenséget kozvetlenill is megkaphatjuk. Ugyanis a 2.1—
2.5 pontokban szerepl§ gondolatmenet sz szerint atvihet§ a minket érdekld esetre
akkor, ha az ezen pontokban vizsgalt X X Y teret €és p, X p,, valamint p,, mértékeket
az XX YXZ térrel, illetve a p,x e €s ps,; mértékekkel helyettesitjiik. Specialisan,
ezen a modon az atlagos feltételes informacio elGallithaté mint informacio 8sszegek
hatarértéke.

A most megfogalmazott allitisok levezetését a kovetkezd allitas bizonyitasaval
kezdjiik: ha a p,, mérték abszolit folytonos a p, X p, mértékre vonatkozdlag, azaz
ha létezik az iy/(x, z) informacio6-siiriiség, akkor a p, .., mérték abszolit folytonos
a pg, X p, mértékre vonatkozolag, és ha bevezetjiik a

dpg () ,
>~ = Qinx) =gq,.(x, 2),
dpy X py(-) (% 7)
dp:,xg/{(') ~
————==d(x, ), 2)
dl’quI’g(')

3 Nem adtuk meg az I(n, (/&) feltételes informacié definicidjat. Ennek megfeleléen az M
szimbélumot, amely az atlagos feltételes informaciod jelolésében fellép, nem tekinthetjiikk gy, mint
a varhato érték jelét. Abban az esetben, amiddn az i,/. siirliség létezik, kézenfekvd a kovetkezot

jrni:
I1(1.5/8)= M {in (&, 1, D&}

Ekkor MI(n, {/&)=M{I1(s, £/&)}. Mindazonaltal, ha az i, siirliség nem létezik, tovabbi konst-
rukcidkra lenne sziikség. A kovetkezbkben csak az atlagos feltételes informaciot fogjuk hasznalni.
A szokdsnak megfelelden abban allapodunk meg, hogy oo+ a = oo, ahol 0=g = co.
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jeloléseket, akkor a p,, X p, mérték szerint majdnem mindeniitt fennall a kovetkezd
egyenl&ség:
(2.7.13) ag(x, z) =a(x, y, 2).

El8szor is megjegyezziik, hogy tetszbleges f(x, z) fliggvényre, mely mérhetd az
Sy X S; c-algebrara vonatkozodlag, valamint tetszéleges 4 €Sy halmazra

| f(x’ Z)P;,,ng(dX, dy, dZ) =

(2.7.14) xxdxz ~
= | £ Dpye(Aix)pex py (s, d).
XxZ
Valéban, ha
5715 1, (x,2)ECXB,
2.7.19) T =0, (x, ¢ Cx B,

ahol C< Sy, B€S;, akkor (2. 7. 14) a kdvetkezS egyenlGség sorozatra redukalodik:

| Pen X peldx, dy, dz) = [ Pen(dx, dy) '| p(dz) =
B

CxAxB CxA

[ Pusipet@) [pe@n) = [ pydixpexpetas, az)

cx

(2.7.16)

(2. 7. 16) kozvetleniill adodik a mértékek szorzatinak, valamint a feltételes valo-
szinliségnek a definicidjabdl. Minthogy a CX B tipust halmazok generaljak az
egész Sy X S, o-algebrat, a (2.7.16) tipust fiiggvények linearis kombin4cidival
tetszGleges, az Sy X Sy-re vonatkozdlag mérhet8 fiiggvény megkozelithet5, Ezért
(2. 7. 16)-bdl kovetkezik (2. 7. 14).

Alkalmazzuk most (2. 7. 14)-et f(x, z) kovetkez8 megvalasztasa mellett:

agg(x, 2)9 (xa Z)E CX B:
f(xa Z) =
0, (x,2)§ CX B,
ahol C€ Sy, B€S,. Akkor ‘
@717 | aglx Do Xpldx, dy, d2)= | agy(x, )y A]x0ps X p(d, d).
CXAXB CxB

Felhasznalva mérték mértékszerinti derivaltjanak egy ismert tulajdonsagat (1. [24],
32.§, 1. tétel), (2. 7. 17)-et a kovetkez8 alakra hozhatjuk:

(2.7.18) j g (X, 2)pey X p(dx, dy, dz) = J Poie (A1) p g (dx, dz).
CXAxB CxB
Marmost megjegyezziik, hogy tetszGleges f(x) fiiggvényre, mely Sy-re vonat-
kozoélag mérhets €s tetszbleges B€ S,-re

.7.19) | 7C)peg(dx, d2) = | £() o (Blx)py ().

XxB
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A (2.7.19) egyenl8ség ugyanazzal a modszerrel bizonyithato, amellyel a (2. 7. 14)
egyenl@séget levezettiitk. Bevezetve az

) Ppe(A]x), x€C,
f(X)={ 0, X4 C

jelolést és alkalmazva (2. 7. 19)-et, (2. 7. 18)-bdl, és (2. 7. 7)-bbl levezethets, hogy

| ag(x, Dpgy X peldx, dy, dz) =

CxAxB

2.7.20) .
= | Py A/X)Pye(BIX)Pe(dx) = Py gye(CX AX B).
C

Minthogy a CX A X B (ahol C€ Sy, A€ Sy, B€S,) tipusu halmazok generaljak az
egész Sy X Sy X S, o-algebrat, azért (2.7.20)-bol kovetkezik, hogy tetszGleges
Ec Sy X Sy X S,re

(2- 7. 21) J ag{(xa Z)p{r’ XPC(dx: dy7 dZ) = pnx§/§(E)'
E

Az a(x, y, z) fliggvény definicidja folytan (2. 7. 21)-bél kovetkezik a (2. 7. 13) egyen-

16ség.

Most be fogjuk bizonyitani, hogy az iy, , informécio-siirliség létezésébdl
kovetkezik az iy, informacid-siiriiség létezése. Valoban, allitasunkkal ellentétben
tegylik fel, hogy a p,(-) mérték nem abszolit folytonos a p, X p,(-) mértékre vonat-
kozolag. Akkor valamilyen C€ Sy X Sz-re fennallna, hogy

e

ng(c)>0> Pe ch(C):O-
De akkor C=CX Y€ Sy X Sy X Sg-re

Pgng(é) =P.§g(c) =0, Pey ng(é) =Pe XPC(C) =0,

ami nem egyeztethetd Ossze a p ,,, mértéknek a pg, X p, mértékre vonatkoztatott
abszolut folytonossagaval, azaz nem egyeztethet$ Gssze az- i ), informacio-siirliség
l1étezésével.

A kovetkezS lépésben az iy, , slirliség 1étez€sébdl levezetjik az iy, , feltételes
informacié-siiriiség l1étezését. Ezzel kapcsolatban mar tudjuk, hogy iétezik az ay,
siirliség, kovetkezésképp jogosult a (2. 7. 13) képlet felhasznalasa. Adjunk meg egy
olyan tetszbleges E€ Sy X Sy X S; halmazt, amelyre

Prx g/g(E) =0.
A (2.7.13) képlet szerint:

(.7.22) Paxie(E) = | [ | ag(x, 2)pey X py(dx, dy, d2).
E
Ezért az F halmaz elGallithatd az

E=E,+E,

S 1. Osztdly Kézleményei XII/I
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Osszeg forméajaban, Ggy, hogy fennallnak a k&vetkez8k:

(2.7.23) Pen XpAE)=0
és
(2. 7. 24) aglx, 2)=0, (x,y,2)€E,.

AZ iz, informécio-stiriség létezésének feltevésébdlt és (2. 7. 23)-bol kovetkezik, hogy

(2.7.25) Pent(E1) =0.

Jelsljiik D-vel azon (x, z) pontok halmazat, melyekre
ag,(x, ) =0.

Vitagos, hogy E, C DX Y, tovabba, hogy

pe(D) = . J ag (X, 2) e X p (dx, dz) = 0.
D

Ezért
(2.7.26) Pend E2) = pey (DX Y)=pe(D)=0.
(2.7.25) és (2.7. 26)-bdl kovetkezik, hogy

pgng(E ) =0,

amivel bebizonyitottuk, hogy a p;,, mérték abszulat folytonos a p, .., mértékre
vonatkozodlag.

Most tegyiik fel, hogy Iéteznek az i, és i, informacio-siirliségek. Akkor
léteznek a kovetkezd siirliségek is:

dp &ng

e _Apyxye()
Apyxge(c)’

dl’gn XP.;(‘) '

A mértékelmélet egy ismert tétele kovetkeztében (1. [24], 32.§, 1. tétel) ebben az
esetben létezik a

a() =

Ayre() =

dp§r,§(')

2.7.27 —r
( ) dpey X py(+)

= aq{/{(xa s Z) ZI(Xa Vs Z)

derivalt is. Felhasznalva (2. 7. 13)-at, majd logaritmust véve, (2. 7. 27)-b6l levezet-
hetjiik a (2. 7. 9) képletet az informacio-siirtiségre.

Hogy levezethessiikk magat a (2. 7. 12) feltételes informacio képletét, meg kell
jegyezniink, hogy ha az i,  informacié-siiriiség létezik, akkor igaz a (2.7.9)
képlet, s ebbdl (2. 7. 12) egyszerli integralassal levezethetd. Ha ez a siirliség nem
létezik, akkor (2. 7. 13) és (2. 7. 27) azt mutatjak, hogy az i, és i, siirliségek egyike
nem is létezhet, igyhogy a (2. 7. 12) egyenl8ség a kiilonben is igaz oo +a = kép-
letre redukalédik.
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2. 8. Markov-lancot képezd valtozok informacidja

Most a kovetkezd altalanos tényt bizonyitjuk be. Ha a &,, &,, &5 vatozdk
Markov-lancot képeznek (a definiciét 1. az 1.6. pontban), akkor

(2. 8. ]) ]((Clv 62)1 63) = 1(625 63)‘
A (2.7.1) feltételes informacié képletének megfeleléen a (2. 8. 1) egyenl8ség az
(2.8.2) MI((E,, 8)/62) =0

egyenlGség kovetkezménye lesz. Most felhasznaljuk a Markov-lancok kovetkezd jol
ismert tulajdonsagat; azon feltétel mellett, hogy &, rogzitett, a &, és &3 valtozok
fiiggetlenek. Pontosabban, tetsz8leges A € Sy, €s B< Sy, halmazokra 1 valészinii-
séggel fennall a feltételes valdsziniiségekre vonatkozé kovetkezd egyenlBség:

(2.8.3) P{E € A[E,} P{Es€BIE,} = P{E €A, E5€BJE,).

(Ennek az allitasnak a bizonyitasa megtalalhaté Doos [9] konyvében, 1I. fej. 6.§.
Az a korillmény, hogy ott csupan valos értékli &; valtozdkat vizsgalnak, lényeg-
telen.) A feltételes valosziniiség definicidja értelmében tetszbleges C€ Sy, halmazra
fennall:

Pﬁlngs(Axch) = P{éIEAa éZEca 536 B} =
@849 = | P{& €4, £5€ B/E, Ipe, (dx ).
C

Ezért a (2. 8. 3) egyenlSségbdl és a p;, « /e, merték definiciojabol (. a (2. 7. 7) egyen-
18séget) kovetkezik, hogy tetszbleges A€ S, C€ Sy,, B€ Sy, halmazokra

(2.8.5) Peieats(A X CX B) = P, gy15,(A X CX B).

Minthogy egy 4 X C X B tipust halmaz generalja az egész Sy, X Sy, X Sx, o-algebrat,
A Pege, €5 De xeye, MErtékek egyszerlien egybeesnek. Ezért az iy, ., feltételes infor-
macio-siiriségre fennall

(2.8.6) sy = O

Ebbd] rogton kovetkezik (2. 8. 2), kovetkezésképp a keresett (2. 8. 1) egyenldség is.

2.9, Valoésziniiségi valtozok fiiggetlen parjainak informacioja
és informacio-siiriisége

Legyen adva négy valoOsziniiségi valtozd, &, &,, ny, 1., amelynek értékei sorra
az (Xy, Sx), (X2, Sx,), (Y5, Sy), (Y5, Sy,) mérhet§ terekbe tartoznak. Tegyiik fel,
hogy a (£, n,) par nem fiigg a (£,, n,) partol. Akkor az I((€,¢&5), (,1,)) informacidra
fennall:

(2 9 1) I((gla 62)5 ('711 }12)) = I(éh ’71) +I(€25 ’72)’

5%
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€S & Pg e, METték szerint majdnem mindenditt fennall az informacio-siirliségekre
vonatkozo koévetkezd egyenlGség:

(2.9.2) g8 (X 1> X20 V15 ¥2) = g (X1, Y1) gy (X2 ¥2)-

A (2.9.1) képlet nyilvanvaldéan kovetkezménye a (2. 9. 2) képletnek és az informa-
ciéra megadott integral-képletnek. Ennek folytan csak a (2.9.2) képletet fogjuk
bizonyitani.

A (&, 1) és (&5, n,) parok fliggetlensége maga utdn vonja azt a tényt, hogy
A e eagun,(+) mértékre fennall:

(2 9. 3) pfléz'lmz(') = I;?Tm ><ipfizrlz(')‘
Tovabba ugyanezen okbol fennall a kovetkezs:
(2 9. 4) Peey Xpnmz(') = Py Xpﬁz Xp’ll Xp'lz(')' *

Most felhasznaljuk azt az altalanos tényt, hogyha az (X, Sy) téren adva vannak
a py és py, az (Y, Sy) téren pedig a py és p, valdszinliségi mértékek, és ha létezik az

dPy X Py (-
(2.9.5) : ayy(x, y) = FBxX By ()
dPy X Py(+)
derivalt, akkor léteznek a
- _dpx(’) dpy(-)

(2~ 9. 6) ’ aX(x) - ([ﬁx(')’ ay (y) = d;’y(')

derivaltak is, és py X py szerint majdnem mindeniitt fennall:

2.9.7) axy(x, y) = ax(x)ay(y).

Ennek az egyszerii allitdsnak a bebizonyitasahoz eclég megjegyezni azt, hogy tet-
szBleges A € Sy-re ;

pxXpy(AXY) = px(A),

PxXpy(AXY) = iX(A‘)»
kovetkezésképp ha a py Xpy(-) mérték abszolut folytonos a py Xpy(-) mértékre
vonatkozolag, akkor a py mérték is abszolut folytonos a py mértékre vonatkozo-

lag. Analég modon bizonyithatd, hogy a py mérték abszolut folytonos a p, mértékre
vonatkozoélag. Tovabba FuUBINI tétele értelmében A € Sy, B€ Sy mellett

| ax(ay()Bx X By (dx, dy) = [ ax(Ipx(dx) [ ay (i (dy) =
(2.9.8) axB A B

= px(A)py(B) = px X py(4 X B).

Minthogy az 4 X B halmazok az egész Sy X Sy o-algebrat generaljak, (2. 9. 8)-bdl
kovetkezik, hogy tetszéleges C€ Sy X Sy-ra

(2.9.9) | ax@ay ()Px X Py (@x, dy) = px X py (C).
C
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(2.9.9)-bél a (2.9. 5) egyenlBség a mérték mértékszerinti derivaltjanak definicidja
alapjan kovetkezik. A keresett (2. 9.2) azonossdg marmost kozvetlen eredménye

a (2.9.5) egyenl8ségnek, ha azt a px(:) =pyy,(+)s Py(:) =Peuns()s Dx() =pg, Xpy, ()
Py =Dg, X py,(-) mértékekre alkalmazzuk, — valamint az informacié-sliriiség defini-

cidjanak.

2.10. A Shannon feltételek sziikségességének bizonyité.sa

Ebben a pontban bizonyitjuk be azt az eredményt, amelyet az [. 6 pontban
fogalmaztunk meg. Az ott hasznalt jelolésekkel ez az eredmény agy szdl, hogy ha
a {W} kozlemény atvihetd a {Q, V} tavkozlési csatornan, akkor

(2.10. 1) HW)Y=C(Q, V).

Legyen &, n, F],E (bemeneti kézlemény, bemeneti jel, kimeneti jel, kimeneti kozle-
mény) egy kozlemény atvitele lehetSségének definicidjaban felhasznalt valdszi-
niiségi valtozdk sorozata. Minthogy a (&, ) valdszinliségi valtozé ugy tekinthetd,

mint a £ valdsziniiségi valtozd fiiggvénye, a (&, i) valdszin{iségi valtozd pedig mint
a & figgvénye, azért — kétszer alkalmazva a 2. 5 pont eredményét — azt kapjuk,
hogy

(2.10.2) 1, &)=1( (1, ©)=1(&, ), (1, ).

Feltevés szerint a &, n, 71,5 valtozok Markov-lancot képeznek. A Markov-lancok
ismert tulajdonsagai folytan a &,n, (1, &) és n,#, & valosziniiségi valtozd-osszességek
ugyancsak Markov-lancot képeznek. Kétszer alkalmazva a 2.8 pont eredményét,
azt kapjuk, hogy )

(2.10.3) (&, ), (&, O)=1(n, (7, &) =1(n, 7). -

(2. 10. 2) és (2. 10. 3)-bSl kovetkezik, hogy

(2.10.4) (¢, &= 1(n, ).

Minthogy a &, € valtozok eleget tesznek a W pontossagi feltételeknek, ezért (l. a
kozlemények entropiaja (1. 4. 8) definicigjat)

(2.10. 5) I, H=HW).

Tovabba, minthogy az (y, ) valtozdpar a (Q, V) atviteli berendezéssel van Gssze-
kapcsolva (. egy atviteli berendezés kapacitasanak (1. 5. 3) definicidjat),

(2.10.6) (7, N=C(Q, V).

(2. 10. 4), (2.10.5) és (2. 10. 6)-bol kovetkezik a keresett (2. 10. 1) egyenlStlenség.
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3. §. Feinstein lemmaja az atviteli berendezésekrdl
3. 1. Fenstein lemmajanak megfogalmazasa

FEINSTEIN [22] 0j utat mutatott SHANNON tételének megalapozasahoz. HiNcsIN
[26] ezen az 1’1ton szigorﬁ matematikai bizonyitését adta SHANNON tételének véges
fogalmazta FEINSTEIN alapvetGen 10 Otletét is, amelyet FEINSTEIN lemmajanak neve-
zett ¢l. Az ebben a paragrafusban levezetett eredmény Feinstein lemmajanak az
altalunk vizsgalt 4ltalanos esetre szdlo kiterjesztése.

Azokat a definicidkat ¢s jeloléseket hasznaljuk, amelyeket az 1.5 és az 1.7
pontokban vezettiink be. '

FEINSTEIN LEMMAIJA. Tekintsiik dtviteli berendezések olyan {Q', V'} sorozatdt,
hogy minden elegendéen nagy t-re

(3.1. 1) C(Q, V)=<oo,
de i
(3.1.2) lim CHQ, V)= o,

t—co

és hogy teljesiilnek az 1. tétel (1.7.6) és 1V. feltételei.
Tetszéleges adott ¢ >0 esetében vezessiik be a kovetkezd jelolést:

(3.1.3) Lt =[2(1-ace,v)) 4

. ’ v t t ’ oy o ’ ,
Legyen adva fovdbbd a py,..., p;r valdsziniiségek olyan dsszessége, amelyre fenndll,
hogy

Ly
(3.1.4) 2 pi=1
=1
és
. 2
3.1.5 max pi=—.
i=1,.., L,'__p L

Akkor taldlhato olyan nagy T, hogy minden t = T-re megva’laszthato’ a bemeneti
Jelek (Y*, Sy) terében L} szdmii olyan y},..., yi_ pont, — és ezen Y} (i=1,..., L) pon-

tok mindegyikéhez hozzdrendelheté a kimeneti jelek (v, Sy) terében egy olyan Al

mérheté halmaz (A'ESY), hogy

1) az AY, A5,..., Ay halmazok régzitett t mellett pdronkeént kiozds e/emmel
nem rendelkeznek,

Iy tetszéleges t= t-re

(3.1.6) ‘O‘(y,, J=1l-¢,.

111 tetszéleges t=T-re az alabbi vektorra fenndll:
L L - -
(B.1.7) <._Zl’ p%fn‘l i DO (i dd)s ooy 3 pﬁfnﬁv(yz, N0 (i, dy"))é V.-
v v

4[] itt az egész rész jele.
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3.2. Legyezdk konstrukcidja

A 3.2—3.7 pontokban rogzitett f, indexii atviteli berendezésre vonatkozd
konstrukcidkat hajtunk végre, s el fogjuk hagyni a ¢ indexet az atviteli berendezéssel
kapcsolatos egyes objektumok jeldléseiben. Ugyancsak rogzitettnek fogjuk tekinteni
az ¢ >0 szamot és mindeniitt el fogjuk hagyni az ennek megfelel§ indexet is. Legyen

€
tovabba o6 =—.
ovabba 6

Tekintsitk az (Y X ¥, Sy X S¥) tér-szorzatot. A jelolésekre fentebb tett megjegy-
zésekkel egyetértésben (n, )-mal jeldljiikk azon (n', *°) valOsziniiségi valtozopart,
amely eleget tesz az (1. 7. 7) és (1. 7.9) feltéteRknek, s ahol a valtozok beletartoz-
nak az (¢, ') informacidstabilis sorozatba. Minthogy (1, 7)-t a (Q, V) atviteli
berendezés kapcsolja Ossze, azért I(n, p)=€(Q, V). A (3. 1. 1) lemma feltételére
tekintettel Ggy szamithatjuk, hogy az I(n, ) informéaciora fennall I(5, ) < =. Kovet-
kezésképp Iétezik az i;(y, y) informacio-siirliség, amely mérhetS fiiggvény az
Sy X Sy o-algebrara vonatkozolag Ezért azon (y, y) pontok F halmaza, amelyet
az

feltétel hatiroz meg, az Sy X Sy o-algebrahoz tartozik. Valamely y, €Y ponthoz
tartoz6 legyezének az F halmaz azon metszetét fogjuk nevezni, melyet az y, pont

- .
"Yo F51

4

Yo Y4

1. dbra

hatdroz meg (vagyis az olyan y€Y pontok halmazat, melyekre (yo, y)€ F); ezt
F,-val fogjuk jelolni. A mértékelmélet egyes jol ismert eredményeib6l (1. [24], 34. §)
kovetkeuk hogy tetszdleges y€ Y pontra az F, legyez6re fennall, hogy F,€ Sy,
azaz ez a legyez8 mérhetS haimaz. Analog modon az y, €Y pont F IegyeZOJenek
nevezziik az F halmaz azon metszetét, amelyet az y, pont hataroz meg A F;, legye-
z6re fennall, hogy F; € Sy.

Taglaljuk a legyez6 fogalmat szemléletes szempontbol. Ezt a fogalmat 1ényegé-
ben véve maga SHANNON vezette be. Az (', ') sorozat informacid-stabilitasabol
és az (1. 7. 7) feltételbdl kovetkezik, hogy 7 nagy értékeire a p,(F) mérték kozel van
1-hez. Ezért az y bemeneti jelek tiinyomé tobbségére a megfelel§ kimeneti jel nagy
valosziniiséggel tartozik amazok F, legyezSjéhez. A legyezé elnevezés azzal az
illusztracidval kapcsolatban keletkezett, amelyet maga SHANNON kozolt (1. a rajzot).™

Bebizonyitjuk a kovetkez8 fontos allitast: A p,(-) mérték szerint majdnem
minden y bemeneti jelre az F, legyez6 olyan, hogy fennall a

(3.2.2) pi(F,)=27C@"N1-9
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egyenl8tlenség. Valdban, mindenek elStt megjegyezziik, hogy az informacié defi-
nicidja (1. (1.2.7)) és az F halmaz (3. 2. 1) definiciéja kovetkeztében

- ~ dpﬂﬁ('s ) _ -~
3.2.3 i (9, J) = —22 0 2 2CQVII=8  ha L Y)EF.
( ) i (5 ) dpy X -5 ) (. )

TetszSleges G — F mérhet6 halmazra:
(3.2.4)  py(G) = | @y (y, P)p, X py(dy, d7) 2 26@V0 =9 p X i (G),
G

L .
TetszGleges 4 € Sy mérhet6 halmazra jeloljik A4-kal az
(3.2.5) A= AxY

hengerhalmazt; igy a mértékek szorzatanak definicija értelmében p,(A4) =pilA).
Akkor a mértékek szorzatardl szolo tétel (1. {24], 35.§ 2. tétel) és a (3. 2. 3) egven-
16tlenség folytan

| Pi(F)p,(dy) = p,X p, (AN F)=
(3.2.06) A
=2-CRVII=3 p (AN F) = 2-C@VI=0) p (),

Minthogy (3. 2. 6) alapjan igaz az
| pr(F)p,(dy)y=2-C@ 09 p (4)
A

egyenlGtlenség tetszéleges mérhetS A € Sy-ra, ebbdl mar kovetkezik a fentebb meg-
fogalmazott (3.2.2) allitas.

kimutathatd, hogy a pj(-) mérték szerint majdnem minden # kimeneti jelre az F;
legyez8 olyan, hogy

3.2.7 py(Fy)=2-CQ.V1-5)

fennall.

3.3. A lemma bizonyitasinak alapgondolata

Tekintettel arra, hogy a tovabbi konstrukciok, amelyek a lemma bizonyita-
sahoz sziikségesek, eléggé nehézkesek és elk6dasitik ezen bizonyitas alapgondolatat,
rovid szemléletes vazlatat adjuk ennek a bizonyitasnak.

Amint mar megjegyeztiik, 7 nagy értékeire az y bemeneti jelek ,,jelentds része™
az atviteli berendezés miikddésének eredményeként dtmegy az F, legyez6hoz tartozd
kimeneti jelbe. Az L szamu y; pontot véletlenszeriien, p, eloszlassal, egymastol
fuggetleniil valasztjuk meg, majd ezeket vessziik az F,, legyez8 keresett A; halmazai-
nak. Ekkor az esetek tobbségében teljesiil a lemma Il. allitisa. Az alapvetd nehézség
abbdl ered, hogy az F, legyez6k metszik egymast és ezért nem teljesiil a lemma 1.
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allitasa. Ezt a nehézséget elharitando, F, -t helyettesitsiik az alabbi kifejezéssel:

:Fyi\UF.\’j'

j#Fi

Ekkor természetesen teljesiil az I. feltétel, most azonban igazolni kell azt, Hogy a
11. feltétel tovabbra is teljesiil. Ehhez az kell, hogy az F, () F, kozods részek
kicsik legyenek. Hogy ez tenyleg igy lesz, azt a (3. 2.2) egyenlStlenség mutatja,
minthogy p;(Y) 1-gyel egyenl§ és az F) legyez8k mmdegy1ke legfeljebb 2~ C(@.V)(1 -3
ad részét foglalja le az ¥ térnek. Ezert ésszer(i azt varni, hogy ott elhelyezhet§ egy-
mas metszése nélkill L =2¢@V)1~ jlyen legyez6 (minthogy é <e¢). Hogy pontosabba
tegyiik ezt a megallapitast, megjegyezzuk hogy a rogzitett ¥ €Y pont akkor és csak
akkor tartozik bele egyszerre két F, és F, legyezdbe, ha mindkét pont, Vi és y;
az F; legyezSbe tartozik. Mmthogy az ni ket véletlenszeriien valasztottuk és elosz-
lasuk ugyanaz, mint az y valtozd eloszlasa, a (3. 2. 7) egyenlStlenséget felhasznalva
feliilr6l becsiilheté annak a valdsziniisége, hogy az y; pontok koziil egynél tobb
esik F;-ba. EbbSl arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy az y,-k megvalasztasi lehe-
tBségeinek tilnyomé részében az F,; halmazra teljesiil a lemma Il. feltétele.

A 1. feltétel ugyancsak teljesiil az y,-k megvalasztasi lehetGségeinek jelents
részében, ugyanis a nagy szamok tdrvénye szerint nagy L-re és tetsz8leges
j=1,..., N-re

i=1

L
2P Jn Vi, 1Oy, dy) ~ f/) M{fﬂ,(y,-,ﬁ)Q(y,-,dﬁ)}z
7 y

=M :J'ﬂj(}’], })Q(ﬂ) dj))% = Mnj(ﬂ, ;]) '

Kovetkezésképp a lehetdségek jelentds részében gy lehet megvalasztani az y;
pontokat, hogy egyidejlileg igaz legyen mindharom feltétel. E lehetGségek koziil
egyet kivalasztva, lathatjuk, hogy arra teljesiilnek a lemma feltételei.

3.4. A bemeneti jelek véletlenszerii megvalasztisa

A 3.3 pontban kifejtett terv megvaldsitisahoz tekintsitk L szamu fiiggetlen
valdszinliségi valtozo, {,,..., {, Osszességét, ahol a valtozok értékei az (Y, Sy) térbe
tartoznak és mindegyiknek ugyanaz a p,(-) eloszlasa van. Ezek a valtozok (@)
fuggvények, amelyek valamilyen (Q, H, P) valdszinlségi térben vannak definidlva.
Hangsilyozzuk, hogy ez az 1j valdsziniliségi tér nem esik egybe az (2, B, P) térrel,
amelyen az n,  valdszin{iségi valtozok.voltak definidlva. Minthogy minden egyes
rogzitett @ melletta { (@), ...,{; (@) pontok megvalasztisa L szdm bemeneti jel megva-
lasztasat képviseli, azért a { () valtozok Osszességét szemléletesen gy interpretalhat-
juk, mint L szdmd y; bemeneti jel véletlen kivalasztdsinak egy modjat. Ez esetben
az a tény, hogy az Q és Q valdszin(iségi terek nem esnek egybe, matematikai vissza-
titkrézése az arra vonatkozd szemléletes elképzelésnek, hogy egy, a kod 6sszealli-
tasakor alkalmazott y; pontok megvalasztasara felhasznalt kisérlet természete egé-
szen kilénbozik ama kisérlet természetétSl, amely a bemeneti jel kimeneti jelbe
valo atmenetét irja le.
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Tekintsitk most az (ﬁ I) és (Y, Sy) mérheté terek (Qx Y B X S¥) szorzatat.

(
Tekintsiik tovabba az (A XY, BxSy) mérhetd teret az (¥ X Y, Sy X S§) mérhets
térbe atvivé azon Z; (i=1,2,..., L) leképezéseket, amelyeket a kovetkez8 képlet
definial:

(3.4.1) Zy(@, P)=(L(®), y)-

Most megmutatjuk, hogy mmdegylk ilyen leképezés mérhetl, azaz, hogy tetszGleges
CeSy X S; halmaz Z;7'(C) 8s-képe beletartozik B X Sy-ba. Elegendd igazolni
tetszGleges 4 X B tipus( tégla Gs-képének mérhetGségét (A4 € Sy, B€ S¥), minthogy
nyilvanvaléan az S, X Sy-bol vald, mérhet6 Ss-képpel rendelkez6 halmazok &sszes-
sége o-algebrat képez, a legkisebb o-algebra pedig, amely az Osszes téglakat tar-
talmazza, egybeesik S, X Sy-mal. llyen 4 X B tipusti halmazokra pedig

Z7HAXBY={{(@)€ A} X B.

Minthogy {{A@)EA}EY, azért {{(D)EA} X BEWX Sy, s ezzel bebizonyitottuk a
Z; leképezés mérhetSségét.

_ Tekintsiink most valamilyen @E‘HXSY mérhet6 halmazt. Jeldljilk G(w)-mal a
& halmaz azon metszetét, amelyet az @&€Q pont hatiroz meg. 3.2 pontban mar
felhasznalt mértékelméleti tételnek megfelelden G(@)€ Sy minden @ € Q-ra. Ezért
definidlva van az @

(3.4.2) go(@) = O({(®), G(®))

fuggvénye. Megmutatjuk, hogy a gu(w) fuggvény mérhets a B g-algebrara vonat-
kozolag. Valoban, ha &,,... a B X Sy-ba tartozo, kdzos elemmel nem b1ro
halmazok sorozata és & = U @5,,, G,,(co) pedig ezek metszetei, akkor minden @ €Q-ra

fennall a G(co)—UG,,(w) egyenloseg Ezért minden & ¢ Q-ra fennall, hogy
(3.4.3) 3 0(Li(d), Gu(@)= 0(Li(@), G(@)).

Tovabba, ha & a & halmaz kiegészitése és G(&) ennek metszete, akkor minden
@ €Q-ra fennall: :

(3. 4. 4) ‘ O(Li@), G(@)) = 1 — Q(LU®), G(@)).

A (3. 4.3) és (3. 4. 4) egyenlBségek azt mutatjak, hogy azok a & € ¥ x Sy halmazok,
amelyekre a gu(w) fliggvény mérhetd, g-algebrat képeznek. Ha G = W X B, ahol
WeH, Be Sy, akkor

G(®) =
\

ahol A az lres halmaz. Ekkor

B, mc W,
A, o W,

- Q(Li(®), B), @EW,
(3.4.5) qm(w):{ ( : ) o
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Annak kovetkeztében, hogy Q(y B) y mérhet§ fuggvenye a (3. 4.5) fuggvény két
mérhetd filggvény szuperpozicidja, vagyis maga is mérhet§. Ezért a (§ halmazok
azon c-algebrajaba, melyekre a gu(@) fiiggvény mérhets, beletartoznak az Osszes
téglak, és ezért egy ilyen o-algebra egybeesik B X Sy-mal.

Tetszbleges G ¢V X Sy-ra legyen most

(3.4.6) PUO) = 0(L(@), G(@) P i) = MO(Li(@), G(@))

(3. 4. 3)-bdl kovetkezik, hogy L (%) valdsziniiségi mériék lesz a B X Sy o-algebran.
Most megmutatjuk, hogy tetszGleges C€ Sy X Sy halmazra

(3.4.7) P CO)=P(Z7HC)),

azaz, hogy a Z; leképezés a ‘3, mértéket atviszi a p,; mértékbe. Elég igazolni azt,
hogy a (3.4.7) egyenléség igaz C=A X B mellett, ahol 4 €Sy, B€Sy. Ebben a
bizonyitasban a kovetkez6 tényt hasznaljuk fel: minthogy az n és 7 valtozdkat a
{0, V} csatorna kapcsolja ossze, azért tetszéleges B¢ Sy-ra a p,(-) mérték szerint
majdnem mindeniitt

(3.4.8) P{ii€ B/n}=Q(n, B)

(L. az (1. 5. 1) egyenl@séget). Minthogy a Z7 (A4 X B) halmaz azon metszete, amelyet
az ¢ pont hataroz meg, egyenlS A-val, ha ((@) ¢ A és egyenld B-vel, ha {(®)€ 4,
azért fennall

(3.4.9) B(ZItAxB)= | 0((@), B)P(dd)= b 0(y, B)p,(dy)

{tua)ea}
(itt tekintetbe vettiik, hogy {(®) eloszlasa p,(-)). Tovabba, felhasznalva (3. 4. 8)-at
és a feltételes valdsziniiség definicidjat, layuk, hogy

| O(y, Byp, dy=| Plii€ Bin} p,(dy) =
(3.4.10) A A :

=P{ii€ B, n€ Ay =pui(AXB).

(3.4.9) és 3.4, 10)-b8l kovetkezik a keresett (3.4.7) egyenlGség fennallasa
C= A X _B-re, vagyis tetszlleges C-re is.  _

A BX Sy g-algebran definidlva van a PXpz(-) mérték. Most megmutatjuk a
kovetkezd, a tovabbiak szempontjabol fontos tenyt tetszGleges i=1,..., L mellett

‘b valdsziniiségi mérték abszoltt fo]ytonos a P><p,,( ) mértékre vonatkozolag,
és az

d‘L‘.-(-)
AP X p; (*)
derivaltra a [~’><p,~,(-) mérték szerint majdnem mindeniitt fennall a kdvetkez8 egyen-
16ség ~
(3.4.12) a(@, y) = a5 (C:(@), ¥)-

(3.4.11) i@, 7) =
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Emlékeztettink arra, hogy ugyandgy, mint a (3. 2. 3) egyenldségnél is

apy; (+)

a (¥, y) = X ()

A (3. 4. 12) egyenl8ség bebizonyitasahoz a mérték mértékszerinti derivaltja defini-
cidjanak megfelelen igazolnunk kell, hogy tetszdleges C€B X Sy-ra fennall, hogy

(3.4.13) BAO) = | a4 (Li(@), )P X ps (dD, dF).
C
Minthogy a (3. 4. 13) egyenl8ség bal és jobb oldala egyarant mérték, azért elég iga-
zolni, hogy ez az egyenl§ség teljesiil az Gsszes
C=WXB, WEDB, BES;

téglakra, minthogy az ilyen téglak az egész # o- algebrat generaljak. Tekmtsuk a
kovetkezd feltételes valdsziniiség-eloszlast:

(3.4.14) Py (A) = P{L(B)EAIW), AES,.

Lathato, hogy a ply mérték abszolut folytonos a p, mértékre vonatkozolag.
Vezessiitk be a kovetkezd kjelolést:
dp:,/w() .

(3.4.15) Ay (¥) = 0
]

Akkor tetszbleges, Sy-ra vonatkozélag mérhetd u(y) fiiggvényre:

i U@, (N, ) = [ u (P!, ()=
Y

(3.4. 16)
iy u(C (@) P(d).

Alkalmazva FusiNi tételét (1. [24], 35.§ 2. tetel) és a (3. 4. 16) egyenlBséget u(y)=
=a,5(y, y) mellett, azt kapjuk, hogy

W xB

i ((4@), 5)P X p3 (@5, d) = | py(dy) | a(£:(@), 7) Pldw) =
(3.4.17) = POV) | pa (@) | ani (3 Dt () =

I : . .
= TW) f ayw (V) ani (s YIpy X pi (dy, dy).
YxB
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Mérték mértékszerinti derivaltjanak ismert tulajdonsagat alkalmazva (I. [24],
32,8 2. tétel), azt kapjuk, hogy

(3.4.18)

. a:l/W(y)amT(y’j'))anpﬁ(dya dj)) = J a;/w(yk)l)nﬁ(dy, dj/)'

xB YxB

Megjegyezzitk még, hogy tetszGleges u(y) fiiggvényre, amely Sy-ra vonatkozdlag
mérhetd, fennall: '

(3.4.19) | wGIpw @y, diy =] u() 01y, BYpy(y).
Y o

YxB

Valéban, ha u( y) valamilyen 4 € Y halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor (3. 4. 19)
(3. 4. 8)-bol kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy (3. 4. 19) igaz tetszGleges olyan fiigg-
vényre, amely véges szamu értéket vehet fel, és azt is jelenti, hogy tetszdleges integ-
ralhaté fiiggvényre is igaz. (3. 4. 19)-ben u(y) =a}/y(y)-t téve, kapjuk, hogy

(3.4.20) .|‘af,/w(y)Q(y, B)p,(dy)= [ aniv (1) Pz (dy, d ).
Y .

YxB

(3. 4. 16)-ot most u(y)= Q(y, B)-re alkalmazva, kapjuk, hogy
@420 POV | aw()Q(. BIp,dy)=| QL(@). B)P(dd).
Y w

A (3. 4.17), (3. 4. 18), (3. 4. 20), (3. 4. 21) egyenlGségeket egybevetve és felhasznalva
a (3. 4. 6) definiciot, az alabbi Osszefiiggést nyerjiik:

(3.4.22)

| 4 (@), 5)P X pi a3, dy) = (W X B).

xB

Amint mar megjegyeztiik, ebbsl a keresett (3. 4. 12) egyenlGség kovetkezik.

3.5. ,,Levagott” legyezék konstrualasa

Tetsz6leges i=1,..., L mellett legyen
(3.5.1) Si=Z7YF), .

ahol az F halmazt a (3. 2. 1) egyenl8ség definidlja. A Z; leképezéseknek a 3.4 pont-
ban bebizonyitott mérhetdsége kivetkeztében az F,; halmazokra fennall: §; €5 X Sy.
A (3.4.7) egyenl8ség azt mutatja, hogy minden i=1,..., L-re

(3.5.2) \l{i(%i)zp'lﬁ(lr)‘

A legyez8k definicidja értelmében (l. a 3.2 pontot) tetsz8leges @ mellett az F; hal-
maznak az a metszete, amelyet az @ pont hatiroz meg. egybeesik az F (@) legye-
zGvel. Tekintsitkk most a kovetkez6 halmazt:

(3.5.3) gi = %i\}gi‘r’&'-
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Vilagos, hogy ;‘;;.E?\’EXS;. Jeloljik F(@)-mal az 3, halmaznak azt a metszetét,
amelyet az @ pont hataroz meg. Nyilvanvald, hogy minden @ €Q-ra fennall, hogy

(3.5.4) Fy(®)= (w)\ U Fe (@)

A paronként k6zos elemmel nem biré F(®),..., F (@) halmazok dsszességét lerdgott
legyezdk rendszerének fogjuk nevezni.
A (3. 4. 6) definicid értelmében

(3.5.5) ("S) MO (@), F; i(@)).
Most becsiilni akarjuk alulrél a (3. 5. 5) mennyiséget. Nyilvanvald, hogy
(3.5.6) B() =, (?)— B (FNF)-

Annak folytan, hogy az §; halmazok deﬁmc10Jaban felhasznait {; valtozok fiigget-
lenek és azonos eloszlasuak, szimmetria-meggondolasokbdl kovetkezik, hogy min-
den i#j-re

(3.5.7) BiENF) =B (F N F2)-
(3. 5. 2)-re tekintettel (3. 5. 6)-bdl kovetkezik, hogy
(3.5.8) P(F) = pui (F) — LR (F1 N F2)-

Megjegyezziik, hogy az (@, ¥) pont akkor és csak akkor tartozik bele 3§, 1 3,-be,
amikor egyldejuleg fennall ({,(@), 7) € F és ({2(@), ) € F. Ebbdl kovetkezik, hogy
(@, y)Elgl Ny, akkor és csak akkor all fenn, amiddn egyidejlileg fennall { (D)€ F5
és {,(w) € F;. 1gy tehat a §, N ¥, halmaznak az a metszete, amelyet az § pont hataroz
meg, egybeeSIk a kovetkez6 eseménnyel:

(3.5.9) {(C1(w)EFi)m(Cz(5)EF§)}-

Becsiiljik meg a (3.5.9) események valosziniliségét. A {; valtozok fiiggetlensége
folytan

(3.5.10) P{({ (@) € Fr) N (@) € F)y=[P(L @) €F)]>.

A (3. 2.7) becslés azt mutatja, hogy majdnem minden y-ra (a pz(-) mértékre vonat-
koztatva)

(3.5.11) P{(L (@) € F5)N((L(B) € Fp))=2-2c@ vt =a),
Alkalmazva a mértékek szorzatarol szolo tételt (1. [24], 35. § 2. tétel), kapjuk. hogy
(3.5.12) P X p;(F N2 =,ff’{(cl (B)€ F3)NV(((B) € Fy)} pr (d)=2-2€@ (1 =8),
i .
Megjegyezziik, hogy a (3. 4. 11) allitas értelmében

3.5.13) BFiNF) = | a(ls(@),5)PX py (@, d).
FunFa ’
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Ha (&, y)€3; N§, akkor a ({((@), p) parra az §, halmaz definicidja folytan
($1(®), p) € F. Ezért, felhasznalva az F halmaz definiciojat (1. (3.2. 1)) azt latjuk.
hogy

(3.5.14) @y (L1 (@), p)=20@VA*D (@, )EF; N F2s
mivel

i (@), ) = 2D,
Felhasznalva (3. 5. 12), (3. 5. 13) és (3. 5. 14)-et, levezethetS, hogy
(3. 5. 15) \Bl (%1 m%z)§2_cm’y’“—3‘”.
Ezért (3. 5. 8)-bdl kovetkezik, hogy minden i=1,..., L-re
(3.5.16) R (Fi) = poi (F) — L-2-C@ V)1 =-30),

Végiil, felhasznalva (3. 5. 5)-6t, a kovetkez$ fontos (a tovabbiakban sokszor fel-
hasznalt) egyenlGtlenségre jutunk

G517 M { ZL'p,- Q‘(C,.((B), F,.(G))} = M{S,Igl(%l)}__gl,"ﬁ(p)_ L2-CV(1-35 @&
i=1

3.6. A nagy szamok torvényének élesitése

A FEINSTEIN lemma 111, feltételének teljesitéséhez sziikségiink lesz a nagy sza-
mok torvényének kovetkezd élesitésére, amely minden nehézség nélkiil levezet-
het§:

LEMMA. Legyenek yi,..., 7. olyan fﬁggerlen, egyforma eloszldsu valdsziniiségi
vdaltozok, amelyekre valamilyen ¢ <o és b=>0 mellett fenndll:

(3.6.1) Miy,— My *t =C,

Tegyiik fel tovdbbd, hogy adva van az L szdmu p,,..., p;, (0=p;=1) valosziniiségek

osszessége, melyre fenndll .
L

(3.6.2) D pi=1
=1

és

3.6.3) max p;= 2

. 6. m Pi=g-

.....

1

Akkor tetszbleges ¢ > 0-hoz taldlhaté olyan nagy N szdm, hogy L= N (Z-)-'; esetém

>8} Dc+1)

Lmin(g, 1) ’

JIA

L
(3.6.4) P{ 2 pivi— My,
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ahol a D és N konstansok csupdn b és e-161 fiiggenek és nem fiiggenek L és c-t6l és a
v; vdltozok eloszldsdtol.

BizoNYiTAS. Mint szokasos is, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehet-

juk, hogy My;=0. El&szor is tegyiik fel, hogy b=1. Akkor (3. 6.1)-b8! kdvetkezik
a Dy, szbrasnégyzetre, hogy

(3.6.5) Dy, =c¢+ 1.
Ezért (3. 6. 3)-bdl kovetkezik, hogy

L L 2(c+ 1
(3.6.6) D<.__Z£pi7i> = D?1._21'Pi2 = ‘(—L—),

és (3.6.4) a Csebisev-féle egyenlStlenség szokasos alkalmazasavai (3. 6. 6)-bol
adodik.

Ha b <1, legyen
(3.6.7) F(x)=P{y;<x}.

14

Miként szokasos, vezessitk be a kovetkezG csonkitott valdszintiségi valtozokat:

3 6 8 . Yi ha |yi|§L8,
3.6.8) =10 ha ;| > Le.
Ekkor
L L | L
3.6.9) Pyl 2 pivi|=er = 2 P{ln|>Le}+ P py|>e(.
i=1 i=1 i=1
Megjegyez;iik, hogy
(3.6.10) §’P{|y~‘>Ls}=L dF(x) = L x|t +2dF(x) = ¢
e =1 ! - (L8)1+5 T [t b’
|x|>Le |x]>Le
Tovabba,
|M}7,-|=| j xdF(x)l=
jx|SLe
{3.6.11) _ ¢
= xdF(x)|= —— x|t P dF(x) = ——.
(Le)® Lbéb

Ix|>Le . |x]>Le

>l -

Elég nagy N-t valasztva és (3. 6. 11)-et figyelembe véve, kapjuk, hogy L > N¢
esetén ,

L
(3.6.12) \M{;l'pﬁ,}‘=|M)71|§%.
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L

Megjegyezziik, hogy (3.6.3) folytin a D| > p;y;) szbrasnégyzetre fennall, hogy
i=1

Lo _ L 2Dy, _2M§ 2
D( > pm) =Dj; I pt= —Ly‘ = ——L”l == | xdre=
i=1 i

|x|=Le

2el-b¢

3.6.13 .
( ) _ 2(Le)'~?
= -T

|x|' +2dF(x) =

Ix}=Le

Alkalmazva (3. 6. 12)-t, a Csebisev-egyenlGtlenséget és (3. 6. 13)-at, azt kapjuk, hogy

. L. 1 E . - €
: P{.gini>e}§P{__2;piv:'—Mv1 >7}§
(3.6.14) D L.
_ i;;[’i?i _ 8z
= g2 = gl+brb’

(3.6.9), (3. 6. 10) és (3. 6. 14)-bdl kovetkezik a lemma allitasa.
\

3.7. A lemma 1II. allitasinak levezetéséhez sziikséges néhany becslés

Legyen minden y€ Y-ra
(3.7.1) L= H0W.dp)  (i=1,....N).
Y

MindenekelGtt bizonyitsuk be, hogy ez a fiiggvény® mérhet§ az Sy, o-algebrara
vonatkozoélag. Ennél azonban egy altalanosabb Aallitast fogunk bebizonyitani: tet-
szbleges ¢(y, y) fliggvényre, amely mérhet§ az Sy X Sy o-algebrira vonatkozdlag,
az

(3.7.2) w()=) 403,500, d3)
: Y

fiiggvény mérhet6 az Sy o-algebrara vonatkozdlag. Valdban, tetszSleges rogzitett y
mellett a g(y, y) figgvény mérhet6 Sy-ra vonatkozolag (1. [24], 34. § 2. tétel). Ezért
a (3.7.2)-ben szereplS integrdlnak van értelme. Ha a q,(y, y) fiiggvénysorozatra
fennall ¢,(y, ¥) ~q(y, y) mindeniitt Y XY-on és ¢,(y, ) =q(y, y), akkor a megfelels
u,(y) figgvényekre fennall, hogy u,(y)—~u(y) mindeniitt, ahol u(y) definidlva volt.
Minthogy az Sy X S7 o-algebrat AXB (4 € Sy, B€ Sy) tipusu halmazok generaljak,
az el6z6 megjegyzés kovetkeztében elég bizonyitani a (3. 7. 2) fiiggvény mérhetS-
ségét arra az esetre, amidén g(y, y) végesszami értéket vesz fel, mindegyiket vala-
milyen A X B tipusi halmazon. Nyilvinvalé tovabba, hogy a g(y, ) fiiggvények

5 A A;(y) fuggvények, ugyanugy, mint az u(y) (1. (3.7.2)) az integral divergalasa folytan eset-
leg nem minden y-ra vannak definialva. A mérhet6 fliggvény fogalma veliik kapcsolatban a szo-
kasos definiciok nyilvanvalé analogidjaként vezethetd be.

6 TH. Osztily Kozleményei XII/1
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valamely linearis kombinacidjanak megfelel az u(y) fuggvények egy analdg linearis ‘
kombinacidja. Ezért elegendd csupan a kovetkezd fiiggvényt vizsgilni: 1

1, (¥, )€ AX B,

3.7.3y ‘I(y’ﬁ):{o (y,7)¢§ AXB. ‘

lyen fiiggvény esetén azonban a minket érdekld

Q(y, B), y€A,
u(y) = 0, yéd

fiiggvény mérhetd, minthogy a Q(y, B) fliggvény mérhetd elsé valtozdja szerint
(I. az 1.5 pontot).
Legyen
55(@) = 4;(L(®)) (i=1,...,L; j=1,...,N).

A Oi®) figgvény a Ay) fluggvény mérhetdsége folytan valdsziniiségi valtozé.
Megmutatjuk, hogy az Mé¥w) varhat6 értékre fennall

(3.7.4) M4 (&)= Mn;(n, 7).

Minthogy a {; valosziniiségi valtozok ugyanolyan eloszlasiak, mint az n valtozd,
azért (3.7.4) a kovetkez§ altalanosabb tény koévetkezménye: tetszdleges qg(y, y)
fliiggvényre, mely mérhet6 S, X Sy-ra vonatkozolag

¥ Yx¥

(3.7.5) 1fat. 00, dplpan= [ 4. Doy, d5).
Y

Hasonlé gondolatmenettel, mint amit a (3. 7.2) fiiggvény mérhetGségének bizo-
nyitasanal kovettiink, nem nehéz belatni, hogy elég a (3. 7. 5) egyenlBséget arra az
esetre bizonyitani, amidén a g(y, y) fiiggvény (3. 7. 3) alaku. Most felhasznaljuk,
hogy n és 51-t a {Q, V} atviteli berendezés kapcsolja 8ssze és ezért tetsz6leges B< Sy-
ra 1 valosziniiséggel - .

(3.7.6) P{n€ Bin}=Q(, B).
Azt kapjuk, hogy ha ¢(y, y) (3. 7. 3) alaky, akkor

14, 900, d|p, @)= 00, BYp, @)=
Vg A

= | 0w BPWD)= | PlicBn)P[AG)=PineA, ijc B)=
{nea} {nea}

= | pu(dy, dy)=
B

AX

) 4y, Vpai dy, dy),

YxY
amit bizonyitanunk kellett. irjuk a rovidség kedvéért a kdvetkezét:

M ;= Mmn;(n, n).
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Akkor az \x——Mj\”l—’ fiiggvény konvex volta miatt minden y-ra

11+5b

w0 o0, a9 - T 0.9 - M0, dan| " =
(3.7.7) ' ! )
= |l (0 3) = M P Q(y, d7). -
Y

Ebbél (3.7.5)-6t q(y, y)=|n;(y, jz)—Mj|””_-ra alkalmazva, levezethets, hogy

o _ - N . 1+5
M6@ - M) = || [m0. 900 a0 M| =

Yy

G.7.8 = .|.U‘|nj(y, $)— M50y, d5)| py(d5) =

= J;bﬁ()@ })—Mj|1+5pm7(dy, dy)= M{’nj('% ;,)_Mjil +E}‘

YxY
Megjegyezziik, hogy rogzitett j esetén a
(3.7.9) (@), ..., )
valosziniiségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlasak. A (3. 7. 8) egyenl6t-
lenségbdl és a ¢ allandé definicigjabdl (1. az 1. tétel 4. feltételét) kovetkezik, hogy
(3.7.10) M|54@) — MB(D) TP =C < .

Ezért a (3. 7. 10) mennyiségekre alkalmazhaté a 3. 6 pont lemmaja; ezt a kovetkezd
pontban hasznaljuk fel.

3. 8. Feinstein lemmaja bizonyitisinak befejezése

Emiékezziink most vissza arra, hogy a 3. 2, 3. 4, 3. 5, 3. 6 pontokban tanulma-
nyozott dsszes objektumok a 7 indextdl fiiggtek. Minthogy az (n', i) parok szorzata
informacidstabilis és az (1. 7. 7) feltétel teljesiil, azért minden elég nagy t-re

§5}§1—i

3 .

(.8.1) /’i,q(F):P'{ C, V)

A (3. 5. 17)-ben eléforduld egyik tag,

E
[.2-CHQ, V)1 —38) < D-CHNQ,V)(e—38) — 2_70(9"/)

emlékezziink vissza, hogy 6 :—Z—> zérushoz tart, ha t —oo. EZért a (3. 5.17) egyen-

16ségb6l levezethetS, hogy minden elég nagy t-re

Lt _ .
(3.8.2) M {zj RO (@), F.-(a‘)))} =1

6*
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Figyelembe véve, hogy a varhatd érték jele utan allé valdsziniiségi valtozd nem
Iépi tal az 1-et, (3. 8. 2)-b3l levezethet§, hogy minden elegendGen nagy t-re

- L —
(3.8.3) P‘{izzl pO(L(@), Fi(@)=> 1~ a} = %.

Tekintsiik most a 63(@) valdsziniiségi valtozok Ssszességét (1. a 3. 7 pontot). Ahogy
mar a 3.7 pontban megjegyeztiik, ezekre a valtozokra alkalmazhaté a 3. 6 pont
1

lemmaja. Minthogy az (1. 7. 9) feltételbdl kovetkezik, hogy L’(E’)? —oo, ha t - oo,
1

azért minden elegendGen nagy f-re L‘>N(E')E , €s ezért minden elég nagy ¢ és tet-

szbleges j-re (1. a (3. 6. 4) egyenlGséget) 'T'B
=i &~ - _ b+
(3.8.4 P { i=21 pid(@) — Mn;(n, n)|=¢ -——W

(3. 8.4)-b61 és a FEINSTEIN lemmajaban szerepld (1.7.6) és (1.7.9) feltételekbdl
kovetkezik, hogy

. Ht N = [P " <Mﬂ_» — oo
(3.8.5) P{JLJI > p(@)— M, ’1)’>s}: e

Minthogy feltevés szerint az (1, #*) sorozatot a {Q", V' csatorna kapcsolja 8ssze,
azért a kovetkezd vektorra fennall:

(3.8.6) (MR, 7),s - . ., MAe(, D)EV'

(I. az (1. 5.2) definiciét). A [V*], halmazok definiciojanak megfelelSen (I. az 1.7
pontot) (3. 8. 5) és (3. 8. 6)-bol kovetkezik, hogy minden elég nagy r-re

(3.8.7) 13'{<i=ZL1p,-5‘i (@), ..., ,.=2L1 PidN(@)€ [17]5>} = %.

A 894(@) valtozdk definiciéja folytan
(3.8.8) 501(@) = | 7(L(@), 5) Q' (@), d5).
;t

Ezért (3. 8. 7) azt fejezi ki, hogy

P{(% Pij 1(L(@), ) QL (@), d), - . -

Y

ey i;i,pij\nN(Ci(a)a j)Q(C,(cE), d_i)))E [17]8} = _i_.

Y

(3.8.9)
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(3. 8. 3) és (3. 8.9)-b6l kovetkezik, hogy tetszbleges elegendden nagy f-re létezik
egy olyan @, €Q' elemi esemény, hogy egyidejiileg fennall

Lt —
> PO (G@0), Fi@)) =1 s,

Lr
(émfﬂ%@&ﬂam@@@y”

b 24

Lt —
» S [ @ De@.a)e .

(3.8.10)

¥t
Legyen
Yi=0i(mo),

A =F(&,),

akkor megkapjuk azon pontok és halmazok rendszerét, amelyek eleget tesznek a
lemma mindharom feltételének. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

3.9. Feinstein lemmaja végtelen kapacitasi atviteli berendezés esetére

FEINSTEIN lemmaja, melyet a 3. 1 pontban fogalmaztunk meg, véges kapacitasu
atviteli berendezésekre vonatkozott. Most le akarunk vezetni egy allitast, amely
analogonja ennek a lemmanak, azonban végtelen kapacitasu csatornakra alkal-
mazhato.

FEINSTEIN LEMMAJA. Legyen adva egy olyan {Q, V} dtviteli berendezés, hogy
az ezen dtviteli berendezéssel Osszekapcsolt valosziniiségi vdltozék valamilyen n, ij
pdrjdra a pg;(+) eloszlds szinguldris a p,Xp;(+) eloszldsra vonatkozdlag. (Ebben az
esetben az I(n, n) informdcidra fenndll: I(n, n) = és a kapacitdsra C(Q, V)=-o.)
Legyen adva az L szamii pk,..., pk valésziniiségek egy olyan dsszessége, hogy fenndlljon:

L
(3.9.1) _21' pE=
és
(3.9.2) max pl= 3
i=1,..L L

.....

Akkor tetszbleges &€>0-ra és minden elegendben nagy L-re létezik a bemeneti jelek
(Y, Sy) terében L szdmui olyan yy,..., y1. pont, valamint a kimeneti jelek (Y, Sy) teré-
ben e pontoknak megfeleltetett A,, A,,..., A;, halmaz-sszesség, hogy fenndlinak a
kivetkezlk :

D) az Ay, A,,..., AL, halmazok pdronként diszjunktak

1Y) minden i-re

(3.9.3) Oy A)=1,
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Y a kovetkezé vektorra fenndll, hogy

L

L —
(3'9 4) <=Z;pf‘J‘nl (yt’ j/)Q(ys dj})’ e Z" Pf‘f”N()’u })Q(ynj}))é[V]s'

i=

Y Y

BizoNYiTAS. A lemma feltételei szerint a p,.(-) mérték szingularis a p, X pz(+)
mértékre vonatkozdlag. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan F¢ S, X S§ halmaz, hogy

Pui(F)=1,
(3.9-3) pnx;ra(F):O-}

Jeloljiik  Fi-nal és nevezziik az y pont legyez8jének az F halmaz azon metszetét,
-amelyet az yE Y pont hataroz meg. Analég modon az yEY pont F; legyezGjének

fogjuk nevezni az F halmaz azon metszetét, amelyet az j€Y pont hataroz meg.
Minden y€ Y-ra az F, legyez8re fennall F,€ Sy és minden y€ Y-ra F; €Sy (1. {24],
34.9).

Mindenekel6tt megjegyezzitk, hogy a p,(-) mérték szerint majdnem minden
Y€Y pontra a Q(y, F,) valdsziniiségre fennall
(3.9.6) o0y, F)=1.~
Valoban, legyen
L, (3, DEF,
0, n,4¢F

és alkalmazzuk a (3.7.5) egyenlGséget. Ezen egyenldség szerint

q(y, })={

'Q(y’ F;‘)Pq(d_)’) =1.

Ebbdl mar kovetkezik a keresett allitas. - e~
Eppugy, mint a 2.2 pontban, vezessik most be az (Q, B, P) valdszinliségi
segédteret, valamint ezen a téren definialt fiiggetlen és koz6s p,(-) eloszlasi {(w),..
.., {(®) valdszinliségi valtozdk sorozatat. Ugyanlgy, ahogy az a 3.7 pontban
tortent legyen most

L= 50, DO, G=1,..,N)
12
és
M (&) = M, (n, 5).

A 3.7 pont meggondolasaibol adodik, hogy a dim)-ok fiiggetlen, egyforma elosz-
last valdszindiségi valtozok és hogy

(3.9.7) 34(@) = 2;(L(@)).

Sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.
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LEMMA. Y;,..., Vp-.. legyen fiiggetlen, egyforma eloszldsu, nulla varhaté ériékii
valdsziniiségi vdltozok egy sorozata, tovdbbd legyen adva a p%,..., pt szdmok egy olyan
sorozata, amelyre

L 2
(3.9.8) >pk=1, 0=pk=".
i=1 L
Akkor tetszileges €=0-ra
L ,
(3.9.9) lim P{ Ly >s} =0.
L=~ (li=1

Ezt a lemmat konnyen levezethetjitk a fiiggetlen valdsziniiségi valtozék osz-
szegének elméletében szerepld egyes jol ismert eredményekb6l. Példaul a lemma
feltételei mellett teljesiilnek a [6] kényv, 27. §-ban megfogalmazott 1. tételhez fiizott
3. megjegyzés feltételei, amir8l konnyli meggy8z&dniink akkor, ha azzal analdg
modon okoskodunk, ahogy az a [6] kényv ugyanazon paragrafusiban szerepld
3. tétel 2. kovetkezményének a levezetésében torténik.

A most megfogalmazott lemmat esetiinkre alkalmazva, azt kapjuk, hogy

(3.9.10) { ZpL5‘ (@) — Mm;(n, r]). >£} -0 (L — o),
illetve, hogy
(3.9.11) { U1 _ZpL(si (@) — Mn;(n, ﬁ)’ >s} -0 (L — o).

Ezért a 3.8 pont végén koévetett meggondolashoz hasonlé okoskodassal arra a
kovetkeztetésre jutunk, hogy

. ? {(,-; ‘LJ”I(C-@) 7)0(Li(@), ), - -
(3.9.12)

Y
I:' - . —
cor Z0F| mu(G@), Q@) d3) Je[V]p =1 (L)
Y

Sziikségiink lesz a kdvetkez6 konnyen bizonyithatd tényre. Legyenek (!, Sy1)
és (Y2, Sy2) az (Y, Sy) tér két reprezentansa. Tekintsiik a Q(p', F,2), (3!, ¥y €
€ Y1 X Y2 fiiggvényt. Meg akarjuk mutatni, hogy ez a fiiggvény mérhet6 az Sy: X Sy»
g-algebrara vonatkozolag. Ennél azonban altalanosabb allitist bizonyitunk be.
Legyen G€ Sy X Sy és G, a G halmaznak az a metszete, amelyet az y € Y pont hataroz
meg. Akkor a

(3.9.13) 4e(¥'s ¥?) = Q(yy, Gyy)

fliggvény mérhet8 a Sy: X Sy. o-algebrara vonatkozélag. Valoban, ha a G'€ Sy X Sy
halmazok paronként diszjunktak és G=(JG', akkor minden y-ra G,= UG;, és

ezért
g6(¥1,¥2)= Z 4o (V15 Y2)
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Ebbdl az kovetkezik, hogy azon G halmazok Gsszessége, amelyekre a (3. 9. 13)
fiiggvény mérhetS, g-algebrat képez, és ezért mérhetSségét elegendd bebizonyitani
arra az esetre, midén G=AX B, A€ Sy, B€ Sy. De akkor G, =B, ha ycA4 és G,
ires, ha y¢ A. Ezért

0’ Y2 Q A,

Q(yl,B)a yZEA'

Ennek mérhet8sége abbol kovetkezik, hogy a Q fiiggvény elsG valtozdja szerint
mérhetd. .

Megjegyezziik, hogy a Q(y!, F,.) figgvény fentebb bebizonyitott mérhetGségébdsl
s abbdl a ténybdl, hogy mérhetd fitggvények szuperpozicidja mérhets, kdvetkezik,

hogy a
Q(gi(w)’ F;,(w)) '
fuggvény tetszOleges i és j-re mérhetd fiiggvény a B o-algebrara vonatkozolag.

Szamitsuk ki ennek varhat6 értékét i#; esetében. Nyilvanvalo, hogy a (,, {; val-
tozdk fiiggetlensége kovetkeztében fennall, hogy

96(¥1,y2)= {

(3.9. 14) MO(L(@). Fy@)= | | 00, B)py(dyp, .

Yl y2
Felhasznalva Fusint tételét (1. [9], 30.§), kapjuk, hogy
. )
(3.9.15) MO(L(@). Fo (@) =] | @, F)py ()] py (),
Y2 ¥t
mivel azonban az (y, 7) valtozdkat a {Q, V'} csatorna kapcsolja dssze, és igy fennall
(3. 7. 6), kovetkezik:

(3.9.16) | Q¥ Fp)py(dy) = MO, Fyi)= MUP{i € Fln}y =py (F,).
Y1

(3.9.15), (3.9. 16)-bdl, a mértékek szorzatardl szold tételbsl (1. [24], 36.§ 2. tétel)
és a (3.9.5) egyenlGségbdl kovetkezik, hogy

B.9.17)  MOL(@), Fy@) = pr(F,)p3(dy?) = py X py (F)=0.
¥2

(3. 9. 17)-bdl levezethets, hogy

(3.9.18) P{O(L(@), F,(@)=0}=1 (i #)).
Kovetkezésképp 1 valosziniiséggel egyidejiileg teljesiilnek az alabbi egyenl8ségek:
(3.9.19) Q(g“,-(cE),ng(a‘j)):O (#j;, i=1,...,L; j=1,..., L)

(3.9.6), (3.9.12) és (3.9. 19) értelmében elég nagy L esetén megvilaszthatjuk az
, pontot ugy, hogy egyidejiileg fennalljanak:
{Q(Ci(f)o), Fy (@0))=0 (=j;i=1,...,L; j=1,..., L),

(3.9.20) Q(L(@o), Fr, (@) =1 (i=1,..., L),
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a kovetkezd vektorra pedig fennalljon:

L
<;; p{‘j Ty (Ci(ao)’ j”)Q(C,(Go), d;’), P

(3.9.21) li
<o ;; jnN(C (@o), V)Q(C (o), d)’)E [V]
13
Legyen most
(3.9.22) Yi= Ci((;o), A;= Fg,-(éao)\\ Q.Fcf (@),
J¥FEL

akkor az y, pontok és az 4; halmazok egy olyan rendszerét kapjuk, amely eleget
tesz a tétel feltételeinek.

4. § Kozleményekre vonatkozé alaplemma

4.1. A lemma megfogalmazisa

FEINSTEINnek az el8z8 paragrafusban bebizonyitott lemmaja durvin szélva azt
mondja ki, hogy egy C kapacitast csatornan, ha a hibas reprodukalés kis valészinii-
ségli, koriilbeliill 2¢ kiilonbodzd jelet lehet atvinni. A kozleményekrdl szold alap-
lemma tartalma — durvan szélva — az, hogy egy H entrdpiaji kozlemény atvite-
1ét helyettesiteni lehet 27 kiilénb6zd kozlemény atvitelével. E lemma megfogalma-
zasanak és bizonyitasanak alapgondolata analogonja a FEINSTEIN lemma alapgon-
dolatanak. ~

Azokat a definicidkat és jeloléseket hasznaljuk itt is, amelyeket az 1.4 és 1.7
pontban vezettiink be.

KOZLEMENYEKRE VONATKOZO ALAPLEMMA. Legyen adva egy olvan {W*} infor-
mdcié-stabilis kézleménysorozat, amelyre a H' (W) entrdpidra fenndll H(W) —~ oo, ha
t>oo, de H(W)<-oo,

Tegyiik fel, hogy a oi(x, X) fiiggvények M' szdma olyan, hogy teljesiil az 1. tétel
(1. 7.5) feltétele. Tegyiik fel azt is, hogy e tétel V. feltevése is teljesiil.

Legyen igz(x, X) az V. feltételben haszndlt &', & ualtom-pal informdcié siiriisége.®

Adjunk meg egy tetszbleges ¢ >0-t és jeldljiik Fi-nal az X*X Xt tér (xt, X"y pontjainak
azon halmazdt, amelyet a

|1§¢(A X) L&
(4.1’.1) Fi= { HY(W) 1' 4}

{IA

dsszefiiggés definidl.
Jeloljitk ri(x)-vel a kibvetkezd feltételes valosziniiség egyik varidnsdt:

4.1.2) ri(x)=P{(& E)§ FJE=x).

6 A 4.2 pontban bebizonyitjuk, hogy ez az informacio-siir(iség létezik minden elegendden
nagy f-re.
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Ekkor megadhaté olyan elegendéen nagy T, hogy minden t = T-re kivdlaszthato
(4.1.3) K} =[20+aHM)]

szdmii X4,..., X_pont a kimeneti kézlemények X' terében, tovdbbd e pontok mindegyi-
kének megfeleltetheté egy, az Sk-re vonatkozdlag mérheté qi(x), x* ¢ X' fiiggvény,
oly mddon, hogy fenndlinak a kévetkezék :

I) minden xt€ X', i=1,..., K! és t=T-re:

4.1.4) ' 0=qi(x)=1

és
Kt

(4.1.5) 0'(x) = X gi(x)+ri(x) = 1,
=1

I1) valamilyen rogzitett » >0-ra és minden t=T-re

@16 . 0 = | ' (x)pildx) = 1 — 209,

b'e

Iy Ha t=T, akkor a kiovetkezd vektorra fenndll, hogy

4.1.7) (ST, ..., Sme[W],,
ahol

K

St= 3 | dix, F)gi(x)piidx) +

i=1

4.1.7) - xt
+ ] el Dy, dE) + [1— QML (E, §).
Xt x & ‘Pt

Hogy a lemmaban bevezetett ¢i(x) fliggvények szemléletes jelentésére ravila-
gitsunk, kissé elébe vagva a kés&bbieknek, megjegyezziik, hogy SHANNON tételének
bizonyitasaban a kodot Ggy szerkesztjiik meg, hogy — durvin szdlva —, amid&n
az x' kozlemény gi(x) valosziniliséggel ,,belép”, akkor olyan jelet vigytink at, amelyet
helyes vételkor X% kozleményként fogunk visszakédolni. A csatorna informacio-
stabilitasabol kovetkezik, hogy f nagy értékeire az r(x) valdsziniiségek kicsik és
(4. 1. 5)-tel Gsszhangban az 1— > gi(x) killonbség kicsi lesz. Kis valdsziniiséggel

(1= X'qi(x) valosziniiséggel) a kozlemény egyaltalan nem fog atvivédni. A lemma 111,

allitasa lehet6vé teszi, hogy utobb kimutassuk, hogy ilyen atviteli modszernél
teljesiil a kozlemény reprodukalasi pontossdganak a- feltétele.

A bizonyitas alapgondolatat a 4. 3 pontban adjuk meg, miutan a 4. 2 fejezetben
bevezetiink bizonyos fontos fogalmakat, amelyeket majd a bizonyitasban felhasz-
nalunk. Sok, szamunkra sziikséges megallapitds analogonja lesz azoknak a meg-
allapitasoknak, amelyeket a 3. §-ban FEINSTEIN lemmajanak bizonyitasaban tettiink.
Ezeket a gondolatmeneteket atfogdbban fejtjiik ki.
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4.2, Legyezik konstrukcioja

E pont minden konstrukcidja (valamint a 4.4, 4.5 pontoké is) rogzitett ¢,
index{i kozleményekre vonatkozik. Ezt az indexet el is hagyjuk majd azokban a
jelolésekben, amelyeket ezekben a fejezetekben hasznalunk.

A ¢>0 szam legyen rogzitve. A megfelel§ indexet ugyancsak el fogjuk hagyni
mindeniitt. Roégzitiink tovabba bizonyos pozitiv szdmokat is: (8, y, 1); ezek a 4. 4,
4. 5 pontban tetsz8legesek lesznek. A_4. 6 pontban viszont rogzitett értéket adunk
nekik, amelyet ott majd koézlink. (&, £)-mal fogjuk jelolni azt a (&', &) valdszindi-
ségi valtozo-part, amely az V. feltételben hasznalt (&, &) informacio-stabilis sorozat-
ban fellép. Minthogy HY{W )<<, az (1. 7. 10) feltételbsl kovetkezik, hogy elegen-
dBen nagy ¢ mellett az (¢, &) informaciora I(&, &) <o fennall. Minthogy a lemma
megfogalmazasanak megfeleléen minket csupan elegenden nagy t-k érdekelnek, ugy
vehetjitk, hogy I(&, &) <. Kovetkezésképp létezik az ig(x, X) informacid-siirliség.
Legyen ismét (vb. (4. 1. 1)) F az (x, X) azon pontok halmaza, amelyet a kovetkez§
feltétel defimal:

(4.2.1) F= {,gg(a D-—HW)|= H(W)}

Az F halmazra fennall: F¢ Sy, X S3. Minden x € X-re az x pont legyezGjének hivjuk
és F,-szel jeldljiik az F halmaznak azt a metszetét, amelyet az x pont hatiroz meg.
Mmden X¥€X-ra az X pont legyeZOJenek nevezzitk és Fi;-mal jeldljiikk az F halmaz-
nak azt a metszetét, amelyet az X pont hataroz meg. Ugyanugy, mint a 3.2 pont-
ban is, megmutathaté, hogy minden x€X-re F €Sy, és minden X¢€X mellett
;e Sy.

A tovabbi meggondolasokhoz sziikségiink van a kovetkez$ tényre. Legyen
AESyX Sy és ACF, tovabba

4.2.2) pelAlE=x)

a (& &) e A eseménynek a & valtozora vonatkoztatott feltételes valdszinilisége. Ezt a
feltételes valdszinliséget x olyan fliggvényének tekinthetjiik, amely mérhetS az Sy-re
vonatkozolag. Legyen 4, az 4 halmaznak az a metszete, amelyet az x pont hataroz
meg. Akkor a p, mérték szerint majdnem minden x-re

(4.2.3) Pz (=20

pez(AlE=x).

Az a meggondolas, amely a (4. 2. 3) egyenlGség levezetéséhez szitkséges, ana-
logonja a (3. 2. 2) egyenlétlenség levezetésében alkalmazott meggondolasnak. Neve-
zetesen, vegylik észre, hogy (4. 2. 1), és az informacid-siiriiség definicidja kovetkez-
tében

dpz :
“4.2.4) aég(x, X) = & (x, %) = 2"(W)(1+ Py

x, X)EF.
dp§><p_5 ( )

Tetszbleges G mérhet6 halmazra, amelyre G A < F, fennall, hogy

495 o . d 1_,'<2H(W)(1+-45) e
(4.2.9) P (G)=az(x, X)p, X pz(dx, dx)= P X pz(G).

G
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TetszGleges mérheté B< Sy-re jeldlje B a kovetkezs hengerhalmazt:
B = BXX.

Akkor p.(B) :pfé(f?), tovabba, (4. 2. 5) és a feltételes valdszinliség definicioja értel-
mében: a

~

Jpg (AJp(dx)=p X pz(AN B)=2

_lI(W)(l +Z)IJ§E 4N é) _

4.2.6
( ) —H(W}(] +§)

-2 P (/6= X)p,(d).

B

Minthogy (4. 2. 6) tetszSleges B mellett igaz, kovetkezik, hogy (4. 2. 3) majdnem
mindentiitt fennall. A

Alkalmazva (4. 2. 3)-at A = F-re, latjuk, hogy a p.(-) mérték szerint majdnem
minden x bemeneti kozleményre az F, legyez8 olyan, hogy fennall

—H(W)(I +_2)

(4.2.7) p:(F)=2 Pz (F/E=x).
Analég moédon bizonyithatd, hogy a pz(+) mérték szerint majdnem minden X kimeneti
kozleményre az F; legyez8 olyan, hogy fennall

—H(W)(l +§)

(4.2.8) p(F)=2 ez (FIE = %),

végiil, analég moddon:

(4.2.9) pE(Fx)gz'""f’(‘“%).

4.3. A lemma bizonyitasinak alapgondolata

Ennek a pontnak a definicidéi és megallapitasai semmiféle matematikai szi-
gorusagra nem tartanak igényt; a tovabbi pontokban nem is fogjuk felhasznalni
Gket.
lenszeriien kivalasztunk egymastdl fiiggetleniil K szamu x; pontot, pz eloszlassal.
A g(x) valoszinliségeket ngy valasztjuk meg, hogy csupan azok a g;(x)-ek legyenek
zérustol kiilonbozék, amelyekre X;€ F,. Nagy ¢ esetén pgi(F)~1. Ennek folytdn
pa(FlE=x)~1, azaz ri(x)~0 (L. (4. 1. 2)-t) az x-ek tlhinyomd tObbségére és ezért
a (4.2.7) egyenlStlenség azt mutatja, hogy pi(F,) rendje nagyobb mint K~', ugy-
hogy szamitani lehet arra, hogy talalhaték olyan X; pontok, melyek beleesnek az F,
legyez8be. Méghozza azon X; pontok szama, melyek beleesnek az F, legyezGbe,
exponencialisan né H'(W) novekedésével.

Az alapvet8 nehézség abban 4ll, hogyan érjiik el a reprodukalasi pontossag
alapfeltételét utanzd (4. 1. 7) feltétel teljesiilését. Feltevés szerint a kovetkezd vek-
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torra fennall, hogy

@30 (|| eitr Dz, d), .., || el Dpg(dx, dR) e W.

Jeloljiik pg(dx/x)-szel a & valtozo feltételes eloszlasat a & =x feltétel melleit; ekkor
3.2 o Dpglx, dD= ||| o,(x. Hpg x| py(d).

Xy
A mar emlitett egyenl&séghdl, pa(F)= 1-bbl kovetkezik, hogy

(4.3.3) || esx, Dpg(ax, diy~o0,

XX X\F

és ezért a (4. 1. 7) alapfeltétel teljesiil, ha minden x-re és minden j-re

. .
(4.3.4) '[Q_;(X, i)pg/é(di’/x) e =2; 0;(x, X;)qi(x).

X

Nagy t-kre az F halmaz majdnem egybeesik X X X-mal. Ezért (4. 3. 4) helyettesit-
het6 a kovetkezbvel:

K

(4.3.5) Jej(x, X)pgldXix) ~ 3 ej(x, ¥)qi(x).

Fx

Tekintsitk most azokat az X; pontokat, amelyek F,-be beleesnek, és legyen

@.3.6) 4:) = 0 (x, %),

(Amint a kovetkez8kben latni fogjuk, annak a valdsziniisége, hogy a pontok ugy
vannak kivalasztva, hogy > ¢,(x) =1 legyen, nem nagy, ¢és ezt el lehet hanyagolni.)

Ekkor a (4. 3. 5) 0sszegben mindegyik Osszeadandoé varhatd értéke egyenlS a kovet-
kezével (minthogy ¥; eloszlasa pz):

1 - - - ~
E‘[Qj(x’ X)QCE(X, x)pg(dx):fgj(xa x)pS/g(dx./x)'
Fx . Fx

Ezért — atlagban véve — a (4. 3. 5) jobb oldalan all6 Osszeg egyenlé ez utdbbi
egyenlGség jobb oldalaval. Tovabba, ez az Osszeg K szamu fiiggetlen valdszinfiségi
valtoz6 Gsszege is és a nagy szamok torvénye értelmében (ez a torvény alkalmaz-
hat6, minthogy (x, X) € F, az ag(x, X) valtoz6é pedig az F definiciéja folytan oly

L o oy AH(IFS) He(1+5) .
értékeket vesz fel, melyek nem 1épik tal 2 % “’-et és (K¥)~12 47 >0) ez ko-
zel van sajat varhato értékéhez. Létezik tehat az X; pontok olyan konkrét megvalasz-
tasa, amelyre (4. 3. 5) igaz.
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4.4. A bemeneti kozlemények véletlenszerii megvalasztasa

Eppugy, mint a 3. 4 pontban, tekintsiitk most az (Q, %, P) valdszinliségi segéd-
teret és K szamu olyan figgetlen, {(®),..., {k(@) valdsziniiségi valtozd Osszességét,
amelyek az (Q % P) téren vannak megadva és értékeik az (X S3) térbe esnek;
legyen ezenkiviil mindegyiknek az eloszlasa ugyanaz: pz(-).

Jelsljik most D,-val (k=1,..., M) az (x, X) parok azon halmazat, amelyet -a
kovetkezd egyenlStlenség definial:

(4.4.1) Dy = {jou(x, ) — Mo, (&, &) > B).

Felhasznalva az (1. 7. 11) definiciot és a Csebisev-féle egyenlGtienséget, azt kapjuk,
hogy

c
(4.4.2) Ps (DY) = Fl—:b‘ .
- Tovabba, hogy
- N - c
(4.4.3) f ﬁek(x, %)~ Mo (&, &) pgdx, d5) = 4.
Dy .

Vezessiikk most be a kovetkezé halmazt:
(4.4.4) G=(D,U...UD,)NF.
(4. 4. 2)-b8l kobvetkezik, hogy

Mc
(4.4.5) g(G) = Freh-

Minthogy a G\ D, halmazon beliil |g,(x, X) — Mo, (&, &)l =B, azért (4. 4. 3)-bol és
(4. 4. 5)-b0l kovetkezik, hogy

,BMc c(M+1)
Br+b = Iz .

(4.4.6) JJ\@A(A X)— My (&, &)l pz (dx, dX) = /3”

Végiil legyen

4.4.7) ' F=F\G

és —
4.4, ] - oy agg(x, i), (x’ i)€€’
(4.4.8) ag(x, X) = { 0, (x,%4¢F.

Az F halmaz definicidjanak megfelelGen (1. (4. 2. 4))

@4.9) 0=d(x, H=2""0"3),

Legyen most (vo. (4. . 2)-vel,)
(4.4.10) Fx)=P{(E OeFle=x}.
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Minthdgy FoF, FNFcG, azért r(x)=7r(x), és (4. 4. 5)-b6l kovetkezik, hogy
(4.4.11) J(r(x‘)—r(x))pg(dx) P{(¢, f)EG/f——x}pg(dx)_ ﬁ1+b

X

Vezessitk be az (x, @) parok C halmazit a kdvetkez8 modon:

i [\4>«

(4.4.12) {’— (x, L(@)) +F(x) — 1!>v}

Legyen most tetszbleges @EQ és x€X mellett

e ha (x,@)¢C,

0, ha (x, @)€C.

Nyilvanvald, hogy minden x és @-ra

g (x, (@) 1-T()
(4.4.13) g,(x, &) = 3

K
(4.4.14) O=qx,0)=1, 0= Dqgix,@=1—rx).
Py

Tekintsiik a kovetkezd valoszinliségi valtozot:

K
(4.4.15) 2 4z (x, L(@).

Ennek az Osszegnek az Osszeadanddi rogzitett x € X mellett fiiggetlen, egyforma
eloszlasi valészinliségi valtozok. Minthogy ((@) eloszlasa pz(-), azért a (4. 4. 15)
Osszegben valamely Gsszeadando varhato értéke a kovetkez&vel egyenld:

(4. 4. 16) Mag(x, (@)= | agz(x, 2pz (@),

Fy

ahol F, az F halmaznak az a metszete, amelyet az x pont hatdroz meg. Megjegyez-
ziik, hogy a p, mérték szerint majdnem mindeniitt fennall a kovetkez$ egyenlSség:

(4.4.17) | g (x, Dpz(@%) = 1-7(x).
Fax

Valéban, felhasznalva (4. 4. 10)-et, a feltételes valosziniliség definiciojat, az ag(x, XY
sfirliség meghatarozasat és FuBINI tételét, azt kapjuk, hogy tetszBleges A € Sy-re

l [1—F(0] pelex) = f P{(&.B) € Flx)p (dx) =

(4.4.18) =ps(FNAXX)=_ | ag(x, Dp,xp;(dx,d%)=

FRnA XX

=.fU ags (x, D)y (@] p,(dx),

A T,
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ebbdl azonban kozvetleniil folyik (4. 4. 17). gy tehat kimutattuk, hogy a pe mérték
szerint majdnem minden x € X-re

(4.4.19) Mdég(x, (@) = 1—r(x).
Minthogy (4. 4. 8) és (4. 2. 9)-b4l az kovetkezik, hogy
= - —uwy(1-=
Plag(r t@)=0y=2""" 079,
azért (4. 4. 9)-b8l nyilvanvald, hogy
3
14+=
(4. 4.20) Dég(x, ci(a))gz"‘w’( =)
A Csebisev-féle egyenlGtlenséget alkalmazva, azt kapjuk, hogy majdnem minden
X€ X-re
2H(W)(1 +%8

- K
4.4.21) P{l%lg éég(x, Li(@))—[1—r(x)]

(4. 4. 12)-bS1. kozvetleniil adddik, hogy
How) (1 +3T°)
{4.4.22) pe X P(C) = X7

Ezt a becslést a kovetkez6 pontban hasznaljuk fel.
Most megjegyezziik, hogy a (4. 4. 13) definiciébol kovetkezik, hogy

[ (1=rx)—y)(1—-r) ~
K
(4 4, 23) Z q'.(x, 6) 3 = 1 _;(x) + y P ha (x, w)Q C;
= =0, ‘ ha (x,d)cC.
(4. 4. 23)-bdl lathaté, hogy N
K
4.4.249) )+ Zax,d)=1-2y,  (x,®)4C.
i=1

(4.4.24), (4. 4.23) és (4. 4. 22)-bSl, ha bevezetjilk a

(4.4.25) O(x, @) = _le q;(x, @) +r(x)
és
(4. 4. 26) Q@)= Q(x, ®)p(dx)

X

Jeloléseket, kovetkezik, hogy az alibbi varhatd értékre

2H(W)(1 +—34i))

(4.4.27) MQ_(5)§(1—2y)(l—p,;><i’(C)):—f(l—2y)(l—- %
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fennall. Tovabba, bevezetve a kovetkez§ jeloléseket (v6. (4. 1. 5), (4. 1. 6)):

K
(4.4.298) O, @) = 2 q,(x, ®)+r(x)
i=1
és
Q@)= Qx, B)ps(dx),
X
(4. 4.27) és (4. 4. 11)-b8l levezethetjilk az alabbi becslést:

H(W)(l +3T“)

~ M
(4.4.29) MQ(“’)E(I—ZV)(I - K72 - ﬁlfb)'

4.5. Az alap-becslések levezetése

A kovetkez§ valdszindiségi valtozoval foglalkozunk:

K
vk(a) = i=211 ,[Qk(x, gi(a))qi(xy (T))pg(dx) +
@4.5.1) X :

| et Dpg@x, dD+ 1 - Q@M E B,

X xX\F

ahol k = 1,..., M értéke ebben az egész pontban rogzitve lesz. Vezessiik be a kovetkezd
normal fiiggvényt:

(4.5.2) %X, B)= 0 (x, X) — M, (£, &).
Akkor (I. (4.4.25), (4. 4.26) és (4. 4. 10)-et)

K
‘-’—k(fl‘;) = i;; J%k(x, Ci(a))qi(xa a’)Pg(dx) + Jf ou(x, ;C)ng(dx» dx) =

Xx X\ F

(4.5.3) = (@) — My (&, §) [ ZZ fqi(x, @) pe(dx) +

+p (X X XNF)+1- Q(a)] = V(@) — M, (8, ©).
Vezessitk be tovabba a kovetkez§ valdsziniiségi valtozokat is:
~ 1 K_ ~ ~
(4.5.4) (X, (0)=E ;1’ Qk(X, (i(w))agg(% C.(w))

Meghatarozdsunknak megfelelen a {(@) valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek,
azért a (4. 5. 4) 8sszeg Osszeadandoi fiiggetlen valdsziniiségi valtozok. Minthogy

7 NI, Osztaly Koézleményei XII/1
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(/@) eloszlasa p.(-), ezen Gsszeg cgy dsszeadanddjanak varhato értéke a kovetkezs:

m(x) = M{B(x, Li(@)dgg (x, L(@)} =

(@.5.5) =) g, DB, Dpp(dR) = | ag(x, DT, Dp; (A,
X ’ _[T'x -~
Az F halmaz definicidjanak megfelelen (l. (4. 4. 1), (4. 4. 4.), (4. 4. T)-et)
4.5.6) 2x, D) =p, (x, H)EF,
azért (4. 4. 9)-b6l kovetkezik, hogy
@.5.7) s, g s, H=p2" "0,

Felhasznalva ugyanazokat a meggondolasokat, mint a (4. 4. 21) egyenlGtlenség leve-
zetésében, azt kapjuk, hogy tetszdleges x € X-re:

) N o /}ZZH'(W)(I +3:—

(4.5.8) . Pl (x, @)~ my(x)| >3} = 5K

.

Ha most H-val jeldljiik az (x, @) pontok kivetkezSképp definialt halmazat:
(4.5.9) Hy={iw.(x, @) — my(x)] =3},

akkor (4. 5. 8)-bdl levezethetjiik a
, 3z
/;Z,ZH(")(IJrT)

(4.5.10) peX P{H} = STk

egyenlbtlenséget. Megjegyezziik tovabba, hogy alkalmazva (4. 5. 5)-6t, FUBINI tételét
és (4. 4. 8)-at, azt kapjuk, hogy

XY J'M{agg(x, 0(@) 3(x, L(@)} pe(dn) =

MY | ag(x, L@)aux, (@) pe(dn)| =

(4.5.11) . f‘A o )
=}.) X‘ g (x, X)or(x, X)p X pz(dx, dX) =
:” agz (x, ) oy (x, X)p (dx)pz (dX) =|| 2u(x, Dpz (dx, d5).
F F
Minthogy
@12 1] 2 Dp g, 4% = MaL(& O =0,

XXX



’
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azért (1. (4.5.3) és (4.5.11)-et) !
K
V(@) = i=21' Ek(xa Ci(a))qi(xs 6)p¢(dx)—
4.5.13) . ¥ )
—J '[Ek(X, i’)ng (dx, dx) =J<i;" 2:(x, Li(@))gi(x, @) — my, (X)>P¢ (dx).
7 X

Most fels6 becslést akarunk adni az- M|y (@) mennyiségre.

M ()= ”

X%

= ' ‘ | (x, @) — my(x)| pe X i’(dx, d@) +

X x O\ (CuHy)
4.5.14) + ”‘

X x O\ (CuHy)

- J f Lzl 0(x, (:(@))a:(x, @)

5’ o (x, Li(@))q:(x, @) — my (x)| pe X P(dA dw)=

pe X P(dx, dd)+

K
i=21 0i(x, (@) q:(x, B) — 1y (x, @)

pe X P(dx, di)+

+ || 1m0 pe X P(dx, di3).

CuHy

Rendre becsiilni fogjuk a (4. 5.14) egyenlStlenség jobb oldaldn szereplG Ossze-
adandokat. A H, halmaz definicidjabol kozvetleniil kovetkezik, hogy (I. (4. 5. 9)-et)

(4.5.15) I i, & —m (9| pg X P(dx, dd)=5.

X % S (CuHi)
Ahhoz, hogy a (4. 5. 14) Osszeg masodik tagjat becsiilhessiik, el8szor is megjegyez-
ziik, hogy (1. (4. 4. 13)-at)

dgg (x, Gi(@)) g @) v

(4.5.16) G ®) = 7 T, W 9EC
(4.5.16) és (4.5.4)-bdl
e (x, @) — ok(x (i(@))gi(x, @) =
(4.5.17) _ZA“ e, C(s»))[ﬁ(—“—)) —4(x, 5)] =
l K A (x, (@) au(x Li@) Y ~ ~
1_’(\,)_[_,)) = K - I”F(X)Jr? :uk(x9 Cl)), (x’ (D)&C.

7%

‘2l

e ¥ aur tan

R A TNV pROYIEY S VALY SER
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(4. 5. 17) és (4. 5. 9)-b6l kovetkezik, hogy

Pe X P(dx, do) =

f_( ZQk()‘ (@) q:(x, @) — i (x, @)

X x G\ (CuHy)

1— r(x) +v
X x\(CuHy)

(4.5.18) =y ” ex, 3) pe X P(dy, )= '

([t 5 a8 m(x)
yff 1_,.(;)+ pe X Pdx, dw)z)’fm;):(dx).
. X

Xx0

Felhasznalva a (4. 5. 6) egyeniStlenséget, a (4. 5. 5) definiciot és a (4. 4. 17) egyen-
18séget, azt kapjuk, hogy a p, mérték szerint majdnem minden x€X értékre:

me@)|=| [ag (&, 9305, ) pyd )=

(4.5.19) . N A

=B | az (x, ®)pz(d %)=Ll —F()].
Fy

Ezért maydnem minden x€ X-re

S+|m () _ o+pll—F)] _ 5 fp =T
yHI=Fx) T y+[1-F(x)] oy {I-7()] PH1I-F(x) T

(4. 5.20) ;+ 8.

Alkalmazva (4. 5. 20) és (4. 5. 18)-at, megallapithatjuk, hogy

ff } P olx, L(@)gi(x, @) — (o, 5)[1); X P(dx, di)=

X x ON\(CuH )
') .
év(—fr ﬂ) Jl’g(dx) = 0+yp.
X

Foglalkozzunk most a (4. 5. 14) 6sszeg harmadik tagjaval. Megjegyezziik, hogy a
(4. 4.8) és a (4. 4. 13) definicidk értelmében

4.5.21)

(4.5.22) 4ix, D) =g (x, L@) =0, ha [B(x, (@)= 5

K .
Minthogy > g({x, @)=1 (I. (4. 4. 14)-et), azért (4. 5. 22)-b6l kovetkezik, hogy
i=1

K
(4.5.23) 2 alx, G(@)gi(x, o) = 5.
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Marmost (4. 5. 23), (4. 5. 10) és (4. 4. 22)-b8! kovetkezik, hogy

pe X P(dx, d@)=

]| 2ot c@maea

Colly

(4.5.24)

3 ; H(W)(l +37f) ﬂz.zy(W)(H%”)
éﬁ[f)éxP(C)+p¢><P(Hk)]§/f|: e + 52 :I

Végiil (4.5.19), (4. 5. 10) és (4. 4. 22)-b8l kapjuk, hogy

H(W)(I +:i4i) ﬂ2‘2H(W)(1 +3T£):|
+ .

(4.5.25) f f ()i pe X Pldy, di)= [ Ky? Ko?

Cully,

Egybevetve marmost a (4. 5. 14), (4. 5. 15), (4. 5. 21), (4. 5. 24), (4. 5. 25) egyenl&t-
lenségeket, megallapithatjuk, hogy
3
) ‘ /3'2II(W)(1+-4—) 1 p
(4.5.26) M|vk(c?))|—<_—2()+y[f+2————K—— ;24—5—2* .

Ezt a becslést a kovetkez6 pontban hasznaljuk fel.

4. 6. A kozleményekre vonatkozé alaplemma bizonyitasanak befejezése

Emilékezziink most vissza arra, hogy a korabbi pontokban riégzitett Osszes
mennyiségek a ¢ indextdl fiiggtek. A f, y,  szamoknak, amelyeket a megel5z6
pontokban tetszSlegeseknek tekintettiink, adjuk most a kovetkezd konkrét érté-

keket:
pr= 2H‘(w)f(£)0’ l
(4.6.1) PP
£ | "
S 2—ll‘(W)m-

Az (1.7.5) és (1.7.12) feltételekbSl, amelyeket lemméankban kikotottiink,
valamint (4. 6. 1)-bSl kovetkezik, hogy elég nagy ¢ értékekre
Mict _ -iongs
(G -
A (4. 1. 3), (4. 6. 1) definiciokbdl, a (4. 6. 2) egyenlGtlenségbbl, a H'(W) — oo felté-

telbdl és a (4. 4. 29) egyenlStlenségbdl levezethetd, hogy minden elegendSen nagy
t-re

(4.6.3) MO(@)=1-2

(4.6.2)

-4
Hl(w)l 000
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Tovabba, a (4. 1. 3) definiciobdl, a (4. 6. 1) definiciébél és a (4. 5. 26) becslés-
bol kovetkezik, hogy minden elegendSen nagy t-re

&
Ht(w)l 000

(4.6.4) M@)=2"

Megjegyezzilk, hogy a (4. 5. 1) és (4. 5. 3) definicidknak megfelelGen

%@ = (@)~ Mo 8) = 3 | o, L@)aix, D)pi(dn) +
(4.6.5) . ~
+ o (x, H)piz (dx, d¥)+ [1 - 0" (@) M (¢, &) — Mei (&, ).

X‘x}’\fé

Xt

Vegyiik észre azt is, hogy

I oy Bpts v, d)+ 11— O @1 M, B =

X' x XU FL
@66 = || oltx Dpl(dx, dB)+ [1- Q@M (E O+
xtx )'(t\i:é
b [T e iy, d)+10°@) — O @M &, &),
FixF!

Minthogy a (4. 4. 28), (4. 4. 25), (4. 4. 10), (4. 1. 2) definiciok kodvetkeztében

Q') ~0'@) = | " (x)—F ()] ) =
(4.6.7) o v :
= — | P4 By ENF = xypid) = — [ [ pisax, a3,

xe 3ANG

tehat (4. 6. 6) jarulékos tagjara fennall, hogy

| H (v, D)Ly (e, d) +10@) — ' (@I MeL &, E)’ -
HUR
(4.6.8) (ML)
By

=

= j\ [Q;‘,(.\', i) - AMQL@, z)]l’tgg(dx, d.;C)

- Ft
F_‘E\Fﬂ
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Ezért (4. 6.5), (4.6.6.), (4. 6.8) és (4. 6. 4)-bil kovetke21k hogy minden elegen-
dBen nagy t-re, — bevezetve a

Kt
Si@) = 2 | 6% L(@)g}(x, B)p(dx) +
Xt

(4.6.9) o
+ JJ 0, (x, X) Pig(dx,d X)+[1— Q" w)MeL (&, &)
X' x XN FL

mennyiségeket és az M| SHw) — Mgi(&, &)| varhaté értékeket képezve,

M+ 1) mLALEL

=2 2000

By ’

ahol a=min (b, 1). (4. 6. 10)-bSl és a lemma (1. 7. 5) feltételébsl kévetkezik, hogy
minden elegendGen nagy r-re

(4.6.10)  M|S{(@) — Mo, (& 9| = M@ +

(4.6.11) P{ max ' Si(@)— Mek(c,€)|/6}<%-

Minthogy a (&, é') valdszinliségi valtozok sorozata eleget tesz a | W‘} reproduka-
las-pontossagi feltételnek, azért a (Mgi(&, &),..., Moh(&, &) vektorra fennall:

(4.6.12) (M@{ (£, 8), ..., Mai (&, )W'.

Ezért, a [W'], halmaz definicidja folytan a (4. 6. 11) egyenlStlenség azt fejezi ki,
hogy minden elegendGen nagy f-re

- N e 3

(4.6.13) PY(S1(®), ..., Sy(@)e[W],} = T

A (4. 6. 3) egyenlStlenségbdl /Z%OO mellett és minden elegendGen nagy f-re kovet-
kezik, hogy

(4.6.14) P{O@) = 1-2-4HW)} = %.

(4. 6.13) és (4. 6. 14)-b6l kovetkezik, hogy létezik legalabb egy olyan &), hogy
(4.6.15) (S{(@0), + . ., Sie(@)) € [We, Q' (@) = 1 =277

egyidejiileg fennall. Legyen most

(4.6.16) Xt =U(@o), gi(x)=gi(x, ),

akkor oly valtozok rendszerét kapjuk, amelyek eleget tesznek a kozlemenyekre

vonatkozé alaplemma feltételeinek.

.
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