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2. §. Az információ alaptulajdonságai 

E paragrafus eredményeinek jelentős része nem új. Ezek az eredmények elő-
ször GELFAND, KOLMOGOROV és JAGLOM [ 4 ] munkájában, valamint KOLMOGOROV 
[11], [12] munkáiban nyertek világos megfogalmazást. Ezen eredmények egy részét 
kissé más alakban PEREZ fogalmazta meg és bizonyította be [ 1 7 ] . CZJAN-CZI-PEJ 
pedig az [5]-ben szereplő integrálos információ-képlet levezetésében található pon-
tatlanságra mutatott rá és ki is javította azt. Ő kapta először — valamivel kevesebb 
általánosság mellett — a 2. 2 pontban kimondott tételt. A három változó informá-
ciójára vonatkozó azonosság (2. 6 pont) feltehetően új. Az információ sok, minket 
érdeklő tulajdonsága megkapható a Burkill—Kolmogorov-féle integrál általános 
elmélete alapján (1. [10]), valamint a legújabb irodalom bizonyos eredményeiből 
([13], [14]). Mindazonáltal a teljesség és a hozzáférhetőség kedvéért a levezetéseket 
más, elemibb meggondolások segítségével mutatjuk be. 

« 
2. 1. Az információ nem-negatív volta. Kezdetnek levezetjük az információ kö-

vetkező egyszerű, de fontos tulajdonságát. 

1. TULAJDONSÁG. Tetszőleges t és ц változókat tekintve az /(£, t]) információra 
fennáll, hogy 

( 2 . 1 . 1 ) Щ , 

A bizonyításhoz levezetjük a következő, még sokszor felhasználásra kerülő 
általános egyenlőtlenséget: az rl,...,rm' u1,...,um nem-negatív számok tetszőleges 
megválasztása mellett 

(2 .1 .2) l r i l o g - ^ ë ( r 1 + . . . + /-m)log / 1 + --- + ''«. 
í=í ut

 1 ° щ +... + um 

Mindjárt megjegyezzük, hogy a (2. 1. 2) egyenlőtlenséget elegendő m = 2 esetére 
igazolni, minthogy az általános eset ebből teljes indukciós következtetéssel adódik. 
Továbbá, hogy a (2. 1. 2) egyenlőtlenség változatlanul fennáll, ha az ru r2 vagy az 
и,, u2 számokat egy állandó szorzóval megszorozzuk. Minthogy rl+r2=0 vagy 

* Uszpehi Matematicseszkih Nauk XIV. (1959), vip. 6 (90), 3 — 104. — Jelen közlemény 
az eredeti tanulmány 2 . - 4 . §-ának a fordítását tartalmazza. Az 1. §. fordítása a MTA III. Oszt. 
Közi. XI/4 (1961) számának 427 — 456. oldalán található meg. Az idézett irodalom jegyzékét 
a következő számban fogjuk közölni. 

0 a 
1 Emlékeztetünk arra, hogy itt és a továbbiakban 0 l o g — = 0 ha a & 0 és a l ó g — = + ° o 

ha 0. a 0 

I» 
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u l y - u 2 = 0 esetén az egyenlőtlenség közvetlenül belátható, elegendő azt az esetet 
tekintenünk, midőn rl+r2 — l és ul+u2 = 1. Ebben a speciális esetben azonban 
állításunk arra redukálódik, hogy ha 1>и=>0, l = > r > 0 , akkor 

(2 .1 .3) r l o g - - f ( l - r ) log ё 0. 

A (2. I. 3) egyenlőtlenség jobboldalát rögzített r mellett и szerint differenciálva 
láthatjuk, hogy minimumát r = w-nál éri el, amikor is zérussal egyenlő. Ebből már 
következik a (2. 1 .3) egyenlőtlenség, következésképp a kiindulási (2. 1.2) egyen-
lőtlenség is. Ismertnek tételezve fel az 1. 2 pontban bevezetett jelöléseket, tegyük 
fel, hogy adva van az XX Y tér Cu..., Cm felbontása. Alkalmazva a (2. 1. 2) egyen-
lőtlenséget, látjuk, hogy 

<2-•« I108тЖк SPt^Y) 1 0 8 -
(2. 1.4)-ből és az információ (1 .2 .3 ) definíciójából közvetlenül folyik az /(£, //) 
információ nem-negatív volta. 

2. 2. Az információ egy ekvivalens definíciója 

Egymást nem,metsző CtÇ SxX SY (i—l,...,n) halmazok tetszőleges rendszerére 
legyen mármost 

(2 .2 .1 ) Я С = CO log 

Ebben a pontban be fogjuk bizonyítani, hogy 

(2 .2 .2) r\) = sup / ( C j , . . . , C„), 

ahol a felső határ az E X Y tér összes lehetséges felbontásaira veendő. A (2. 2. 2) 
képlet az eredeti (1 .2 .3 ) definíciótól nyilvánvalóan abban különbözik, hogy az 
eredeti definícióban a felső határt bizonyos olyan speciális felbontások szerint vet-
tük, amelyet szemléletes analógiákat felhasználva derékszögű négyszöghálózatra való 
felbontásnak fogunk nevezni. Ezek {A1XBÍ, Á1XB2,..., AmXB„} típusú felbon-
tások, ahol {Ai} az X tér egy felbontása és {Bj} az Y tér egy felbontása. 

A minket érdeklő eredmény egy általánosabb eredmény speciális eseteként 
adódik. Ezt az általánosabb eredményt — tekintettel sokoldalú alkalmazásaira — 
külön tétel alakjában mondjuk ki. 

Azt fogjuk mondani, hogy a C 1 ; . . . , C„ felbontás a Dl,...,Dm felbontás rész-
felbontása, ha a C; halmazok mindegyikét teljesen tartalmazza a Dj halmazok 
egyike. 

TÉTEL. Tekintsünk egy olyan 05 a Sx X SY algebrát, hogy a legkisebb o-algebra, 
amely ezt tartalmazza, azonos legyen Sx X SY-nal. Tegyük fel továbbá, hogy adva 
van az XX Y tér f-beli elemekből álló felbontásainak valamely olyan R osztálya, 
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hogy tetszőleges f-ből való elemekkel bíró felbontáshoz található ennek R-be tartozó 
rész-felbontása. Akkor 

( 2 . 2 . 3 ) Щ , ц ) = sup I(Cu...,Cn), 
{Ci}eR 

ahol a felső határ az összes R-osztálybeli felbontásokra veendő. 

Megjegyezzük, hogy a tétel feltételei teljesülnek, ha R az összes fe lbontásokból 
áll, és ezért a tételből következik a (2. 2. 2) összefüggés. E tétel a lkalmazásának 
másik fontos példájaként megjegyezzük, hogy ha X és Y a valós tengely, Sx és 
SY a Borel-halmazok er-algebrája, és ,öy pedig az X, illetve Y tengelyen vett összes 
intervallumok összességei, akkor XX Y összes, {Aí XBU..., AmXBn} típusú felbon-
tásainak osztálya, — ahol At£fQx, Bj(fQY és {At} az X felbontása, {Bj} az E fe lbon -
tása —, eleget tesz a tétel feltételeinek (ehhez ÍS-ként az AXB. AÇ.SQx, B£ÍQy t ípusú 
szorzatok véges összegeinek algebráját kell venni). Ebből következik, hogy ha £ és 
i] egydimenziós változók, akkor az információ ( 1 . 2 . 3 ) definíciójában elegendő 
csupán a tengelyek intervallumokra való felbontását tekinteni. 

Ha S gyanánt AXB. A£SX, B£SY t ípusú halmazok véges összegeinek ösz-
szességét vesszük, lát juk, hogy a tétel feltételeinek a derékszögű negyszöghálóra 
való összes felbontások osztálya is eleget tesz. Ennek következtében, / ( £ , //)-val 
jelölve a (2. 2. 3) egyenlőség j obb oldalát, és / R ( ç , rç)-val jelölve a (2. 2. 3) egyenlőség 
j o b b o l d a l á t , látjuk, hogy a tétel levezetéséhez elegendő kimutatni , hogy tetszőleges 
olyan R osztályra, amely a tétel feltételeinek eleget tesz: 

( 2 . 2 . 4 ) f ( f п) = Ш , П). 
Legyen 

(2 .2 .5 ) Ш , / ? )= sup / ( С „ . . . , С „ ) , 
{с,}е® 

ahol a felső határ t azon felbontásokra kell venni, melyeknek minden eleme bele-
tartozik î l-be. Nyilvánvaló, hogy 

( 2 . 2 . 6 ) í R ( f tj). 

A keresett (2. 2. 4) egyenlőség levezetését két lépésben végezzük el. Az első lépésben 
be fogjuk bizonyítani, hogy I R ( f rf), a másodikban pedig, hogy »?) = 

к 
— 7(Ç,ri). A (2. 1 .2) egyenlőségből látható, hogyha E— |J F ; , ahol az F r k disz-

i= 1 
j u n k t a k , akkor 

f Pin(-Fi) ^ у с ,л , Pin(ß) 
Д l o g -J^JW ~ Pi"{E) 

Alkalmazva ezt az egyenlőséget arra az esetre, amidőn a D r к mindegyikét a {C (} 
rendszer halmazaiból képezett összeg a lak jában állítjuk elő, azután pedig ösz-
szegezve az egyenlőségeket j szerint, észrevesszük, hogyha a {C ;} felbontás rész-
felbontása a {Dj} felbontásnak, akkor 

( 2 . 2 . 7 ) / ( C 1 ; . . . , CJmliDy,..., DJ. 
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Ezért tetszőleges integrál-összeghez, amely a felső határ jele után áll a (2. 2. 5) 
kifejezésben, található egy nála nem kisebb, a (2. 2. 3) alatti felső határ-jel után 
álló összeg, úgyhogy ц) а ч)- Összevetve (2. 2. 6)-tal, látjuk, hogy: 

(2.2.8) fR(Ç, = n). 

/•><(£, t]) és /(£, r\) egybevetéséhez szükségünk lesz a következő általános lem-
mára. 

LEMMA. Tegyük fel, hogy adva van a Z halmaz és e halmaz részhalmazainak 
Sz o-algebrája, valamint egy olyan 31 с Sz halmaz-algebra, hogy az a legkisebb 
a-algebra, amely tartalmazza 31-/, egybeesik Sz-vel. Tegyük fel továbbá, hogy Sz-n 
adva van két valószínűségi mérték, p(C) és p(C), С4 Sy. Akkor tetszőleges s^O-hoz 
és tetszőleges D £ Sz halmazhoz található egy olyan A £ 3( halmaz, hogy egyidejűleg2 

(2 .2 .9 ) p(AAD)^e és p{AAD)zÊe. 

Ez a lemma jól ismert a p=p esetben. Bizonyításához jelöljük 5-mal azon D 
halmazok osztályát, melyekre tetszőleges e=-0-hoz található olyan А в3(, hogy 
a (2. 2. 9) egyenlőtlenségek fennállanak. Világos, hogy S з З Е A lemma állításának 
levezetéséhez elég megmutatni, hogy (1. például [24], 6. §), S elemeinek tetszőleges 
monoton sorozatával együtt annak határértéke is 5-hez tartozik. Tekintsük például 
a következő monoton csökkenő sorozatot: 

M , D M 2 . . . D M „ D . . . , F]M„ = D, M „ £ S . 

Ekkor, ha n elég nagy, az alábbi szimmetrikus differenciákra fennáll, hogy 

p(MnAD)^j, p(M„AD)S^. 

Válasszuk meg az zf £ 31 halmazt úgy, hogy 

p W M Ï ^ j , p(M„AA)t5j, 

akkor látjuk, hogy A approximálja D-t, úgyhogy D £ 5. Ezzel a lemmát bebizonyítottuk. 
Tegyük fel mármost, hogy valamilyen C£SXXSY-га /> гХл,(С)= 0, de p*„{C) = 

= я > 0. Akkor Í(C, XX У \ С ) = » , úgyhogy /(£, /?) = < = A lemma értelmében tet-
szőleges e > 0 - r a létezik egy olyan C£33 halmaz, hogy piXp„(C) = £ és p(fC)^a — e. 
Elég kis e mellett az I(C, XXY\C) összeg tetszőlegesen nagy lesz, úgyhogy 
Ы£>Ч) = 0 0 =Щ>*1) is fennáll. 

Az XXY tér olyan {C,} felbontását tekintve, hogy a megfelelő / (C , , . . . , C„) 
integrálösszegre I(C1,..., C „ ) < ° ° fennáll, a tétel állításának levezetéséhez elegendő 
annak megmutatása, hogy tetszőleges e > 0 - r a létezik olyan Dx,...,Dm, D,£31 

2 Itt és a továbbiakban a szimmetrikus differenciát így értelmezzük: 

UAV=(U\V) U (V\U). 
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felbontás, hogy 

(2.2. 10) I (D Í , . . . , D J s / ( C 1 , . . . , C J - £ . 

Választva egy <5>0 számot, a 4 - b e tartozó />,,. . . , D„ halmazokat úgy válasszuk 
meg, hogy 

p ^ C A D d ^ à és p ( X p „ ( C A p d ^ S - 0 = 1 , . . . , « ) 

fennálljon. írjuk most a következőt: 

Dt = Dt\\JDj 0 = 1 , . . . , « ) , 
i*j 

D„+1 = ! X f \ Ű />,-. 
i= l 

Akkor és a {£>,, /' = 1,..., и + 1} halmazok az A X A tér egy felbontását adják. 
Világos, hogy 

(2 .2 .11) p ^ D A C ^ n ô , p ç X p ^ D A C ^ n ô 0 = 1 , . . . , « ) 

és 

(2 .2 .12 ) pin{D„+l}^nô, pçXp„{Dn+1}^nô. 

(2.2. l l)-ből következik, hogy elég kis ô esetén az / (C , , . . . , C„) és /(£>,,... , Dn) 
összegek tetszőlegesen közel lesznek egymáshoz. Hogy az utolsó összeadandót az 
I{D1,..., £>„ +,) összegben megbecsüljük, elegendő megjegyezni, hogy (2.2. 12)-nek 
megfelelően 

p,„{Dn+i) 
PdDn + !} log * r S pin{Dn + 1) l o g p d D „ + l}^nó log nö, 

Pí>^Ptl\1Jn+ I 1 
úgyhogy ez az összeadandó kis Ô esetén nagyobb lesz, mint egy tetszőlegesen kicsi, 
előre megadott negatív szám. így tehát kimutattuk, hogy elég kis ô esetén a (2. 2. 10) 
egyenlőtlenség teljesül; következésképp bebizonyítottuk a tétel állítását. 

2. 3. Az információ mint integrálösszegek határértéke 

Legyen R az A X Átér felbontásainak a 2. 2 pontban kimondott tétel feltételei-
nek eleget tevő osztálya. Akkor igaz az, hogy tetszőleges £ > 0-hoz létezik olyan, 
az R-be tartozó {5,} felbontás, hogy annak tetszőleges {5,} rész-felbontására 

(2.3. 1) | / (£ , 4 - / ( 5 , , . . . , 5 „ ) | < 6 . 

Ez az állítás közvetlen folyománya az említett tételnek, a (2. 2. 7) egyenlőtlen-
ségnek és a felső határ definíciójának. • 

Emlékeztetünk arra, hogy egy Г = {у} absztrakt halmazt részben rendezettnek 
nevezünk, ha valamilyen y, és y2 párra fennáll а y , x y 2 reláció (y, megelőzi y2-t), 
amely a következő tulajdonságokkal bír: 
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1) abból, hogy yt<y2 és y2<yk, következik a y t és y2 elemek azonossága, 
11) ha у ! < у 2 és y2<y3, akkor у х < у ъ , 

I I I ) tetszőleges két у, és y2 elemhez található olyan y3 elem, hogy y t -< y3 és 
У2<Уз-

Az összes /?-beli felbontások összességét részben-rendezett halmazzá lehet tenni, 
ha a ^ relációt úgy definiáljuk, hogy 

abban az esetben, amidőn a {<%} felbontás a {£>,} felbontás rész-felbontása. Az 
1) és II) tulajdonságok teljesülése szemmel látható. A III) tulajdonság igazolásához 
elegendő megjegyezni, hogy а { 5 , П С ; } elemekkel rendelkező felbontás mind a 
{!?;}, mind a {C,} felbontásnak rész-felbontása. А {0, ПС,-} felbontás esetleg nem 
tartozik bele R-be, mindamellett a tételben mondott követelményeknek megfelelően 
létezik olyan {D,}£R felbontás, amely а {5 ; ПС)} felbontásnak rész-felbontása. 
Világos, hogy {£;} + {£>,} és {Cj} < {£>,}. 

На Г rendezett halmaz, az ay, у £ Г számok összessége határértékének egy olyan 
a számot nevezünk, amelyre igaz, hogy tetszőleges s > 0 - h o z található olyan у 0 € Г , 
hogy minden olyan y-ra, melyre y0<y, 

\ay-a\ <e. 
Ilyenkor azt fogjuk írni, hogy 

a = lim ay. 
r 

Könnyen bebizonyítható, hogy az adott definíció mellett a határérték összes meg-
szokott tulajdonságai érvényben maradnak. 

Mármost a (2. 3. 1) egyenlőtlenséget a következő liniesz-összefüggésként is 
i nterpretálh atj uk, 

( 2 . 3 . 2 ) rj) = l i m / ( C j , . . . , C„). 
R 

Ez a limesz-egyenlőség igen hasznos lesz számunkra a következőkben. 

2. 4. Integrál-képlet az információra 

E b b e n a p o n t b a n b i z o n y í t j u k be GELFAND és JAGLOM, v a l a m i n t PEREZ — a z 
1. 2 pontban már megfogalmazott — eredményét. 

Először tegyük fel, hogy a p i 4 mérték nem abszolút folytonos а р^Хр,-ra vonat-
kozólag. Akkor létezik olyan B £ S x X S r halmaz, amelyen 

pín(B)=a>0, PiXPr,(B) = 0. 
Az 

I(B, XX Y\B) = a log ^ + (1 - a) log - v"— = ~ 

integrálösszeg és a (2. 2. 2) képlet azt bizonyítja, hogy a tekintett esetben az I(c. rj) 
információ végtelen. 
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Alihoz, hogy levezethessük a céljaink szempontjából alapvető' ( 1 . 2 .6 ) infor-
mációra vonatkozó integrál-képletet abszolút folytonosság esetében, szükségünk van 
egy általános egyenlőtlenségre. A következő egyszerű megállapításból fogunk kiin-
dulni: minthogy a <p(x) = x log x, 0 < x < ° ° függvény konvex, azért tetszőleges 
F(x) valószínűség-eloszlásfüggvényre 

(2. 4. 1) I и log и dF(u) sê ) и dF(u) log | и dF(u). 
о ri ó 

Rögzítve a B£SxXSY halmazt, amelyre р^Хрп(В) > 0 és bevezetve az 

„ . Р{Х-Рп((а(п(х, у) < и) С) В) 
F M = = J ^ W 

jelölést, alkalmazzuk a (2. 4. 1) egyenlőtlenséget erre az eloszlásfüggvényre. Minthogy 

(2. 4. 2) 
о 

és 

(2. 4. 3) J и log и dFB(u) = — log y)pt4(dx, dy), 
о ç '' в 

azért a (2.4. 1) egyenlőtlenség alapján tetszőleges olyan В halmazra, amelyre 
p(X.p/B) > 0 , fennáll, hogy 

(2- 4. 4) j log ain(x, y)pй(Л, rfy) ( Д ) log • 

Figyelembe véve azt, hogy abszolút folytonos p(Xp„-ra vonatkozólag és hogy 

a O l o g — = 0 összefüggést fogadtuk el, látjuk, hogy a (2 .4 .4) egyenlőtlenség igaz 

Pi XP„(В) = 0 esetére is, azaz igaz tetszőleges B f S x X . SY-ra is. Megjegyezzük továbbá, 
hogy a (2. 4. 4) egyenlőtlenség jobb oldalán álló (esetleg divergens) integrálnak 
mindig van értelme, minthogy negatív része mindig véges. Ez például abból 
látható, hogy semilyen B-re nem lehet a (2. 4. 4) egyenlőtlenség bal oldala — %-né\ 
kisebb, mivelhogy épp az x log x függvény minimumával egyenlő. 

Vegyük az XX Y tér valamilyen {Cj-} felbontását. Alkalmazva (2. 4.4)-et minden 
egyes Cj-re, látjuk, hogy 

/(Cx,..., C„) S 2 log a^(x, у)р(ч(dx, dy) = log a(n(x, y)pín(dx, dy). 
i=l J J 

Ci XxY 

Ezért 

(2. 4. 5) I(с, r,) s j log aln(x, y)p(dx, dy). 
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Most be kell bizonyítanunk, hogy (2. 4. 5)-ben valójában az egyenlőség áll fenn. 
Adjunk meg valamilyen e > 0 számot és válasszuk a K > 0 konstansot oly nagyra, 
hogy a 

(2 .4 .6 ) 0 ë /?Í9{|log ciçn(x, y)\ > K)\ogp^{\\oga^(x,y)\ > К) 

egyenlőtlenségek fennálljanak. Ez lehetséges, mert x l o g x — 0 , ha x — 0. Továbbá a 

{ | l o g ű í „ ( x , y ) | s A } 

halmaz előállítható egymást nem metsző C-fSxXSY (/ = 1,..., n) halmazok összege 
alakjában, úgy, hogy ha 

A,= inf a{4(x,y), ht= sup at4(x,y), 
(X, y>eCi (X, y)ec, 

akkor minden /-re 

(2. 4. 7) 

Jegyezzük meg, hogy ekkor minden i-re 

log h i log 

(2. 4. 8) 

Továbbá, hogy 
' PiAPniCi) 

(2. 4. 9) p(„(Çd log h. й j log a(„(x, y)p(n(dx, dy) ^/ / .„(C,) log ht. 

(2. 4. 8)-ból és (2. 4. 9)-ből következik, hogy 

P^iCi) 
Pto(Ci) log 

(2 .4 . 10) PtXP4(Ci) 
log ai4(x, y)pin(dx, dy) 

(log ht — log hi)Pçv(Ci). 

Összegezve / szerint a (2. 4. 10) egyenlőtlenségeket és (2. 4. 7)-et figyelembe 
véve látjuk, hogy 

(2. 4. 11) /(Cj, ..., C„) — í log a í f t(x, y)piv{dx, dy) 

{log a4r,(x, y)sK\ 

S 

~2 

Legyen C„+ 1 ={log^(x, ekkor a C1,..., Cn+i halmazok rendszere az 
XX Y tér egy felbontása. (2. 4. 6)-ból és (2. 4. l l)-ből azt kapjuk, hogy 

(2 .4 .12) / ( C j , . . . , C,.+ 1) & J log a(n(x,y)p(n(dx,dy)-e. 
{log a ( , , (x , , v ) S K j 
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Minthogy e tetszőleges, K-t pedig tetszőlegesen nagyra lehet választani, azért (2. 2. 2)-
ből következik, hogy 

(2. 4. 13) /({, n) S I log atn(x, y)p<n(dx, dy). 
X'y-Y 

A (2 .4 .5 ) és (2.4. 13) egyenlőtlenségek együtt bizonyítják az (1 .2 .6 ) integrál-
képlet első felét. E képlet második fele a mértékelmélet egyes általános tételeiből 
következik (1. [23], 32. §. 2. tétel). 

2. 5. Valószínűségi változó függvényének információja 

Tegyük fel, hogy a ^ és r; valószínűségi változók értékei az (X, Sx) illetve ( Y, SY) 
mérhető terekbe esnek. Ezenkívül tegyük fel, hogy adva van az ( X , Sx) mérhető 
tér és adva van az f(x), x£X mérhető függvény, melynek értékei az X térbe tartoz-
nak. Akkor az elemi események / (£ ) összetett függvénye olyan valószínűségi vál-
tozó lesz, melynek értékei X-ba tartoznak. Be akarjuk bizonyítani, hogy 

(2 .5 .1 ) / ( / (£) , rf) S /(£, /?). 

Tetszőleges BŒX halmazra je lö l jük /" ' (Ä)-ve l azon X^X pontok összességét, 
amelyekre f ( x ) £B. A mérhető függvény definíciójából következik, hogy B£SX 

esetén az f'1(B) halmazra fennáll: f~1(B)£SX. Világos, hogy 

(2 .5 .2 ) p£f-\B))=pm)(B), 

és C(iSY mellett 

(2. 5. 3) pín{f-\B)XC)=pmn(BXC). 

Ha a Bt,...,B„ halmazok rendszere az X tér egy felbontását alkotja, akkor az 
f~1{Bi),...,f~i{Bn) halmazok rendszere az X tér egy felbontását fogja adni. (2. 5. 2) 
és (2. 5. 3)-mal együtt ez azt mutatja, hogy az a tetszőleges integrálösszeg, amely 
az / ( / ( £), I])-ra adott (1. 2. 3) definícióban a felső ha tá r je le után áll, egyike lesz az 

ra adott (1 .2 .3 ) definícióban szereplő integrálösszegeknek. Ebből rögtön 
következik a bennünket érdeklő (2. 5. 1) egyenlőtlenség. 

2. 6. Egy azonosság három változó információjára 

Tegyük fel, hogy adva van három valószínűségi változó, r] és melyek értékei 
sorra az (X, SX),(Y, 5 y ) és (Z, Sz) mérhető terekbe tartoznak. Akkor fennáll a 
következő általános azonosság: 

( 2 . 6 . 1 ) /((£, rj), í ) + /(£, /у) = /((, fa, 0 ) + / f a , Ç). 

(A (ç, rj) és az fa, Ç) jelöléseket illetőleg lásd az 1.2 pontot. Abban állapodunk 
meg, hogy °°-|-ű = °°, ahol O S ű s « , . ) 

Ennek az azonosságnak a levezetéséhez tekintsük az X, Y, illetve a Z terek 
{ / í j ( /=1 , . . . , m), {Bj} (./= 1,..., n), illetve {Q} (k= \,...,q) felbontásait. Alább 
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megmutatjuk, hogy 

l{(£, r,), С) + I ( £ ,q ) = 

(2 .6 .2) A w O ^ X ^ X Q ) 

ahol az egymásrakövetkezés fogalma az XXYXZ tér {/(,• X Bj X Q.} alakú fel-
bontásainak R Y y z összességére vonatkozólag ugyanúgy van bevezetve, mint ahogy 
ez a 2. 3 pontban történt. A p ^ és P ç X p n X p ç eloszlások definiálása valószínűségi 
változó-párok eloszlásainak az 1. 2 pontban megadott definíciója kézenfekvő' ana-
lógiájaként történik. Minthogy a (2. 6. 2) egyenlőség jobb oldala nem változik meg 
a q, £ változók permutálásakor, azért (2. 6. 2)-ből következik (2. 6. 1). 

Megjegyezzük, hogy az {At XBj} (i— 1,..., m;j = 1,..., ri) típusú felbontások 
RXY osztálya eleget tesz a 2. 2 pontban kimondott tétel feltételeinek, úgyhogy a 2. 3 
pont eredményeinek megfelelően 

<2.6.3, , « . „ = , t a 

Hasonlóan az (XX Y)XZ = XX YxZ tér {AtXBjXCk} (i=l,...,m;j=l,...,n; 
k = \,...,Q) típusú felbontásainak RXYZ osztálya eleget tesz az említett tétel feltéte-
leinek, ha a (£, q) és £ változókkal képezett párra akarjuk alkalmazni, úgyhogy 
(figyelembe véve, hogy p ( í ,„K ( - ) =/>?,{(•)) 

<2.6.4, , ( « , „ , 0 . R , C J . o g f f i * Д • 

Megjegyezzük, hogy 

(2- 6. 5) P ^ A í X B J ) = yp^iAfXBjXCk) 
k= 1 

és így (2. 6. 3)-at a következő alakra hozhat juk: 

(2. 6 . 6) I(£, R() = l i m Z p ^ Í A i X B j X C , ) l o g 
*XYZ UA ' J E PFAJXPFBJ) ' 

A (2. 6. 4) és (2. 6. 6) egyenlőségeket összevetve közvetlenül levezethetjük a 
keresett (2. 6. 2) egyenlőséget. 

2. 7. A feltételes információ képlete 

Ha £, q és £ három valószínűségi változó, akkor fennáll a következő fontos 
összefüggés, amelyet A. N. KOLMOGOROV adott meg: 

(2. 7. 1) !((£, q), £) = I(£, £) + MI(q, £/£). 

Ttt I(q, £1 £) az // és £ változópár azon feltétel mellett kiszámított információja, hogy 
£ valamilyen rögzített értéket vett fel. Mielőtt pontos meghatározását adnánk a 
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(2. 7. 1) képletben szereplő változóknak és bemutatnánk e képlet bizonyítását, 
tárgyalni fogjuk azt az egyszerű speciális esetet, amidőn a >7 és £ változók elosz-
lásait eloszlás-sűrűségekkel adjuk meg. Tegyük fel, h o g y p ^ f x , y, z), p(,,(x, y) z), 
pfyx),pfz) a megfelelő valószínűségi változók együttes és egydimenziós sűrűségei. 
A feltételes sűrűségeket, mint szokásos, a következő összefüggések határozzák meg: 

Prtiiiy, z;x) = 

Pat(z' x> : 

Ebben az esetben 

Щ , h), 0 = log 
p{4Í(x,y,z) 1 

Ptn(x> У)Р№)\ 

Рж(х> У>z) 
P{(x) ' 

Pj4(x,y) 
Ps(x) 

Рк(х> z )  
Pï(x) 

P(rt(x> >'' z ) d x dy d z = 

(2. 7. 2) 

log 
'í<*)J Рчц(У> x)Pus(z; x) p f z ) p f x ) 

log 

Ры(х, У, z) dx dy dz = 

+ 

J , z) dy r / r j Í/x. 

Az összeadandó a (2. 7. 2) egyenlőség utolsóelőtti sorában nem más, mint az / (£, Q 
információ. A második összeadandó kapcsos zárójelei között szereplő kettős in-
tegrált kézenfekvő úgy interpretálni, mint az I{t], £/£) feltételes információt, úgyhogy 
a. 2.1.2 képlet a (2. 7. 1) képlet egy variánsának tekinthető. 

Térjünk most rá az általános esetre. Legyen adva három valószínűségi változó, 
I] és C, amelyek értékei sorra az (X , SX), ( T, SY), (Z, SZ) mérhető terekbe tartoz-

nak. Tetszőleges A £ S y halmazra tekintsük most a következő feltételes valószínű-
séget : 

(2. 7. 3) 

Mint ismeretes (1. [9]) a p„L((A/x) függvény rögzített A esetén az x£X mérhető 
függvénye lesz, amely az л: értékek 0 ^ - m é r t é k ű halmazától eltekintve egyértelműen 
van meghatározva. Ismeretes, hogy egymást nem metsző halmazok tetszőleges 
AJ, A2,..., A„,..., A„£SY sorozatára a mérték szerint majdnem mindenütt fennáll 
a következő egyenlőség: 

(2. 7. 4) 2 P4;S(AJX)=PN/Á CL Л;/; 
i=l V = 1 
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(1. [9], 8. §). Analóg tulajdonságokkal rendelkeznek a 

(2 .7 .5 ) put(Blx)=P{UBIÇ=x} 

feltételes valószínűségek is — úgyhogy diszjunkt halmazok tetszőlegese, Bn...., 
B,fS7 sorozatára p( szerint majdnem mindenütt 

(2 .7 .6) 2 P w W x ) = P w U * I / * 
i = 1 \ I — 1 

Most meg akarjuk határozni az általános esetben is az // és С változókból álló 
pár feltételes információ-sűrűségét, adott С mellett. Ehhez a legkézenfekvőbbnek 
a következő feltételes valószínűség-eloszlások felhasználása látszik: 

P^iáDlx) é s P*/i;XPui{Dlx}> D£SyXSz 

(e változók közül a másodikat kézenfekvő a D = AXB halmazokra — A £Sy, B£SZ 

úgy meghatározni, hogy pv/(Xp;/((Dlx)=pl/i(Alx)p;/((B/x) legyen), és ezekkel 
ugyanúgy járunk el, mint ahogy azt a közönséges információ-sűrűség meghatározá-
sában a feltétel nélküli valószínűség-eloszlásoknál tettük. Sajnos azonban, ha ezt 
ilyen direkt módon hajtanánk végre, le kellene szűkítenünk az általunk vizsgált 
valószínűségi változó-osztályt, minthogy a feltételes valószínűség-eloszlások távol-
ról sem rendelkeznek mindig a számunkra szükséges és (szemléletes szempontból) 
kézenfekvő tulajdonságokkal (részletesebben 1. [9], 9. §). 

Épp ezért kissé más utat követünk. Tegyük fel, hogy adva vannak az A£Sy, 
B^S7 és C f S x halmazok. Legyen 

(2. 7. 7) /-,«W(CX AX В) = I p^(Alx)P^(Blx)Pi(dx). 
с 

(2 .7 .4 ) és (2. 7. 6)-ból nyilvánvalóan következik, hogy a függvény teljesen 
additív a CxAxB típusú halmazok összességén, ahol zlESY, B f S z , C£SX. Ezért 
(1. [24]) egyértelműen kiterjeszthető olyan p„x ;/,*(•) valószínűségi mértékké, amely 
az SxXSyX Sz a-algebra összes elemein definiálva van. Azt fogjuk mondani, hogy 
létezik az Ç változó-pár feltételes információ-sűrűsége adott С változó mellett, ha 
a p í 4 í valószínűségi mérték abszolút folytonos a pnx t / í valószínűségi mértékre vonat-
koztatva. Az 77, С változó-pár feltételes információ-sűrűségének adott С mellett a 
következő kifejezést fogjuk nevezni: 

(2 .7 .8) f4C/í ( . , . , . ) = log . 

A feltételes információ-sűrűség olyan függvény, amely mérhető a SxX SYX S7 
u-algebrára vonatkozólag és 0 pnx mértékű halmaztól eltekintve — vagy: az 
abszolút folytonosság folytán 0 / /^-mér tékű halmaztól eltekintve — egyértelműen 
definiálva van. Meg fogjuk 

mutatni, hogy Но létezik ctz /,^ -- információ-sűrűség, 
akkor létezik az ii>n információ-sűrűség és az feltételes információ-sűrűség is, 
emellett a p^ mérték szerint majdnem mindenütt fennáll a következő egyenlőség: 
(2. 7. 9) '«,,),;(*> )'< Z) = >DX- У)+ 'NUÉX< У< Z)-
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Az íj, С változókból álló pár adott értéke mellett vett átlagos feltételes információ-
jának fogjuk nevezni a következő integrált: 

(2 .7 .10) MI(r,,UO= Ï У, z)pK,(dx, dy, dz) = M i ^ f f r,, 0 , 
X x Y xZ 

amennyiben az integrál alatt álló információ-sűrűség létezik. Ha ez a sűrűség nem 
létezik, azt mondjuk, hogy 

(2.7 . 10') M/(p, Ut) = + 

Meg fogjuk mutatni, hogy a 

(2 .7 .11) MI(n ,Cl t )m 0, 

egyenlőtlenség mindig fennáll és le fogjuk vezetni a feltételes információra vonat-
kozó következő képletet:3 

(2. 7. 12) /(({, íj), £) = / (£, 0 + A/ /U, í / í ) . 

Ha már ismertnek tekintjük a feltételes információ képletét, akkor a ( 2 . 7 . 1 1 ) 
egyenlőtlenséget abból is levezethetjük, hogy — a 2. 5 pont eredményeinek meg-
felelően — 

/ ( « , / / ) , C ) s / U , 0 -

Másrészt a (2. 7. 11) egyenlőtlenséget közvetlenül is megkaphatjuk. Ugyanis a 2.1 — 
2.5 pontokban szereplő gondolatmenet szó szerint átvihető a minket érdeklő esetre 
akkor, ha az ezen pontokban vizsgált XX F teret és Р$ХРЦ, valamint PIN mértékeket 
az XXYXZ térrel, illetve a és p i n í mértékekkel helyettesítjük. Speciálisan, 
ezen a módon az átlagos feltételes információ előállítható mint információ összegek 
határértéke. 

A most megfogalmazott állítások levezetését a következő állítás bizonyításával 
kezdjük: ha a p iÇ mérték abszolút folytonos a p ^ X p ; mértékre vonatkozólag, azaz 
ha létezik az z) információ-sűrűség, akkor a p4Xy4 mérték abszolút folytonos 
a p ^ X p ç mértékre vonatkozólag, és ha bevezetjük a 

dpir(-) 

dpçXpf-) 

dp,* £/«(•) 
dp^Xpf •) 

= â(x, y, z) 

3 Nem adtuk meg az I(rj, £/!) feltételes információ definícióját. Ennek megfelelően az M 
szimbólumot, amely az átlagos feltételes információ jelölésében fellép, nem tekinthetjük úgy, mint 
a várható érték jelét. Abban az esetben, amidőn az i n í / ( sűrűség létezik, kézenfekvő a következőt 
irni : 

Н.-П.ШУ- M{inC/i(f 0/1}. 
Ekkor ML(R), £/!)}• Mindazonáltal, ha az í„ t/? sűrűség nem létezik, további konst-
rukciókra lenne szükség. A következőkben csak az átlagos feltételes információt fogjuk használni. 

A szokásnak megfelelően abban állapodunk meg, hogy + я = ahol 0 g u g » . 

\ 
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jelöléseket, akkor a p ^ X p ^ mérték szerint majdnem mindenütt fennáll a következő 
egyenlőség : 

(2. 7. 13) a(í(x, z)=à(x, y, z). 

Először is megjegyezzük, hogy tetszőleges/(x, z) függvényre, mely mérhető az 
Sx X Sz (7-algebrára vonatkozólag, valamint tetszőleges A £ SY halmazra 

(2. 7. 14) 

) fix, z)pínXpfdx, dy, dz) = 
XxAxZ 

= J f i x , z)p„/i (A/x)p( X Pr (dx, dz). 

Valóban, ha 

(2 .7 .15) f{x, z) 
1, (x, г ) £ С Х Д 
0, (x, z)£ CXB, 

ahol C £ S X , Ő £ 5 Z , akkor (2. 7. 14) a következő egyenlőség sorozatra redukálódik: 

j PafXpfdx, dy, dz) = J piv{dx, dy) | pfdz) = 
CxÀxB СхА В 

(2 .7 .16) 
\ p„lf^!x)pfdx) \pfdz) = ) pllí((Alx)pfXpfdx, dz). 

С В СхВ 
(2. 1. 16) közvetlenül adódik a mértékek szorzatának, valamint a feltételes való-
színűségnek a definíciójából. Minthogy a CXB típusú halmazok generálják az 
egész SxXSz (j-algebrát, a (2 .7 .16) típusú függvények lineáris kombinációival 
tetszőleges, az SxXSz-re vonatkozólag mérhető függvény megközelíthető. Ezért 
(2. 7. 16)-ból következik (2. 7. 14). 

Alkalmazzuk most (2. 7. 14)-et / ( x , z) következő megválasztása mellett: 

. _ í aK(x, z), (x, z)£ C x Д 
/ ( X > Z ) ~ j o , (x, Z)ÍCXB, 

ahol C £ S X , B e S z . Akkor 

(2.7.17) J a ( f x , z)ptn X p f d x , dy, dz) = j a ( f x , z)pnlfAlx)pl, X p f d x , dz). 
СXAXВ С X В 

Felhasználva mérték mértékszerinti deriváltjának egy ismert tulajdonságát (1. [24], 
32. §, 1. tétel), (2. 7. 17)-et a következő alakra hozhatjuk: 

(2.7.18) J z)pinXpfdx, dy, dz) = J p^(A/x)p4fdx, dz). 
CxAxB С x В 

Mármost megjegyezzük, hogy tetszőleges / ( x ) függvényre, mely 5 v-re vonat-
kozólag mérhető és tetszőleges В £ S z-re 

(2. 7.19) J f(x)P(í(dx, dz) = \f(x)pai(Blx)pt(dx). 
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A (2. 7. 19) egyenlőség ugyanazzal a módszerrel bizonyítható, amellyel a (2. 7. 14) 
egyenlőséget levezettük. Bevezetve az 

/ W = 1 0, x $ C 

jelölést és alkalmazva (2. 7. 19)-et, (2. 7. 18)-ból, és (2. 7. 7)-ből levezethető, hogy 

a K (x , z)pivXpc(dx, dy, dz) = 
CxAxB 

(2. 7. 20) 
= I p^ (Ajx)py( (B/x)ps (dx) = P„XV((CXAXB). 

с 

Minthogy a CXAXB (ahol C£SX, A£SY, B£SZ) típusú halmazok generálják az 
egész SXXSYX Sz a- algebrát, azért (2. 7. 20)-ból következik, hogy tetszőleges 
E £ S X X S Y X SZ-re 

(2. 7. 21) I a i ç(x, z ) p Í 4 X p A d x , dy, dz) = pv^ui(E). 
E 

Az á(x, y, z) függvény definíciója folytán (2. 7. 21)-ből következik a (2. 7. 13) egyen-
lőség. 

Most be fogjuk bizonyítani, hogy az információ-sűrűség létezéséből 
következik az információ-sűrűség létezése. Valóban, állításunkkal ellentétben 
tegyük fel, hogy a p ^ ( - ) mérték nem abszolút folytonos a p ^ X p f - ) mértékre vonat-
kozólag. Akkor valamilyen С Ç Sx X Sz-re fennállna, hogy 

^ Ç ( C ) > 0, pç XptfC) — 0. 

De akkor C = C X E€ S x X S r X Sz-re 

Р ы Ф ) =PdC)> 0, pSn X p f C ) =p4 X p f C ) = 0, 

ami nem egyeztethető össze а 4 mértéknek а р ^ Х р ^ mértékre vonatkoztatott 
abszolút folytonosságával, azaz nem egyeztethető össze az i(ÍiIj)i4- információ-sűrűség 
létezésével. 

A következő lépésben az sűrűség létezéséből levezetjük az i i n / l feltételes 
információ-sűrűség létezését. Ezzel kapcsolatban már tudjuk, hogy létezik az a ^ 
sűrűség, következésképp jogosult a (2. 7. 13) képlet felhasználása. Adjunk meg egy 
olyan tetszőleges E£SXXSYXSZ halmazt, amelyre 

Pnxus(E)= 0. 

A (2. 7. 13) képlet szerint: 

(2. 7. 22) = ! ) | %(*> APfdx, dy, dz). 

' È 

Ezért az E halmaz előállítható az 

E=E1+E2 

5 I II . Osztály Közleményei XII/1 
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összeg formájában, úgy, hogy fennállnak a következők: 

(2 .7 .23) P f n XPç(E l ) = 0 

és 

(2. 7. 24) a t f x , z) = 0, (x, y, z)£E2. 

Az információ-sűrűség létezésének feltevéséből és (2. 7. 23)-ból következik, hogy 

(2 .7 .25) p ^ ( E 0 = 0 . 

Jelöljük D-vel azon (x, z) pontok halmazát, melyekre 

a^(x, z ) = 0. 

Világos, hogy E2czDXY, továbbá, hogy 

Pic(°) = ) I %<-*", z)psXpfdx, dz) = 0. 
V 

Ezért 

(2- 7. 26) P m ( E 2 ) ^ P M ( D X Y ) = P ( 1 ( D ) = 0. 

(2. 7. 25) és (2. 7. 26)-bó! következik, hogy 

amivel bebizonyítottuk, hogy a mérték abszulút folytonos a p 4 X C / í mértékre 
vonatkozólag. 

Most tegyük fel, hogy léteznek az és t 4 l j i információ-sűrűségek. Akkor 
léteznek a következő sűrűségek is: 

Ф,хс/{(•) ' d p ^ x p f - ) ' 

A mértékelmélet egy ismert tétele következtében (1. [24]. 32. §, 1. tétel) ebben az 
esetben létezik a 

dP(ni(-) 
d p ^ X p f - ) 

(2- 7. 27) ,,„ ; ч = (X, y, z) Ú(.v, y, z) 

derivált is. Felhasználva (2. 7. 13)-at, majd logaritmust véve, (2. 7. 27)-ből levezet-
hetjük a (2. 7. 9) képletet az információ-sűrűségre. 

Hogy levezethessük magát a (2. 7. 12) feltételes információ képletét, meg kell 
jegyeznünk, hogy ha az információ-sűrűség létezik, akkor igaz a (2. 7. 9) 
képlet, s ebből (2. 7. 12) egyszerű integrálással levezethető. Ha ez a sűrűség nem 
létezik, akkor (2. 7. 13) és (2. 7. 27) azt mutatják, hogy az é s s ű r ű s é g e k egyike 
nem is létezhet, úgyhogy a (2. 7. 12) egyenlőség a különben is igaz оо + а = оо kép-
letre redukálódik. 
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2 . 8 . Markov-láncot képező változók információja 

Most a következő általános tényt bizonyítjuk be. Ha a £1 , £2 , £ъ vátozók 
Markov-láncot képeznek (a definíciót 1. az 1.6. pontban) , akkor 

( 2 . 8 . 1 ) 7 ( ( £ u £ 2 ) , £ г ) = Щ 2 , £ 3 ) . 

А (2. 7. 1) feltételes információ képletének megfelelően a (2. 8. 1) egyenlőség az 

( 2 . 8 . 2 ) Ш ( ( £ и Ы Ц 2 ) = 0 

egyenlőség következménye lesz. Most felhasználjuk a Markov-láncok következő jó l 
ismert tu la jdonságát ; azon feltétel mellett, hogy £2 rögzített, a és £3 változók 
függetlenek. Pontosabban, tetszőleges A £ S X i és B £ S X l halmazokra 1 valószínű-
séggel fennáll a feltételes valószínűségekre vonatkozó következő egyenlőség: 

( 2 . 8 . 3 ) P{^eAl£2} P{£3£BI£2} = P{£t £A, £3 £B/£2). 

(Ennek az állításnak a bizonyítása megtalálható DOOB [9] könyvében, II. fej. 6. §. 
Az a körülmény, hogy ott csupán valós értékű változókat vizsgálnak, lényeg-
telen.) A feltételes valószínűség definíciója értelmében tetszőleges C £ S X z halmazra 
fennáll : 

f Ç i № ( J X C X f i ) = P{£k£A,£2£C,£3£B) = 

(2' 8- 4) = I €A,£3£ B/£2}Pç2(dx2). 
с 

Ezért a (2. 8. 3) egyenlőségből és a mérték definíciójából (1. a (2. 7. 7) egyen-
lőséget) következik, hogy tetszőleges A € SXl, C£ SXz, B£ SXz halmazokra 

(2. 8. 5) psl(2(3(A XCXB) = PS1Xz3/Í2(A XCXB). 

Minthogy egy A XCXB típusú halmaz generálja az egész SXl X SXl X SXl <r-algebrát, 
a PsibU 7'íixí3/í2 mértékek egyszerűen egybeesnek. Ezért az / Í1 Í3/ Í2 feltételes infor-
máció-sűrűségre fennáll 

(2. 8. 6) f 4 l 4 j / 4 l = 0. 

Ebből rögtön következik (2. 8. 2), következésképp a keresett (2. 8. 1) egyenlőség is. 

2. 9. Valószínűségi változók független párjainak információja 
és információ-sűrűsége 

Legyen adva négy valószínűségi változó, <i;2, t i , q2 , amelynek értékei sorra 
az (Aj , SXl), (X2, SXl), ( F t , SYí), (Y2, SYl) mérhető terekbe tar toznak. Tegyük fel, 
hogy a t i ) pár nem függ a (£2, q 2) pártól. Akkor az l{(j£1£2), ( t i t 2 ) ) információra 
fennáll : 

(2. 9. 1) I ( ( £ u £2), ( t „ t2>) = Щ i , 4 i ) + / ( í 2 , r,2), 



6 8 R. I . DOBRUSIN 

és a Pçinii;2ni mérték szerint majdnem mindenütt fennáll az információ-sűrűségekre 
vonatkozó következő' egyenló'ség: 

( 2 - 9 - 2 ) ' « . , í 2 ) , ( i f . , « ) ( * i » * 2 . У и У г) = '«„,(*!, Уз)-

А (2. 9. 1) képlet nyilvánvalóan következménye а (2. 9. 2) képletnek és az informá-
cióra megadott integrál-képletnek. Ennek folytán csak a (2. 9. 2) képletet fogjuk 
bizonyítani. 

A (Cj, í)i) és (C2, >7г) párok függetlensége maga után vonja azt a tényt, hogy 
a PiitmtiÁ') mértékre fennáll: 

( 2 . 9 . 3 ) P i ^ v Á - ) = K m X P ^ Á - ) -

Továbbá ugyanezen okból fennáll a következő': 

(2. 9. 4) рМг Xp,t J - ) = ^ X/»Í2 X p „ X/>,,(•). 

Most felhasználjuk azt az általános tényt, hogyha az (X, Sx) téren adva vannak 
a px és px, az ( У, 5 y ) téren pedig a és pY valószínűségi mértékek, és ha létezik az 

(2 .9 .5) axr(x, y) = dP_*xPJ^ 
dPxxPY( •) 

derivált, akkor léteznek a 

m о AJ " г т " М О , , Ф г ( 0 
( 2 ' 9 ' 6 ) а Л х ) = Щ ) ' а Л у ) = Щ ф 

deriváltak is, és pxXpY szerint majdnem mindenütt fennáll: 

(2. 9. 7) >>) = ax(x)aY(y). 

Ennek az egyszerű állításnak a bebizonyításához elég megjegyezni azt, hogy tet-
szőleges A £ Sx-re 

Е х Х Е г ( Л Х Г ) = 

pxXPr(AXY) ~ f x ( A ) , 

következésképp ha a pxXpY(-) mérték abszolút folytonos a pxXpY(-) mértékre 
vonatkozólag, akkor a px mérték is abszolút folytonos a px mértékre vonatkozó-
lag. Analóg módon bizonyítható, hogy a pY mérték abszolút folytonos a pY mértékre 
vonatkozólag. Továbbá FUBINI tétele értelmében A £ S X , B d S Y mellett 

(2 .9 .8 ) a ÍB 
j ax(x)aY(y)pxXpY(dx, dy) = ( ax(x)px(dx) \aY(y)pY(dy) 

À в 
= px(A)pY(B) = РхХРЛАХ В). 

Minthogy az АХ В halmazok az egész SxXSY ст-algebrát generálják, (2. 9. 8)-ból 
következik, hogy tetszó'leges C £ S x X S Y - r a 

(2. 9. 9) I ax(x)aY(y)px XpY(dx, dy) = px XpY (C). 
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(2. 9. 9)-ből a (2. 9. 5) egyenlőség a mérték mértékszerinti deriváltjának definíciója 
alapján következik. A keresett (2. 9. 2) azonosság mármost közvetlen eredménye 
a (2. 9. 5) egyenlőségnek, ha azt a p x ( - ) = P ( l 4 l ( - ) , Pri^-P^mO), Px(-)=P{1 Xpni(-), 
pY=p^2Xpn2(-) mértékekre alkalmazzuk, — valamint az információ-sűrűség definí-
ciójának. 

2.10. A Shannon feltételek szükségességének bizonyítása 

Ebben a pontban bizonyítjuk be azt az eredményt, amelyet az 1.6 pontban 
fogalmaztunk meg. Az ott használt jelölésekkel ez az eredmény úgy szól, hogy ha 
a {H7} közlemény átvihető a {Q, V} távközlési csatornán, akkor 

(2 .10 .1 ) H(W)^C(Q, V). 

Legyen i/, íj, \ (bemeneti közlemény, bemeneti jel, kimeneti jel, kimeneti közle-
mény) egy közlemény átvitele lehetőségének definíciójában felhasznált valószí-
nűségi változók sorozata. Minthogy a (£, t]) Valószínűségi változó úgy tekinthető, 
mint a £ valószínűségi változó függvénye, a (£, íj) valószínűségi változó pedig mint 
a l függvénye, azért — kétszer alkalmazva a 2. 5 pont eredményét — azt kapjuk, 
hogy 

(2. 10. 2) /(£, <*)==/(£, 0?, n), (íj, Ô). 

Feltevés szerint a )/, íj, £ változók Markov-láncot képeznek. A Markov-láncok 
ismert tulajdonságai folytán a /7, (ij, £) és /7, íj, valószínűségi változó-összességek 
ugyancsak Markov-láncot képeznek. Kétszer alkalmazva a 2. 8 pont eredményét, 
azt kapjuk, hogy 

(2. 10. 3) /((£, 17), (íj, 0 ) = % tö, Ö)= . / (4 . Ч). 

(2. 10. 2) és (2. 10. 3)-ból következik, hogy 

(2.10.4) / ({ , 0 ^ / 0 7 , /j). 

Minthogy a £ változók eleget tesznek а И7 pontossági feltételeknek, ezért (I. a 
közlemények entrópiája (1 .4 .8 ) definícióját) 

(2 .10.5) / (£ , 

Továbbá, minthogy az (17, íj) változópár a ( 0 , K) átviteli berendezéssel van össze-
kapcsolva (1. egy átviteli berendezés kapacitásának (1. 5. 3) definícióját), 

(2.10.6) I(n,fi)SC(Q,V). 

(2. 10. 4), (2. 10. 5) és (2. 10. 6)-ból következik a keresett (2. 10. 1) egyenlőtlenség. 
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3. §. Feinstein iemmája az átviteli berendezésekről 
3. 1. Fenstein lemmájának megfogalmazása 

FEINSTEIN [22] ú j u t a t m u t a t o t t SHANNON té t e l ének m e g a l a p o z á s á h o z . HINCSIN 
[26] ezen az úton szigorú matematikai bizonyítását adta SHANNON tételének véges 
memóriájú diszkrét átviteli berendezés esetére. Emellett HINCSIN kiemelte és meg-
fogalmazta FEINSTEIN alapvetően új ötletét is, amelyet FEINSTEIN lemmájának neve-
zett el. Az ebben a paragrafusban levezetett eredmény Feinstein lemmájának az 
általunk vizsgált általános esetre szóló kiterjesztése. 

Azokat a definíciókat és jelöléseket használjuk, amelyeket az 1. 5 és az 1.7 
pontokban vezettünk be. 

FEINSTEIN LEMMÁJA. Tekintsük átviteli berendezések olyan \Q', V'} sorozatát, 
hogy minden elegendően nagy t-re 

(3 .1 .1 ) C(Q, 
de 
(3 .1 .2) lim C'(Q, E) = °°, 

és bogy teljesülnek az 1. tétel (1. 7. 6) és IV. feltételei. 
Tetszőleges adott e=-0 esetében vezessük be a következő jelölést: 

(3 .1 .3) E[ = [2(i-HC'<o,K)] 4 

Legyen adva továbbá a p\,...,p'Lt valószínűségek olyan összessége, amelyre fennáll, 
hogy 

(3 .1 .4) Zp\= 1 
;= í 

és 
2 

(3. 1.5) max p\ ^ — . 
i= i , . . . , t ' L\ 

Akkor található olyan nagy T, hogy minden t ä T-re megválasztható a bemeneti 
jelek ( Y ' , .S'y) terében Ц számú olyan y\,..., y*Lr pont, — és ezen y\ (/'= 1, . . . , Ц) pon-
tok mindegyikéhez hozzárendelhető a kimeneti jelek ( Y', Sy) terében egy olyan A\ 
mérhető halmaz (A\ Ç S f ) , — hogy 

I) az A[, A<2,..., A'l halmazok rögzített t mellett páronként közös elemmel 
nem rendelkeznek, 

II) tetszőleges t =£ t-re 

(3.1.6) 2 > 1 0 ' ( Л - , Л , ) £ 1 - £ , . 
í= í 

111) tetszőleges t ^ T-re az alábbi vektorra fennáll: 

(3. í . 7) ( ß / i ^ A i y t , y)Q'()'i, dy),..., 2p\ j4v(> 'o y)Q4y„ dy)^e[v']c. 

4 I ] itt az egész rész jele. 
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3. 2. Legyezők konstrukciója 

A 3. 2—3. 7 pontokban rögzített t0 indexű átviteli berendezésre vonatkozó 
konstrukciókat hajtunk végre, s el fogjuk hagyni a t indexet az átviteli berendezéssel 
kapcsolatos egyes objektumok jelöléseiben. Ugyancsak rögzítettnek fogjuk tekinteni 
az e > 0 számot és mindenütt el fogjuk hagyni az ennek megfelelő' indexet is. Legyen 

g 
továbbá S = —. 

6 
Tekintsük az ( T x Y, SYXSy) tér-szorzatot. A jelölésekre fentebb tett megjegy-

zésekkel egyetértésben (/7, ijj-mal jelöljük azon (17'0, /7'°) valószínűségi változópárt, 
amely eleget tesz az (1. 7. 7) és (1. 7. 9) feltétefSknek, s ahol a változók beletartoz-
nak az ( t f , f f ) információstabilis sorozatba. Minthogy (17, íj)-t a ((?, V) átviteli 
berendezés kapcsolja össze, azért /(17, fj)^£(Q, V). A (3. 1. 1) lemma feltételére 
tekintettel úgy számíthatjuk, hogy az /(17, f j ) információra fennáll /(17, Követ-
kezésképp létezik az /^ (y , y) információ-sűrűség, amely mérhető függvény az 
SYXSy ír-algebrára vonatkozólag. Ezért azon (y, y) pontok F halmaza, amelyet 
az 

(3. 2. 1 ) F= {|/V,(y, y) - C(Q, V)\ ÔC(Q, V)} 

feltétel határoz meg, az SY X SY a-algebrához tartozik. Valamely y0 € Y ponthoz 
tartozó legyezőnek az F halmaz azon metszetét fogjuk nevezni, melyet az y 0 pont 

1. ábra 

határoz meg (vagyis az olyan y £ Y pontok halmazát, melyekre (yo>y)€^ ) ; ezt 
F}.0-val fogjuk jelölni. A mértékelmélet egyes jól ismert eredményeiből (1. [24], 34. §) 
következik, hogy tetszőleges у 6 Y pontra az Fy legyezőre^ fennáll, hogy Fy£SY, 
azaz ez a legyező mérhető halmaz. Analóg módon az y 0 € T pont Fyo legyezőjének 
nevezzük az F halmaz azon metszetét, amelyet az j>0 pont határoz meg. A F-yo legye-
zőre fennáll, hogy F y o ^S Y . 

Taglaljuk a legyező fogalmát szemléletes szempontból. Ezt a fogalmat lényegé-
ben véve maga SHANNON vezette be. Az (17', f f ) sorozat információ-stabilitásából 
és az (1. 7. 7) feltételből következik, hogy t nagy értékeire a pn~n(F) mérték közel van 
l-hez. Ezért az y bemeneti jelek túlnyomó többségére a megfelelő kimeneti jel nagy 
valószínűséggel tartozik amazok Fy legyezőjéhez. A legyező elnevezés azzal az 
illusztrációval kapcsolatban keletkezett, amelyet maga SHANNON közölt (1. a rajzot). 

Bebizonyítjuk a következő fontos állítást: A pn(-) mérték szerint majdnem 
minden y bemeneti jelre az Fy legyező olyan, hogy fennáll a 

(3 .2 .2) 
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egyenlőtlenség. Valóban, mindenek előtt megjegyezzük, hogy az információ defi-
níciója (I. (1. 2. 7)) és az F halmaz (3. 2. 1) definíciója következtében 

(3 .2 .3) an!í(y,y) = ^Р:;-пУ} , S 2C<g. h a lyJKF. 
dpnXpn(., .) 

Tetszőleges G F mérhető halmazra: 

(3 .2 .4) pnn(G) = j aw- (y,y)p,Xpn (dy, dy) ^ 2C«^><1 " X (C). 
G 

Tetszőleges A £ SY mérhető halmazra jelöljük A-kai az 

(3.2.5) Â = AXY 

hengerhalmazt; így a mértékek szorzatának definíciója értelmében pn(A)=p,^(Â). 
Akkor a mértékek szorzatáról szóló tétel (1. [24], 35. § 2. tétel) és a (3. 2. 3) egyen-
lőtlenség folytán 

I pn(Fy)pn(dy) = p,Xpn(ÁC\F)* 

(3. 2. 6) á 

Minthogy (3. 2. 6) alapján igaz az 

A 

egyenlőtlenség tetszőleges mérhető A £ 5y-ra, ebből már következik a fentebb meg-
fogalmazott (3. 2. 2) állítás. 

Annak pontos analógiájára, ahogy fentebb a (3. 2. 2) egyenlőtlenséget levezettük, 
kimutatható, hogy a pr,(-) mérték szerint majdnem minden ij kimeneti jelre az Fy 
legyező olyan, hogy 

(3.2.7) p n ( F y ) s 2 ~ c ^ v ) G - » ) 

fennáll. 

3. 3. A lemma bizonyításának alapgondolata 

Tekintettel arra, hogy a további konstrukciók, amelyek a lemma bizonyítá-
sához szükségesek, eléggé nehézkesek és elködösítik ezen bizonyítás alapgondolatát, 
rövid szemléletes vázlatát adjuk ennek a bizonyításnak. 

Amint már megjegyeztük, t nagy értékeire az у bemeneti jelek „jelentős része" 
az átviteli berendezés működésének eredményeként átmegy az Fy legyezőhöz tartozó 
kimeneti jelbe. Az L számú yt pontot véletlenszerűen, рц eloszlással, egymástól 
függetlenül választjuk meg, majd ezeket vesszük az Fy. legyező keresett A, halmazai-
nak. Ekkor az esetek többségében teljesül a lemma II. állítása. Az alapvető nehézség 
abból ered, hogy az Fy. legyezők metszik egymást és ezért nem teljesül a lemma I. 
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állítása. Ezt a nehézséget elhárí tandó, Fy-1 helyettesítsük az alábbi kifejezéssel: 

Fy], 
j*i 

Ekkor természetesen teljesül az I. feltétel, most azonban igazolni kell azt, hogy a 
II. feltétel továbbra is teljesül. Ehhez az kell, hogy az Fy.f)Fyj közös részek 
kicsik legyenek. Hogy ez tényleg igy lesz, azt a (3. 2. 2) egyenlőtlenség mutat ja , 
minthogy pij(Y) l-gyel egyenlő és az /^ legyezők mindegyike legfeljebb 2~C(Q-V)(X~Ő)-
ad részét foglalja le az Y térnek. Ezért ésszerű azt várni, hogy ott elhelyezhető egy-
más metszése nélkül L = 2C ( Ö-K ) I 1 _ £ ) ilyen legyező (minthogy ö <e ) . Hogy pontosabbá 
tegyük ezt a megállapítást, megjegyezzük, hogy a rögzített y ÇE pont akkor és csak 
akkor tartozik bele egyszerre két Fy. és Fy. legyezőbe, ha mindkét pont, yt és ys 
az Fy legyezőbe tartozik. Minthogy az i / r ket véletlenszerűen választottuk és elosz-
lásuk ugyanaz, mint az y változó eloszlása, a (3. 2. 7) egyenlőtlenséget felhasználva 
felülről becsülhető annak a valószínűsége, hogy az у,- pontok közül egynél t öbb 
esik Fy-ba. Ebből arra a következtetésre ju tunk , hogy az y r к megválasztási lehe-
tőségeinek túlnyomó részében az Ft halmazra teljesül a lemma II. feltétele. 

A III. feltétel ugyancsak teljesül az yrk megválasztási lehetőségeinek jelentős 
részében, ugyanis a nagy számok törvénye szerint nagy L-re és tetszőleges 

y = l , . . . , TV-re 

L 
ZPÍ 

Y 
nj(y„y)Q(y„ dy) Ä ZPíM|J п&иуШУ» dy)\ = 

Y 

= M j J Tijip, y)Q(rY dy)\ = ri). 
Y 

Következésképp a lehetőségek jelentős részében úgy lehet megválasztani az y( 
pontokat , hogy egyidejűleg igaz legyen mindhárom feltétel. E lehetőségek közül 
egyet kiválasztva, láthat juk, hogy arra teljesülnek a lemma feltételei. 

3 . 4 . A bemeneti jelek véletlenszerű megválasztása 

A 3. 3 pontban kifejtett terv megvalósításához tekintsük L számú függet len 
valószínűségi változó, í i , . . . , CL összességét, ahol a változók értékei a z ( E , SY) térbe 
tar toznak és mindegyiknek ugyanaz a £,,(•) eloszlása van. Ezek a változók £;(<3) 
függvények, amelyek valamilyen (Í2, 33, P) valószínűségi térben vannak definiálva. 
Hangsúlyozzuk, hogy ez az ú j valószínűségi tér nem esik egybe az (Q, 33, P) térrel, 
amelyen az i;, fi valószínűségi változók .voltak definiálva. Minthogy minden egyes 
rögzített w mellett a £i(ct)),.. ,£L ( 5 ) pontok megválasztása L számú bemeneti jel megvá-
lasztását képviseli, azértaÇjffti) változók összességét szemléletesen úgy interpretálhat-
juk , mint L számú y, bemeneti jel véletlen kiválasztásának egy módját . Ez esetben 
az a tény, hogy az Q és Í2 valószínűségi terek nem esnek egybe, matematikai vissza-
tiikrözése az arra vonatkozó szemléletes elképzelésnek, hogy egy, a kód összeállí-
tásakor alkalmazott yi pontok megválasztására felhasznált kísérlet természete egé-
szen különbözik ama kísérlet természetétől, amely a bemeneti jel kimeneti jelbe 
való átmenetét írja le. 
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Tekintsük most az (Q, )ö) és (У, S y) mérhető terek (fix Y, í i X S y ) szorzatát. 
Tekintsük továbbá az ( f i X f J X W mérhető teret az (УХ SYXSY) mérhető 
térbe átvivő azon Z, (i — 1, 2,... , L) leképezéseket, amelyeket a következő képlet 
definiál: 

(3 .4 .1 ) Zi(S,y) = (Ci(œ),y). 

Most megmutatjuk, hogy mindegyik ilyen leképezés mérhető, azaz, hogy tetszőleges 
CdSYXSY halmaz Zf'(C) ős-képe beletartozik © X S y - b a . Elegendő igazolni 
tetszőleges AXB típusú tégla ős-képének mérhetőségét (A £ SY, В Ç SY), minthogy 
nyilvánvalóan az Sy X S í - b ó l való, mérhető ős-képpel rendelkező halmazok összes-
sége cr-algebrát képez, a legkisebb cr-algebra pedig, amely az összes téglákat tar-
talmazza, egybeesik SyX Sy-mal. Ilyen Л Х В típusú halmazokra pedig 

7г1(АХВ) = {Ь(й)£А}ХВ. ' 

Minthogy {£;(ш)€Л}€31, azért {(;(со) £ А} X BCïï X Sí, s ezzel bebizonyítottuk a 
Z; leképezés mérhetőségét. 
^ Tekintsünk most valamilyen Q b t f i X S f mérhető halmazt. Jelöljük G(co)-maI a 
Qb halmaz azon metszetét, amelyet az co£Q pont határoz meg. 3.2 pontban már 
felhasznált mértékelméleti tételnek megfelelően G(m)£SY minden со €£2-ra. Ezért 
definiálva van az со 

(3. 4. 2) <7,ч(5) = 0(Ci(5), G(5)) 

függvénye. Megmutatjuk, hogy a <7<«(co) függvény mérhető a 23 ст-algebrára vonat-
kozólag. Valóban, ha ©„,-•• a 23X Sy-ba tartozó, közös elemmel nem bíró 
halmazok sorozata és © = U@„, G„(co) pedig ezek metszetei, akkor minden со fcQ-ra 

n ^ 

fennáll a G(d>) = UC„(c3) egyenlőség. Ezért minden со€ í í-ra fennáll, hogy 
n 

(3. 4. 3) 2 0 { C f S ) , G„(5 ) )= Q(C,(éo), G(c5)). 
n 

Továbbá, ha (Sj a @ halmaz kiegészítése és G(co) ennek metszete, akkor minden 
со€Q-ra fennáll: 

(3. 4. 4) G(co)) = 1 - ß(C,(5), Gfaó)). 

A (3. 4. 3) és (3. 4. 4) egyenlőségek azt mutatják, hogy azok a ® 6 2 3 x ó y halmazok, 
amelyekre а д«(со) függvény mérhető, cr-algebrát képeznek. Ha G ) = W X B . ahol 
IV f f , В £ S y, akkor 

В, соб W, 

A, coí И"', 
ahol A az üres halmaz. Ekkor 

С(со) = 

V 

(3 .4 .5 ) * . (5> = | 0 ) 
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Annak következtében, hogy Q(y, В) y mérhető függvénye, a (3. 4. 5) függvény két 
mérhető függvény szuperpozíciója, vagyis maga is mérhető. Ezért a © halmazok 
azon ((-algebrájába, melyekre a qM(w) függvéjiy mérhető, beletartoznak az összes 
téglák, és ezért egy ilyen ст-algebra egybeesik " B x ö f - m a l . 

Tetszőleges © 6 X Sf-ra legyen most 

(3. 4. 6) $ , ( © ) = f ß(C,(5) , G ( Z ) ) H d Z ) = M Q { U Z ) , G(5)) . 
à 

(3. 4. 3)-ból következik, hogy valószínűségi mérték lesz a iö X S j ír-algebrán. 
Most megmutatjuk, hogy tetszőleges C£SYXSY halmazra 

(3 .4 .7 ) p4~4(C) = %(Zr\C)), 

azaz, hogy a Z, leképezés a К mértéket átviszi а рщ mértékbe. Elég igazolni azt, 
hogy a (3 .4 .7 ) egyenlőség igaz C = AXB mellett, ahol AfSY,BíSY. Ebben a 
bizonyításban a következő tényt használjuk fel: minthogy az q és q változókat a 
{Q , V} csatorna kapcsolja össze, azért tetszőleges B^Sf-ra a pv(-) mérték szerint 
majdnem mindenütt 

(3 .4 .8) P{q£B/q} = Q(q,B) 

(1. az (1. 5. 1) egyenlőséget). Minthogy a Zj1(AXB) halmaz azon metszete, amelyet 
az со pont határoz meg, egyenlő A-val, ha C;(œ)$zf és egyenlő iJ-vel, ha С : (т)£А, 
azért fennáll 

(3 .4 .9) $ ( ( Z f . 4 Z X - B ) ) = I Q{U&\ B)P(dZ)=\ Q(y, B)pn(dy) 
{titáea} 4 

(itt tekintetbe vettük, hogy Сi(<3) eloszlása />„(•))• Továbbá, felhasználva (3. 4. 8)-at 
és a feltételes valószínűség definícióját, látjuk, hogy 

I' Q(y, B)p„ dy = j P{q 6 B/q) p„ (dy) = 
(3.4. 10) A À 

= P{qeB,qeA}=pni;(AXB). 

(3. 4 .9) és (3.4. 10)-ből következik a keresett (3.4. 7) egyenlőség fennállása 
С = A X_ő-re, vagyis tetszőleges C-re is. _ 

А "É X S Y ír-algebrán definiálva van a PXp},(-) mérték. Most megmutatjuk a 
következő, a továbbiak szempontjából fontos tényt: tetszőleges i=\,...,L mellett 
a T ; valószínűségi mérték abszolút folytonos a PXpjj(-) mértékre vonatkozólag, 
és az 

(3 .4 .11) di(S>,~y) = 
dPXPt(-) 

deriváltra a PXpr,(•) mérték szerint majdnem mindenütt fennáll a következő egyen-
lőség :-
(3 .4 .12) 5 , (5 , у) = а „ ? ( С ; ( й ) , » . 
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Emlékeztetünk arra, hogy ugyanúgy, mint a (3. 2. 3) egyenlőségnél is 

an п(У,У) dPnj(-) 

A (3.4. 12) egyenlőség bebizonyításához a mérték mértékszerinti deriváltja definí-
ciójának megfelelően igazolnunk kell, hogy tetszőleges C £ 4 X S f - r a fennáll, hogy 

(3. 4. 13) = ! anfj(Ci(Z),'y)P X Pt(doy dy). 
с 

Minthogy a (3. 4. 13) egyenlőség bal és jobb oldala egyaránt mérték, azért elég iga-
zolni, hogy ez az egyenlőség teljesül az összes 

с — w x B , w e 4 , B e S y 

téglákra, minthogy az ilyen téglák az egész 4 er-algebrát generálják. Tekintsük a 
következő feltételes valószínűség-eloszlást: 

(3 .4.14) р;,АА) = НЦй)еА/№}, Aesy. 

Látható, hogy a p)liw mérték abszolút folytonos a pn mértékre vonatkozólag. 
Vezessük be a következő kjelölést: 

dp' ,w(-) 
<3.4. ,5, = 

Akkor tetszőleges, 5"y-ra vonatkozólag mérhető u(y) függvényre: 

I u(y)a\jW(y)P„(dy)= ) u(y)pi
tilw(dy) = 

Y У 

(3.4.16) 1 

~ Ню. и(С,(5))Р(<Й5). 

Alkalmazva FUBINI tételét (1. [24], 35. § 2. tétel) és A (3. 4. 16) egyenlőséget u(y) = 
= a 'rt(y>y) mellett, azt kapjuk, hogy 

I ^ ( С Д ш ) , y)P X Píjidm, dy) = | pk(dy) ) a^^fco), y)P(dco) = 
w'xB В IV 

(3. 4. 17) = ПЮ I Pîj(dy) I a4Í(y, y)«yw(y)p,l(dy) =' 
В Y 

= "Г ~ I dnlw{y)an;i (y, y)pn~>ip%(dy, dy). 
P(W) J 

Y x В 
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Mérték mértékszerinti deriváltjának ismert tulajdonságát alkalmazva (1. [24], 
32. § 2. tétel), azt kapjuk, hogy 

(3 .4 .18) I aniw(y)ant(y,y)pn:Xpz(dy, dy) = | a'níW(y)pnrí(dy, dy). 
1KB УX В 

Megjegyezzük még, hogy tetszőleges u{y) függvényre, amely 5y-ra vonatkozólag 
mérhető, fennáll: 

(3. 4. 19) I u(y)p^(dy, dy)= ) u(y)Q{y, B)p,{dy). 
У X В У • 

Valóban, ha u(y) valamilyen A £ Y halmaz karakterisztikus függvénye, akkor (3. 4. 19) 
(3. 4. 8)-ból következik. Ez azt jelenti, hogy (3. 4. 19) igaz tetszőleges olyan függ-
vényre, amely véges számú értéket vehet fel, és azt is jelenti, hogy tetszőleges integ-
rálható függvényre is igaz. (3.4. 19)-ben u(y) = a'/w(y)-t téve, kapjuk, hogy 

(3. 4. 20) I aí,iW(y)Q(y, B)p„(dy) = ( a\lw(y)pnfl{dy, dy). 
У У X В 

(3. 4. 16)-ot most u(y) = Q(y, B)-re alkalmazva, kapjuk, hogy 

(3 .4 .21) P)W) jeá,iw(y)Q(y, B)pn(dy)=\ Ö(£ ;(5) , B)P(dœ). 
Y W 

A (3. 4. 17), (3. 4. 18), (3. 4. 20), (3. 4. 21) egyenlőségeket egybevetve és felhasználva 
a ( 3 . 4 . 6 ) definíciót, az alábbi összefüggést nyerjük: 

(3. 4. 22) I" ü„-(Ç,(5), y)P X Pt(dä, dy) = В). 
w'xB 

Amint már megjegyeztük, ebből a keresett (3. 4. 12) egyenlőség következik. 

3. 5. „Levágott" legyezők konstruálása 

Tetszőleges i—\,...,L mellett legyen 

(3 .5 .1) & = Z f 4 n • 

ahol az F halmazt a (3. 2. 1) egyenlőség definiálja. A Z, leképezéseknek a 3. 4 pont-
ban bebizonyított mérhetősége következtében az halmazokra fennáll: 
A (3. 4. 7) egyenlőség azt mutatja, hogy minden / = 1 , . . . , L-re 

(3 .5 .2) 

A legyezők definíciója értelmében (1. a 3. 2 pontot) tetszőleges w mellett az hal-
maznak az a metszete, amelyet az w pont határoz meg, egybeesik az Fç.(ct>) legye-
zővel. Tekintsük most a következő halmazt: 

(3 .5 .3) Í = 
j*i 
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Világos, hogy gt £ X S f . Jelöljük F,(cu)-mal a z 6/ halmaznak azt a metszetét, 
amelyet az со pont határoz meg. Nyilvánvaló, hogy minden co££2-ra fennáll, hogy 

(3 .5 .4) ^ ( 5 ) = F Ç i ( a ) \ U / r ç J ( 5 ) . 
j*i 

A páronként közös elemmel nem bíró F fco),..., FL(œ) halmazok összességét levágott 
legyezők rendszerének fogjuk nevezni. 

A (3. 4. 6) definíció értelmében 

(3. 5. 5) ¥ | ( 5 | ) = ЛФ(С|(®), ВД)). 

Most becsülni akarjuk alulról a (3. 5. 5) mennyiséget. Nyilvánvaló, hogy 

(3 .5 .6) Ш ) - 2 M N %). 

Annak folytán, hogy az halmazok definíciójában felhasznált Ci változók függet-
lenek és azonos eloszlásúak, szimmetria-meggondolásokból következik, hogy min-
den i X y-re 

(3 .5 .7) m n g j ^ М г П ^ ) . 

(3. 5. 2)-re tekintettel (3. 5. 6)-ból következik, hogy 

(3 .5 .8) Ш ^ ^ / О - Т ^ Ш г Г Ш . 

Megjegyezzük, hogy az (со, y) pont akkor és csak akkor tartozik bele jjy П jy2-be, 
amikor egyidejűleg fennáll (£t(co), y) £ F és (£2(ío), y) £ F. Ebből következik, hogy 
(со,У)€{У1 П $ 2

 a kkor és csak akkor áll fenn, amidőn egyidejűleg fennáll Ci(co)£F; 
és Ç2(co) dFy- Így tehát a П $ 2 halmaznak az a metszete, amelyet az y pont határoz 
meg, egybeesik a következő eseménnyel : 

(3. 5. 9) {(f, (со)£ F ? ) П (C2(5)€ Ff% 

Becsüljük meg a (3. 5. 9) események valószínűségét. A Ci változók függetlensége 
folytán 

(3.5.10) 7 , {( í i (5 )£F ? )n (C 2 ( co )£F ? )} = [>(C1(c5)£F?)]A 

A (3. 2. 7) becslés azt mutatja, hogy majdnem minden y-ra (a p f - ) mértékre vonat-
koztatva) 

(3.5. 11) F{(Çt ( 5 )£Fy)n (C 2 (m)£F j r ) } s2 - 2 C ( e . > ' ) < 1 - ^ . 

Alkalmazva a mértékek szorzatáról szóló tételt (1. [24], 35. § 2. tétel), kapjuk, hogy 

(3.5.12) P X П = j Р{(Сг (5) £ F,) П (С 2 (S) £ F^)} pf (dy) S 2 - " ) " - ' > . 
г 

Megjegyezzük, hogy a (3.4. 11) állítás értelmében 

(3.5.13) ^ l í & n S a ) = J < ^ ( C i & ) , y ) P X P i ( & , d y ) . 
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Ha ( t o . y H g i П 3 2 , akkor a (Ci(<5), y) párra az jj j halmaz definíciója folytán 
(Ci(w), j5) € E- Ezért, felhasználva az E halmaz definícióját (I. (3.2. 1)) azt lát juk, 
hogy 

(3.5.14) •a 4 i i (C í (cS) ,y)*2P<a™+», (w, П & , 

mivel 
a*US),y) = 

Felhasználva (3. 5. 12), (3. 5. 13) és (3. 5. !4)-et, levezethető, hogy 

(3.5.15) 4 i 1 ( g 1 n g 2 ) s 2 - c ( o . " ) a - 3 í ) . 

Ezért (3. 5. 8)-ból következik, hogy minden / = 1 , . . . , L-re 

(3. 5. 16) i l 1 ( i ) ^ p A , r ( E ) - L - 2 - c ' 0 E H i - 3 . i . 

Végül, felhasználva (3. 5. 5)-öt, a következő fontos (a továbbiakban sokszor fel-
használt) egyenlőtlenségre jutunk 

(3.5. 17) M ^ Í p , . 0 ( C í ( c 5 ) , E í ( 5 ) ) ^ = A 7 { ^ 1 ( Ö - 1 ) } S / g í ( E ) - L . 2 -C(Q, K ) ( l - 3 3 ) 

3 .6 . A nagy számok törvényének élesítése 

A FEINSTEIN lemma III. feltételének teljesítéséhez szükségünk lesz a nagy szá-
mok törvényének következő élesítésére, amely minden nehézség nélkül levezet-
hető: 

0 

LEMMA. Legyenek yY,..., yL olyan független, egyforma eloszlású valószínűségi 
változók, amelyekre valamilyen c<°° és Л >0 mellett fennáll: 

(3 .6 .1) М\у1-Му1\ 1 + ъ Ш^. 

Tegyük fel továbbá, hogy adva van az L számú /),,..., pL (0 1) valószínűségek 
összessége, melyre fennáll 

(3 .6 .2) 2 P i = 1 

i=i 
és 

2 
(3 .6 .3) max P i ^ — . 

i=l L L 
1 

Akkor tetszőleges 0-hoz található olyan nagy N szám, hogy L>N(c)h esetén 

(3. 6. 4) 
L 

2 рей- мУ 1 > £ 
P(C+1) 
jrjnin(b, 1 ) 
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ahol a D és N konstansok csupán b és e-tó! függenek és nem függenek L és c-töl és a 
y I változók eloszlásától. 

BIZONYÍTÁS. Mint szokásos is, az általánosság megszorítása nélkül feltehet-
jük , hogy Myt=0. Először is tegyük fel, hogy 1. Akkor (3. 6. l)-ből következik 
a Dyi szórásnégyzetre, hogy 

(3 .6 .5 ) Dy,^c+1. 

Ezért (3. 6. 3)-ból következik, hogy 

(3. 6. 6) 
i=l 

D\ 2 PILI )-DYL 2 PI = 
2 ( ő + l ) 

és (3. 6 .4 ) a Csebisev-féle egyenlőtlenség szokásos alkalmazásával (3. 6. 6)-ból 
adódik . 

Ha b < 1, legyen 

( 3 . 6 . 7 ) F(x) = P{y, .<x}. 

IVjtiként szokásos, vezessük be a következő csonkított valószínűségi változókat: 

<3. 6. 8) 

Ekkor 
L 
ú 

; = i 
2 P IL I <3. 6. 9) 

Megjegyezzük, hogy 

(3 .6 .10) 2 Н Ы ^ р е } = Ь 
i= 1 

Továbbá, 

LI HA |Y,| S LE, 

0 ha ly.j > LE. 

•e ^ 2P{\li\^Le) + P 
i= 1 

L 
2 Pii i= 1 

clF(x) 

I x I > LE 

f | х Г  
(LS)L+H J : 

bdF(x) + — 
LBEL 

1*1 > LE 

\MY,\ = \ J XDF(X)\ 
|JC| S LE 

<3.6. 11) 
X DF(X) 

] x j >Le 

s f | x r 
(LE)B J 

FLF(X) 
LBEB 

|*1 >Lz 

Elég nagy N-t választva és (3. 6. l l ) -e t figyelembe véve, kapjuk, hogy L>Ncl 

esetén 

(3. 6. 12) M\ .2 Pili 
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Megjegyezzük, hogy (3.6 .3) folytán a Z>( 2,PÍÍÍ) szórásnégyzetre fennáll, hogy 

(3.6. 13) 
. 2 (La) 

" f 

2 M y l 

hdF(x) =S 

2_ 

L 
x2dF(x) =§ 

|*| SI£ 
1 

\x\SU 
L» 

Alkalmazva (3. 6. 12)-t, a Csebisev-egyenlőtlenséget és (3. 6. 13)-at, azt kapjuk, hogy 

L 
Z PiYí i — 1 

>-Е>Ш P 2 Piíi - м ъ i= 1 
(3. 6. 14) 

4 Ö ( ZPŰÍ 8 с 
bLb 

(3. 6. 9), (3. 6. 10) és (3. 6. 14)-ből következik a lemma állítása. 

3. 7. A lemma III. állításának levezetéséhez szükséges néhány becslés 

Legyen minden у £ Y-ra 

(3 .7 .1) lj(y)=\rtj(y,~y)Q(y,dy) ( . ,= 1 , . . . , A). 

Mindenekelőtt bizonyítsuk be, hogy ez a függvény5 mérhető' az SY a-algebrára 
vonatkozólag. Ennél azonban egy általánosabb állítást fogunk bebizonyítani: tet-
szőleges q(y, y) függvényre, amely mérhető az SY X SY ст-algebrára vonatkozólag, 
az 

(3. 7. 2) »(y)=\q(y,y)Q(y, dy) 

függvény mérhető az SY ст-algebrára vonatkozólag. Valóban, tetszőleges rögzített y 
mellett a q(y, y) függvény mérhető Sy-ra vonatkozólag (1. [24], 34. § 2. tétel). Ezért 
a (3. 7. 2)-ben szereplő integrálnak van^értelme. Ha a qn{y, y) függvénysorozatra 
fennáll q„(y,y)^-q(y,y) mindenütt УХУ-оп és q„{y,y) = q{y,y), akkor a megfelelő 
u„(y) függvényekre fennáll, hogy un(y)-~u(y) mindenütt, ahol u(y) definiálva volt. 
Minthogy az SYXSY cr-algebrát AXB (A£SY,B£SY) típusú halmazok generálják, 
az előző megjegyzés következtében elég bizonyítani a (3. 7. 2) függvény mérhető-
ségét arra az esetre, amidőn q(y, y) végesszámú értéket vesz fel, mindegyiket vala-
milyen A X B típusú halmazon. Nyilvánvaló továbbá, hogy a q(y, y) függvények 

5 A kj(y) függvények, ugyanúgy, mint az u(y) (1. (3.7.2)) az integrál divergálása folytán eset-
leg nem minden y-ra vannak definiálva. A mérhető függvény fogalma velük kapcsolatban a szo-
kásos definíciók nyilvánvaló analógiájaként vezethető be. 

6 IIL Osztály Közleményei XII /1 
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valamely lineáris kombinációjának megfelel az u(y) függvények egy analóg lineáris 
kombinációja. Ezért elegendő csupán a következő függvényt vizsgálni: 

(3 .7 .3) q(y,y) = 
1, (y,~y)íAXB, 

О, (y, MAX.B. 

Ilyen függvény esetén azonban a minket érdeklő 

u(y) = 
f Q(y, B), ydA, 
{ 0, y$A 

függvény mérhető, minthogy a Q(y, B) függvény mérhető első változója szerint 
(1. az 1. 5 pontot). 

Legyen 
ô)(œ) = LfCfœ)) (/ '= 1 , . . . , L ; j= 1 , . . . , TV). 

A Öj(w) függvény a k f y ) függvény mérhetősége folytán valószínűségi változó. 
Megmutatjuk, hogy az Mô'(ю) várható értékre fennáll 

(3. 7.4) Mô'jiœ) = Mufti, íj). 

Minthogy а С,- valószínűségi változók ugyanolyan eloszlásúak, mint az tj változó, 
azért ( 3 .7 .4 ) a következő általánosabb tény következménye: tetszőleges q(y, y) 
függvényre, mely mérhető S y X Sf-ra vonatkozólag 

(3 .7 .5) J \\q(y,y)Q(y,dy)]pfdy)= j q(y, y)p,fdy, dy). 
Y Y YxY 

Hasonló gondolatmenettel, mint amit a (3. 7. 2) függvény mérhetőségének bizo-
nyításánál követtünk, nem nehéz belátni, hogy elég a (3. 7. 5) egyenlőséget arra az 
esetre bizonyítani, amidőn a q(y,y) függvény (3 .7 .3 ) alakú. Most felhasználjuk, 
hogy q és fi-t a {Q, V} átviteli berendezés kapcsolja össze és ezért tetszőleges Af-
ra 1 valószínűséggel 

(3 .7 .6) P{fieB/r,) = Q(r,,B). 

Azt kapjuk, hogy ha q(y, y) (3. 7. 3) alakú, akkor 

I [ I l(y, y)Q(y, dy)\pfdy)= )Q(y, B)pfdy) = 
у y À 

= J Q(q, B)P(d<x>)= J P{qeB/ti}P(dœ) = P{r]eA,^B} = 
{ié/t} (чёл) 

= J Pnr, (dy, dy) = J q(y, y)pnfdy, dy), 
A xВ y x y 

amit bizonyítanunk kellett. írjuk a rövidség kedvéért a következőt: 

M, = Mnfrj, íj). 
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Akkor az \x — Mj\l+h függvény konvex volta miatt minden y-ra 

I j Ttj (y, y) Q (y, dy)-M J11 - IJ [nj (y, y) - Mji Q(y,dy)[+"s 
Y Y 

(3. 7. 7) 
ä J I n j ( y , y ) - M j \ í + ~ b Q ( y , dy). 

Y 

Ebből (3. 7. 5)-öt q(y, y)=\nj(y, y) — Mj\i + b -ra alkalmazva, levezethető, hogy 

M | < 5 j ( 5 ) - M y | 1 + 5 = 111 n j { y , y ) Q ( y , d y ) - M j \ 1 + b
p ( d y ) * 

Y -Y 

(3 .7 .8) = I'I I ' I H j ( y , y ) - M j \ 1 + i Q ( y , d y ) \ p 4 ( d y ) = 
f Y 

= ! Ыу, У) - Mj\1+~bPnn (dy, dy) = M{\nj(n, l) - ^./l1 1 
У X ? 

Megjegyezzük, hogy rögzített j esetén a 

(3 .7 .9) <5}(5),.. . ,<^(со) 

valószínűségi változók függetlenek és egyforma eloszlásúak. A (3. 7. 8) egyenlőt-
lenségből és а с állandó definíciójából (1. az 1. tétel 4. feltételét) következik, hogy 

(3.7. 10) МЩ((о)-М0)(со)\1+ь^с<°°. 

Ezért a (3. 7. 10) mennyiségekre alkalmazható a 3. 6 pont lemmája; ezt a következő 
pontban használjuk fel. 

3. 8. Feinstein lemmája bizonyításának befejezése 

Emlékezzünk most vissza arra. hogy a 3. 2, 3. 4, 3. 5, 3. 6 pontokban tanulmá-
nyozott összes objektumok a t indextől függtek. Minthogy az (17', íj') párok szorzata 
információstabilis és az (1 .7 .7 ) feltétel teljesül, azért minden elég nagy t-re 

i4,r(h, Î ) - 1 i . (3 .8 .1) Р \ , ( Р ) = Р \ C { Q V ) 

A (3. 5. 17)-ben előforduló egyik tag, 
-A-CUQ.V) 

^emlékezzünk vissza, hogy zérushoz tart, ha i — E z é r t a (3. 5.17) egyen-

lőségből levezethető, hogy minden elég nagy t-re 

(3. 8. 2) M \ 2 р \ й \ Ш , FÁS))f S 1 - - J . 
; = i 

6* 
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Figyelembe véve, hogy a várható érték jele után álló valószínűségi változó nem 
lépi túl az 1-et, (3. 8. 2)-ből levezethető', hogy minden elegendó'en nagy f-re 

(3. 8. 3) P 1 j J P i Q ( U S ) , F f S ) ) > 1 - E | j . 

Tekintsük most а <5]''(ю) valószínűségi változók összességét (1. a 3. 7 pontot). Ahogy 
már a 3. 7 pontban megjegyeztük, ezekre a változókra alkalmazható a 3. 6 pont 

í 
lemmája. Minthogy az (1 .7 . 9) feltételből következik, hogy L'(c')b — ha f — 

í 
azért minden elegendően nagy f-re L'>N(c')b, és ezért minden elég nagy f és tet-
szőleges /-re (1. a (3. 6. 4) egyenlőséget) » 

(3. 8. 4) P ' 
L 

2Pió){m)~ M u f f ] , q) 
D(c'+ 1) 

(jjynm(l,b) 

(3. 8. 4)-ből és A FEINSTEIN lemmájában szereplő ( 1 . 7 . 6 ) és (1.7.9) feltételekből 
következik, hogy 

(3.8.5) P1) у 2 " P № ) - Mnj(q, q)\ > £ ^ — 0 (f - = . ) . 
' 1 1 

Minthogy feltevés szerint az (q\ p') sorozatot a {£>', E'} csatorna kapcsolja össze, 
azért a következő vektorra fennáll: 

( 3 . 8 . 6 ) (Mn\ (q, q ) , . . . , MnN.(q, q))£ V' 

(1. az ( 1 . 5 . 2 ) definíciót). A [V']c halmazok definíciójának megfelelően (1. az 1.7 
pontot) (3. 8. 5) és (3. 8. 6)-ból következik, hogy minden elég nagy f-re 

(3. 8. 7) Р ' ^ Д А В Д , • • - , [ K ] . J j S J -

A ô'f'(co) változók definíciója folytán 

(3. 8. 8) <5<•'(£) = í n ' j iÙœ) , y)ß'(C;(5), dy). 
y' 

Ezért (3. 8. 7) azt fejezi ki, hogy 

(3.8.9) 

2 P i я ; (С г (5 ) ,у )б(С г (5 ) , # ) , . . . 

У 

. . . , 2 Pi I nN(Ci(œ), y)Q(Ci(œ), d y ) ) í [ y l \ g l 
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(3. 8. 3) és (3. 8. 9)-ből következik, hogy tetszőleges elegendően nagy /-re létezik 
egy olyan w'0ÇQ' elemi esemény, hogy egyidejűleg fennáll 

2№%&<>), 1-е, 

Д Pi J * i ( C i ( ® o ) . y)Q'(ti@o), dy),... 

(3. 8. 10) 
L' 

Legyen 
У( = й ( 5 о), 

Á\=F\<&о), 

akkor megkapjuk azon pontok és halmazok rendszerét, amelyek eleget tesznek a 
lemma mindhárom feltételének. Ezzel a bizonyítást befejeztük. 

3. 9. Feinstein lemmája végtelen kapacitású átviteli berendezés esetére 

FEINSTEIN lemmája, melyet a 3. 1 pontban fogalmaztunk meg, véges kapacitású 
átviteli berendezésekre vonatkozott. Most le akarunk vezetni egy állítást, amely 
analogonja ennek a lemmának, azonban végtelen kapacitású csatornákra alkal-
mazható. 

FEINSTEIN LEMMÁJA. Legyen adva egy olyan {Q, V} átviteli berendezés, hogy 
az ezen átviteli berendezéssel összekapcsolt valószínűségi változók valamilyen t], ij 
párjára а рцц(-) eloszlás szinguláris a p,,Xpf-) eloszlásra vonatkozólag. (Ebben az 
esetben az I(t], f j ) információra fennáll : /( p, ij) = co és a kapacitásra C(Q, V) = °°.) 
Legyen adva az L számú p\,-.-,pY valószínűségek egy olyan összessége, hogy fennálljon: 

(3 .9 .1) 2 r i = » 
;= i 

és 
2 

(3 .9 .2) max pf S —. 
i=i L L 

Akkor tetszőleges e>0-ra és minden elegendően nagy L-re létezik a bemeneti jelek 
( Y, Sy) terében L számú olyan y1,..., yL pont, valamint a kimeneti jelek (Y, Sy) teré-
ben e pontoknak megfeleltetett AÍ,A2,...,AL halmaz-összesség, hogy fennállnak a 
következők : 

1) az A1,A2,...,AL halmazok páronként diszjunktak 
11) minden i-re 

( 3 . 9 . 3 ) Q(y„A,.) = l, 



8 6 R. I . DOBRUSIN 

III) a következő vektorra fennáll, hogy 

(3.9.4) ( Z p \ ПЛУЬ~УЖУ,<ГУ),..., j t p f j n„(y„ y)Q(ylt y))E[Vl. 

BIZONYÍTÁS. A lemma feltételei szerint a p,lr,{-) mérték szinguláris a pnXp:(•) 
mértékre vonatkozólag. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan F d S y X S f halmaz, hogy 

(3 9 5) 
* ' P4XPí(F) = 0. 

Jelöljük / y n a l és nevezzük az y pont legyezőjének az F halmaz azon metszetét, 
amelyet az yf Y pont határoz meg. Analóg módon az y£Y pont Fy legyezőjének 
fogjuk nevezni az F halmaz azon metszetét, amelyet az y£Y pont határoz meg. 
Minden v€ A-ra az Fy legyezőre fennáll FyÇ.S? és minden y€ A-ra FyeSY (1. [24], 
34. §). 

Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy a p4(-) mérték szerint majdnem minden 
ye Y pontra a Q(y, Fy) valószínűségre fennáll 

(3 .9 .6 ) Q(y, Fy) = l. 

Valóban, legyen 

, Г 1» (y,y)ZF, 

(y,MF 
és alkalmazzuk a (3. 7. 5) egyenlőséget. Ezen egyenlőség szerint 

\Q(y, Fy)pn (dy) = 1. 
Y 

Ebből már következik a keresett állítás. ^ ^ ^ 
Éppúgy, mint a 2. 2 pontban, vezessük most be az (Q, 4 , P) valószínűségi 

segédteret, valamint ezen a téren definiált független és közös p f - ) eloszlású (i(co),... 
..., Cí."(5) valószínűségi változók sorozatát. Ugyanúgy, ahogy az a 3 .7 pontban 
történt, legyen most 

*j(y)= ( nÁy> HQ(y, dy) (j=l,...,N) 

es 
Mô)(œ) = Miijip, /j). 

A 3. 7 pont meggondolásaiból adódik, hogy a őj(c5)-ok független, egyforma elosz-
lású valószínűségi változók és hogy 

(3.9.7) = 

Szükségünk lesz a következő lemmára. 
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LEMMA. y„,... legyen független, egyforma eloszlású, nulla várható értékű 
valószínűségi változók egy sorozata, továbbá legyen adva a p\, számok egy olyan 
sorozata, amelyre 

2 P \ = о s p N 2 . 
i=l U 

(3. 9. 8) 

Akkor tetszőleges s > 0-ra 

(3.9. 9) limP e> = 0. 

Ezt a lemmát könnyen levezethetjük a független valószínűségi változók ösz-
szegének elméletében szereplő egyes jól ismert eredményekből. Például a lemma 
feltételei mellett teljesülnek a [6] könyv, 27. §-ban megfogalmazott 1. tételhez fűzöt t 
3. megjegyzés feltételei, amiről könnyű meggyőződnünk akkor, ha azzal analóg 
módon okoskodunk, ahogy az a [6] könyv ugyanazon paragrafusában szereplő 
3. tétel 2. következményének a levezetésében történik. 

A most megfogalmazott lemmát esetünkre alkalmazva, azt kapjuk, hogy 

(3. 9. 10) 

illetve, hogy 

(3.9. 11) 

2 - Mitjfq, q) 
i= 1 

-о 

лг 
и 

7=1Í=I 
Z pïô'j(û)-Mnj(q, q) -0 

Ezért a 3. 8 pont végén követett meggondoláshoz hasonló okoskodással arra a 
következtetésre jutunk, hogy 

i= 1 

(3.9. 12) 

Szükségünk lesz a következő könnyen bizonyítható tényre. Legyenek (У1 , SY ,) 
és (Y2, Sy2) az (Y, SY) tér két reprezentánsa. Tekintsük a Qiy1, Fy2), (yl,y2)Ç. 
£Yl XY2 függvényt. Meg akarjuk mutatni, hogy ez a függvény mérhető az SYi X SY2  
(т-algebrára vonatkozólag. Ennél azonban általánosabb állítást bizonyítunk be. 
Legyen (7 в Sr X Sf és Gy a G halmaznak az a metszete, amelyet az y Ç Y pont határoz 
meg. Akkor a 

(3..9. 13) q c . (y l , y 2 ) = Q ( y l 2 G y 2 ) 

függvény mérhető a SYi X SY2 c-algebrára vonatkozólag. Valóban, ha a G' £SYXSY 

halmazok páronként diszjunktak és G = \JG', akkor minden y-ra Gy = \JG'y, és 

ezert 

tfcCVi. У2)=2ЯАУ1УУ2)-
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Ebből az következik, hogy azon G halmazok összessége, amelyekre a (3. 9. 13) 
függvény mérhető, tr-algebrát képez, és ezért mérhetőségét elegendő bebizonyítani 
arra az esetre, midőn G = AXB,AdSY,B£SY. De akkor Gy = B, ha y£A és Gy 

üres, ha y $ A . Ezért 

/ í 0, y2$A, 
<?cü'»rt={Q(yi,B), y2,A. 

Ennek mérhetősége abból következik, hogy а О függvény első változója szerint 
mérhető. 

Megjegyezzük, hogy a Qiy1, Fyí) függvény fentebb bebizonyított mérhetőségéből 
és abból a tényből, hogy mérhető függvények szuperpozíciója mérhető, következik, 
hogy a 

e ( f , ( S ) . FCj(wj) 

függvény tetszőleges i és j-re mérhető függvény a 53 ст-algebrára vonatkozólag. 
Számítsuk ki ennek várható értékét i x j esetében. Nyilvánvaló, hogy a vál-
tozók függetlensége következtében fennáll, hogy 

(3. 9. 14) M0(C,(5), )' f ß ( / , Fyi)pn(dyfPll(dy2). 
y'i fi 

Felhasználva FUBINI tételét (I. [9], 30. §), kapjuk, hogy 

(3. 9. 15) A/0(C,(S), F{ ,(S)) = |'j f Q(y\ Fyí)pn(dy1 )]pn(dy2), 
Y2 Yl 

mivel azonban az (r\, í j ) változókat a {Q, V} csatorna kapcsolja össze, és így fennáll 
(3. 7. 6), következik: 

(3.9. 16) I ' Q ( y \ F y í ) p , t ( d y x ) = MQ(rj, FyI) = M{P{fj£Fy>/n}} = Plí(Fy>). 
YI 

(3. 9. 15), (3. 9. 16)-ból, a mértékek szorzatáról szóló tételből (1. [24], 36. § 2. tétel) 
és a (3. 9. 5) egyenlőségből következik, hogy 

(3. 9. 17) MQ(C,(Z), FCj(Z))= \pí(Fy2)P;i(dy1)=P4 Xpt(F) = 0 . 
Y2 

(3.9. 17)-ből levezethető, hogy 

(3.9. 18) >{ß(C(«) , Fr.(œ))= 0 } = 1 ( i X j ) . 

Következésképp 1 valószínűséggel egyidejűleg teljesülnek az alábbi egyenlőségek: 

(3.9.19) e ( C i ( 5 ) , ^ ( ® ) ) = 0 (i'A]', i= 1 , . . L ; j= 1 , . . . , L). 

(3. 9. 6), (3. 9. 12) és (3. 9. 19) értelmében elég nagy L esetén megválaszthatjuk az 
5 0 pontot úgy, hogy egyidejűleg fennálljanak: 

í Ö(C«(So), Fç,(5o)) = 0 OVy; / = 1, . . . , L; / = 1 , . . . , L), 

' 1 е ( С ( ( ® 0 ) , . ^ ( в » 0 ) ) = 1 (г = 1 , . . . , L), 
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a következő vektorra pedig fennálljon: 

(3 .9.21) 

ZP\\ я, (С.-(с50),Яе(С, (5 0) , dy),.. 

•V »f 
• • j J^j Hl 

;=i 

ns(Ci(50),y)Q(Uío0), dy)£[v\. 

Legyen most 

(3.9. 22) ki = C,•(«„), Л г = ( S 0 ) \ U Ъ . (<50), 

akkor az yt pontok és az A: halmazok egy olyan rendszerét kapjuk, amely eleget 
tesz a tétel feltételéinek. 

4. § Közleményekre vonatkozó alapiemma 

4 .1 . A lemma megfogalmazása 

FEiNSTEiNnek az előző paragrafusban bebizonyított lemmája durván szólva azt 
mondja ki, hogy egy С kapacitású csatornán, ha a hibás reprodukálás kis valószínű-
ségű, körülbelül 2C különböző jelet lehet átvinni. A közleményekről szóló alap-
iemma tartalma — durván szólva — az, hogy egy H entrópiájú közlemény átvite-
lét helyettesíteni lehet 2" különböző közlemény átvitelével. E lemma megfogalma-
zásának és bizonyításának alapgondolata analogonja a FEINSTEIN lemma alapgon-
dolatának. 

Azokat a definíciókat és jelöléseket használjuk itt is, amelyeket az 1. 4 és 1. 7 
pontban vezettünk be. 

KÖZLEMÉNYEKRE VONATKOZÓ ALAPLEMMA. Legyen adva egy olyan {И7 1} infor-
máció-stabilis közleménysorozat, amelyre a H'(W) entrópiára fennáll A'(lf)~<-°», ha 
í-oo, de H'(W)< oc. 

Tegyük fel, hogy a Q]{X, X) függvények M' száma olyan, hogy teljesül az 1. tétel 
(1. 7. 5) feltétele. Tegyük fel azt is, hogy e tétel V. feltevése is teljesül. 

Legyen i^(x, x) az V. feltételben használt f változó-pár információ sűrűsége.h 

Adjunk meg egy tetszőleges i: > O-t és jelöljük Ffnal az X' X X' tér (x', x') pontjainak 
azon halmazát, amelyet a 

r .t - , 
E (4 .1 .1) Fl = ' « ( * , x) _ j 

H'{W) 4 
összefüggés definiál. 

Jelöljük r[(x)-vel a következő feltételes valószínűség egyik variánsát: 

(4 .1 .2) rl(x) = P ' { ^ , b i F e | Í = *}. 

6 A 4. 2 pontban bebizonyítjuk, hogy ez az információ-sűrűség létezik minden elegendően 
nagy t-re. 
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Ekkor megadható olyan elegendően nagy T, hogy minden t ^ T-re kiválasztható 

(4 .1 .3 ) Kl = [2<i+«>«'(»')] 

számú x\,..., x'K pont a kimeneti közlemények X' terében, továbbá e pontok mindegyi-
kének megfeleltethető egy, az S'x-re vonatkozólag mérhető q\(x), x' € X' függvény, 
oly módon, hogy fennállnak a következők : 

I) minden x' f X', i =1,..., K\ és t^T-re: 

(4 .1 .4 ) 

és 

<4. 1.5) Q'(x) = Zq\(x) + r((x) s 1, 
>=i 

II) valamilyen rögzített y. > 0-ra és minden t S T-re 

(4. L 6) Q'=\ 0'(x)p'fdx) & 1 - 2~yHUW). 
X1 

III) Ha t § T, akkor a következő vektorra fennáll, hogy 

(4 .1 .7 ) ( S í , . . . , - & ) € [ » * ] . , 

ahol 

si = Z jeHx,x,)qi(x)pfdx) + 

(4 .1 .7 ' ) ' 

+ J J Qfx, x)pf(dx, di)+[l- Q ' ] M f k ( f , 1). 
X1 x x'/F' 6 

Hogy a lemmában bevezetett q\(x) függvények szemléletes jelentésére rávilá-
gítsunk, kissé elébe vágva a későbbieknek, megjegyezzük, hogy SHANNON tételének 
bizonyításában a kódot úgy szerkesztjük meg, hogy — durván szólva —, amidőn 
az x' közlemény q\(x) valószínűséggel „belép", akkor olyan jelet vigyünk át, amelyet 
helyes vételkor x\ közleményként fogunk visszakódolni. A csatorna információ-
stabilitásából következik, hogy t nagy értékeire az r'(x) valószínűségek kicsik és 
(4. 1. 5)-tel összhangban az 1 — Z d\(x) különbség kicsi lesz. Kis valószínűséggel 

i 
(1 — Zd\(x) valószínűséggel) a közlemény egyáltalán nem fog átvivődni. A lemma III. 

i 
állítása lehetővé teszi, hogy utóbb kimutassuk, hogy ilyen átviteli módszernél 
teljesül a közlemény reprodukálási pontosságának a feltétele. 

A bizonyítás alapgondolatát a 4. 3 pontban adjuk meg, miután a 4. 2 fejezetben 
bevezetünk bizonyos fontos fogalmakat, amelyeket majd a bizonyításban felhasz-
nálunk. Sok, számunkra szükséges megállapítás analogonja lesz azoknak a meg-
állapításoknak, amelyeket a 3. §-ban FEÍNSTEIN lemmájának bizonyításában tettünk. 
Ezeket a gondolatmeneteket átfogóbban fejtjük ki. 
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4 . 2 . Legyezők konstrukciója 

E pont minden konstrukciója (valamint a 4. 4, 4. 5 pontoké is) rögzített t0 
indexű közleményekre vonatkozik. Ezt az indexet el is hagyjuk majd azokban a 
jelölésekben, amelyeket ezekben a fejezetekben használunk. 

A £ > 0 szám legyen rögzítve. A megfelelő indexet ugyancsak el fogjuk hagyni 
mindenütt. Rögzítünk továbbá bizonyos pozitív számokat is: (ß , y, t); ezek a 4. 4, 
4. 5 pontban tetszőlegesek lesznek. A 4. 6 pontban viszont rögzített értéket adunk 
nekik, amelyet ott majd közlünk. (£, £)-mal fogjuk jelölni azt a £'°) valószínű-
ségi változó-párt, amely az V. feltételben használt (£', £!) információ-stabilis sorozat-
ban fellép. Minthogy Я ' ( 1 Т ) < ° ° , az (1.7. 10) feltételből következik, hogy elegen-
dően nagy t mellett az /(£, információra /(£, { )<<» fennáll. Minthogy a lemma 
megfogalmazásának megfelelően minket csupán elegendően nagy t-k érdekelnek, úgy 
vehetjük, hogy / (£, £)<=*>. Következésképp létezik az /^(x, x) információ-sűrűség. 
Legyen ismét (vö. (4. 1. 1)) F az (x, x) azon pontok halmaza, amelyet a következő 
feltétel definiál: 

(4. 2. 1) F = Í | í „ ( X , X) - Я ( W)\si I Я ( W ) J . 

Az F halmazra fennáll: F£SxXSx. Minden х£Х-ге az x pont legyezőjének hívjuk 
és Fv-szel jelöljük az F halmaznak azt a metszetét, amelyet az x pont határoz meg. 
Minden x ç i f - г а az x pont legyezőjének nevezzük és F;-mal jelöljük az F halmaz-
nak azt a metszetét, amelyet az x pont határoz meg. Ugyanúgy, mint a 3^2 pont-
ban is, megmutatható, hogy minden x £ A-re FX^SX. és minden x£X mellett 

A további meggondolásokhoz szükségünk van a következő tényre. Legyen 
A£SxXSx és Ad F, továbbá 

( 4 . 2 . 2 ) P ù ( A I Z = x ) 

a (£, <f) £ A eseménynek a £ változóra vonatkoztatott feltételes valószínűsége. Ezt a 
feltételes valószínűséget x olyan függvényének tekinthetjük, amely mérhető az SX-re 
vonatkozólag. Legyen Ax az A halmaznak az a metszete, amelyet az x pont határoz 
meg. Akkor a pi mérték szerint majdnem minden x-re 

(4 .2 .3) Р;(Ах)ё 2 У *}p&(A\i = x). 

Az a meggondolás, amely а (4. 2. 3) egyenlőség levezetéséhez szükséges, ana-
logonja a (3. 2. 2) egyenlőtlenség levezetésében alkalmazott meggondolásnak. Neve-
zetesen, vegyük észre, hogy (4. 2. 1), és az információ-sűrűség definíciója következ-
tében 

dp. r mw)(i+F) 
(4 .2 .4) a~(x, x) = « . (x, x) g 2 v , ( x , x ) € F . 

, « dp^Xpj 

Tetszőleges G mérhető halmazra, amelyre GdAdF, fennáll, hogy 

Г „ ' n(W)(i+F) 
(4. 2. 5) pü(G) = aü(x, x)p^Xpl(dx, dx)^2 v *Jp(Xp^(G). 
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Tetszőleges mérhető B£S X - re jelölje В a következő hengerhalmazt: 

В = В XX. 

Akkor р*(В) =pfç{B), továbbá, (4. 2. 5) és a feltételes valószínűség definíciója értel-
mében : 

p%(Ах)р,(dx) = Р^ХР1{АГ\В)^2 У P(t (Af)B)--

(4. 2. 6) 
-H(W)(l +4) I 

= 2 1 *>\ p g ( A / £ = x)pç(dx). 

Minthogy (4. 2. 6) tetszőleges В mellett igaz, következik, hogy (4. 2. 3) majdnem 
mindenütt fennáll. 

Alkalmazva (4. 2. 3)-at A = F-re, látjuk, hogy a p f - ) mérték szerint majdnem 
minden x bemeneti közleményre az Fx legyező olyan, hogy fennáll 

(4 .2 .7) 2 1 * > p d m = x)-

Analóg módon bizonyítható, hogy a p f ( - ) mérték szerint majdnem minden x kimeneti 
közleményre az Fx legyező olyan, hogy fennáll 

-/í(W)( í +—) 

(4-2.8) =2 4,
P(í(F/£ = x), 

végül, analóg módon: 

(4 .2 .9) P ? ( F ) S 2 *>. 

4 . 3 . A lemma bizonyításának alapgondolata 

Ennek a pontnak a definíciói és megállapításai semmiféle matematikai szi-
gorúságra nem tartanak igényt; a további pontokban nem is fogjuk felhasználni 
őket. 

Annak analógiájára, ahogy az a FEINSTEIN lemma bizonyításakor történt, vélet-
lenszerűen kiválasztunk egymástól függetlenül К számú x ; pontot, eloszlással. 
A cpix) valószínűségeket úgy választjuk meg, hogy csupán azok a <7,(x)-ek legyenek 
Zérustól különbözők, amelyekre xt£Fx. Nagy t esetén p f f F ) ^ 1. Ennek folytán 
p ^ ( F / £ = x ) ^ \ , azaz r ' (x)»;0 (1.(4. 1.2)-t) az x-ek túlnyomó többségére és ezért 
a (4. 2. 7) egyenlőtlenség azt mutatja, hogy p%(Fx) rendje nagyobb mint A - 1 , úgy-
hogy számítani lehet arra, hogy találhatók olyan x ; pontok, melyek beleesnek az Fx 
legyezőbe. Méghozzá azon x, pontok száma, melyek beleesnek az Fx legyezőbe, 
exponenciálisan nő H'(W) növekedésével. 

Az alapvető nehézség abban áll, hogyan érjük el a repródukálási pontosság 
alapfeltételét utánzó (4. 1.7) feltétel teljesülését. Feltevés szerint a következő vek-
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torra fennáll, hogy 

(4. 3. 1) (J J ö l ( .v , x)pü(dx, dx),..., J ) QM(x, x)pg(dx, dk))^W. 

Jelöljük p4/4(dx/x)-szel a \ változó feltételes eloszlását а £ = x feltétel mellett: ekkor 

(4. 3. 2) j I Qj(x, x)p(-(dx, dx) = j j j Qj(x, x)p^(dx/x)\p^(dx). 
* x 

A már említett egyenlőségből, p 4 4 ( F ) ^ 1-ből következik, hogy 

(4 .3 .3 ) ) | Qj(x, x)p(~(dx, dx)^0, 
XxX\F 

és ezért a (4. 1. 7) alapfeltétel teljesül, ha minden x-re és minden /-re 

(4. 3. 4) Qj(x, x)p~iç(dx)x) ^ 2 Qj(x> x f q f x ) . 

Nagy /-kre az F halmaz majdnem egybeesik A X A - m a l . Ezért (4. 3 .4 ) helyettesít-
hető a következővel: 

(4. 3. 5) J<?j(x, x)p~!((dxjx) % 2 j 8j(x, Xi)q,(x). 

Ex 

Tekintsük most azokat az x ; pontokat, amelyek Fx-be beleesnek, és legyen 

(4. 3. 6) qi(x) = ^-ag(x, x f). 

(Amint a következőkben látni fogjuk, annak a valószínűsége, hogy a pontok úgy 
vannak kiválasztva, hogy 2 di(x) ^ ' legyen, nem nagy, és ezt el lehet hanyagolni.) 

i 
Ekkor a (4. 3. 5) összegben mindegyik összeadandó várható értéke egyenlő a követ-
kezővel (minthogy X; eloszlása p j ) : 

J_ 
К j(x, x)a ?(x, x)p~(dx) — Qj(x, x)p~lt(dx/x). 

Ezért — átlagban véve — a (4. 3. 5) jobb oldalán álló összeg egyenlő ez utóbbi 
egyenlőség jobb oldalával. Továbbá, ez az összeg К számú független valószínűségi 
változó összege is és a nagy számok törvénye értelmében (ez a törvény alkalmaz-
ható, minthogy (x, x) £ F, az ai4(x, x) változó pedig az F definíciója folytán oly 

H ( i + - j h ' ( i + 4 ) 
értékeket vesz fel, melyek nem lépik túl 2 v 4 2 - e t és (K ' )~ 1 2 v 4 j - * 0 ) ez kö-
zel van saját várható értékéhez. Létezik tehát az x f pontok olyan konkrét megválasz-
tása, amelyre (4. 3. 5) igaz. 
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4. 4. A bemeneti közlemények véletlenszerű megválasztása 

Éppúgy, mint a 3. 4 pontban, tekintsük most az (£2, 4 , P) valószínűségi segéd-
teret és К számú olyan független, Ç,(co),..., u ( w ) valószínűségi változó összességét, 
amelyek az ( £ 2 , 4 , 5 ) téren vannak megadva és értékeik az (A, Sx) térbe esnek; 
legyen ezenkívül mindegyiknek az eloszlása ugyanaz: /?£(•)• 

Jelöljük most Dk-val (& = !, . . . , M ) az (x, x) párok azon halmazát, amelyet a 
következő egyenlőtlenség definiál: 

(4.4. 1) Dk = {jQ k(x, x)-M№(C,ÖM}-

Felhasználva az (I. 7. 11) definíciót és a Csebisev-féle egyenlőtlenséget, azt kapjuk, 
hogy 

(4-4.2) P i ( . D k ) ^ J — ßi +ь • 

Továbbá, hogy 

í|e*(x, x) - MQk(S, Ь\ Pt~t№. dx) (4. 4. 3) 
Dk 

Vezessük most be a következő halmazt: 

(4 .4 .4 ) G = (DX U ... U DM) П F. 

(4. 4. 2)-ből következik, hogy 
Mc 

(4 .4 .5) p g ( G ) 2 i 

Minthogy a G\Dk halmazon belül |е*(х, x) — MQk(Ç, £)| SyS, azért (4. 4. 3)-ból és 
(4. 4. 5)-ből következik, hogy 

(4. 4. 6) | Ы х , b\Pü(dx, dk) ^ dL+Vß = f í ^ + i ) . 

Végül legyen 

(4 .4 .7 ) p = F \ G 

és 

(4.4.8) a - í x * ) - ! " « 4 * ' ^ ' ^ ' 
1 0, (x ,x)<fF. 

Az F halmaz definíciójának megfelelően (1. (4. 2. 4)) 

(4. 4.9) 0==a { f (x ,x)=£2 1 * ' . 

Legyen most (vö. (4. 1. 2)-vel,) 

(4.4.10) -r(x) = P { ( ^ l d J U = x). 
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Minthogy FZJF, F\FAG, azért r(x)^r(x), és (4. 4. 5)-ből következik, hogy 

(4. 4. 11) ( ? ( х ) - г ( х ) ) р ^ х ) = \P{{f, À)eG/Ç = x}pt(dx) 

Vezessük be az (x, S>) párok С halmazát a következő módon: 

(4. 4. 12) С = i 2â{i(x,C,(S)) + ?(x)-l 
A ;=i 

• V • 

Legyen most tetszőleges és X£X mellett 

« ; (x , С, (5)) 1 - Г ( х ) 

(4.4.13) í ( ( * , 5 ) = j К 1 - r W + V Ь а ( Л % 5 И С ' 
( 0, ha (x, <iï)ÇC. 

Nyilvánvaló, hogy minden x és 5 - r a 

(4.4.14) 0=5 

Tekintsük a következő valószínűségi változót: 

(4. 4. 15) Z á t~Á x > Ci (5)). i=l 

Ennek az összegnek az összeadandói rögzített x £ X mellett független, egyforma 
eloszlású valószínűségi változók. Minthogy C;(<3) eloszlása p|(-)> azért a (4. 4. 15> 
összegben valamely összeadandó várható értéke a következővel egyenlő: 

(4. 4. 16) Mâg(x, Ci (£))= J af-(x, x)p-(d.i), 
Fx 

ahol Fx az F halmaznak az a metszete, amelyet az x pont határoz meg. Megjegyez-
zük, hogy a pf mérték szerint majdnem mindenütt fennáll a következő egyenlőség: 

(4. 4. 17) J ag(x, x)p-(dx) = 1 -r(x). 

Valóban, felhasználva (4. 4. 10)-et, a feltételes valószínűség definícióját, az ag(x, x) 
sűrűség meghatározását és FUBINI tételét, azt kapjuk, hogy tetszőleges A € Sx-rc 

[1 - F(x)] p f d x ) = I P{ ({, 1) € F/X}pfdx) = 

(4.4. 18) =pd(FnAXX) = ag(x, x)p,xp; (í/x, c/x) = 
i- nA x A 
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ebből azonban közvetlenül folyik (4. 4. 17). így tehát kimutattuk, hogy a p( mérték 
szerint majdnem minden x£X-re 

(4. 4. 19) Má(~(x, Ц 5 ) ) = 1 -~r(x). 

Minthogy (4. 4. 8) és (4. 2. 9)-ből az következik, hogy 

azért (4. 4. 9)-ből nyilvánvaló, hogy 

, , ^ , HOY)( 1 + —E) 
(4 .4 .20) Dá(~(x, V 

A Csebisev-féle egyenlőtlenséget alkalmazva, azt kapjuk, hogy majdnem minden 
.y € A-re 

, к I ощю(1+х) 
- Záf((x, £ , • ( £ ) ) - [ l - r ( x ) ] <4. 4.21) 

(4. 4. 12)-ből_ közvetlenül adódik, hogy 

(4. 4. 22) P i X P ( C ) — 

•yf 2 

Ky2 

Ay2 

Ezt a becslést a következő pontban használjuk fel. 
Most megjegyezzük, hogy a (4.4. 13) definícióból következik, hogy 

( ( l - r ( * ) - y ) ( l - ? ( * ) ) 
ÍA л отл V с ) — ;—=TT~, > ha (x,œ)£C, 
(4 .4 .23) Z í i f e f f l ) l - r ( x ) + >> 

i _ 1 ( = 0 , ha ( x , o ) ( C . 

(4. 4. 23)-ból látható, hogy 

(4 .4 .24) ? ( * ) + J ? , (* ,©) S l - 2 y , ( x , 5 ) í C . 
i=l 

(4. 4. 24), (4. 4. 23) és (4. 4. 22)-ből, ha bevezetjük a 

(4.4.25) ö ( x , « ) = Í ^ x , S ) + r(x) 
i — 1 

és 

(4.4.26) Q{œ)=\Q{x,œ)P({dx) 

jelöléseket, következik, hogy az alábbi várható értékre 

(4 .4 .27) MQ(w)^(l-2y)(l-pt X P ( C ) ) s ( l - 2 y ) 1 -
W ; 
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fennáll. Továbbá , bevezetve a következő jelöléseket (vő. (4. 1. 5), (4. 1. 6)): 

(4. 4. 28) Q(x, S) = 2 <7i(*. 5 ) + r (x) 
/=1 

és 
0 Г» 

Q(œ)= I Q(x, cű)pt(dx), 

(4. 4. 27) és (4. 4. l l ) -ből levezethetjük az alábbi becslést: 

2 V Mc 
(4 .4 .29) MQ(w)M 1 — 2y) 1 1 — Ky2 ßi+hr 

4. 5. Az alap-becslések levezetése 

A következő valószínűségi változóval foglalkozunk: 
r% 

Qk(x, С;(<3))<7;(Х, œ)P((dx) + 
к 

vk(œ) = 2 
i = 1 

X (4 .5 .1 ) 

+ J e R x , x)pü(dx, dx)+[l-Q(Z)]M0k(f l ) , 
XxX\F 

ahol к = 1,..., M értéke ebben az egész pontban rögzítve lesz. Vezessük be a következő 
normál függvényt: 

(4. 5. 2) Qk(x, x) = x) - C). 

Akkor (1. (4. 4. 25), (4. 4. 26) és (4. 4. 10)-et) 

G ( c 5 ) = 2 C , ( « ) ) < 7 ; ( * , œ)p((dx) + J J é k ( x , x)p4~(dx, rfx) = 

* XxX\F 

(4. 5. 3) = v»(œ) - M e f c ( | , Ô [ J j<7,(A-, £ ) ^ ( < / x ) Hr 

X X \ F ) + 1 - Q(S) I = vA(m) - M,Jk(f Ç) 

Vezessük be továbbá a következő valószínűségi változókat is: 

1 K _ 
(4. 5. 4) pk(x, œ) = — 2 вк(х, Ç,(wj)â(~(x, Ci (m)). 

Meghatározásunknak megfelelően a Ci(ő) valószínűségi változók függetlenek, 
azért a (4. 5. 4) összeg összeadandói független valószínűségi változók. Minthogy 

7 I I I . Osztály Köz leménye i X I I / 1 
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С,(ft5) eloszlása p ((-), ezen összeg egy összeadandójának várható értéke a következő: 

mk(x) = M{gk(x, Ci(m))â(~(x, £;(ш))} = 

ü- 5- 5) =.) äg(x, x)gk(x, x)p-(dx) =j a(~(x, x)~Qk(x, x)p-(dx). 
x Fx . » 

Az F halmaz definíciójának megfelelően (I. (4. 4. 1), (4. 4. 4.), (4. 4. 7)-et) 

(4 .5 .6) \Qk(x,~x)\^ß, (x,x)dF, 

azért (4. 4. 9)-ből következik, hogy 

(4. 5. 7) \ek(x, x ) a f f x , x)\^ß-2(W>(1 + 

Felhasználva ugyanazokat a meggondolásokat, mint a (4. 4. 21) egyenlőtlenség leve-
zetésében, azt kapjuk, hogy tetszőleges x£X-re: 

(4 .5 .8) e P{\pk(x, ш) — mk(x)\> ö} S — ^ . . 

Ha most Hk-val jelöljük az (x, со) pontok következőképp definiált halmazát: 

(4 .5 .9) Hk = {\pk(x, S>) — mk(x)\ ><5}, 

akkor (4. 5. 8)-ból levezethetjük a 
3e 

(4.5.10) í í X m i 
Ö2K 

egyenlőtlenséget. Megjegyezzük továbbá, hogy alkalmazva (4. 5. 5)-öt, FUBINI tételét 
és (4. 4. 8)-at, azt kapjuk, hogy 

mk(x)pfdx) = ) M{â(~(x, СД5)Щх, (i(S))}pfdx) = 
x 

= M 

(4.5.11) , 

J dt~(x, f(oj))ok{x, С,(©»в(Лг)) = 
X 

à л (x, x)Qk(x, x)p X p f d x , dx) = 9 "J id к \ ' V-T £ 
X X 

=j) a ( f x , x)Qk(x, x)pfdx)p~(dx) = I l Z>k(x, x)pg(dx, dx). 
F F 

Minthogy 

(4. 5. 12) (f Qk(x, x)pa(dx, dx) = MgfÇ, \) = 0, 
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azért (1. (4 .5 .3) és (4.5. l l)-et) 

i — 1 
vk(<ö) = 2 вк{х, Ci(íü))^i(x, w)p((dx)-

(4 .5 .13) 

Qk(x, k)Pi~(dx, dx) = 
к 
l 

i=l 
2 Ok(x, íi(w))</,(.v, 5 ) - mk(x) )ps(dx). 

Most felső becslést akarunk adni az А/|^(со)| mennyiségre. 

к 
2 

i — 1 
M J J 2 Ok(x, Ci(co))<7i(x, w)-mk(x) p4 X P(dx, dw) Ш 

XxCl 

pk(x, w) - mk(x)I Pi X P(dx, dw) + 

(4.5.14) + íí 
Xxíl\(CuHk) 

К 
2 вк(х, Ci(oj))di(x, co)-pk(x, to) Pç X P(dx, dw) + 

Xxíl\(CuHk) 

- Я 1 
CuHk 

2 Qk{x, +(«>))diix, <3) 
i= 1 

p( X P(dx, dw) + . 

+ J I \mk(x)\PiXP(dx,dS). 
CuHu 

Rendre becsülni fogjuk a (4. 5. 14) egyenlőtlenség jobb oldalán szereplő össze-
adandókat. A Hk halmaz definíciójából közvetlenül következik, hogy (1. (4. 5. 9)-et) 

(4.5. 15) j J \pk (x, w) - mk (x)j pt X P(dx, dw)= Ô. 
X x П\(СиНk) 

Ahhoz, hogy a (4. 5. 14) összeg második tagját becsülhessük, először is megjegyez-
zük, hogy (1. (4. 4. 13)-at) 

(4. 5. 16) 
á-Ax, Ci(w)) 

К 
-qfx, w) = 

à -Ax, C, (Ö5)) y 

1 - ? ( * ) + ? 
(x, w) $ C. 

(4.5. 16) és (4. 5. 4)-ből 

Pk(x, 5 ) - 2 Qk(x, Ci(á))qÁx, 

(4. 5. 17) 

У 

к _ Гс 
2 вк (*,'Ci (jo)) -

?|(х, Ct(w)) 
К 

- q f x , w) 

l - r ( x ) + y ; f í 

x âd(x, Ci(w))ek(x, Ci(w)) 
X-J К 1 у (x) T y 

Rk( x , ù ) , (x, w) С С. 
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(4. 5. 17) és (4. 5. 9)-ből következik, hogy 

к 
2 0k(x> С,(й5))^,(х, 5 ) - fik(x, m) Я 

Xxíl\(CuHk) 

(4 .5 .18) = у Я \рк(х, <5)| 
1 -r(x (х) + У 

X x n \ ( C uH k ) 

ps X P(dx, dofXi 

р4 X P(dx, dw) = 

Felhasználva а (4. 5. 6) egyenlőtlenséget, а (4. 5. 5) definíciót és а (4. 4. 17) egyen-
lőséget, azt kapjuk, hogy a p4 mérték szerint majdnem minden x £ V értékre: 

(4. 5. 19) 

\mk(x)\ = j J a(i (x, x)Qk(x, x)pt(dx)\S 
Fx 

— ß J ай (x, x)p~ (dk) = ß[l - r (x)]. 

Ezért majdnem minden x £ X-re 

ö+\mk(x)\ ^ S + ß[l-r(x)] <5 
(4. 5. 20) 

1 — r(x) ő 
y + 1 — r ( x ) y + [ l - r ( x ) ] 7 + [ l - r ( x ) ] y + l - / - ( x ) y 

Alkalmazva (4 .5 .20 ) és (4 .5 . 18)-at, megállapíthatjuk, hogy 

íí 2 1 8 k ( x , C,(ù>))q.i(x, w)-pk(x, 5 ) 
;= í 

p* X P(dx, dm ) ^ 

(4. 5.21) X X Cl\(CuHk) 

i y [ j + ß] IPfdx) = 8 + yß. 

Foglalkozzunk most a (4. 5. 14) összeg harmadik tagjával. Megjegyezzük, hogy a 
(4. 4. 8) és a (4. 4. 13) definíciók értelmében 

(4. 5. 22) q,(x, <x>) = а ~(x, C;(m)) = 0, ha |p t (x , ÇfSï))\>ß. 

Minthogy 2 di(x, <w) = l (1. (4. 4. 14)-et), azért (4. 5. 22)-ből következik, hogy 

(4. 5. 23) 
к 

2 вк(х, Ci(œ))qi(x, m) 
i= 1 

s ß . 
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Mármost (4. 5. 23), (4. 5. 10) és (4. 4. 22)-ből következik, hogy 

(4. 5. 24) 

Jí 
Cu/ík 

2 Qk(x, £i(co))q,(x, m) 
i= 1 

Pp X P(dx, do>)^ 

ß[p, X P(C) + Pt X P(Hk)] + ß \_—ку2 + J • 

Végül (4. 5. 19), (4. 5. 10) és (4. 4. 22)-ből kapjuk, hogy 

Я (4. 5. 25) Ч ( х ) | p4 X P(dx, dœi)=L ß 
Г 2 4 . /?2-2 

Ay2 Kő2 

Egybevetve mármost a (4. 5. 14), (4. 5. 15), (4. 5. 21), (4. 5. 24), (4. 5. 25) egyenlőt-
lenségeket, megállapíthatjuk, hogy 

( l ß2\ 
(4.5.26) M\fk(S)\^2ö + yß + 2 PZ ^ ( j z + f z j -

Ezt a becslést a következő pontban használjuk fel. 

4. 6. A közleményekre vonatkozó alapiemma bizonyításának befejezése 

Emlékezzünk most vissza arra, hogy a korábbi pontokban rögzített összes 
mennyiségek a t indextől függtek. A ß, y, ô számoknak, amelyeket a megelőző 
pontokban tetszőlegeseknek tekintettünk, adjuk most a következő konkrét érté-
keket : 

(4. 6.1) 

Az ( 1 . 7 . 5 ) és (1 .7 .12) feltételekből, amelyeket lemmánkban kikötöttünk, 
valamint (4.6. l)-ből következik, hogy elég nagy t értékekre 

(4. 6. 2) 
m 

A (4. 1. 3), (4. 6. 1) definíciókból, a (4. 6. 2) egyenlőtlenségből, a felté-
telből és a (4. 4. 29) egyenlőtlenségből levezethető, hogy minden elegendően nagy 
f-re 

(4. 6. 3) „ -H4W) 
MQ'(w) ^ 1 — 2 1 0 0°. 
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Továbbá, a (4. 1. 3) definícióból, a (4. 6. 1) definícióból és a (4. 5. 26) becslés-
ből következik, hogy minden elegendően nagy t-re 

._ ~ -HHW)—-— 
(4 .6 .4) M\v'k(S})\^2 100°. 

Megjegyezzük, hogy a (4. 5. 1) és (4. 5. 3) definícióknak megfelelően 

= ,2 J e'k(x, Ci(5))?í(*, Z)p\ '(dx) + 

(4. 6. 5) 

+ I 8[(x, x)p£(dx, d x ) + [1 - Q ' ( 5 ) ] M ^ ( £ , О - МВ>К(Л, I ) . 

Xх X Х*\Гг 

Vegyük észre azt is, hogy 

8{(x, x)pF (dx, d x ) + [1 - Q'(Œ)}MQ[(Í, F) = 

Xх
 x X'\F{ 

(4. 6. 6) Q'k(x, x)p*-(dx, [l-ß'(5)]M0'({, Ô + 
Xх X Xx\Fx 

+ j j e[(x, x)p£ (dx, dx) + [ 6 4 5 ) - Q'(S>)] MQ[(f11). 

Minthogy a (4. 4. 28), (4. 4. 25), (4. 4. 10), (4. 1. 2) definíciók következtében 

6'(5)-e'(5) = \{r'(x)~?'(x)}px.(dx) = 
X' 

= - (>{(£, ï)£Fe\FJt = x)p\(dx) = 

(4. 6. 7) 

p£(dx, dx), 

tehát (4. 6. 6) járulékos tagjára fennáll, hogy 

(4. 6. 8) 

№ D X ) + [Q<(M) - Q'(M)]MQ'K(F L) = 

c ' ( M ' + l ) [g[(x, x) - Mo'k(ç, 0)p£(dx, dx) 
m t\b 
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Ezért (4. 6. 5), (4. 6. 6.), (4. 6. 8) és (4. 6. 4)-ből következik, hogy minden elegen-
dően nagy t-re, — bevezetve a 

S'k(S) = j j <?}(x, UcTjfq'.íx, œ)p\{dx) + 

Xе 

(4. 6. 9) л a 

mennyiségeket és az M| Sk(a>) — Mg'k{f £)| várható értékeket képezve, 

cHM'+n -H'W* 
(4.6. 10) M \ S ' k ( œ ) - M Q [ a , 0 \ — M|v{(5) | + K J ' 2 , 

ahol a = min (b, 1). (4. 6. 10)-ből és a lemma (1. 7. 5) feltételéből következik, hogy 
minden elegendően nagy t-re 

(4. 6. 11) P'{ max I Sk(œ) - M ^ f a , Ь\ > e} ^ ~ • 
к = 1 M 4 

Minthogy a fa', £') valószínűségi változók sorozata eleget tesz a { } reproduká-
lás-pontossági feltételnek, azért a (MQ\(Ç, С),..., МДГ

Мtfa, <f)) vektorra fennáll : 

(4. 6 .12) (Л/е< fa, I ) , . . . , Л / ^ f a , | ) ) € W . 

Ezért, a [ W ] c halmaz definíciója folytán a (4 .6 . 11) egyenlőtlenség azt fejezi ki, 
hogy minden elegendően nagy t-re 

(4. 6. 13) Í>'{(Si ( 5 ) , . . . , S M ( S ) ) € [W]c) ^ 1 . 

g 
A (4. 6. 3) egyenlőtlenségből * = ~ r n , , mellett és minden elegendően nagy t-re követ-

2000 
kezik, hogy 

(4. 6. 14) P'{Q(m) S 1 - 2 - * H W } S 

(4.6. 13) és (4 .6 . 14)-ből következik, hogy létezik legalább egy olyan S'0, hogy 

(4. 6. 15) ( 5 Í ( 5 0 ) , . . ^ ( 5 0 ) ) € [ Г ] £ , о) — 1 - 2 * H t o r ) 

egyidejűleg fennáll. Legyen most 

(4 .6 .16) x\ = Ci{œ0), q\{x) = q\{x, 5 0 ) , 

akkor oly változók rendszerét kapjuk, amelyek eleget tesznek a közleményekre 
vonatkozó alapiemma feltételeinek. 
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