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BevezetØs 

A f iz ika t öbb i d iszcipl ínÆjÆhoz hasonlóan , a t r anszpo r t fo lyama tok t e r m o -

d inamika i e lmØletØnek a l ap fe lada ta i a köve tkezıkØppen fog la lha tók össze: a 

f o l y a m a t o k a t leíró p a r a m Ø t e r e k megadÆsa ; e pa r amØ te r ek t Ø r - idıbeli evo-

lœciójÆt leíró di f ferenciÆ legyenletek fe l í rÆsa; a differenciÆlegyenletek a d o t t 

kezdet i Øs peremfel tØ te lek mel le t t nyer t megoldÆsa inak v izsgÆ la ta . A k ö v e t -

kezıkben e szempontok a l a p j Æ n kísØrel jük m e g az elmØlet röv id összefoglalÆ-

sÆt adni . 

Alapfogalmak, definíciók, jelölØsek 

VizsgÆla ta ink sorÆn k izÆró lag valós Ø r t Økekke l je l lemezhetı fizikai m e n n y i -

sØgekkel fogla lkozunk. Megkülönböz te tünk a szokÆsos Ø r t e l e m b e n ve t t ska lÆ r i s 

Øs vek to rmenny i sØgeke t . 

SkalÆris mennyisØgnek nevezzük Øs l a t in vagy görög b e t ß v e l je löl jük a lÆ-

hœzÆs nØlkül az olyan, egyet len valós s zÆmmal (Øs t e rmØsze tesen a megfele lı 

mØrtØkegysØggel) je l lemezhetı f izikai mennyisØgeket , m e l y e k ØrtØke a v o n a t -

koz ta t Æ s i koord inÆ ta rendszer t r anszformÆc ió iva l szemben invar iÆns . Ska lÆ r i s 

mennyisØgekre pØlda a V t Ø r f o g a t , a p n y o m Æ s , a p, kØmiai po tenc iÆ l stb. 

KözönsØges (fizikai Ø r t e l emben ve t t ) hÆ romdimenz iós vek to rmenny i sØg -

nek nevezzük , Øs egyszer a l Æhœzo t t lat in k i sbe tßve l j e lö l jük az olyan, h Æ r o m 

valós szÆmmal je l lemezhetı f iz ikai mennyisØgeket , m e l y e k r e fennÆl lnak az 

Xi = 2 t i k x ’ k + Ci (í = 1,2,3) (1) 
fc=í 

˝ ’ í , 7 œ = Æi/.’ (fe,j = 1,2,3) (2) 
i=i 

t r ansz formÆc iós összefüggØsek, ahol az x = {a^, x2,xs}, i l l e tve x’ = {x{, x’2, x’3] 

D E S C A R T E S fØle koord inÆ ta rendsze rben m e g a d o t t vek to rok je lent ik a t r a n s z -
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formÆció vØgreha j t Æ sa e lı t t i , ill. utÆni Æ l lapoto t , t,˜ Øs æ, (i, ê = 1, 2, 3) a 
t ranszformÆció t jellemzı együ t t ha tók , ill. addi t ív Æ l landók, dß pedig a KRO-
N E C K E R sz imbólum (dß = 1, h a j = k; djk = 0, ha]=j=k). KözönsØges vektor -
mennyisØgek pl . a v sebessØg, a p impulzus, az i e lektromos ÆramsßrßsØg s tb . 

Az így definiÆl t skalÆr is Øs vektormennyisØgeket szokÆs nullÆd-, ill. elsı-
rendß tenzormennyisØgnek is nevezni. MÆsod-, vagy a n n Æ l magasabbrendß 
tenzormennyisØgekkel e h e l y ü t t nem foglalkozunk. 

A formal izmus egyszerßsítØse cØljÆból cØlszerß lesz az abszt rakt vek to rok 
fogalmÆnak bevezetØse: 

/ -d imenziós vek tornak nevezzük, Øs egyszer a lÆhœzo t t latin nagybe tßve l 
jelöljük az f szÆmœ skalÆr is vagy vektormennyisØggel jel lemezhetı f izikai 
mennyisØgeket , minden t o v Æ b b i megszorítÆs nØlkül. Az / -d imenziós absz t r ak t 
vektorokat I x f , ill. fxl t í p u s œ mÆt r ixoknak t e k i n t h e t j ü k . HÆromdimenziós 
absztrakt v e k t o r n a k t e k i n t h e t j ü k pl. egy tökØletes gÆz \p, T, V} �Æ l lapotvek-
t o r Æ t " ; / - d i m e n z i ó s absz t rak t vektor e g y / k o m p o n e n s ß elegy N, molÆris kon-
centrÆcióiból a lkotot t N = {N1 . . . N f } v e k t o r , vagy ugyanezen elegy kompo-
nenseinek Vi sebessØgeibıl a l k o t o t t V = {v1 . . . vj\ sebessØgvektor. 

A definícióból ny i lvÆnva ló , hogy m i n d e n fizikai Ø r te lemben ve t t vek to r 
egyben absz t r ak t vektor is, de fordítva ez n e m szüksØgkØppen igaz. Eszer in t az 
a lÆbbiakban abszt rakt v e k t o r o k r a k i m o n d o t t összefüggØsek közönsØges vek-
torokra is ØrvØnyesek. 

Ér te lmezzük most a vek torokon vØgezhetı a lapmßvele teket a vek to rok 
koordinÆtÆi segítsØgØvel; legyenek X = {A^ . . . ,Xf}, Y = ( 1 / , . . . ,Yj\ / -d i -
menziós v e k t o r o k . 

X + Y=Z; Z= { X i i Y x . . . , Xj± Yf}. (3) 

SkalÆrral va ló szorzÆs: 

IX = Z; Z = {XXx . . . ).Xf}. (4) 

K Ø t vektor skalÆris (belsı) szorzÆsa: 

X - Y = 2 X í Y ˝ . (5) 
i=i 

AbszolœtØrtØk (modulus) k Ø p z Ø s : 

|X| = ( X - X ) 1 ’ 2 . (6) 

A vektor iÆ l i s (külsı) szorzÆs t 3-dimenziós vektorokra a következıkØppen 
Ørtelmezzük: 

X X Y = Z; Z — X 2 Y 3 - X 3 Y 2 , X x Y 3 �X 3Y l 5 X 1 Y 2 � X 2 Y l . (7) 
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A közönsØges vek torok k ö r Ø b e n ezeknek a mßve le t eknek sa j Æ to s geo-

me t r i a i jelentØs t u l a j d o n í t h a t ó . E b b e n a kØ rdØsben , va l amin t a vek to r i m ß v e -

le tek a r i t m e t i k Æ j Æ n a k Øs a l g e b r Æ j Æ n a k egyØb kØrdØseiben az idevona tkozó 

i roda lomra u t a l u n k . 

Mielıtt t o v Æ b b h a l a d n Æ n k , röv iden beszØ lnünk kell a � t Ø r " szónak a 

m a t e m a t i k a i Øs f i z ika i i roda lomban hasznÆ la tos többfØ le je lentØsØrıl . A t Ø r -

nek min t az a n y a g egyik a l apve tı lØtezØsi f o r m Æ j Æ n a k foga lmÆ t (a mÆsik az 

idı) a f iz ika, a t ö b b i t e r m Ø s z e t t u d o m Æ n y h o z hason lóan , Æ tvesz i a f i lozóf iÆból . 

A mozgÆsok tØ rbe l i s a j Æ t sÆga inak v izsgÆ la tÆ t a f iz ika va lame ly v o n a t k o z t a t Æ s i 

r endszerben v e t t h e l y k o o r d i n Æ t Æ k , ill. az ezekbıl a lkoto t t he lyvek to rok segít-

sØgØvel vØgzi. K o o r d i n Æ t a r e n d s z e r k Ø n t mi k izÆró lag egyenesvonalœ , derØk-

szögß (ÜESCARTES-fØle) koo rd inÆ t a r endsze r t fogunk hasznÆln i , ame lyben 

a he lyvek to r t r = {x, ó , z} m ó d o n je lö l jük . 

A m a t e m a t i k Æ b a n g y a k r a n hasznÆ la tos az a b s z t r a k t tØ r foga lma : 

A b s z t r a k t t Ø rnek nevezünk m i n d e n olyan h a l m a z t , amelyben def in iÆ lva v a n 

az elemek konve rgenc i Æ j Ænak f o g a l m a . ˝gy pl . a valós szÆmegyenes a b s z t r a k t 

t Ø rnek t e k i n t h e t ı a szokÆsos Ø r t e l emben v e t t konvergenc ia foga lomra nØzve . 

Az t , hogy az {V"5} (n = 1,2 . . . ) elemek so roza ta egy x e lemhez konvergÆ l , 

így je lö l jük : 

l im {*<">} = x . 

Az f -d imenziós absz t r ak t v e k t o r o k h a l m a z a a b s z t r a k t tØ r rØ t e h e t ı 

o lykØppen , hogy Ør te lmezzük b e n n e a konve rgenc iÆ t , pl. a kØzenfekvı 

lim = X akkor Øs csak a k k o r , ha lim {X/")} = X,- . 
~ ~ n-*~ (ö) 

(i = ! � � � / ) 

m ó d o n (koo rd inÆ t ÆnkØn t i konvergencia) . 

Az elızı k Ø t je len tØsen felül a f i z ikÆban a t Ø r szót mØg egy t o v Æ b b i Ør te-

l emben is h a s z n Æ l j Æ k . Valamely x skalÆris , v a g y X vek to rmenny i sØg te rØ rı l 

beszØlnek abban az ese tben , ha x, ill. X az r h e l y v e k t o r f ü g g v Ø n y e ; x = x ( r ) , 

X = X ( r ) . A z a v a r elkerülØse Ø rdekØben ez ese tben szokÆs az idegen nyel-

vek m i n t Æ j Æ r a a t Ø r ( R a u m , space) szó he lye t t a mezı (Feld, f ield) szót a lkal-

mazn i , de ez, s a jnos , nem Æ l t a l Ænosan e l fogado t t , sıt, b izonyos szókapcso-

l a t o k b a n ( tØre lmØle t , t Ø rmenny i sØgek , erıtØr s tb . ) nem is h a s z n Æ l j Æ k . 

Ezek u t Æ n t e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ı def in íc ió t : 

Absz t r ak t f ü g g v Ø n y n e k , v a g y o p e r Æ t o r n a k nevezünk egy olyan lekØpzØs t , 

ame ly egy a b s z t r a k t t Ø r minden e lemØnek egyØ r t e lmßen megfele l te t i egy absz t -

r a k t t Ø r va lamely e l emØ t . A szereplı k Ø t a b s z t r a k t t Ø r lehet azonos vagy kü lön-

bözı; az egyØr te lmßsØg nem fe l t Ø t l enü l kölcsönös. Tek in t sük pØ ldakØn t a vek-

to rok [6] a la t t de f in iÆ l t abszolœ tØ r tØk kØpzØsØ t . E z az operÆció egy v e k t o r t Ø r 

m inden elemØnek egyØr te lmßen megfele l te t i a va lós szÆmok t e r Ønek egy e lemØt . 
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Minden v e k t o r n a k egy Øs csak egy abszo lœ tØ r t Øke v a n , de nemcsak egy ( h a n e m 

vØg te len sok) azonos abszolœt Ø r t Ø k ß v e k t o r lØtezik. 

A v e k t o r t e r e k közö t t m ß k ö d ı ope rÆ to rok egyik legegyszerßbb ese te egy 

f- Øs egy g-dimenziós v e k t o r t Ø r közö t t i homogØn , l ineÆris ope rÆ to rkapcso l a t , 

ame lye t egy fxg t í pusœ m Æ t r i x r ep rezen tÆ l . SpeciÆlisan, h a f = g, a k k o r az 

f x f t í p u s œ nØgyze tes mÆ t r i xok az / -d imenz iós vek torok h a l m a z Æ t ö n m a g Æ b a 

kØpez ik le a m Æ t r i x s z Æ m í t Æ s mßve le t i szabÆ lya i szer int . Legyen X = {X,} 

(i � l, . . . / ) / - d i m e n z i ó s vek to r , A = {Aíft| (i,k,= l, . . . , f ) f x f t í pusœ nØgyze-

tes m Æ t r i x , akko r 

A - X = Y ; Ó = j f£Aik XftJ (i = 1. . . / ) . (9) 

Egy igen j e len tıs , Øs a kØsıbb iekben g y a k r a n hasznÆ l t ope rÆ to r à V 

HAMiLTON-fØle, v a g y nabla operÆ to r . À V ope rÆ to r d i f fe renciÆ loperÆ tor , amely 

3-dimenziós v e k t o r k Ø n t t e k i n t h e t ı : 

V = { 9 / 9 X . Ý/Ýó, Ý/Ýª} ? azaz komponense i a h Æ r o m t Ø r k o o r d i n Æ t a szerint i 

parciÆ l is d e r i v Æ l t a k a t j e len t ik ; V a t Ø rmennyi sØgek (skalÆris vagy v e k t o r -

mezık) tØrbel i i nhomogen i t Æ sÆ t k i fe jezı operÆ tor . Legyen a = a ( r ) egy 

skalÆr is , Ł = Ł ( r ) egy vek to rmezı . E k k o r 

g rad a = V a = 
9 à ä à ä à 

Ý x äó dz 

8 u j ( 9 u2 ! 9 u 3 
= = + (10) 

~ ~ ~ 9 x 9 ó 9 ª 

ro t è = V x è 

a kØrdØses mezı gradiense, d ivergenc iÆ ja Øs ro tÆc ió ja . À V operÆ to r ra l va ló 

szÆmolÆsra Ø rvØnyesek az elemi dif ferenciÆlÆs i szabÆlyok, pl. 

V(« + 6) = Va + Vb 

VAa = À V a (A = kons t ans ) (11) 

V(ab) = aVb + bVa 

s tb . , ahol a Øs b t e t szØs szerint j e l en the t skalÆris vagy vek to rmenny i sØgeke t , 

Øs m i n d e n ü t t az Ør te lemszerßen megfelelı szorzÆsjel Ø r t endı . 

À V ope rÆ to r ra l k a p c s o l a t b a n meg kell eml í t enünk a hÆ rom a l a p v e t ı 

in teg rÆ l t Ø t e l t : 

J V a dV = a dü 
V 

j V � Ł d L = |Ø� Ł � d ß (GAUSS tØtele) (12) 
í> 

V 
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ahol V a tØ r tetszıleges t a r t o m Æ n y a , Qv az ezt hu rko ló zÆr t fe lület , dQ ped ig 

a kü l sı normÆlis i r Æ n y b a n i r Æny í to t t felületelem. 

I t t jegyezzük m e g , hogy az ope rÆ to roka t í r o t t n ag y b e tß v e l , vagy egyes 

e s e t e k b e n hagyomÆnyos , speciÆlis sz imbólumokka l , a m Æ t r i x o k a t kØtszer alÆ-

h œ z o t t l a t in n a g y b e t ß k k e l fogjuk jelölni . 

Ezze l a m a t e m a t i k a i a lapfoga lmak Æ t t ek in t Ø sØ t befe jezzük, Øs ismØt fel-

h í v j u k a f igyelmet a megado t t i roda lomra . 

A t e r m o d i n a m i k Æ b a n a f iz ika i mennyisØgek egy t o v Æ b b i a lapve tı fel-

osztÆsa szokÆsos. J e l ö l j ö n S egy a n y a g i rendszer t , akkor AS je lö l jön egy o lyan 

anyag i rendszer t , a m e l y A-szor a n n y i anyagot t a r t a l m a z , m i n t S, az S-sel te l -

jesen azonos Æ l l a p o t b a n (ez a megalapozÆs s emmi esetre sem t e k i n t h e t ı eg-

z a k t n a k , de szemlØletes, Øs ezÆl ta l e lke rü lhe t jük a bonyolu l t m a t e m a t i k a i 

okfe j t Ø seke t ) . A r e n d s z e r t jel lemzı fizikai mennyisØgeket je löl je A ( S ) . . . 

ót (S) . . . s tb. Egy A ( S ) mennyisØget t e rmod inamika i ex tenz ív mennyisØg-

nek nevezünk , ha 

A(XS) = XA(S); (13) 

egy x ( S ) mennyisØget t e r m o d i n a m i k a i intenzív menny i sØgnek nevezünk , h a 

a(XS) = a(S), (14) 

azaz az extenzív mennyisØgek Ø r tØke a rendszerben foglalt a n y a g mennyisØgØ-

vel a r Æ n y o s , míg az in tenz ívekØ függe t l en at tól . Mind az ex tenz ív , mind az in-

tenzív mennyisØgek l ehe tnek skalÆr is vagy vek to rmenny i sØgek . SkalÆris ex-

tenzív mennyisØgek az m tömeg, a Q tö l tØs , az U belsı energia s tb . , vektorÆ l i s « 

pl. a p impulzus; ska lÆ r i s intenzívek a T abszolœt hımØrsØk le t , a g sßrßsØg, 

vek torÆ l i s intenzív mennyisØgek pl . a Qp e lekt romos d ipo lusnyomatØk sßrßsØg. 

Az extenzív Øs in tenz ív mennyisØgek szerepØrıl a t e r m o d i n a m i k a fel-

Øp í tØsØben , va lamin t t o v Æ b b i osz tÆ lyozÆsukról , a köve tkezı p o n t b a n lesz 

szó. 

MØrlegegyenletek 

M i n t azt a beveze tØsben megÆ l l ap í to t tuk , az elsı fe lada t az anyagi r end -

szereket t e rmod inamika i l ag leíró p a r a m Ø t e r e k m e g a d Æ s a . A kØrdØs œgy is fel-

t e h e t ı : mi lyen ada tok i smere tØben t e k i n t h e t ı a d o t t n a k egy rendszer? Az a n y a g 

vØgte len sokrØtßsØge, a lehetsØges kö lcsönha tÆsok vØgte len sokfØlesØge m i a t t 

a kØ rdØs így nem vÆ la szo lha tó meg. H a azonban egyszerre csak vØges sok köl-

csönha tÆs ró l k í v Æ n u n k beszÆmolni , akkor mÆr r e m Ø l h e t j ü k , hogy a kØrdØsre 

Ø rdembel i vÆlaszt k a p h a t u n k . 

Az anyagi r endsze reke t t e rmod inamika i s zempon tbó l t ek in tve , m inden 

kö lcsönha tÆs i fo rmÆhoz a rendszer egy extenzív mennyisØge t a r t o z i k . í g y p l . 

3* MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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a gravitÆciós kö lcsönha tÆshoz az m tömeg , az e lek t rosz ta t ikus kölcsönhatÆshoz 

a Q töltØs, a k Ø m i a i reakciókhoz az n, k o m p o n e n s molszÆmok, a h ı h a t Æ sh o z az 

S entrópia s t b . A megfelel te tØs kölcsönös, azaz minden extenzív mennyisØghez 

t a r toz ik egy kölcsönhatÆs i f o r m a . 

Tek in t sünk elıször h o m o g Ø n , egyensœlyi rendszereke t . A m o n d o t t a k 

Ør te lmØben, h a a rendszer t n szÆmœ kölcsönha tÆs ra nØzve k í v Æ n j u k leírni , akkor 

a rendszer n szÆmœ függe t l en extenzív mennyisØg, Ax . . . An, i smere tØben 

a d o t t n a k t e k i n t h e t ı . 

Ahhoz, h o g y inhomogØn, nem egyensœlyi rendszereke t is t Æ r g y a l h a s s u n k , 

b e kell v e z e t n ü n k a fa j lagos mennyisØgek Øs a sßrßsØgek foga lmÆ t . H a az n 

s zÆmœ ex tenz ív pa r amØ te r ek közül k ivÆ l a sz tunk egye t , Øs az összes többi t 

e losz t juk ennek ØrtØkØvel , a k k o r n 1 s zÆmœ in tenzív mennyisØghez j u t u n k , 

amelyeket a kØsıbbiekben bevezetØsre ke rü lı œn. va lód i in tenzív mennyisØ-

gektıl való megkü lönböz te t Ø sü l fa j lagos mennyisØgnek nevezzük. Leggyakrab-

b a n a f a j l agos í t Æ s t az m t ö m e g vagy a V t Ø r foga t szer int vØgezzük. Je lö l jük 

az A, extenzív mennyisØgnek a tömeg szer int f a j l agos í to t t Ø r tØkØt a , -ve i ; homo-

gØn rendszer esetØben à, = Aijm. Az A, t Ø r foga t szer int f a j l agos í to t t Ør tØkØt 

az i-ik ex tenz ív mennyisØg sßrßsØgØnek nevezzük , Øs g0 í-vel j e lö l jük ; homogØn 

rendszerekben ðä ( = A,[V = q a , . A fa j l agos mennyisØgek Øs a sßrßsØgek 

m o s t mÆr inhomogØn rendszerek lokÆlis jel lemzØsØre is h a s z n Æ l h a t ó k ; ilyen-

k o r fennÆll , h o g y 

a m i a lokÆlis sßrßsØgek, ill. f a j l agos mennyisØgek def in íc ió jakØnt is t ek in the tı , 

g-val a t ö m e g sßrßsØgØt j e lö l jük . 

A makroszkop ikus t e r m o d i n a m i k a egyik a lapve tı p o s z t u l Æ t u m a a lokÆlis 

egyensœly h ipotØz ise : n e m egyensœlyi r endszerekben a homogØn , egyensœlyi 

rendszerekre def in iÆ l t mennyisØgek lokÆl isan lØ teznek, a r Æ j u k fennÆl ló összefüg-

gØsek lokÆl isan Ø rvØnyben m a r a d n a k . ( K ü l ö n kØrdØs , hogy hogyan kell Ørtel-

meznünk a � lokÆ l i s " je lzıt ; ezen � egyszerßen szólva � egy a k k o r a t Ø r t a r t o -

m Æ n y Ø r tendı , amely e legendıen kicsiny ahhoz, hogy egyet len p o n t k Ø n t kezel-

j ü k , de e legendıen nagy ahhoz , hogy a n n y i moleku lÆ t t a r t a l m a z z o n , hogy 

benne a s t a t i sz t ikus tö rvØnyszerßsØgek Ø rvØnyre j u tha s sanak . ) E n n e k a lap jÆn 

k i j e l e n t h e t j ü k , hogy egy inhomogØn , nemegyensœ ly i rendszer t egyØr te lmßen 

j e l l emezhe t jük tömegØvel v a g y t Ø r foga t Æva l , va l amin t az f = n 1 s zÆmœ fenn-

m a r a d ó ex t enz ív mennyisØg fa j lagos Ø r tØke inek , ill. sßrßsØgeinek a rendszer 

minden p o n t j Æ b a n m e g a d o t t Ør tØkeivel . H a f o l y a m a t o k a t v izsgÆ lunk , akkor 

a tØrbeli eloszlÆs mellet t az idıbeli vÆ l tozÆsokra is k ívÆncs iak v a g y u n k , így 

vØgül is a r endszer tel jes l e í rÆsÆ t az 

( 1 5 ) 
V V 

m = m (t); a, = à,- (r> t) (£ = 1 , . . . , / ) , (16) 
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v a g y a 

V = V (t); QAf = åë, (r, t) (i = 1 , . . . , / ) (17) 

egyenletek je lent ik . 

HelyezkedjØk el vizsgÆlt r endszerünk a tØ r egy l e z Æ r t felület tel ha tÆro l t 
V t a r t o m Æ n y b a n . Valamely A ex tenz ív mennyisØg tel jes idıbeli megvÆl tozÆsa 

a rendszerben 

d A(V) 

d t 
= Ja(fi*) + Qa(V), (18) 

ahol JA(Qv) az A mennyisØgnek a rendszer üv ha tÆr fe lü le tØn Æ t Æ r amló f luxusa 
a beÆramló mennyisØget poz i t ívnak , a k iÆ ramló mennyisØget nega t ívnak vØve; 
Qa(V) pedig ./4-nak à V t a r t o m Æ n y b a n keletkezı f-j-), vagy e l tßnı (�) 
mennyisØge, a szokÆsos szóhasznÆla t ta l Ølve, forrÆsa vagy nyelıje . A [18] 
egyenletet az A extenzív mennyisØgnek à V t a r t o m Æ n y b a n ve t t globÆlis (integ-
rÆlis) mØrlegØnek nevezzük. 

Hogy Æ t tØ rhessünk a lokÆlis í r Æ smódra , vezessük be az A extenzív mennyi-
sØg j a Æ ramsßrßsØg vek to rÆnak Øs îä forrÆssßrßsØgØnek foga lmÆt ; az elıbbi 
az egysØgnyi idı a la t t , egysØgnyi fe lü le ten , a felületre merılegesen Æ t Æ ramló 
A mennyisØgØt , u tóbbi pedig az egysØgnyi t Ø r foga tban egysØgnyi idı a la t t 
keletkezı, v a g y e l tßnı A mennyisØgØt jelöli . A [18] mØrlegben szereplı mennyi-
sØgek ezzel, v a l a m i n t [15] f igyelembevØte lØvel 

= J - L A ˝ V = r ^ d F = ˝ - M d p = 
dí dí J J dí J dt 

e - ^ - d F , (19) 
dt 

ahol a legutolsó lØpØsben fe l tØ te lez tük , hogy a rendszer q sßrßsØge idıben Æl-
l andó ; 

Ja (®v)  = - K L A * D ß = - F V � j a D V , ( 2 0 ) 
~ v 

ahol a mÆsodik lØpØsben a [ 12 -FC] G A U S S t Ø t e l t hasznÆl tuk fel, vØgül 

Qa(V) = S<>a d œ . (21) 
v 

A [19], [20] Øs [21]-ben szereplı vØgsı kifejezØseket egyetlen integrÆl lÆ ren-
d e z h e t j ü k : 

í e - ^ - + V - j A - a J d F = 0, (22) 
1 dt 

3* MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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ami a V t a r t o m Æ n y tetszıleges v o l t a mia t t csak œgy Æ l lha t , h a 

dt ~ 

vagy i s (23) 

d a � . 
e � ü V j A = aA, 

dt ~ 

ami az A extenzív mennyisØgre v o n a t k o z ó lokÆlis (differenciÆlis) mØrlegegyen-

let szokÆsos a l ak j a . 

Tekin tsük [23] kØ t lØnyeges speciÆlis e se t Ø t : 

a) ha da/dt = 0, akkor a r endszer s tacioner . Az erre, az œn . � s t e ady s t a t e " 

ese t re vona tkozó egyenle t ny i lvÆnva lóan 

V � l A = î A , (24) 

b) ha a A = 0, a k k o r a t Ø r fo r rÆsmentes , i lyenkor 

da � . 

˝ à v a l a m e l y A ex t enz ív mennyisØgre a A = 0 m i n d e n ese tben azonosan f enn -

Æll , akkor A-t m e g m a r a d ó mennyisØgnek nevezzük , Øs [25] i lyenkor a meg-

m a r a d Æ s i egyenlet lokÆlis a l a k j a . 

Gondol juk m o s t meg, m i t je lentenek a [23] mØrlegegyenletek e rede t i 

p rob l ØmÆnk mego ldÆsa szempon t j Æbó l . Keressük a megoldÆs t [16] szer in t . 

T e g y ü k fel, h o g y r endsze rünk össztömege Æ l l andó . A fe l ada t ekkor t e h Æ t a 

f e n n m a r a d ó n 1 s z Æ m œ ex tenz ív mennyisØg a, (i = l, . . . ,n 1 ) fa j lagos Ør tØ-

k Ø n e k hely- Øs idıfüggØsØ t megadn i . Ehhez a [23] mØrlegek n 1 szÆmœ diffe-

renciÆ legyenletek szo lgÆ l t a tnak . A megoldÆshoz a z o n b a n ismerni kellene a j ä, 

Æ ramsßrßsØgek Øs a a A . for rÆssßrßsØgek Ø r tØke i t a hely Øs az idı függvØnyØ-

ben . A a A j fo r rÆssßrßsØgekrı l m Ø g fe l t Ø t e l ezhe t jük , hogy azok a hely Øs az idı 

elıír t a A . = î A . ( r , t ) függvØnye i , de a j A i Æ r amsßrßsØgeke t m Æ r s emmikØppen 

sem í r h a t j u k elı az a, Ør tØkek i smere te nØ lkül , hiszen jól t u d j u k , hogy à f l u x u -

sok lØtezØse Øs m Ø r t Ø k e Øppen az a, Ør tØkek t Ø rbe l i eloszlÆsÆval kapcso la tos , 

nevezetesen pl. h o m o g Ø n eloszlÆs esetØn a r endsze rben Æ r a m o k n incsenek . 

˝ g y a fe ladat m o s t az, hogy megkeressük az f = n 1 szÆmœ A j extenzív jAj 

Æ ramsßrßsØgei Øs az a, fa j lagos Ør tØkei közö t t i összefüggØst , ami t a mØrleg-

egyenle tekbe he lye t t e s í tve az a ,- ikre mego ldha tó d i f ferenciÆ legyenle t - rendszer t 

n y e r h e t ü n k . 
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A Gibbs relÆció Øs következmØnyei 

Az extenzív mennyisØgek Øs kö lc sönha tÆ s i f o r m Æ k közöt t i kölcsönösena 

e g y Ø r t e l m ß hozzÆrendelØs t a t e r m o d i n a m i k a GiBBS-fØle relÆciója fe jez i ki kvan 

t i t a t í v f o r m Æ b a n . E szer int a rendszer U belsı ene rg i Æ j Ænak dU megvÆl tozÆs-

a t ö b b i Ai ( \ = / , . . . , / = n � ̋ J ex tenz ív mennyisØg <L4, megvÆl tozÆsaival a 

dU = j p r f d A i (26) 
1=1 

a l a k b a n í rha tó fel, ahol a 

(; = ! , . . . , / ) (27) 
ä Aj Aj = Æ l l andó (j Ô i) 

mennyisØgeke t az A j ex tenz ív mennyisØgekhez energ iakØpben konjugÆl t 

in tenz ív mennyisØgeknek (vagy / * - p a r a m Ø t e r e k n e k ) nevezzük. í g y pl. az S 

en t róp iÆhoz k o n j u g Æ l t Ã*-paramØter a T abszolœt hımØrsØk le t , a / t Ø r f o g a t h o z 

a p nega t ív elıjellel v e t t nyomÆs , egy r t -komponensß elegy fe-adik komponen-

sØnek nk mólszÆmÆhoz a pk kØmia i potenciÆl t a r t o z i k / " " -pa ramØte rkØn t . 

Ezek re a mennyisØgekre t e h Æ t a G I B B S relÆció a 

d t / = T d S pdV + £ pkdnk (28) 
k= 1 

a lakban í rha tó fel. [28]-ból ny i lvánva ló , hogy a G I B B S re láció könnyen átrendez-
h e t ı œgy, liogy a dS en t róp iavÆ l tozÆs legyen explicit módon k i f e j ezve : 

dS =�dU + (29) 
T T t=i T 

A [26] Æ l ta lÆnos a lak m i n t Æ j Æ r a : 

dS = (30) 
i=i 

ahol most à / , - k az A j extenzív mennyisØgekhez en t róp i akØpben konjugÆ l t 

i n t enz ív mennyisØgek ( / - p a r a m Ø t e r e k ) . Ny i lvÆnva lóan 

1 / * 
/ � = � , e g y Ø b k Ø n t /,- = � . (31) 

A G I B B S relÆció [26] Øs [30] f o r m Æ i a lap jÆn m e g a d h a t j u k a t Ø r foga t - Øs 

idıegysØgre vona tkozó a l akoka t is; energ iakØpben: 

MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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i r f X Y , (32) 
dí f t 1 dí 

en t róp i akØpben : 

dí dí 

ahol è a belsı energ ia , s az en t róp ia fa j lagos Ø r t Øke . Igen t ö m ö r a l a k b a n í rha t -

j uk fe l a G I B B S r e lÆc ióka t à Ã* = {U*}, Ã = { - ˆ ; } , à = {à,} / -d imenziós 

a b s z t r a k t vek torok bevezetØsØvel : 

= ( 3 4 ) 
dt ~ dí 

= (35) 
dí ~ dí 

A fentiek a l a p j Æ n ny i lvÆnva ló az energia- Øs en t róp iakØpek viszonya 

Øs e g y m Æ s b a t r a n s z f o r m Æ l h a t ó s Æ g a . EzØr t a t o v Æ b b i a k b a n megelØgszünk az 

egyik � mindig az a d o t t v o n a t k o z Æ s b a n többe t m o n d ó � k Ø p v izsgÆ la tÆva l . 

A következı k Ø r d Ø s az e x t e n z í v mennyisØgek faj lagos Ø r t Øke i , ill. sßrß-

sØgei, va l amin t a Ã*, ill. G - p a r a m Ø t e r e k közöt t i összefüggØs. E r r e vona tkozó-

lag m Æ r nem a d h a t ó k meg olyan Æ l ta lÆnos Ø r v Ø n y ß összefüggØsek, min t az 

a,-k Øs ðº,-Œ, ill. a G*-ok Øs G,-k közö t t , h a n e m a kØrdØses összefüggØsek a 

v izsgÆ l t rendszer a n y a g i sa jÆ tossÆga i tó l függenek. Mivel ezek az összefüggØsek 

a r e n d s z e r t je l lemzı kØtfØle pa ramØ te rc sa l Æd k ö z ö t t egyensœ lyban is fennÆl l-

n a k , ezØr t a t e r m o s z t a t i k a t Æ r g y k ö r Ø b e t a r t o z n a k , a t e r m o s z t a t i k a anyagi , 

v a g y kons t i t u t ív egyenleteinek n e v e z h e t j ü k ı k e t . Az összefüggØseket ma te -

m a t i k a i l a g egy o p e r Æ t o r í r ja le, a m e l y az à Øs a G*, ill. Ã v e k t o r t e r e k k�z� t t 

t e r e m t kapcso la to t : 

o = À Ã = À* Ã* . (36) 

H a fel tesszük, hogy a lekØpzØs kölcsönösen egyØr te lmß, azaz a Ã* (ill. Ã ) 
p a r a m Ø t e r e k v a l a m e l y ha lmazÆhoz az a,-k egy Øs csak egy h a l m a z a t a r t o -

zik, ez m a t e m a t i k a i l a g azt j e l en t i , hogy lØ teznek az A, ill. A* operÆ torok 

A - 1 , ill. A * - 1 i nverze i , melyekre 

G = À " 1 à; Ã* = A * - 1 a. (37) 

Az A, A*, A - 1 , A * - 1 ope rÆ to rokka l szimbolizÆl t összefüggØseket a gya-

k o r l a t b a n a k lassz ikus t e r m o d i n a m i k a ( t e rmosz ta t ika ) Æ l lapotegyenle te i szolgÆl-

t a t j Æ k , melyek kü lönbözı anyagmode l lekre v o n a t k o z n a k . í g y pl. tökØle tes 

g Æ z o k r a v o n a t k o z ó a n a 
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Æ l t a lÆnos gÆz tö rvØny a q t ömegsß rßsØg Øs a p, T Ã*-paramØterek k ö z ö t t mond 

k i összefüggØst (R a gÆzÆl landó, M a moleku lasœ ly ) ; az ideÆlis e legyekre vona t -

kozó 

_ B l . = J ^ + fllnc, (39) 

Rk 
összefüggØst a - y - .ˆ-paramØter Øs a ck = m/ (/m t ö m e g t ö r t (a fc-adik kompo-

nens fa j lagos t ömege közö t t t e r e m t k a p c s o l a t o t . A t o v Æ b b i a k b a n fe l tØ te lezzük , 

h o g y a vizsgÆl t rendszermodel l re az Æ l lapotegyenle tek rendelkezØsre Æl lnak, 

t e h Æ t az A, A*, A - 1 , A * - 1 o p e r Æ t o r o k a t i smer jük . 

[34], [35] Øs [37] a l ap j Æn most m Æ r ki t u d j u k fe jezni a belsı energia , ill. 

az ent rópia megvÆ l tozÆsÆ t az a, f a j l agos Ø r t Økek segítsØgØvel: 

= . A - i « , (40) 
dí dí 

ds d a 
�À * à . (41) 

dí dí 

T Ø r j ü n k m o s t vissza a mØr legegyenle t [23] a la t t i lokÆlis a l a k j Æ r a . Egy-

rØszrıl ny i lvÆnva ló , hogy [23] k ö z v e t l e n ü l a lka lmazha tó pl. az s fa j lagos 

e n t r ó p i Æ r a : 

í ? ~ + V - j s = crs. (42) 
dí ~ 

MÆsrØszrıl a [33] GIBBS egyenle tbe [23] a l ap jÆn behe lye t t e s í tve a ’ 
dí 

d i f f e renc iÆ lhÆnyadosoka t , k a p j u k , hogy 

= (43) 

d í ß ~ ’ 

Az egyenlet j o b b oldalÆn n Ø h Æ n y m a t e m a t i k a i Æ t a l ak í t Æ s t v Ø g e z h e t ü n k : 

i= 1 ~ i=I ~ ˝=1 

2 r i l - ˝ A = Z - M A ) - j \ - i r , ] = (44) 
í=l ~ i = 1 ~ ~ 

- + 2 l a X f ˝ = - X - 2 4 A < + 2 ˝ A , X r i -
(=1 í=l i = l ~ í=1 ~ 

3* MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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Az Æ ta l ak í t Æ sok sorÆn a s z u m m a jel f e l b o n h a t ó s Æ g Æ t Øs a V o p e r Æ t o r r a 

v o n a t k o z ó [11] azonossÆgoka t hasznÆ l tuk ki. VØgül is [43] a 

e •4r  +  X ••  24A =  2r, aA  + 2  LA •  • <45) 

a t i = i i=1 1 = i 

a l akba í rható . [42] Øs [45] összehasonl í tÆsÆból kØzenfekvık a 

is  = 24A <46> 
Øs a 

as = 2 °a + 2 LA ' ~ < 4 7 ) 
í=i í=i ~ 

Ør te lmezØsek. [46] szer in t t e h Æ t m inden egyes A j ex tenz ív mennyisØg t r a n s z -

p o r t j a a hozzÆ k o n j u g Æ l t / % ï å Œ megfelelı m Ø r t Ø k b e n j Æ ru l hozzÆ az en t róp i a 

t r a n s z p o r t j Æ h o z . [47] szerint az en t rópia fo r rÆssßrßsØge k Ø t rØszbıl t e v ı d i k 

össze: egyrØszt m i n d e n egyes A, ex tenz ív menny i sØg keletkezØse, ill. e l tßnØse 

a hozzÆ kon jugÆ l t F , -nek megfelelı m Ø r t Ø k ß en t róp i a keletkezØsØvel , ill. el-

tßnØsØve l j Æ r ; mÆs rØ sz t pusz t Æn az a t Øny , hogy a r endsze rben a F - p a r a m Ø t e r e k 

inhomogØn eloszlÆsa mel le t t a megfelelı ex t enz ív mennyisØgek t r a n s z p o r t j a 

j Æ t s zód ik le, e g y j Æ r u l Ø k o t ad az en t róp ia fo r rÆ shoz . 

[47] kØ t t a g j Æ n a k fizikai je lentØsØ t i l letıen e m l Ø k e z t e t n ü n k kell a klasszi-

k u s t e r m o d i n a m i k Æ b a n ( t e rmosz ta t ikÆban) hasznÆ l a to s � k v Æ z i e g y e n s œ l y i " 

v a g y �reverz ib i l i s" f o l y a m a t f oga lmÆra . Az így neveze t t f i k t í v f o l y a m a t o k r ó l 

fe l tØ te lezzük, hogy csupa egyensœly i Æ l l apo ton keresz tü l , in f in i tØz imÆl i san 

k ics iny lØpØsekben m e n n e k vØgbe . B e l Æ t h a t j u k , h o g y [47] j obbo lda l Ænak elsı 

t a g j a i lyen f o l y a m a t o k r a is Ø rvØnyes , a mÆsod ik t a g j a a z o n b a n az egyensœ ly 

fe l tØ te le mia t t m i n d k Ø t t Ønyezı e l tßn ik . I lyen Ø r t e l emben a s [47]-beli f e lbon t Æ sa 

egy 

arev. = J j n O A i ( 4 8 ) 

i=l 
reverzibi l is Øs egy 

"tw = 2 ˝ A - l r > (49) 
í=i ~ 

irreverzibil is rØszre va ló f e l b o n t Æ s n a k t e k i n t h e t ı . H a b e v e z e t j ü k az 

xt = vr,(i= 1, . . . , / ) ( 5 0 ) 

je lölØs t , ahol x,-t à Óä. Æ ramsßrßsØghez e n t r ó p i a k Ø p b e n k o n j u g Æ l t t e r m o d i n a -

mika i erınek n e v e z z ü k , akkor 
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<ıˆ" = 2 Ja, • x, = J � X (51) 
( = 1 

aho l J = { JA(}, X — {A,} / -d imenz iós a b s z t r a k t v e k t o r o k . A kØsıbbiekben 

egy konkrØ t pØlda k a p c s Æ n mØg v i s sza tØ rünk a f en t i ekben fog la l t ak ra , most 

m Æ r csak nØhÆny igen lØnyeges megjegyzØsre szor í tkozunk . 

a) A t e r m o d i n a m i k a mÆsodik fı tØ te le az en t róp ia for rÆssßrßsØgØnek 

o’s
rrev irreverzibilis rØszØre, mÆs nØven a a en t róp iap rodukc ió ra a 

cr > 0 (52) 

f e l t Ø t e l t ró ja , aliol az egyenlısØg csak a f en t eml í te t t f i k t í v �reverzibil is folya-
m a t o k r a " Æll. Valódi (irreverzibilis) ese tben a t e h Æ t mind ig nagyobb zØrusnÆl , 
Øs nagysÆga az i r reverzibi l i tÆs mØr t ØkØnek t ek in the tı . 

b) A [42] � [52] egyenle tekkel leírt gondo la tmene t te l jesen analóg módon 
vØg igveze the tı az Ł fa j lagos belsı energiÆra is, a [23] Øs [32] egyenle tekbıl 
k i i n d u l v a . Ekkor a 

du 
â � + V-Ju = <Tu (53) 

dí ~ 
mØr legben 

in = 2 r* ía, (54) 
i=i ~ 

a u = C V + ffurev = 2 < 4 + 2 ja, • V ã* (55) 
1=1 i=l 

A a’urev � Òà menny i sØge t m Æ s k Ø p p e n y-vel jelölik Øs energiadisszipÆ-

c iónak nevezik; ip mØg a 

V=J-X* (56) 

a l a k b a í rha tó , ahol X * = {äæ*}, xf = Tx, ; xf a ja, Æ ramsßrßsØghez energiakØp-

ben k o n j u g Æ l t t e r m o d i n a m i k a i erı. [52] Øs az abszolœt hımØrsØk le t poz i t iv i t Æsa 

m i a t t 

xp = Òà ^ 0 (57) 

a m Æ s o d i k fıtØte l a l t e r n a t í v a l a k j a . 

c) Az x Øs x* mennyisØgek � t e r m o d i n a m i k a i e r ı " elnevezØse azt ØrzØkel-

t e t i , h o g y � hasonlóan, min t ahogy a mechan ika i mozgÆsok esetØben a mecha-

n ika i e rıha tÆsoka t � a t e r m o d i n a m i k a i t r a n s z p o r t f o l y a m a t o k esetØben az in-

t enz ív mennyisØgek tØ rbe l i i nhomogen i t Æ sa i t t e k i n t j ü k a mozgÆs o k Æ n a k . Ez 

az ok � okozat i összefüggØs k v a n t i t a t í v m ó d o n az x, x* t e r m o d i n a m i k a i erık Øs 

a ] a { Æ ramsßrßsØgek közö t t fennÆ l ló t e rmod inamika i k o n s t i t u t í v egyenle tek-

ben real izÆlódik, melyekkel a köve tkezı p o n t b a n f o g u n k foglalkozni . 

3* MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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Konstitutív egyenletek 

Az elızı p o n t b a n a [23] Æ l ta lÆnos mØr legegyenle tek Øs a [26], [30] 

G I B B S relÆció a l a p j Æ n m e g h a t Æ r o z t u k az en t róp i a Øs a belsı energia [ 4 2 ] , ill. 

[53] mØrlegeinek k o n k r Ø t a l a k j Æ t , e lkü lön í t e t tük az irreverzibil is vÆ l tozÆsoka t 

j e l l emzı en t róp iaprodukc ió , ill . energiadisszipÆció menny i sØgØ t , Øs megÆl la-

p í t o t t u k , a t e r m o d i n a m i k a e k ö z p o n t i j e len tısØgß mennyisØgØnek a jaí Æ r a m -

sßrßsØgek Øs az r.j, ill. xf t e r m o d i n a m i k a i e rık szorzatösszegØre való fe lbon t -

h a t ó s Æ g Æ t : 

Ñr = J-X = 2 Ja/Xí ; V = J-X* = 2 ˝A,-xf . (58) 
~ ;=i ~ ~ ~ i=l ~ ~ 

A J Øs az X, ill. X * vek to r t e rek k ö z ö t t i kapcso la t � hason lóan ahhoz, m i n t azt 

az a Øs a P i l l . Ã* t e r ek esetØben l Æ t t u k � a v izsgÆl t rendszer anyagi t u l a j d o n -

sÆga i t ó l függ. MÆsrØszrıl , m i n t h o g y egyensœ lyban mind az Æ ramsßrßsØgek , 

m i n d a t e r m o d i n a m i k a i erık e l t ß n n e k , a k ö z t ü k fennÆl ló összefüggØsek is a 

r e n d s z e r je l legzetesen nemegyensœ ly i d inamikus sa jÆ t sÆga i . Ezeke t az össze-

függØseke t a t e r m o d i n a m i k a a n y a g i vagy k o n s t i t u t í v egyenle te inek nevezzük . 

F o r m Æ l i s a n a J Øs az X , ill. X * v e k t o r t e r e k k ö z ö t t i összefüggØs a 

J = £ X = £* X* (59) 

ope rá to rkapcso la t ta l sz imbol izálható, vagy ha a £, £* operá to rokka l leír t le-
képzés kölcsönösen egyØr te lmß, a k k o r mØg 

X = £ - i J ; X* = S * - 1 J (60) 

is í rha tó . 
Mielıtt m Ø g rÆ t Ø rnØnk a t e r m o d i n a m i k a i k o n s t i t u t í v egyenletek gyakor -

l a t i megadÆsi m ó d j Æ n a k kØrdØse i re , vegyük Øszre, hogy � h a egyelıre mØg 

c s a k formÆl isan is � most m Æ r eleget t u d u n k t e n n i az a l a p v e t ı cØlul k i t ß z ö t t 

f e l a d a t u n k n a k : m e g t u d j u k a d n i az a, fa j lagos mennyisØgek tØr idıbel i evolœció-

j Æ t leíró d i f ferenciÆ legyenle teket . E z � pl. e n t r ó p i a k Ø p b e n a köve tkezıkØppen 

t ö r t Ø n h e t : 

Az i-edik ex tenz ív m e n n y i s Ø g jf% Æ ramsßrßsØge a J = £ X absz t rak t 
v e k t o r n a k i-edik komponense, ez t jelöl jük így : 

Ja, = £/ x (61) 

Az X te rmod inamika i erı [50] a l a t t i Ør te lmezØsØvel ez így í r h a t ó : 

i A { = £, {V ( j = l , . . . , / ) (62) 

Ml'A Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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A t e r m o s z t a t i k a i kons t i t u t í v egyen le tek [37]-bel i f o r m á j a a l ap ján 

F j = A J 1 a , (63) 
amive l végül is 

Ú4, = £, V ( À - 1 à) ( Ó = 1 , . . . , / ) (64) 

Az Æ r a m s ß r ß s Ø g e k ezen k i fe j ezØsØ t i = l , . . . , / ese t re f e l í r h a t j u k , Øs a 

[23] m Ø r l e g e g y e n l e t e k b e h e l y e t t e s í t h e t j ü k : 

e ^ T + 2) = <×> = ü • • • , / ) (65) 

Ez a d i f fe renc iá legyen le t - rendszer a d o t t A és £ operá to rokka l , à î^ö.-Œ 

hely- Øs i dı függØsØnek i smere tØben , a d o t t k e z d e t i Øs pe remfe l t Ø t e l ek m e l l e t t az 

a, f a j l a g o s m e n n y i s Ø g e k r e elvileg m e g o l d h a t ó . A t Øny leges megoldÆs t e r m Ø s z e t e -

sen m Ø g s z Æ m t a l a n nehØzsØge t v e t fel . A [65] d i f f e r enc iÆ l egyen le t - r endsze rnek 

zÆ r t a l a k œ me go ldÆ sa csak egØszen k ivØ te les e s e t e k b e n v a n , Øs jó köze l í tı meg-

o ldÆsok is csak n Ø h Æ n y speciÆlis e se t r e v a n n a k k ido lgozva . E z e k a z o n b a n m Æ r 

n e m f iz ika i , h a n e m m a t e m a t i k a i p r o b l Ø m Æ k . 

T Ø r j ü n k m o s t v i s sza a t e r m o d i n a m i k a i k o n s t i t u t í v egyen le tek m e g a d Æ s Æ -

n a k kØrdØsØre . Az i r reverzibi l is t e r m o d i n a m i k a k lassz ikus O N S A G E R ˝ e lmØ le t e 

elıször a l egegysze rßbb , homogØn l ineÆr is k a p c s o l a t o t fe l tØ te lez te az Æ r a m -

sßrßsØgek Øs a t e r m o d i n a m i k a i e rık k ö z ö t t : 

J = L - X (66) 

v a g y rØszletesen k i í r v a : 

Ja, = 2 Li7*7 ( i = l , . . . , f ) (67) 
J-1 

ahol az L = {E,y} f x f t í pusœ m Æ t r i x e lemei t Æ l t a l Æ n o s í t o t t veze tıkØpes sØgnek 

n e v e z z ü k , Øs e b b e n , az œ n . sz igorœan l ineÆris e lmØ le tben , Ø r t Ø k ü k k izÆ ró lag az 

a n y a g i minısØgtı l f ü g g ı Æl landó. A mÆsod ik f ı t Ø t e l [52] k ö v e t e l m Ø n y e reÆ l i s 

f o l y a m a t o k r a e k k o r a 

X - L - X > 0 (68) 

a l ako t öl t i . Ez t e t szı leges X-re csak œ g y Æ l l h a t , h a L poz i t í v def in i t m Æ t r i x , 

ami v i s zon t b i z t o s í t j a L i n v e r t Æ l h a t ó s Æ g Æ t . Az L m Æ t r i x inverzØ t L - I t 

{Ríj} m ó d o n j e l ö l j ü k , Øs elemeit Æ l t a l Æ n o s í t o t t e l l enÆ l lÆsoknak nevezzük . Fe l -

ha sznÆ l Æ sÆva l 

X = R J (69) 

Zí = 2 R U J A , (70) 
7=1 

í rha tó . 

3* MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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A klasszikus elmØlet egyik sokat v i t a t o t t tØ te lØ t kØpezik a neveze tes 

OlNSAGER-fØle sz immet r i a re lÆc iók : 

Ljj = Lji; Ríj = Rj,. (71) 

BÆr az e lmØle t s zempon t j Æbó l ezek ØrvØnyessØge a l apve tı kØrdØs , a gya-

k o r l a t i a lka lmazÆsokban nincsen különösebb je lentısØgük. 

A sz igorœan lineÆris O N S A G E R elmØlet elsı kØzenfekvı Æ l t a l Ænos í t Æ sÆ t 

j e l en t i az œ n . kvÆzi l ineÆr is , v a g y gyengØn nemlineÆr is eset , amikor is meg-

e n g e d j ü k az L m Æ t r i x elemeinek a G-pa ramØ te r ek tı l va ló függØsØt . E r r e a 

módos í tÆs ra sz in te minden ese tben szüksØg v a n , amikor az egyensœlyi Æ l l apo t -

ró l való eltØrØs szÆmot tevı , ugyan i s , min t az t egy pØ ldÆn kØ sıbb lÆ tn i f o g j u k , 

vezetØs i e g y ü t t h a t ó k n a k a G-pa ramØ te rek tı l va ló függØse je lentıs m Ø r t Ø k ß lehe t . 

Mindenesetre , e b b e n a kvÆzi l ineÆr is ese tben azt mØg fe l tØ te lezzük, h o g y a G-

pa ramØ te r ek gradienseinek Ør tØke i (azaz a t e r m o d i n a m i k a i erık nagysÆga ) 

n e m befolyÆsol ja a vezetØsi e g y ü t t h a t ó k a t . 

A neml ineÆr i s vagy erısen nemlineÆr is elmØlet m Æ r az e g y ü t t h a t ó k n a k 

a G - p a r a m Ø t e r e k gradiensØtıl , sıt esetleg m a g a s a b b d i f fe renc iÆ lhÆnyadosoktó l 

v a l ó függØsØt is megengedi . A g y a k o r l a t b a n ennek f igyelembevØte lØre r i t k Æ n 

v a n szüksØg, b Æ r egyszerß pØ ldÆ t is lehet r Æ t a lÆ ln i , pl. az e lektrol i tok veze tı-

kØpessØgØnek a tØrerıssØgtıl va ló függØsØt . 

A k lassz ikus O N S A G E R e lmØlet t e h Æ t a legegyszerßbb esetbıl i ndu l ki , 

Øs egyre b o n y o l u l t a b b lehetısØgek f igyelembevØte lØve l fokoza tosan közelí-

t e t t e meg a va lósÆgos v i szonyoka t . Ezzel a módszerrel szemben a T R U E S D E L L 

nevØvel f Ø m j e l z e t t modern amer ika i iskola a fokozatos res t r ikciók módszerØvel 

közel í t . A l egÆ l t a l Ænosabb operÆ to r -kapcso la tokbó l k i indu lva az a l a p v e t ı 

t e r m Ø s z e t t ö r v Ø n y e k Æltal Æ l l í to t t megszor í tÆsok f igyelembevØte lØvel szßr ik ki 

az operÆ torok megengedhe tı osz tÆ lya i t , a m i t a konkrØ t anyagi rendszermodel l 

s a j Æ t sÆga i Æ l t a l emelt res t r ikc iókka l t o v Æ b b szßkí tenek. CsupÆn ízelí tıül 

n Ø h Æ n y , a f i gye l embe vehe tı megszor í tÆsok közül : 

a ) az a n y a g i ob jek t iv i tÆs elve: az egyenle teknek a tØrbel i e l tolÆssal Øs 

forgatÆssa l , v a l a m i n t az idıbel i eltolÆssal szemben invar iÆnsnak kell lennie, 

azaz a t e rmØsze t tö rvØnyeknek függe t l eneknek kell lenniük a t tó l , hogy � egyØb-

k Ø n t azonos k ö r ü l m Ø n y e k k ö z ö t t � a v i l Ægegye tem mely p o n t j Æ n Øs me ly idı-

p o n t b a n t e k i n t j ü k ıket ; 

b) a d e t e r m i n i z m u s e lve : va lamely jelensØget csak a beköve tkezØse 

p i l lanatÆ ig l e j Æ t s z ó d o t t esemØnyek be fo lyÆso lha tnak ; 

c) a m Æ s o d i k fı tØ te l : az en t róp iap rodukc iónak minden helyen Øs m i n d e n 

idıp i l l ana tban poz i t ívnak kel l lennie; 

d) anyagi sz immet r i Æk : az összefüggØseknek invar iÆnsoknak kell l enn iük 

a konkrØ t a n y a g i rendszer s z i m m e t r i a t u l a j d o n s Æ g a i Æl tal megszabo t t t r ansz -

fo rmÆc iókka l s z e m b e n ; 

stb. 
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K o m o l y f e l ada to t je len t ezeket a köve te lmØnyeke t m a t e m a t i k a i for-

m Æ b a n f igye lembe venn i Øs az operÆ torok megengedet t osz tÆ lya i t m e g h a t Æ -

rozni, de szÆmos je lensØgcsoport Øs anyagmodel l esetØre az e redmØnyek meg-

szüle t tek . Az e redmØnyek igen sok � g y a k r a n meglepı �� elmØlet i köve tkez -

t e t Ø s t engednek , de a kísØr le t i e redmØnyekke l való összehangolÆsuk mØg 

sok nehØzsØget je lent . 

Ezzel az elmØlet összefoglalÆsÆt befe jezzük , Øs a k ö v e t k e z ı k b e n egy egy-

szerß p Ø l d Æ n i l lusztrÆ l juk az eddig t Æ r g y a l t fogalmak Øs összefüggØsek egy 

rØszØt . 

Izoterm d i f fœz ió 

T e k i n t s ü n k egy òª-komponensß izoterm elegyet, me lynek össztömege m,-

benne az egyes komponensek tömege . . . ,mn. Az össz tömeget Øs a n n a k az t 

egyes komponensek közö t t va ló megoszlÆsÆt t ehÆ t n l szÆmœ e x t e n z í v 

pa ramØ te r r e l j e l l emezhe t jük , melyek közül azonban csak n szÆmœ függe t l en , 

a ny i lvÆnva ló 
n�1 

mn = ni/ � 2 mi (72) 
/=1 

össze függØs m i a t t . Tegyük fel, hogy a [72] relÆció segí tsØgØvel k iküszöböl 

TI -edik k o m p o n e n s az oldószer, amelyrıl a kØsıbbiek k e d v Ø Ø r t mØg azt is fel 

t Ø te lezzük , hogy az össztömeg legnagyobb rØszØt a lko t j a , azaz a több i n 1 

k o m p o n e n s r e nØzve az elegy híg. 

H a az elegy inhomogØn, akkor a lokÆlis jellemzØs Ø rdekØben be kell veze t -

n ü n k az egyes komponensek c, t ö m e g t ö r t j e i t (fajlagos t ö m e g e i t ) az 

mi = J Qci d V ( i = l , . . . , 7 i ) (73 ) 
V 

összefüggØsek segítsØgØvel, ahol g a tömegsßrßsØg . A t ö m e g t ö r t e k közü l is 
csak ti�1 szÆmœ függet len v a n , hiszen 

(74) 

Az elızıkben m o n d o t t a k n a k megfelelıen [74] segítsØgØvel az 7i-edik k o m -

ponensnek t ek in t e t t o ldó szert k iküszöbö l jük , így a rendszer lokÆlis le í rÆsÆt a 

c, = c / ( r , t ) ( i = l , . . . . , / = n � 1 ) (75) 

gyenletek fog j Æk je lenteni . 

3* MTA Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 
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í r j u k fe l az egyes k o m p o n e n s e k r e vona tkozó t ömegmØr l egeke t : 

d (o Cj) 

Æt 
+ Y "Ó/ = ( i = l , . . . , A Ú 6 ) 

aho l az i -ed ik komponens d i f fœz iós t ömegÆ ramsß rßsØge ; a ö, forrÆssßrßsØg a 

kØmia i reakciók t Ævo l lØ tØben azonosan zØrus . 

Hogy köze lebb k e r ü l j ü n k a gyako r l a tban szokÆsos í rÆsmódhoz , t Ø r j ü n k 

Æ t a molÆris mennyisØgek h a s z n Æ l a t Æ r a . Az i-edik k o m p o n e n s összmólszÆma 

ni = m,/Mi, aho l Mi az i - ed ik komponens molekulasœ lya . A molar i tÆs N,- = 

Qi/Mi, molÆris di f fœziós Æ r a m s ß r ß s Ø g j , = f i / M , . A molÆris mennyisØgek beveze-

tØsØvel Øs a t f j = 0 fel tØtel f igye lembevØ te lØve l a [76] mØr l eg a 

^ T + % � ] , = <> (i = l , . . . , / ) (77) 
dt ~ 

a l akba í rha tó . Az ra,-, . . . mólszÆmoklioz, mint ex t enz ív mennyisØgekhez 

kon jugÆ l t / - p a r a m Ø t e r e k a 

Ý s 
= (i = 1 , . . . � / ) (78) 

ª̇à,- )ní=Ællandó (7#i) 1 

nega t ív elıjellel ve t t r e d u k Æ l t kØmiai po tenc iÆ lok , így a / Æ ramsßrßsØgekhez 

en t róp iakØpben kon jugÆ l t t e r m o d i n a m i k a i erık az 

= (79) 

mennyisØgek, ahol a mÆsodik egyenlısØgnØl k ihasznÆ l tuk a rendszer i zo te rmi tÆ -

s Æ t k imondó fe l tØ te l t . 

NØzzük m e g most az a n y a g i egyenle teket . Sz ta t ikus k o n s t i t u t í v egyenlet-

k Ø n t híg o l d a t o k r a a 

pt = pl + RT In Ni (80) 

Æ l lapotegyenle teke t t e k i n t h e t j ü k , ahonnan a � p° t ag Æ l l a n d ó lØvØn � 

$1= -^r s Mi = - R X ( b Nj) = - À V N j . (81) 
1 IV/ 

Te rmodinamika i k o n s t i t u t í v egyen le tkØn t t e k i n t s ü k a 

Ü = (82) 
~ 7 - 1 
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Œ vÆzi l ineÆr is összefüggØst , aho l t ehÆ t az L,ó e g y ü t t h a t ó k az . . . Nf m o l Æ r i s 

k o n c e n t r Æ c i ó k függvØnye i l e h e t n e k . [77], [81] Øs [82] f igye lembevØ te lØve l 

d JV, 

dt 
V. 

/ R 

j-i Nj 
^ L í j � V N A (i = 1 / ) (83) 

d i f ferenciÆ legyenle t - rendszer t k a p j u k , ami az IV, mola r i t Æ soka t mint i s m e r e t -

leneke t t ek in tve egy elvileg megoldha tó , de a lehetsØges neml inear i tÆsok m i a t t 

nagyon nehezen keze lhe tı f e l a d a t . 

Je len tısen leegyszerßsödik a fe ladat , h a fe l tØ te lezzük, hogy az L,y e g y ü t t -

h a t ó k csak az Ny koncen t r Æc iók tó l függnek, Øs azzal is egyenesen a r Æ n y o s a k , 

azaz a 

D U = L - f - (84) 

mennyisØgek, az œ n . Æ l t a l Ænos í to t t d i f fœziós e g y ü t t h a t ó k , a helytıl, i d ı t ı l 

Øs koncen t rÆc ió tó l függet len Æ l landók. À V operÆ tor ra l vØgezhe tı m ß v e l e t e k 

[11] szabÆlyai Ø r t e lmØben 

/ 

J=1 

f _ f 

j-1 1=1 

˝ à à V o p e r Æ t o r n a k a f e n t i módon t ö r t Ø n ı , kØtszer egymÆs u t Æ n v a l ó 

a lka lmazÆsÆnak jelölØsØre b e v e z e t j ü k a y2 nab la -nØgyze t v a g y L A P L A C E ope -

r Æ t o r t , akkor a megoldandó f e l a d a t a 

= ^ Du V2Nj (i = 1 , . . . , / ) (86) 
dt j�i 

a lakra r edukÆ lód ik , amelynek kezelØsØre m Æ r alkalmas m a t e m a t i k a i esz-

közök Ællnak rendelkezØsre . 

TovÆbbi megszor í t Æ skØn t legyen 

4 » D . " ü W < ; = 1 - - º (87> 
E k k o r [81], [82] Øs [84] a l ap j Æn 

JI = D, V NI (88) 
[86]-ból pedig 

d N� 
� - L = D í V 2 N ˝ . (89) 

dt 

[88] Øs [89] Ø p p e n a d i f fœz ió kØt k lassz ikus FiCK-fØle tö rvØnye . 

4 MTA Biol. Oszt. Kızi. 16. (1973) 
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