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Bevezetés 

A f iz ika t öbb i d iszcipl ínájához hasonlóan , a t r anszpo r t fo lyama tok t e r m o -
d inamika i e lméletének a l ap fe lada ta i a köve tkezőképpen fog la lha tók össze: a 
f o l y a m a t o k a t leíró p a r a m é t e r e k megadása ; e pa r amé te r ek t é r - időbeli evo-
lúcióját leíró di f ferenciá legyenletek fe l í rása; a differenciálegyenletek a d o t t 
kezdet i és peremfel té te lek mel le t t nyer t megoldása inak v izsgá la ta . A k ö v e t -
kezőkben e szempontok a l a p j á n kísérel jük m e g az elmélet röv id összefoglalá-
sát adni . 

Alapfogalmak, definíciók, jelölések 

Vizsgála ta ink során k izáró lag valós é r t ékekke l je l lemezhető fizikai m e n n y i -
ségekkel fogla lkozunk. Megkülönböz te tünk a szokásos é r t e l e m b e n ve t t ska lá r i s 
és vek to rmenny i ségeke t . 

Skaláris mennyiségnek nevezzük és l a t in vagy görög b e t ű v e l je löl jük a lá-
húzás nélkül az olyan, egyet len valós s zámmal (és t e rmésze tesen a megfele lő 
mértékegységgel) je l lemezhető f izikai mennyiségeket , m e l y e k értéke a v o n a t -
koz ta t á s i koord iná ta rendszer t r anszformác ió iva l szemben invar iáns . Ska lá r i s 
mennyiségekre példa a V t é r f o g a t , a p n y o m á s , a p, kémiai po tenc iá l stb. 

Közönséges (fizikai é r t e l emben ve t t ) há romdimenz iós vek to rmenny i ség -
nek nevezzük , és egyszer a l áhúzo t t lat in k i sbe tűve l j e lö l jük az olyan, h á r o m 
valós számmal je l lemezhető f iz ikai mennyiségeket , m e l y e k r e fennál lnak az 

Xi = 2 t i k x ' k + Ci (í = 1,2,3) (1) 
fc=í 

Í ' í , 7 ú = ái/.' (fe,j = 1,2,3) (2) 
i=i 

t r ansz formác iós összefüggések, ahol az x = {a^, x2,xs}, i l l e tve x' = {x{, x'2, x'3] 
D E S C A R T E S féle koord iná ta rendsze rben m e g a d o t t vek to rok je lent ik a t r a n s z -
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formáció végreha j t á sa e lő t t i , ill. utáni á l lapoto t , t,Ä és с, (i, к = 1, 2, 3) a 
t ranszformáció t jellemző együ t t ha tók , ill. addi t ív á l landók, dß pedig a KRO-
N E C K E R sz imbólum (dß = 1, h a j = k; djk = 0, ha]=j=k). Közönséges vektor -
mennyiségek pl . a v sebesség, a p impulzus, az i e lektromos áramsűrűség s tb . 

Az így definiál t skalár is és vektormennyiségeket szokás nullád-, ill. első-
rendű tenzormennyiségnek is nevezni. Másod-, vagy a n n á l magasabbrendű 
tenzormennyiségekkel e h e l y ü t t nem foglalkozunk. 

A formal izmus egyszerűsítése céljából célszerű lesz az abszt rakt vek to rok 
fogalmának bevezetése: 

/ -d imenziós vek tornak nevezzük, és egyszer a láhúzo t t latin nagybe tűve l 
jelöljük az f számú skalár is vagy vektormennyiséggel jel lemezhető f izikai 
mennyiségeket , minden t o v á b b i megszorítás nélkül. Az / -d imenziós absz t r ak t 
vektorokat I x f , ill. fxl t í p u s ú mát r ixoknak t e k i n t h e t j ü k . Háromdimenziós 
absztrakt v e k t o r n a k t e k i n t h e t j ü k pl. egy tökéletes gáz \p, T, V} „á l lapotvek-
t o r á t " ; / - d i m e n z i ó s absz t rak t vektor e g y / k o m p o n e n s ű elegy N, moláris kon-
centrációiból a lkotot t N = {N1 . . . N f } v e k t o r , vagy ugyanezen elegy kompo-
nenseinek Vi sebességeiből a l k o t o t t V = {v1 . . . vj\ sebességvektor. 

A definícióból ny i lvánva ló , hogy m i n d e n fizikai é r te lemben ve t t vek to r 
egyben absz t r ak t vektor is, de fordítva ez n e m szükségképpen igaz. Eszer in t az 
a lábbiakban abszt rakt v e k t o r o k r a k i m o n d o t t összefüggések közönséges vek-
torokra is érvényesek. 

Ér te lmezzük most a vek torokon végezhető a lapművele teket a vek to rok 
koordinátái segítségével; legyenek X = {A^ . . . ,Xf}, Y = ( 1 / , . . . ,Yj\ / -d i -
menziós v e k t o r o k . 

X + Y=Z; Z= { X i i Y x . . . , Xj± Yf}. (3) 

Skalárral va ló szorzás: 

IX = Z; Z = {XXx . . . ).Xf}. (4) 

K é t vektor skaláris (belső) szorzása: 

X - Y = 2 X í Y Í . (5) 
i=i 

Abszolútérték (modulus) k é p z é s : 

|X| = ( X - X ) 1 ' 2 . (6) 

A vektor iá l i s (külső) szorzás t 3-dimenziós vektorokra a következőképpen 
értelmezzük: 

X X Y = Z; Z — X 2 Y 3 - X 3 Y 2 , X x Y 3 —X 3Y l 5 X 1 Y 2 — X 2 Y l . (7) 
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A közönséges vek torok k ö r é b e n ezeknek a műve le t eknek sa j á to s geo-
me t r i a i jelentés t u l a j d o n í t h a t ó . E b b e n a ké rdésben , va l amin t a vek to r i m ű v e -
le tek a r i t m e t i k á j á n a k és a l g e b r á j á n a k egyéb kérdéseiben az idevona tkozó 
i roda lomra u t a l u n k . 

Mielőtt t o v á b b h a l a d n á n k , röv iden beszé lnünk kell a „ t é r " szónak a 
m a t e m a t i k a i és f i z ika i i roda lomban haszná la tos többfé le je lentéséről . A t é r -
nek min t az a n y a g egyik a l apve tő létezési f o r m á j á n a k foga lmá t (a másik az 
idő) a f iz ika, a t ö b b i t e r m é s z e t t u d o m á n y h o z hason lóan , á tvesz i a f i lozóf iából . 
A mozgások té rbe l i s a j á t sága inak v izsgá la tá t a f iz ika va lame ly v o n a t k o z t a t á s i 
r endszerben v e t t h e l y k o o r d i n á t á k , ill. az ezekből a lkoto t t he lyvek to rok segít-
ségével végzi. K o o r d i n á t a r e n d s z e r k é n t mi k izáró lag egyenesvonalú , derék-
szögű (ÜESCARTES-féle) koo rd iná t a r endsze r t fogunk használn i , ame lyben 
a he lyvek to r t r = {x, у , z} m ó d o n je lö l jük . 

A m a t e m a t i k á b a n g y a k r a n haszná la tos az a b s z t r a k t té r foga lma : 
A b s z t r a k t t é rnek nevezünk m i n d e n olyan h a l m a z t , amelyben def in iá lva v a n 
az elemek konve rgenc i á j ának f o g a l m a . Így pl . a valós számegyenes a b s z t r a k t 
t é rnek t e k i n t h e t ő a szokásos é r t e l emben v e t t konvergenc ia foga lomra nézve . 
Az t , hogy az {V"5} (n = 1,2 . . . ) elemek so roza ta egy x e lemhez konvergá l , 
így je lö l jük : 

l im {*<">} = x . 

Az f -d imenziós absz t r ak t v e k t o r o k h a l m a z a a b s z t r a k t té r ré t e h e t ő 
o lyképpen , hogy ér te lmezzük b e n n e a konve rgenc iá t , pl. a kézenfekvő 

lim = X akkor és csak a k k o r , ha lim {X/")} = X,- . 
~ ~ n-*~ (ö) 

(i = ! • • • / ) 

m ó d o n (koo rd iná t ánkén t i konvergencia) . 
Az előző k é t je len tésen felül a f i z ikában a t é r szót még egy t o v á b b i ér te-

l emben is h a s z n á l j á k . Valamely x skaláris , v a g y X vek to rmenny i ség te ré rő l 
beszélnek abban az ese tben , ha x, ill. X az r h e l y v e k t o r f ü g g v é n y e ; x = x ( r ) , 
X = X ( r ) . A z a v a r elkerülése é rdekében ez ese tben szokás az idegen nyel-
vek m i n t á j á r a a t é r ( R a u m , space) szó he lye t t a mező (Feld, f ield) szót a lkal-
mazn i , de ez, s a jnos , nem á l t a l ánosan e l fogado t t , sőt, b izonyos szókapcso-
l a t o k b a n ( tére lméle t , t é rmenny i ségek , erőtér s tb . ) nem is h a s z n á l j á k . 

Ezek u t á n t e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő def in íc ió t : 
Absz t r ak t f ü g g v é n y n e k , v a g y o p e r á t o r n a k nevezünk egy olyan leképzés t , 

ame ly egy a b s z t r a k t t é r minden e lemének egyé r t e lműen megfele l te t i egy absz t -
r a k t t é r va lamely e l emé t . A szereplő k é t a b s z t r a k t t é r lehet azonos vagy kü lön-
böző; az egyér te lműség nem fe l t é t l enü l kölcsönös. Tek in t sük pé ldakén t a vek-
to rok [6] a la t t de f in iá l t abszolú té r ték képzésé t . E z az operáció egy v e k t o r t é r 
m inden elemének egyér te lműen megfele l te t i a va lós számok t e r ének egy e lemét . 
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Minden v e k t o r n a k egy és csak egy abszo lú té r t éke v a n , de nemcsak egy ( h a n e m 
vég te len sok) azonos abszolút é r t é k ű v e k t o r létezik. 

A v e k t o r t e r e k közö t t m ű k ö d ő ope rá to rok egyik legegyszerűbb ese te egy 
f- és egy g-dimenziós v e k t o r t é r közö t t i homogén , l ineáris ope rá to rkapcso l a t , 
ame lye t egy fxg t í pusú m á t r i x r ep rezen tá l . Speciálisan, h a f = g, a k k o r az 
f x f t í p u s ú négyze tes má t r i xok az / -d imenz iós vek torok h a l m a z á t ö n m a g á b a 
képez ik le a m á t r i x s z á m í t á s műve le t i szabá lya i szer int . Legyen X = {X,} 
(i — l, . . . / ) / - d i m e n z i ó s vek to r , A = {Aíft| (i,k,= l, . . . , f ) f x f t í pusú négyze-
tes m á t r i x , akko r 

A - X = Y ; У = j f£Aik XftJ (i = 1 . . . / ) . (9) 

E g y igen j e len tős , és a később iekben g y a k r a n haszná l t ope rá to r а V 
HAMiLTON-féle, v a g y nabla operá to r . А V ope rá to r d i f fe renciá loperá tor , amely 
3-dimenziós v e k t o r k é n t t e k i n t h e t ő : 

V = { 9 / 9 X . Э/Эу, Э/Эг} ? azaz komponense i a h á r o m t é r k o o r d i n á t a szerint i 
parciá l is d e r i v á l t a k a t j e len t ik ; V a t é rmennyi ségek (skaláris vagy v e k t o r -
mezők) térbel i i nhomogen i t á sá t k i fe jező operá tor . Legyen a = a ( r ) egy 
skalár is , и = и ( r ) egy vek to rmező . E k k o r 

g rad a = V a = 
9 а д а д а 

Э x ду dz 

8 u j ( 9 u2 ! 9 u 3 
= = + (10) 

~ ~ ~ 9 x 9 у 9 г 

ro t и = V x и 

a kérdéses mező gradiense, d ivergenc iá ja és ro tác ió ja . А V ope rá to r ra l va ló 
számolásra é rvényesek az elemi dif ferenciálás i szabályok, pl. 

V(« + 6) = Va + Vb 

VAa = А V a (A = kons t ans ) (11) 

V(ab) = aVb + bVa 

s tb . , ahol a és b t e t szés szerint j e l en the t skaláris vagy vek to rmenny i ségeke t , 
és m i n d e n ü t t az ér te lemszerűen megfelelő szorzásjel é r t endő . 

А V ope rá to r ra l k a p c s o l a t b a n meg kell eml í t enünk a há rom a l a p v e t ő 
in teg rá l t é t e l t : 

J V a dV = a dü 
V 

j V • и d L = |й„ и • d ß (GAUSS tétele) (12) 
í> 

V 
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ahol V a té r tetszőleges t a r t o m á n y a , Qv az ezt hu rko ló zár t fe lület , dQ ped ig 
a kü l ső normális i r á n y b a n i r ány í to t t felületelem. 

I t t jegyezzük m e g , hogy az ope rá to roka t í r o t t n ag y b e tű v e l , vagy egyes 
e s e t e k b e n hagyományos , speciális sz imbólumokka l , a m á t r i x o k a t kétszer alá-
h ú z o t t l a t in n a g y b e t ű k k e l fogjuk jelölni . 

Ezze l a m a t e m a t i k a i a lapfoga lmak á t t ek in t é sé t befe jezzük, és ismét fel-
h í v j u k a f igyelmet a megado t t i roda lomra . 

A t e r m o d i n a m i k á b a n a f iz ika i mennyiségek egy t o v á b b i a lapve tő fel-
osztása szokásos. J e l ö l j ö n S egy a n y a g i rendszer t , akkor AS je lö l jön egy o lyan 
anyag i rendszer t , a m e l y A-szor a n n y i anyagot t a r t a l m a z , m i n t S, az S-sel te l -
jesen azonos á l l a p o t b a n (ez a megalapozás s emmi esetre sem t e k i n t h e t ő eg-
z a k t n a k , de szemléletes, és ezál ta l e lke rü lhe t jük a bonyolu l t m a t e m a t i k a i 
okfe j t é seke t ) . A r e n d s z e r t jel lemző fizikai mennyiségeket je löl je A ( S ) . . . 
ót (S) . . . s tb. Egy A ( S ) mennyiséget t e rmod inamika i ex tenz ív mennyiség-
nek nevezünk , ha 

A(XS) = XA(S); (13) 

egy x ( S ) mennyiséget t e r m o d i n a m i k a i intenzív menny i ségnek nevezünk , h a 

a(XS) = a(S), (14) 

azaz az extenzív mennyiségek é r téke a rendszerben foglalt a n y a g mennyiségé-
vel a r á n y o s , míg az in tenz íveké függe t l en at tól . Mind az ex tenz ív , mind az in-
tenzív mennyiségek l ehe tnek skalár is vagy vek to rmenny i ségek . Skaláris ex-
tenzív mennyiségek az m tömeg, a Q tö l tés , az U belső energia s tb . , vektorá l i s « 
pl. a p impulzus; ska lá r i s intenzívek a T abszolút hőmérsék le t , a g sűrűség, 
vek torá l i s intenzív mennyiségek pl . a Qp e lekt romos d ipo lusnyomaték sűrűség. 

Az extenzív és in tenz ív mennyiségek szerepéről a t e r m o d i n a m i k a fel-
ép í tésében , va lamin t t o v á b b i osz tá lyozásukról , a köve tkező p o n t b a n lesz 
szó. 

Mérlegegyenletek 

M i n t azt a beveze tésben megá l l ap í to t tuk , az első fe lada t az anyagi r end -
szereket t e rmod inamika i l ag leíró p a r a m é t e r e k m e g a d á s a . A kérdés úgy is fel-
t e h e t ő : mi lyen ada tok i smere tében t e k i n t h e t ő a d o t t n a k egy rendszer? Az a n y a g 
végte len sokrétűsége, a lehetséges kö lcsönha tások végte len sokfélesége m i a t t 
a ké rdés így nem vá la szo lha tó meg. H a azonban egyszerre csak véges sok köl-
csönha tás ró l k í v á n u n k beszámolni , akkor már r e m é l h e t j ü k , hogy a kérdésre 
é rdembel i választ k a p h a t u n k . 

Az anyagi r endsze reke t t e rmod inamika i s zempon tbó l t ek in tve , m inden 
kö lcsönha tás i fo rmához a rendszer egy extenzív mennyisége t a r t o z i k . í g y p l . 
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a gravitációs kö lcsönha táshoz az m tömeg , az e lek t rosz ta t ikus kölcsönhatáshoz 
a Q töltés, a k é m i a i reakciókhoz az n, k o m p o n e n s molszámok, a h ő h a t á sh o z az 
S entrópia s t b . A megfelel te tés kölcsönös, azaz minden extenzív mennyiséghez 
t a r toz ik egy kölcsönhatás i f o r m a . 

Tek in t sünk először h o m o g é n , egyensúlyi rendszereke t . A m o n d o t t a k 
ér te lmében, h a a rendszer t n számú kölcsönha tás ra nézve k í v á n j u k leírni , akkor 
a rendszer n számú függe t l en extenzív mennyiség, Ax . . . An, i smere tében 
a d o t t n a k t e k i n t h e t ő . 

Ahhoz, h o g y inhomogén, nem egyensúlyi rendszereke t is t á r g y a l h a s s u n k , 
b e kell v e z e t n ü n k a fa j lagos mennyiségek és a sűrűségek foga lmá t . H a az n 
s zámú ex tenz ív pa r amé te r ek közül k ivá l a sz tunk egye t , és az összes többi t 
e losz t juk ennek értékével , a k k o r n 1 s zámú in tenzív mennyiséghez j u t u n k , 
amelyeket a későbbiekben bevezetésre ke rü lő ún. va lód i in tenzív mennyisé-
gektől való megkü lönböz te t é sü l fa j lagos mennyiségnek nevezzük. Leggyakrab-
b a n a f a j l agos í t á s t az m t ö m e g vagy a V t é r foga t szer int végezzük. Je lö l jük 
az A, extenzív mennyiségnek a tömeg szer int f a j l agos í to t t é r tékét a , -ve i ; homo-
gén rendszer esetében а, = Aijm. Az A, t é r foga t szer int f a j l agos í to t t ér tékét 
az i-ik ex tenz ív mennyiség sűrűségének nevezzük , és g0 í-vel j e lö l jük ; homogén 
rendszerekben рд ( = A,[V = q a , . A fa j l agos mennyiségek és a sűrűségek 
m o s t már inhomogén rendszerek lokális jel lemzésére is h a s z n á l h a t ó k ; ilyen-
k o r fennáll , h o g y 

a m i a lokális sűrűségek, ill. f a j l agos mennyiségek def in íc ió jaként is t ek in the tő , 
g-val a t ö m e g sűrűségét j e lö l jük . 

A makroszkop ikus t e r m o d i n a m i k a egyik a lapve tő p o s z t u l á t u m a a lokális 
egyensúly h ipotéz ise : n e m egyensúlyi r endszerekben a homogén , egyensúlyi 
rendszerekre def in iá l t mennyiségek lokál isan lé teznek, a r á j u k fennál ló összefüg-
gések lokál isan é rvényben m a r a d n a k . ( K ü l ö n kérdés , hogy hogyan kell értel-
meznünk a „ loká l i s " je lzőt ; ezen — egyszerűen szólva — egy a k k o r a t é r t a r t o -
m á n y é r tendő , amely e legendően kicsiny ahhoz, hogy egyet len p o n t k é n t kezel-
j ü k , de e legendően nagy ahhoz , hogy a n n y i moleku lá t t a r t a l m a z z o n , hogy 
benne a s t a t i sz t ikus tö rvényszerűségek é rvényre j u tha s sanak . ) E n n e k a lap ján 
k i j e l e n t h e t j ü k , hogy egy inhomogén , nemegyensú ly i rendszer t egyér te lműen 
j e l l emezhe t jük tömegével v a g y t é r foga t áva l , va l amin t az f = n 1 s zámú fenn-
m a r a d ó ex t enz ív mennyiség fa j lagos é r téke inek , ill. sűrűségeinek a rendszer 
minden p o n t j á b a n m e g a d o t t ér tékeivel . H a f o l y a m a t o k a t v izsgá lunk , akkor 
a térbeli eloszlás mellet t az időbeli vá l tozásokra is k íváncs iak v a g y u n k , így 
végül is a r endszer tel jes l e í rásá t az 

( 1 5 ) 
V V 

m = m (t); a, = а,- (r> t) (£ = 1 , . . . , / ) , (16) 
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v a g y a 
V = V (t); QAf = ел, (r, t) (i = 1 , . . . , / ) (17) 

egyenletek je lent ik . 
Helyezkedjék el vizsgált r endszerünk a té r egy l e z á r t felület tel ha táro l t 

V t a r t o m á n y b a n . Valamely A ex tenz ív mennyiség tel jes időbeli megvál tozása 
a rendszerben 

d A(V) 
d t 

= Ja(®*) + Qa(V), (18) 

ahol JA(Qv) az A mennyiségnek a rendszer üv ha tár fe lü le tén á t á r amló f luxusa 
a beáramló mennyiséget poz i t ívnak , a k iá ramló mennyiséget nega t ívnak véve; 
Qa(V) pedig ./4-nak а V t a r t o m á n y b a n keletkező f-j-), vagy e l tűnő (—) 
mennyisége, a szokásos szóhasznála t ta l élve, forrása vagy nyelője . A [18] 
egyenletet az A extenzív mennyiségnek а V t a r t o m á n y b a n ve t t globális (integ-
rális) mérlegének nevezzük. 

Hogy á t té rhessünk a lokális í r á smódra , vezessük be az A extenzív mennyi-
ség j a á ramsűrűség vek to rának és од forrássűrűségének foga lmát ; az előbbi 
az egységnyi idő a la t t , egységnyi fe lü le ten , a felületre merőlegesen á t á ramló 
A mennyiségét , u tóbbi pedig az egységnyi t é r foga tban egységnyi idő a la t t 
keletkező, v a g y e l tűnő A mennyiségét jelöli . A [18] mérlegben szereplő mennyi-
ségek ezzel, v a l a m i n t [15] f igyelembevéte lével 

= J - L A Í V = r ^ d F = Í - M d p = 
dí dí J J dí J dt 

e - ^ - d F , (19) 
dt 

ahol a legutolsó lépésben fe l té te lez tük , hogy a rendszer q sűrűsége időben ál-
l andó ; 

Ja (®v) = - K L A * D ß = - F V • j a D V , ( 2 0 ) 
~ v 

ahol a második lépésben a [ 12 -FC] G A U S S t é t e l t használ tuk fel, végül 

Qa(V) = S<>a d ú . (21) 
v 

A [19], [20] és [21]-ben szereplő végső kifejezéseket egyetlen integrál lá ren-
d e z h e t j ü k : 

í e - ^ - + V - j A - a J d F = 0, (22) 1 dt 
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ami a V t a r t o m á n y tetszőleges v o l t a mia t t csak úgy á l lha t , h a 

dt ~ 

vagy i s (23) 

d a „ . 
e — ь V j A = aA, 

dt ~ 

ami az A extenzív mennyiségre v o n a t k o z ó lokális (differenciális) mérlegegyen-
let szokásos a l ak j a . 

Tekin tsük [23] ké t lényeges speciális e se t é t : 
a) ha da/dt = 0, akkor a r endszer s tacioner . Az erre, az ún . „ s t e ady s t a t e " 

ese t re vona tkozó egyenle t ny i lvánva lóan 

V • l A = о A , (24) 

b) ha a A = 0, a k k o r a t é r fo r rásmentes , i lyenkor 

da „ . 

Н а v a l a m e l y A ex t enz ív mennyiségre a A = 0 m i n d e n ese tben azonosan f enn -
áll , akkor A-t m e g m a r a d ó mennyiségnek nevezzük , és [25] i lyenkor a meg-
m a r a d á s i egyenlet lokális a l a k j a . 

Gondol juk m o s t meg, m i t je lentenek a [23] mérlegegyenletek e rede t i 
p rob l émánk mego ldása szempon t j ábó l . Keressük a megoldás t [16] szer in t . 
T e g y ü k fel, h o g y r endsze rünk össztömege á l l andó . A fe l ada t ekkor t e h á t a 
f e n n m a r a d ó n 1 s z á m ú ex tenz ív mennyiség a, (i = l, . . . ,n 1 ) fa j lagos ér té-
k é n e k hely- és időfüggésé t megadn i . Ehhez a [23] mérlegek n 1 számú diffe-
renciá legyenletek szo lgá l t a tnak . A megoldáshoz a z o n b a n ismerni kellene a j д, 
áramsűrűségek és a a A . for rássűrűségek é r téke i t a hely és az idő függvényé-
ben . A a A j fo r rássűrűségekrő l m é g fe l t é t e l ezhe t jük , hogy azok a hely és az idő 
előír t a A . = о A . ( r , t ) függvénye i , de a j A i á r amsűrűségeke t m á r s emmiképpen 
sem í r h a t j u k elő az a, ér tékek i smere te né lkül , hiszen jól t u d j u k , hogy а f l u x u -
sok létezése és m é r t é k e éppen az a, ér tékek t é rbe l i eloszlásával kapcso la tos , 
nevezetesen pl. h o m o g é n eloszlás esetén a r endsze rben á r a m o k n incsenek . 
Í g y a fe ladat m o s t az, hogy megkeressük az f = n 1 számú A j extenzív jAj 
á ramsűrűségei és az a, fa j lagos ér tékei közö t t i összefüggést , ami t a mérleg-
egyenle tekbe he lye t t e s í tve az a ,- ikre mego ldha tó d i f ferenciá legyenle t - rendszer t 
n y e r h e t ü n k . 
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A Gibbs reláció és következményei 

Az extenzív mennyiségek és kö lc sönha tá s i f o r m á k közöt t i kölcsönösena 
e g y é r t e l m ű hozzárendelés t a t e r m o d i n a m i k a GiBBS-féle relációja fe jez i ki kvan 
t i t a t í v f o r m á b a n . E szer int a rendszer U belső ene rg i á j ának dU megvál tozás-
a t ö b b i Ai ( \ = / , . . . , / = n — Í J ex tenz ív mennyiség <L4, megvál tozásaival a 

dU = j p r f d A i (26) 
1=1 

a l a k b a n í rha tó fel, ahol a 

(; = ! , . . . , / ) (27) 
д Aj Aj = á l l andó (j Ф i) 

mennyiségeke t az A j ex tenz ív mennyiségekhez energ iaképben konjugál t 
in tenz ív mennyiségeknek (vagy / * - p a r a m é t e r e k n e k ) nevezzük. í g y pl. az S 
en t róp iához k o n j u g á l t Г*-paraméter a T abszolút hőmérsék le t , a / t é r f o g a t h o z 
a p nega t ív előjellel v e t t nyomás , egy r t -komponensű elegy fe-adik komponen-
sének nk mólszámához a pk kémia i potenciál t a r t o z i k / " " -pa raméte rkén t . 
Ezek re a mennyiségekre t e h á t a G I B B S reláció a 

d t / = T d S pdV + £ pkdnk (28) 
k= 1 

a l a k b a n í rha tó fel . [28]-ból ny i lvánva ló , hogy a G I B B S re láció k ö n n y e n átrendez-

h e t ő úgy, liogy a dS en t róp iavá l tozás legyen explicit módon k i f e j ezve : 

dS =—dU + (29) 
T T t=i T 

A [26] á l ta lános a lak m i n t á j á r a : 

dS = (30) 
i=i 

ahol most а / , - k az A j ex tenzív mennyiségekhez en t róp i aképben konjugá l t 
i n t enz ív mennyiségek ( / - p a r a m é t e r e k ) . Ny i lvánva lóan 

1 / * 
/ „ = — , e g y é b k é n t /,- = — . (31) 

A G I B B S reláció [26] és [30] f o r m á i a lap ján m e g a d h a t j u k a t é r foga t - és 
időegységre vona tkozó a l akoka t is; energ iaképben: 
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i r f X Y , (32) 
dí f t 1 dí 

en t róp i aképben : 

dí dí 

ahol и a belső energ ia , s az en t róp ia fa j lagos é r t éke . Igen t ö m ö r a l a k b a n í rha t -
j uk fe l a G I B B S r e lác ióka t а Г* = {U*}, Г = { - Г ; } , а = {а,} / -d imenziós 
a b s z t r a k t vek torok bevezetésével : 

= ( 3 4 ) 
dt ~ dí 

= (35) 
dí ~ dí 

A fentiek a l a p j á n ny i lvánva ló az energia- és en t róp iaképek viszonya 
és e g y m á s b a t r a n s z f o r m á l h a t ó s á g a . Ezér t a t o v á b b i a k b a n megelégszünk az 
egyik — mindig az a d o t t v o n a t k o z á s b a n többe t m o n d ó — k é p v izsgá la táva l . 

A következő k é r d é s az e x t e n z í v mennyiségek faj lagos é r t éke i , ill. sűrű-
ségei, va l amin t a Г*, ill. G - p a r a m é t e r e k közöt t i összefüggés. E r r e vona tkozó-
lag m á r nem a d h a t ó k meg olyan á l ta lános é r v é n y ű összefüggések, min t az 
a,-k és рл,-к, ill. a G*-ok és G,-k közö t t , h a n e m a kérdéses összefüggések a 
v izsgá l t rendszer a n y a g i sa já tossága i tó l függenek. Mivel ezek az összefüggések 
a r e n d s z e r t je l lemző kétféle pa ramé te rc sa l ád k ö z ö t t egyensú lyban is fennál l-
n a k , ezér t a t e r m o s z t a t i k a t á r g y k ö r é b e t a r t o z n a k , a t e r m o s z t a t i k a anyagi , 
v a g y kons t i t u t ív egyenleteinek n e v e z h e t j ü k ő k e t . Az összefüggéseket ma te -
m a t i k a i l a g egy o p e r á t o r í r ja le, a m e l y az а és a G*, ill. Г v e k t o r t e r e k közö t t 
t e r e m t kapcso la to t : 

o = А Г = А* Г* . (36) 

H a fel tesszük, hogy a leképzés kölcsönösen egyér te lmű, azaz a Г* (ill. Г ) 
p a r a m é t e r e k v a l a m e l y ha lmazához az a,-k egy és csak egy h a l m a z a t a r t o -
zik, ez m a t e m a t i k a i l a g azt j e l en t i , hogy lé teznek az A, ill. A* operá torok 
A - 1 , ill. A * - 1 i nverze i , melyekre 

G = А " 1 а; Г* = A * - 1 a. (37) 

Az A, A*, A - 1 , A * - 1 ope rá to rokka l szimbolizál t összefüggéseket a gya-
k o r l a t b a n a k lassz ikus t e r m o d i n a m i k a ( t e rmosz ta t ika ) á l lapotegyenle te i szolgál-
t a t j á k , melyek kü lönböző anyagmode l lekre v o n a t k o z n a k . í g y pl. tökéle tes 
g á z o k r a v o n a t k o z ó a n a 
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á l t a lános gáz tö rvény a q t ömegsű rűség és a p, T Г*-paraméterek k ö z ö t t mond 
k i összefüggést (R a gázál landó, M a moleku lasú ly ) ; az ideális e legyekre vona t -
kozó 

_ B l . = J ^ + fllnc, (39) 

Rk 
összefüggést a - y - .Г-paraméter és a ck = m/ (/m t ö m e g t ö r t (a fc-adik kompo-

nens fa j lagos t ömege közö t t t e r e m t k a p c s o l a t o t . A t o v á b b i a k b a n fe l té te lezzük , 

h o g y a vizsgál t rendszermodel l re az á l lapotegyenle tek rendelkezésre ál lnak, 

t e h á t az A, A*, A - 1 , A * - 1 o p e r á t o r o k a t i smer jük . 
[34], [35] és [37] a l ap j án most m á r ki t u d j u k fe jezni a belső energia , ill. 

az ent rópia megvá l tozásá t az a, f a j l agos é r t ékek segítségével: 

= . A - i « , (40) 
dí dí 

ds d a 
•А * а . (41) 

dí dí 

T é r j ü n k m o s t vissza a mér legegyenle t [23] a la t t i lokális a l a k j á r a . Egy-
részről ny i lvánva ló , hogy [23] k ö z v e t l e n ü l a lka lmazha tó pl. az s fa j lagos 
e n t r ó p i á r a : 

í ? ~ + V - j s = crs. (42) 
dí ~ 

Másrészről a [33] GIBBS egyenle tbe [23] a l ap ján behe lye t t e s í tve a ' 
dí 

d i f f e renc iá lhányadosoka t , k a p j u k , hogy 

= (43) 

d í ы ~ ' 

Az egyenlet j o b b oldalán n é h á n y m a t e m a t i k a i á t a l ak í t á s t v é g e z h e t ü n k : 

i= 1 ~ i=I ~ Í=1 

2 r i l - Í A = Z - M A ) - j \ - i r , ] = (44) 
í=l ~ i = 1 ~ ~ 

- + 2 l a X f Í = - X - 2 4 A < + 2 Í A , X r i -
(=1 í=l i = l ~ í=1 ~ 
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Az á ta l ak í t á sok során a s z u m m a jel f e l b o n h a t ó s á g á t és a V o p e r á t o r r a 
v o n a t k o z ó [11] azonosságoka t haszná l tuk ki. Végül is [43] a 

e •4r + X •• 24A = 2r, aA + 2 LA • • <45) 
a t i = i i=1 1 = i 

a l akba í rható . [42] és [45] összehasonl í tásából kézenfekvők a 

is = 24A <46> 
és a 

as = 2 °a + 2 LA ' ~ < 4 7 ) 
í=i í=i ~ 

ér te lmezések. [46] szer in t t e h á t m inden egyes A j ex tenz ív mennyiség t r a n s z -
p o r t j a a hozzá k o n j u g á l t / % п е к megfelelő m é r t é k b e n j á ru l hozzá az en t róp i a 
t r a n s z p o r t j á h o z . [47] szerint az en t rópia fo r rássűrűsége k é t részből t e v ő d i k 
össze: egyrészt m i n d e n egyes A, ex tenz ív menny i ség keletkezése, ill. e l tűnése 
a hozzá kon jugá l t F , -nek megfelelő m é r t é k ű en t róp i a keletkezésével , ill. el-
tűnéséve l j á r ; más ré sz t pusz t án az a t ény , hogy a r endsze rben a F - p a r a m é t e r e k 
inhomogén eloszlása mel le t t a megfelelő ex t enz ív mennyiségek t r a n s z p o r t j a 
j á t s zód ik le, e g y j á r u l é k o t ad az en t róp ia fo r rá shoz . 

[47] ké t t a g j á n a k fizikai je lentésé t i l letően e m l é k e z t e t n ü n k kell a klasszi-
k u s t e r m o d i n a m i k á b a n ( t e rmosz ta t ikában) haszná l a to s „ k v á z i e g y e n s ú l y i " 
v a g y „reverz ib i l i s" f o l y a m a t f oga lmára . Az így neveze t t f i k t í v f o l y a m a t o k r ó l 
fe l té te lezzük, hogy csupa egyensúly i á l l apo ton keresz tü l , in f in i téz imál i san 
k ics iny lépésekben m e n n e k végbe . B e l á t h a t j u k , h o g y [47] j obbo lda l ának első 
t a g j a i lyen f o l y a m a t o k r a is é rvényes , a másod ik t a g j a a z o n b a n az egyensú ly 
fe l té te le mia t t m i n d k é t t ényező e l tűn ik . I lyen é r t e l emben a s [47]-beli f e lbon t á sa 

egy 
arev. = J j n O A i ( 4 8 ) 

i=l 
reverzibi l is és egy 

"tw = 2 Í A - l r > (49) í=i ~ 

irreverzibil is részre va ló f e l b o n t á s n a k t e k i n t h e t ő . H a b e v e z e t j ü k az 

xt = vr,(i= 1, . . . , / ) ( 5 0 ) 

je lölés t , ahol x,-t а Уд. á ramsűrűséghez e n t r ó p i a k é p b e n k o n j u g á l t t e r m o d i n a -
mika i erőnek n e v e z z ü k , akkor 
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<хГ" = 2 Ja, • x, = J • X (51) 
( = 1 

aho l J = { JA(}, X — {A,} / -d imenz iós a b s z t r a k t v e k t o r o k . A későbbiekben 
egy konkré t példa k a p c s á n még v i s sza té rünk a f en t i ekben fog la l t ak ra , most 
m á r csak néhány igen lényeges megjegyzésre szor í tkozunk . 

a) A t e r m o d i n a m i k a második fő té te le az en t róp ia for rássűrűségének 
o'srrev irreverzibilis részére, más néven a a en t róp iap rodukc ió ra a 

cr > 0 (52) 

f e l t é t e l t ró ja , aliol az egyenlőség csak a f en t eml í te t t f i k t í v „reverzibil is folya-
m a t o k r a " áll. Valódi (irreverzibilis) ese tben a t e h á t mind ig nagyobb zérusnál , 
és nagysága az i r reverzibi l i tás mér t ékének t ek in the tő . 

b) A [42] — [52] egyenle tekkel leírt gondo la tmene t te l jesen analóg módon 
vég igveze the tő az и fa j lagos belső energiára is, a [23] és [32] egyenle tekből 
k i i n d u l v a . Ekkor a 

du 
в — + V-Ju = <Tu (53) 

dí ~ 
mér legben 

in = 2 r* ía, (54) 
i=i ~ 

a u = C V + ffurev = 2 < 4 + 2 ja, • V г* (55) 
1=1 i=l 

A a'urev — Та menny i sége t m á s k é p p e n y-vel jelölik és energiadisszipá-
c iónak nevezik; ip még a 

V=J-X* (56) 

a l a k b a í rha tó , ahol X * = {дс*}, xf = Tx, ; xf a ja, á ramsűrűséghez energiakép-
ben k o n j u g á l t t e r m o d i n a m i k a i erő. [52] és az abszolút hőmérsék le t poz i t iv i t ása 
m i a t t 

xp = Та ^ 0 (57) 

a m á s o d i k főtéte l a l t e r n a t í v a l a k j a . 
c) Az x és x* mennyiségek „ t e r m o d i n a m i k a i e r ő " elnevezése azt érzékel-

t e t i , h o g y — hasonlóan, min t ahogy a mechan ika i mozgások esetében a mecha-
n ika i e rőha tásoka t — a t e r m o d i n a m i k a i t r a n s z p o r t f o l y a m a t o k esetében az in-
t enz ív mennyiségek té rbe l i i nhomogen i t á sa i t t e k i n t j ü k a mozgás o k á n a k . Ez 
az ok — okozat i összefüggés k v a n t i t a t í v m ó d o n az x, x* t e r m o d i n a m i k a i erők és 
a ] a { á ramsűrűségek közö t t fenná l ló t e rmod inamika i k o n s t i t u t í v egyenle tek-
ben real izálódik, melyekkel a köve tkező p o n t b a n f o g u n k foglalkozni . 
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Konstitutív egyenletek 

Az előző p o n t b a n a [23] á l ta lános mér legegyenle tek és a [26], [30] 
G I B B S reláció a l a p j á n m e g h a t á r o z t u k az en t róp i a és a belső energia [ 4 2 ] , ill. 
[53] mérlegeinek k o n k r é t a l a k j á t , e lkü lön í t e t tük az irreverzibil is vá l tozásoka t 
j e l l emző en t róp iaprodukc ió , ill . energiadisszipáció menny i ségé t , és megál la-
p í t o t t u k , a t e r m o d i n a m i k a e k ö z p o n t i j e len tőségű mennyiségének a jaí á r a m -
sűrűségek és az r.j, ill. xf t e r m o d i n a m i k a i e rők szorzatösszegére való fe lbon t -
h a t ó s á g á t : 

Сr = J-X = 2 Ja/Xí ; V = J-X* = 2 ÍA,-xf . (58) 
~ ;=i ~ ~ ~ i=l ~ ~ 

A J és az X, ill. X * vek to r t e rek k ö z ö t t i kapcso la t — hason lóan ahhoz, m i n t azt 
az a és a P i l l . Г* t e r ek ese tében l á t t u k — a v izsgál t rendszer anyagi t u l a j d o n -
sága i t ó l függ. Másrészről , m i n t h o g y egyensú lyban mind az á ramsűrűségek , 
m i n d a t e r m o d i n a m i k a i erők e l t ű n n e k , a k ö z t ü k fennál ló összefüggések is a 
r e n d s z e r je l legzetesen nemegyensú ly i d inamikus sa já t sága i . Ezeke t az össze-
függéseke t a t e r m o d i n a m i k a a n y a g i vagy k o n s t i t u t í v egyenle te inek nevezzük . 
F o r m á l i s a n a J és az X , ill. X * v e k t o r t e r e k k ö z ö t t i összefüggés a 

J = £ X = £* X* (59) 

o p e r á t o r k a p c s o l a t t a l sz imbol izá lható , vagy h a a £, £* ope rá to rokka l le í r t le-

k é p z é s kölcsönösen egyér te lmű, a k k o r még 

X = £ - i J ; X* = S * - 1 J (60) 

is í r ha tó . 

Mielőtt m é g rá t é rnénk a t e r m o d i n a m i k a i k o n s t i t u t í v egyenletek gyakor -
l a t i megadási m ó d j á n a k kérdése i re , vegyük észre, hogy — h a egyelőre még 
c s a k formál isan is — most m á r eleget t u d u n k t e n n i az a l a p v e t ő célul k i t ű z ö t t 
f e l a d a t u n k n a k : m e g t u d j u k a d n i az a, fa j lagos mennyiségek tér időbel i evolúció-
j á t leíró d i f ferenciá legyenle teket . E z — pl. e n t r ó p i a k é p b e n a köve tkezőképpen 
t ö r t é n h e t : 

Az i-edik ex tenz ív m e n n y i s é g jf% á ramsűrűsége a J = £ X a b s z t r a k t 

v e k t o r n a k i-edik komponense , ez t jelöl jük így : 

Ja, = £/ x (61) 

Az X t e r m o d i n a m i k a i erő [50] a l a t t i ér te lmezésével ez így í r h a t ó : 

i A { = £, {V ( j = l , . . . , / ) (62) 

Ml'A Biol. Oszt. Közi. 16. (1973) 



A TRANSZPORTFOLYAMATOK TERMODINAMIKAI ELMÉLETÉNEK ALAPJAI 36 7 

A t e r m o s z t a t i k a i k o n s t i t u t í v egyen le t ek [37]-beli f o r m á j a a l a p j á n 

F j = A J 1 a , (63) 

amive l végül is 

Ú4, = £, V ( А - 1 а) ( У = 1 , . . . , / ) (64) 

Az á r a m s ű r ű s é g e k ezen k i fe j ezésé t i = l , . . . , / ese t re f e l í r h a t j u k , és a 
[23] m é r l e g e g y e n l e t e k b e h e l y e t t e s í t h e t j ü k : 

e ^ T + 2) = <Ч> = ü • • • , / ) (65) 

E z a d i f f e renc iá l egyen le t - r endsze r a d o t t A és £ o p e r á t o r o k k a l , а о^ц.-к 
hely- és i dő függésének i smere tében , a d o t t k e z d e t i és pe remfe l t é t e l ek m e l l e t t az 
a, f a j l a g o s m e n n y i s é g e k r e elvileg m e g o l d h a t ó . A t ény leges megoldás t e r m é s z e t e -
sen m é g s z á m t a l a n nehézsége t v e t fel . A [65] d i f f e r enc iá l egyen le t - r endsze rnek 
zá r t a l a k ú me go ldá sa csak egészen k ivé te les e s e t e k b e n v a n , és jó köze l í tő meg-
o ldások is csak n é h á n y speciális e se t r e v a n n a k k ido lgozva . E z e k a z o n b a n m á r 
n e m f iz ika i , h a n e m m a t e m a t i k a i p r o b l é m á k . 

T é r j ü n k m o s t v i s sza a t e r m o d i n a m i k a i k o n s t i t u t í v egyen le tek m e g a d á s á -
n a k kérdésére . Az i r reverzibi l is t e r m o d i n a m i k a k lassz ikus O N S A G E R Í e lmé le t e 
először a l egegysze rűbb , homogén l ineár is k a p c s o l a t o t fe l té te lez te az á r a m -
sűrűségek és a t e r m o d i n a m i k a i e rők k ö z ö t t : 

J = L - X (66) 
v a g y részletesen k i í r v a : 

Ja, = 2 Li7*7 ( i = l , . . . , f ) (67) 
J-1 

ahol az L = {E,y} f x f t í pusú m á t r i x e lemei t á l t a l á n o s í t o t t veze tőképes ségnek 
n e v e z z ü k , és e b b e n , az ú n . sz igorúan l ineáris e lmé le tben , é r t é k ü k k izá ró lag az 
a n y a g i minőségtő l f ü g g ő ál landó. A másod ik f ő t é t e l [52] k ö v e t e l m é n y e reá l i s 
f o l y a m a t o k r a e k k o r a 

X - L - X > 0 (68) 

a l ako t öl t i . Ez t e t sző leges X-re csak ú g y á l l h a t , h a L poz i t í v def in i t m á t r i x , 
ami v i s zon t b i z t o s í t j a L i n v e r t á l h a t ó s á g á t . Az L m á t r i x inverzé t L - I t 
{Ríj} m ó d o n j e l ö l j ü k , és elemeit á l t a l á n o s í t o t t e l l ená l lásoknak nevezzük . Fe l -
ha szná l á sáva l 

X = R J (69) 

Zí = 2 R U J A , (70) 
7=1 

í rha tó . 
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A klasszikus elmélet egyik sokat v i t a t o t t té te lé t képezik a neveze tes 
OlNSAGER-féle sz immet r i a re lác iók : 

Ljj = Lji; Ríj = Rj,. (71) 

Bár az e lméle t s zempon t j ábó l ezek érvényessége a l apve tő kérdés , a gya-
k o r l a t i a lka lmazásokban nincsen különösebb je lentőségük. 

A sz igorúan lineáris O N S A G E R elmélet első kézenfekvő á l t a l ános í t á sá t 
j e l en t i az ú n . kvázi l ineár is , v a g y gyengén nemlineár is eset , amikor is meg-
e n g e d j ü k az L m á t r i x elemeinek a G-pa ramé te r ek tő l va ló függését . E r r e a 
módos í tás ra sz in te minden ese tben szükség v a n , amikor az egyensúlyi á l l apo t -
ró l való eltérés számot tevő , ugyan i s , min t az t egy pé ldán ké sőbb lá tn i f o g j u k , 
vezetés i e g y ü t t h a t ó k n a k a G-pa ramé te rek tő l va ló függése je lentős m é r t é k ű lehe t . 
Mindenesetre , e b b e n a kvázi l ineár is ese tben azt még fe l té te lezzük, h o g y a G-
pa ramé te r ek gradienseinek ér téke i (azaz a t e r m o d i n a m i k a i erők nagysága ) 
n e m befolyásol ja a vezetési e g y ü t t h a t ó k a t . 

A neml ineár i s vagy erősen nemlineár is elmélet m á r az e g y ü t t h a t ó k n a k 
a G - p a r a m é t e r e k gradiensétől , sőt esetleg m a g a s a b b d i f fe renc iá lhányadosoktó l 
v a l ó függését is megengedi . A g y a k o r l a t b a n ennek f igyelembevéte lére r i t k á n 
v a n szükség, b á r egyszerű pé ldá t is lehet r á t a lá ln i , pl. az e lektrol i tok veze tő-
képességének a térerősségtől va ló függését . 

A k lassz ikus O N S A G E R e lmélet t e h á t a legegyszerűbb esetből i ndu l ki , 
és egyre b o n y o l u l t a b b lehetőségek f igyelembevéte léve l fokoza tosan közelí-
t e t t e meg a va lóságos v i szonyoka t . Ezzel a módszerrel szemben a T R U E S D E L L 

nevével f é m j e l z e t t modern amer ika i iskola a fokozatos res t r ikciók módszerével 
közel í t . A l egá l t a l ánosabb operá to r -kapcso la tokbó l k i indu lva az a l a p v e t ő 
t e r m é s z e t t ö r v é n y e k által á l l í to t t megszor í tások f igyelembevéte lével szűr ik ki 
az operá torok megengedhe tő osz tá lya i t , a m i t a konkré t anyagi rendszermodel l 
s a j á t sága i á l t a l emelt res t r ikc iókka l t o v á b b szűkí tenek. Csupán ízelí tőül 
n é h á n y , a f i gye l embe vehe tő megszor í tások közül : 

a ) az a n y a g i ob jek t iv i tás elve: az egyenle teknek a térbel i e l tolással és 
forgatássa l , v a l a m i n t az időbel i eltolással szemben invar iánsnak kell lennie, 
azaz a t e rmésze t tö rvényeknek függe t l eneknek kell lenniük a t tó l , hogy — egyéb-
k é n t azonos k ö r ü l m é n y e k k ö z ö t t — a v i l ágegye tem mely p o n t j á n és me ly idő-
p o n t b a n t e k i n t j ü k őket ; 

b) a d e t e r m i n i z m u s e lve : va lamely jelenséget csak a beköve tkezése 
p i l lanatá ig l e j á t s z ó d o t t események be fo lyáso lha tnak ; 

c) a m á s o d i k fő té te l : az en t róp iap rodukc iónak minden helyen és m i n d e n 
időp i l l ana tban poz i t ívnak kel l lennie; 

d) anyagi sz immet r i ák : az összefüggéseknek invar iánsoknak kell l enn iük 
a konkré t a n y a g i rendszer s z i m m e t r i a t u l a j d o n s á g a i ál tal megszabo t t t r ansz -
fo rmác iókka l s z e m b e n ; 

stb. 
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K o m o l y f e l ada to t je len t ezeket a köve te lményeke t m a t e m a t i k a i for-
m á b a n f igye lembe venn i és az operá torok megengedet t osz tá lya i t m e g h a t á -
rozni, de számos je lenségcsoport és anyagmodel l esetére az e redmények meg-
szüle t tek . Az e redmények igen sok — g y a k r a n meglepő •— elmélet i köve tkez -
t e t é s t engednek , de a kísér le t i e redményekke l való összehangolásuk még 
sok nehézséget je lent . 

Ezzel az elmélet összefoglalását befe jezzük , és a k ö v e t k e z ő k b e n egy egy-
szerű p é l d á n i l lusztrá l juk az eddig t á r g y a l t fogalmak és összefüggések egy 
részét . 

Izoterm d i f fúz ió 

T e k i n t s ü n k egy тг-komponensű izoterm elegyet, me lynek össztömege m,-
benne az egyes komponensek tömege . . . ,mn. Az össz tömeget és a n n a k az t 
egyes komponensek közö t t va ló megoszlását t ehá t n l számú e x t e n z í v 
pa ramé te r r e l j e l l emezhe t jük , melyek közül azonban csak n számú függe t l en , 
a ny i lvánva ló 

n—1 
mn = ni/ — 2 mi (72) 

/=1 

össze függés m i a t t . Tegyük fel, hogy a [72] reláció segí tségével k iküszöböl 
TI -edik k o m p o n e n s az oldószer, amelyről a későbbiek k e d v é é r t még azt is fel 
t é te lezzük , hogy az össztömeg legnagyobb részét a lko t j a , azaz a több i n 1 
k o m p o n e n s r e nézve az elegy híg. 

H a az elegy inhomogén, akkor a lokális jellemzés é rdekében be kell veze t -
n ü n k az egyes komponensek c, t ö m e g t ö r t j e i t (fajlagos t ö m e g e i t ) az 

mi = J Qci d V ( i = l , . . . , 7 i ) (73 ) 
V 

összefüggések segítségével, ahol g a tömegsűrűség . A t ö m e g t ö r t e k közü l is 
csak ti—1 számú függet len v a n , hiszen 

(74) 

Az előzőkben m o n d o t t a k n a k megfelelően [74] segítségével az 7i-edik k o m -
ponensnek t ek in t e t t o ldó szert k iküszöbö l jük , így a rendszer lokális le í rását a 

c, = c / ( r , t ) ( i = l , . . . . , / = n — 1 ) (75) 

gyenletek fog j ák je lenteni . 
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í r j u k fe l az egyes k o m p o n e n s e k r e vona tkozó t ömegmér l egeke t : 

d (o Cj) 

át 
+ Y "У/ = ( i = l , . . . , A Ú 6 ) 

aho l az i -ed ik komponens d i f fúz iós t ömegá ramsű rűsége ; a ö, forrássűrűség a 
kémia i reakciók t ávo l lé tében azonosan zérus . 

Hogy köze lebb k e r ü l j ü n k a gyako r l a tban szokásos í rásmódhoz , t é r j ü n k 
á t a moláris mennyiségek h a s z n á l a t á r a . Az i-edik k o m p o n e n s összmólszáma 
ni = m,/Mi, aho l Mi az i - ed ik komponens molekulasú lya . A molar i tás N,- = 
Qi/Mi, moláris di f fúziós á r a m s ű r ű s é g j , = f i / M , . A moláris mennyiségek beveze-
tésével és a t f j = 0 fel tétel f igye lembevé te léve l a [76] mér l eg a 

^ T + % • ] , = <> (i = l , . . . , / ) (77) 
dt ~ 

a l akba í rha tó . Az ra,-, . . . mólszámoklioz, mint ex t enz ív mennyiségekhez 
kon jugá l t / - p a r a m é t e r e k a 

Э s 
= (i = 1 , . . . • / ) (78) 

Зга,- )ní=állandó (7#i) 1 

nega t ív előjellel ve t t r e d u k á l t kémiai po tenc iá lok , így a / á ramsűrűségekhez 
en t róp iaképben kon jugá l t t e r m o d i n a m i k a i erők az 

= (79) 

mennyiségek, ahol a második egyenlőségnél k ihaszná l tuk a rendszer i zo te rmi tá -
s á t k imondó fe l té te l t . 

Nézzük m e g most az a n y a g i egyenle teket . Sz ta t ikus k o n s t i t u t í v egyenlet-
k é n t híg o l d a t o k r a a 

pt = pl + RT In Ni (80) 

á l lapotegyenle teke t t e k i n t h e t j ü k , ahonnan a — p° t ag á l l a n d ó lévén — 

$1= -^r s Mi = - R X ( b Nj) = - А V N j . (81) 
1 IV/ 

Te rmodinamika i k o n s t i t u t í v egyen le tkén t t e k i n t s ü k a 

Ü = (82) 
~ 7 - 1 
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к vázi l ineár is összefüggést , aho l t ehá t az L,у e g y ü t t h a t ó k az . . . Nf m o l á r i s 
k o n c e n t r á c i ó k függvénye i l e h e t n e k . [77], [81] és [82] f igye lembevé te léve l 

d JV, 

dt 
V. 

/ R 

j-i Nj 
^ L í j — V N A (i = 1 / ) (83) 

d i f ferenciá legyenle t - rendszer t k a p j u k , ami az IV, mola r i t á soka t mint i s m e r e t -
leneke t t ek in tve egy elvileg megoldha tó , de a lehetséges neml inear i tások m i a t t 
nagyon nehezen keze lhe tő f e l a d a t . 

Je len tősen leegyszerűsödik a fe ladat , h a fe l té te lezzük, hogy az L,y e g y ü t t -
h a t ó k csak az Ny koncen t r ác iók tó l függnek, és azzal is egyenesen a r á n y o s a k , 
azaz a 

D U = L - f - (84) 

mennyiségek, az ú n . á l t a l ános í to t t d i f fúziós e g y ü t t h a t ó k , a helytől, i d ő t ő l 
és koncen t rác ió tó l függet len á l landók. А V operá tor ra l végezhe tő m ű v e l e t e k 
[11] szabályai é r t e lmében 

/ 

J=1 

f _ f 

j-1 1=1 

Н а а V o p e r á t o r n a k a f e n t i módon t ö r t é n ő , kétszer egymás u t á n v a l ó 
a lka lmazásának jelölésére b e v e z e t j ü k a y2 nab la -négyze t v a g y L A P L A C E ope -
r á t o r t , akkor a megoldandó f e l a d a t a 

= ^ Du V2Nj (i = 1 , . . . , / ) (86) 
dt j—i 

a lakra r eduká lód ik , amelynek kezelésére m á r alkalmas m a t e m a t i k a i esz-
közök állnak rendelkezésre . 

További megszor í t á skén t legyen 

4 » D . " ь W < ; = 1 - - л (87> 
E k k o r [81], [82] és [84] a l ap j án 

JI = D, V NI (88) 
[86]-ból pedig 

d N• 
— - L = D í V 2 N Í . (89) 

dt 

[88] és [89] é p p e n a d i f fúz ió két k lassz ikus FiCK-féle tö rvénye . 
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