A TRANSZPORTFOLYAMATOK TERMODINAMIKATI
ELMELETENEK ALAPJAI

SCHUBERT ANDRAS

ATE Fizika Tanszék, Godolls

Bevezetés

A fizika t6bbi diszciplinajahoz hasonléan, a transzportfolyamatok termo-
dinamikai elméletének alapfeladatai a kévetkezbképpen foglalhaték ossze: a
folyamatokat leiré paraméterek megadasa; e paraméterek tér- idGbeli evo-
licigjat leiré differencidlegyenletek felirasa; a differencidlegyenletek adott
kezdeti és peremfeltételek mellett nyert megoldéasainak vizsgalata. A kovet-
kez8kben e szempontok alapjan kiséreljilk meg az elmélet révid osszefoglala-
sat adni.

Alapfogalmak, definiciok, jelolések

Vizsgalataink soran kizarélag valés értékekkel jellemezhetd fizikai mennyi-
ségekkel foglalkozunk. Megkiilonboztetiink a szokéasos értelemben vett skalaris
és vektormennyiségeket.

Skalaris mennyiségnek nevezziik és latin vagy gordg betiivel jeloljiik ala-
hiizas nélkiil az olyan, egyetlen valés szammal (és természetesen a megfelels
mértékegységgel) jellemezhetd fizikai mennyiségeket, melyek értéke a vonat-
koztatasi koordinatarendszer transzformaéciéival szemben invarians. Skalaris
mennyiségekre példa a V térfogat, a p nyomas, a u kémiai potencial stb.

Kozonséges (fizikai értelemben vett) hiromdimenziés vektormennyiség-
nek nevezziik, és egyszer alahuzott latin kisbettivel jelsljiik az olyan, harom
valés szammal jellemezhet§ fizikai mennyiségeket, melyekre fennallnak az

= 3ty i+ ¢ =125 (1)
£t = Ok (k,j = 1,2,3) (2)

transzformaciés dsszefiiggések, ahol az x = {xy, 4y, %,}, illetve " = {x], x, x5}
DEscArTEs féle koordinatarendszerben megadott vektorok jelentik a transz-
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364 SCHUBERT ANDRAS

formacié végrehajtasa elStti, ill. utani allapotot, ty és ¢; (i, k=1, 2, 3) a
transzforméciét jellemz§ egyiitthatdk, ill. additiv allandék, ¢, pedig a Kro-
NECKER szimbélum (0, = 1, ha j = k; 6, = 0, haj==k ). Kozonséges vektor-
mennyiségek pl. a v sebesség, a p impulzus, az i elektromos dramsiriség stb.

Az igy definialt skalaris és vektormennyiségeket szokas nullad-, ill. els6-
rendd tenzormennyiségnek is nevezni. Méasod-, vagy annal magasabbrendi
tenzormennyiségekkel ehelyiitt nem foglalkozunk.

A formalizmus egyszertisitése céljabol célszerti lesz az absztrakt vektorok
fogalmanak bevezetése:

f-dimenziés vektornak nevezzik, és egyszer alahtizott latin nagybettivel
jeloljik az f szamiu skalaris vagy vektormennyiséggel jellemezhetd fizikai
mennyiségeket, minden tovabbi megszoritas nélkiil. Az f~dimenziés absztrakt
vektorokat Ixf, ill. fxl tipusd métrixoknak tekinthetjiik. Haromdimenziés
absztrakt vektornak tekinthetjiik pl. egy tokéletes gaz {p, T, I} ,,allapotvek-
torat”; f-dimenzids absztrakt vektor egy f komponensi elegy IN; molaris kon-
centraciéibél alkotott N = {IV;... Ns} vektor, vagy ugyanezen elegy kompo-
nenseinek v sebessegelbol alkotott V_ {vl Nf} sebességvektor.

A definicigbél nyilvanvalo, hogy minden fizikai értelemben vett vektor
egyben absztrakt vektoris, de forditva ez nem sziikségképpen igaz. Eszerint az
alabbiakban absztrakt vektorokra kimondott osszefiiggések kozonséges vek-
torokra is érvényesek.

Ertelmezziik most a vektorokon végezhetd alapmiiveleteket a vektorok
koordinatai segitségével; legyenek X = { Xq 50 5 3 Kphs Y= { X5 0005 Y3} frdic

menziés vektorok.

e S oy e T ®)
Skalarral valé szorzas:
12( = g; g = A AXy o s Ao (4)

Két vektor skalaris (bels§) szorzasa:

f
‘Z/{'XZZXI'Y:'- (5)

i=1
Abszolitérték (modulus) képzés:
= (X- X2, (6)

X

A vektorialis (kiils§) szorzast 3-dimenziés vektorokra a kovetkezGképpen
értelmezziik:

TVl X0 Y. 520 52N 0
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A kozonséges vektorok korében ezeknek a miiveleteknek sajatos geo-
metriai jelentés tulajdonithaté. Ebben a kérdésben, valamint a vektori miive-
letek aritmetikajanak és algebriajanak egyéb kérdéseiben az idevonatkozé
irodalomra utalunk.

Miel6tt tovabbhaladnank, réviden beszélniink kell a ,,tér” szénak a
matematikai és fizikai irodalomban hasznalatos tébbféle jelentésérgl. A tér-
nek mint az anyag egyik alapvetd létezési formajanak fogalmét (a masik az
id8) a fizika, a tobbi természettudomanyhoz hasonléan, atveszi a filozo6fiabél.
A mozgasok térbeli sajatsagainak vizsgalatat a fizika valamely vonatkoztatasi
rendszerben vett helykoordinatak, ill. az ezekbdl alkotott helyvektorok segit-
ségével végzi. Koordinatarendszerként mi kizarélag egyenesvonald, derék-
szogli (DEscArTEs-féle) koordinatarendszert fogunk hasznélni, amelyben
a helyvektort = {x, y, z} médon jeldljiik.

A matematikaban gyakran hasznalatos az absztrakt tér fogalma:
Absztrakt térnek neveziink minden olyan halmazt, amelyben definidlva van
az elemek konvergenciajanak fogalma. Igy pl. a valés szamegyenes absztrakt
térnek tekinthet8 a szokasos értelemben vett konvergenciafogalomra nézve.
Azt, hogy az {x™} (n =12... ) elemek sorozata egy x elemhez konvergil,
igy jeloljiik:

lim {x("} = x.

n—»oco

Az f-dimenziés absztrakt vektorok halmaza absztrakt térré tehetd
olyképpen, hogy értelmezziik benne a konvergenciat, pl. a kézenfekvd

lim {X(")} X akkor és csak akkor, ha hm {X™} = X, ()
T
(L = s aaf)
modon (koordinatankénti konvergencia).

Az el6z6 két jelentésen feliil a fizikdban a tér szét még egy tovabbi érte-
lemben is hasznaljdk. Valamely x skaldris, vagy X vektormennyiség terérél
beszélnek abban az esetben, hax, ill. X az r helyvektor figgvénye; x = x (1),
X = X (r). A zavar elkeriilése érdekében ez esetben szokés az idegen nyel-
vek mlnta]ara a tér (Raum, space) sz6 helyett a mez§ (Feld, field) szét alkal-
mazni, de ez, sajnos, nem altalanosan elfogadott, s6t, bizonyos székapcso-
latokban (térelmélet, térmennyiségek, erGtér sth.) nem is hasznaljak.

Ezek utan tekintsiik a kévetkezd definiciét:

Absztrakt fiiggvénynek, vagy operatornak neveziink egy olyan leképzést,
amely egy absztrakt tér minden elemének egyértelmiien megfelelteti egy abszt-
rakt tér valamely elemét. A szerepld két absztrakt tér lehet azonos vagy kiilon-
b6z6; az egyértelmiiség nem feltétleniil kolecsonds. Tekintsiik példaként a vek-
torok [6] alatt definialt abszolitérték képzését. Ez az operacié egy vektortér
minden elemének egyértelmiien megfelelteti a valés szamok terének egy elemét.
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366 SCHUBERT ANDRAS

Minden vektornak egy és csak egy abszolitértéke van, de nemcsak egy (hanem
végtelen sok) azonos abszolitértékd vektor létezik.

A vektorterek kozott mikods operatorok egyik legegyszerlibb esete egy
f- és egy g-dimenzids vektortér kozotti homogén, linedris operatorkapesolat,
amelyet egy fxg tipusi matrix reprezental. Specialisan, ha f = g, akkor az
fxf tipusi négyzetes matrixok az f-dimenziés vektorok halmazit énmagéiba
képezik le a matrixszamitas miveleti szabalyai szerint. Legyen X = {X;}
(i=1,...f)fdimenziés vektor, A = {A,-,,} (i,k,= 1, . ...f) fxf tipust négyze-

tes matrix, akkor

A%=Xq&{§AmmyﬁLnﬁ (9)
k=1

Egy igen jelentds, és a kés6bbiekben gyakran hasznalt operator a V
Hawmivron-féle, vagy nabla operator. A V operator differencidloperator, amely
3-dimenziés vektorként tekinthetd:

V ={8/8x /8y, 8/8.}, azaz komponensei a harom térkoordinita szerinti
parcialis derivaltakat jelentik; V a térmennyiségek (skalaris vagy vektor-
mezdk) térbeli inhomogenitasat kifejez§ operator. Legyen a = a (r) egy
skalaris, u = u (1) egy vektormezs. Ekkor °

gradazza: a_aaa_a,ég_
dy Ody 0z
du ou du
oy — LA - _JE3 3 (10)
0x oy 0z

div

<]

IS

rotu =V Xu

~

a kérdéses mez§ gradiense, divergenciaja és rotaciéja. A V operatorral valé
szamolésra érvényesek az elemi differencialasi szabalyok, pl.

¥(a+b)=Yat¥b
Via=AYa (4 = konstans) (11)
V(ab)=aVb+bVa
sth., ahol a és b tetszés szerint jelenthet skalaris vagy vektormennyiségeket,
és mindeniitt az értelemszertien megfelel§ szorzasjel értendd.

A V operatorral kapcsolatban meg kell emliteniink a harom alapvetd
integraltételt:

fVadV = §o,ad@

(VewadV = fo,u-4Q (GAUSS tétele) (12)

~ A~

<

J(Uxu)dV = o, d2xu,
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A TRANSZPORTFOLYAMATOK TERMODINAMIKAI ELMELETENEK ALAPJAI 367

ahol V' a tér tetszbleges tartomanya, 2, az ezt burkolé zart feliilet, dQ pedig
a kiils& normaélis iranyban irdnyitott feliiletelem.

Itt jegyezziilk meg, hogy az operatorokat irott nagybetiivel, vagy egyes
esetekben hagyomanyos, specialis szimbélumokkal, a matrixokat kétszer ala-
hizott latin nagybetiikkel fogjuk jelslni.

Ezzel a matematikai alapfogalmak attekintését befejezziik, és ismét fel-
hivjuk a figyelmet a megadott irodalomra.

A termodinamikaban a fizikai mennyiségek egy tovabbi alapvet fel-
osztasa szokasos. Jeloljon S egy anyagi rendszert, akkor AS jelsljon egy olyan
anyagi rendszert, amely A-szor annyi anyagot tartalmaz, mint S, az S-sel tel-
jesen azonos allapotban (ez a megalapozas semmi esetre sem tekinthet§ eg-
zaktnak, de szemléletes, és ezaltal elkeriilhetjiik a bonyolult matematikai
okfejtéseket). A rendszert jellemz§ fizikai mennyiségeket jelolje 4 (S) ...
a (S)... sth. Egy A4 (S) mennyiséget termodinamikai extenziv mennyiség-
nek neveziink, ha

A(AS) = 24(S); (13)
egy «S) mennyiséget termodinamikai intenziv mennyiségnek neveziink, ha
oa(AS) = afS), (14)

azaz az extenziv mennyiségek értéke a rendszerben foglalt anyag mennyiségé-
vel aranyos, mig az intenziveké fiiggetlen attél. Mind az extenziv, mind az in-
tenziv mennyiségek lehetnek skalaris vagy vektormennyiségek. Skalaris ex-
tenziv mennyiségek az m tomeg, a Q toltés, az U bels§ energia stb., vektoralis
pl. a P impulzus; skalaris intenzivek a T abszolit hémérséklet, a o stirtiség,
vektoralis intenziv mennyiségek pl. a ¢ , elektromos dipolusnyomaték siirtség.

Az extenziv és intenziv mennyiségek szerepérdl a termodinamika fel-
épitésében, valamint tovabbi osztalyozasukrél, a kovetkez6 pontban lesz
8z0.

Mérlegegyenletek

Mint azt a bevezetésben megallapitottuk, az elsg feladat az anyagi rend-
szereket termodinamikailag leiré paraméterek megadasa. A kérdés vgy is fel-
tehet: milyen adatok ismeretében tekinthet adottnak egy rendszer? Az anyag
végtelen sokrétisége, a lehetséges kolcsonhatasok végtelen sokfélesége miatt
a kérdés igy nem valaszolhaté meg. Ha azonban egyszerre csak véges sok kol-
csonhatasrol kivinunk beszamolni, akkor mar remélhetjiik, hogy a kérdésre
érdembeli valaszt kaphatunk.

Az anyagi rendszereket termodinamikai szemponthél tekintve, minden
kolcsonhatasi formahoz a rendszer egy extenziv mennyisége tartozik. Igy pl.
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a gravitaciés kolcsonhatashoz az m témeg, az elektrosztatikus kolesonhatashoz
a ( toltés, a kémiai reakcidkhoz az n; komponens molszamok, a hGhatashoz az
S entrépia stb. A megfeleltetés kolcsonds, azaz minden extenziv mennyiséghez
tartozik egy kélesonhatasi forma.

Tekintsiink el§szér homogén, egyensilyi rendszereket. A mondottak
értelmében, ha a rendszert n szamiu kélesdnhatéasra nézve kivanjuk leirni, akkor
a rendszer n szamu fiiggetlen extenziv mennyiség, A, ... A4,, ismeretében
adottnak tekinthetd.

Ahhoz, hogy inhomogén, nem egyensilyi rendszereket is targyalhassunk,
be kell vezetniink a fajlagos mennyiségek és a stirtiségek fogalmat. Ha az n
szamid extenziv paraméterek kéziil kivalasztunk egyet, és az osszes tobbit
elosztjuk ennek értékével, akkor n—1 szamid intenziv mennyiséghez jutunk,
amelyeket a késébbiekben bevezetésre keriil§ vin. valédi intenziv mennyisé-
gektdl valé megkiilonboztetésiil fajlagos mennyiségnek nevezziik. Leggyakrab-
ban a fajlagositast az m tomeg vagy a V térfogat szerint végezziik. Jeloljik
az A; extenziv mennyiségnek a tomeg szerint fajlagositott értékét a;-vel; homo-
gén rendszer esetében a; = A;/m. Az A; térfogat szerint fajlagositott értékét
az i-ik extenziv mennyiség stirtiségének nevezziik, és g, ,-vel jeldljiik; homogén
rendszerekben g4, = A4;/V = g0 a;. A fajlagos mennyiségek és a stirdségek
most mar inhomogén rendszerek lokalis jellemzésére is hasznalhaték; ilyen-

kor fennall, hogy

Ai:jQAchZXQaidV9 (15)
v v

ami a lokalis stirtiségek, ill. fajlagos mennyiségek definiciéjaként is tekinthetd,
o-val a témeg suriségét jelsljiik.

A makroszkopikus termodinamika egyik alapvetd posztulatuma a lokalis
egyensily hipotézise: nem egyensilyi rendszerekben a homogén, egyensilyi
rendszerekre definialt mennyiségek lokalisan 1éteznek, a rajuk fennall6 6sszefiig-
gések lokalisan érvényben maradnak. (Kiilon kérdés, hogy hogyan kell értel-
mezniink a ,,lokalis” jelz6t; ezen — egyszerlien szélva — egy akkora tértarto-
many értends, amely elegend@en kicsiny ahhoz, hogy egyetlen pontként kezel-
jik, de elegend@en nagy ahhoz, hogy annyi molekuldt tartalmazzon, hogy
benne a statisztikus térvényszertiségek érvényre juthassanak.) Ennek alapjan
kijelenthetjiik, hogy egy inhomogén, nemegyensilyi rendszert egyértelmiien
jellemezhetjiik tomegével vagy térfogataval, valamint az f = n—1 szami fenn-
maradé extenziv mennyiség fajlagos értékeinek, ill. siiriiségeinek a rendszer
minden pontjaban megadott értékeivel. Ha folyamatokat vizsgalunk, akkor
a térbeli eloszlas mellett az idébeli valtozasokra is kivancsiak vagyunk, igy
végiil is a rendszer teljes leirasat az

m=m(t); a; = a;(r;1) U= dyscnal 1 o (16)
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vagy a
V=V(t); oa,=04,(rt) E= L) (17)
egyenletek jelentik.

Helyezkedjék el vizsgalt rendszeriink a tér egy Q, zart feliilettel hatarolt
V tartomanyban. Valamely A4 extenziv mennyiség teljes idébeli megvaltozasa

arendszerben
dA(V)

de

—Ja(2) + QA (V), )

ahol J4(Q,) az A mennyiségnek a rendszer Q, hatarfeliiletén ataramls fluxusa
a bearaml6 mennyiséget pozitivnak, a kidramlé mennyiséget negativnak véve;
Qa(V) pedig A-nak a V tartomanyban keletkezd (+ ), vagy eltiing (—)
mennyisége, a szokasos széhasznalattal élve, forrasa vagy nyelgje. A [18]
egyenletet az A extenziv mennyiségnek a ¥ tartomanyban vett globalis (integ-
ralis) mérlegének nevezziik.

Hogy attérhessiink a lokalis frasmédra, vezessiik be az 4 extenziv mennyi-
ség iA aramstriség vektoranak és o forrasstiriségének fogalmat; az elgbbi
az egységnyi idé alatt, egységnyi feliileten, a feliiletre merélegesen ataramlé
A mennyiségét, utébbi pedig az egységnyi térfogatban egységnyi idé alatt
keletkezd, vagy eltiind 4 mennyiségét jeloli. A [18] mérlegben szerepls mennyi-
ségek ezzel, valamint [15] figyelembevételével

dAV) B d JQAdV:J do, dej d(oa) qv —
dz dt de di
14 14

v

=|lo—dV, (19)

ahol a legutolsé lépésben feltételeztiik, hogy a rendszer ¢ stirtisége idében al-
landé;

JA('Qv) = ~(§QulA'd£2= = {Z]AdV’ (20)
ahol a masodik lépésben a [12-b] GAuss tételt hasznaltuk fel, végiil

QA(V)=jo'AdV. (21)

A [19], [20] és [21]-ben szerepld végsé kifejezéseket egyetlen integralla ren-
dezhetjiik:

J[Q (clla + X = vapdl =0, (22)
t ~

v
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ami a V tartomany tetszdleges volta miatt csak dgy allhat, ha

da ’
0 +Vja—04a=0,
de o
vagyis (23)
da
+ Vija=0¢ 9
de weE s

ami az A extenziv mennyiségre vonatkozé lokalis (differencialis) mérlegegyen-
let szokasos alakja.

Tekintsiik [23] két lényeges speciilis esetét:

a) ha da/dt = 0, akkor a rendszer stacioner. Az erre, az n. ,,steady state’
esetre vonatkozé egyenlet nyilvanvaléan

V'L.A—_—O'A-) (24)

~

b) ha 0, = 0, akkor a tér forrasmentes, ilyenkor

= Ll (25)

Ha valamely A extenziv mennyiségre 64 = 0 minden esetben azonosan fenn-
all, akkor A-t megmaradé mennyiségnek nevezzik, és [25] ilyenkor a meg-
maradasi egyenlet lokalis alakja.

Gondoljuk most meg, mit jelentenek a [23] mérlegegyenletek eredeti
problémank megoldasa szempontjabol. Keressiikk a megoldast [16] szerint.
Tegyiik fel, hogy rendszeriink éssztéomege allandé. A feladat ekkor tehat a
fennmaradé n— 1 szdmu extenziv mennyiséga; (i = I, ... ,n—1) fajlagos érté-
kének hely- és id6fiiggését megadni. Ehhez a [23] mérlegek n —1 szami diffe-
rencidlegyenletek szolgaltatnak. A megoldashoz azonban ismerni kellene a j a;
aramstrtségek és a 0,4, forrassiirtiségek értékeit a hely és az id8 figgvényé-

D

ben. A 04, forrasstiriiségekrél még feltételezhetjiik, hogy azok a hely és az id8
elirt 64, = 04, (r,t) fiiggvényei, de a j,A" Aramstrdségeket mar semmiképpen
sem irhatjuk el§ az a; értékek ismerete nélkiil, hiszen j6l tudjuk, hogy a fluxu-
sok létezése és mértéke éppen az a; értékek térbeli eloszlasaval kapcsolatos,
nevezetesen pl. homogén eloszlas esetén a rendszerben aramok nincsenek.
Igy a feladat most az, hogy megkeressiik az f = n—1 szamd A; extenziv L'Ai
aramstirliségei és az a; fajlagos értékei kozotti osszefiiggést, amit a mérleg-
egyenletekbe helyettesitve az a;-ikre megoldhaté differencidlegyenlet-rendszert
nyerhetiink.
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A Gibbs relacié és kovetkezményei

Az extenziv mennyiségek és kolcsonhatasi formak kozotti kolesénosena
egyértelmi hozzarendelést a termodinamika GiBBs-féle relaciéja fejezi ki kvan
titativ forméaban. E szerint a rendszer U bels§ energiajanak dU megvaltozas-
atobbi 4; (1 =1,...,f= n—1) extenziv mennyiség dA; megvaltozasaival a

i
dU = 3Tt d4, (26)
i=1

alakban irhaté fel, ahol a

oU
6] A,- A; = allandé (j # i)

1}*:[ B T 27)

mennyiségeket az A; extenziv mennyiségekhez energiaképben konjugalt
intenzfv mennyiségeknek (vagy I'*- paramétereknek) nevezziikk. Igy pl. az S
entrépiahoz konjugalt /™-paraméter a T abszolit h§mérséklet, a V térfogathoz
a — pnegativ elgjellel vett nyomas, egy n-komponensii elegy k-adik komponen-
sének n; molszamahoz a py kémiai potencial tartozik I™-paraméterként.
Ezekre a mennyiségekre tehat a GiBBs relacié a

dU = TdS — pdV + 3 p,dn, (28)
k=1

alakban irhatéfel. [28]-bél nyilvanvalé, hogy a GiBBS relacié kénnyen atrendez-
hetd gy, hogy a dS entrépiavaltozas legyen explicit médon kifejezve:

1 P o M
= P | AR, - F o B 29
T + T k2=l T k (29)

A [26] altalanos alak mintajara:
I
dS = > 1Id4,, (30)
i=1
ahol most a I'-k az A; extenziv mennyiségekhez entrépiaképben konjugalt
intenziv mennyiségek (I’-paraméterek). Nyilvanvaléan

i I+
I'y=-—, egyébként Ij= — ’ 31
e gy = (31)

A GiBBs relacié [26] és [30] formai alapjan megadhatjuk a térfogat- és
idGegységre vonatkozé alakokat is; energiaképben:
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du ! da;
= I'f ——, 32
de g] "ot B
entropiaképben:
ds [ da
i 33
dt % Cde )

ahol u a belsG energia, s az entrépia fajlagos értéke. Igen tomor alakban irhat-
juk fel a GiBs relacidkat a I'* = {I'f}, I'= {I'i}, ¢ = {a;} f-dimenziés
absztrakt vektorok bevezetésével:

du d

IS

== 34
de 3y P
ds g 0B (35)
dt ~ode

A fentiek alapjan nyilvanval6é az energia- és entrdpiaképek viszonya
és egymasba transzformalhatésaga. Ezért a tovabbiakban megelégsziink az
egyik — mindig az adott vonatkozasban tébbet mondé — kép vizsgéalataval.

A kovetkezd kérdés az extenziv mennyiségek fajlagos értékei, ill. stird-
ségei, valamint a I™*, ill. I'-paraméterek kozotti osszefiiggés. Erre vonatkozé-
lag mar nem adhaték meg olyan altalanos érvényt osszefiiggések, mint az
ai-k és pai-k, ill. a -0k és I'-k kozott, hanem a kérdéses osszefiiggések a
vizsgalt rendszer anyagi sajatossagaitél fiiggenek. Mivel ezek az osszefiiggések
a rendszert jellemz§ kétféle paramétercsalad kozott egyensilyban is fennall-
nak, ezért a termosztatika targykorébe tartoznak, a termosztatika anyagi,
vagy konstitutiv egyenleteinek nevezhetjiik Sket. Az osszefiiggéseket mate-
matikailag egy operator irja le, amely az a és a I'*, ill. I" vektorterek kozott
teremt kapcsolatot:

a= A I'=A*I"*. (36)

Ha feltessziik, hogy a leképzés kolesonosen egyértelmd, azaz a I'™* (ill. I")
paraméterek valamely halmazahoz az a;-k egy és csak egy halmaza tarto-
zik, ez matematikailag azt jelenti, hogy léteznek az A, ill. A* operatorok
A-1, ill. A*-1 inverzei, melyekre

I'=A—la; ™= A¥-1q, (37)

Az A, A*, A-1, A*-1 operatorokkal szimbolizalt ésszefiiggéseket a gya-
korlatban a klasszikus termodinamika (termosztatika) allapotegyenletei szolgal-
tatjak, melyek kiilonb6zd anyagmodellekre vonatkoznak. igy pl. tékéletes
gazokra vonatkozéan a
pM

e (38)

Q:
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Atal ARos g/t rvgny aqt megsRrRs@y @& ap, T A*-paramderek k z tt mond
ki sszef gg@st (R a g/&Atland , M a molekulasady); az idedis elegyekre vonat-
koz

Bl.- J A + flinc, (39)

Rk
sszef gg@kt a -y- ."-param@der & ac = m//m t megt rt (a fcadik kompo-

nens fajlagost mege k z tt teremt kapcsolatot. A tovAbbiakban felt@elezz Kk,
hogy a vizsgAt rendszermodellre az Atlapotegyenletek rendelkez@re Atlnak,
teh/E az A, A*, A"t A* ! operAorokat ismerj k.

[34], [35] @& [37] alapjAn most mAE ki tudjuk fejezni a belsi energia, ill.
az entr pia megvAtozASAE az a, fajlagos &tkek seg tsg@el:

- CA -« (40)
d d
d d
S & (41)
d d

T&j nk most vissza a m@legegyenlet [23] alatti lokAEs alakjAEa. Egy-
rgszril nyilvAaval , hogy [23] k zvetlen | alkalmazhat pl. az s fajlagos
entr pi/a:

?~ + V-jg= Cre (42)
d ~

MASrgszril a [33] GIBBS egyenletbe [23] alapjAR behelyettes tve a d’

differenci AhAayadosokat, kapjuk, hogy

= (43)
d R ~
Az egyenlet jobb oldalAa nghAhy matematikai Aalak tAst v@yezhet nk:
i=1 ~ i=l ~ =1
2|’i|-”A= _1Z-MA)-j\-ir,]= (44)
= ~ = ~ ~
- +2laxXx"™ = - X-24A<+ 27A,X"i-
(=1 =l i=l ~ =1~
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Az Aalak tAsSok sorAB a szumma jel felbonhat sAgA& @& a V operAorra
vonatkoz [11] azonossAgokat hasznAttuk ki. V@ | is [43] a

@4r + Xeo 24A = 2r2A +2 LA o <)

at i-i i-1 1=1

alakba rhat . [42] & [45] sszehasonl tASAb | kZenfekvik a
is =24A <*%>

aS: Zi oa + _2| l_A'., <47)
Zrtelmez@bek. [46] szerint tehA& minden egyes Aj extenz v mennyisdg transz-
portja a hozzAEkonjugAtt /% Emegfelell m&t@ben jAEul hozzAaz entr pia
transzportjAhoz. [47] szerint az entr pia forrASsBr3sdhge k@& r@&szbi| tevidik
ssze: egyr@zt minden egyes A, extenz v mennyisdy keletkez@be, ill. eltBndse
a hozz/EkonjugAet F,-nek megfeleli m@&tkR entr pia keletkez&s@vel, ill. el-
tBnsvel jAE;, mASrdszt pusztAp az at@dhy, hogy arendszerben a F-param@erek
inhomog@h eloszlAa mellett a megfelell extenz v mennyis@yek transzportja
jAsz dik le, egy jAEul@kot ad az entr piaforrAshoz.

[47] k& tagjAnak fizikai jelent@@ illeti en eml@keztetn nk kell a klasszi-
kus termodinamikAban (termosztatikAban) haszn/Atatos kv/Aiegyensodyi”
vagy reverzibilis" folyamat fogalm/Aa. Az gy nevezett fikt v folyamatokr |
felt@telezz k, hogy csupa egyensatyi Alapoton kereszt |, infinit@im/AEisan
kicsiny |p@ekben mennek végbe. Bel Ahatjuk, hogy [47] jobboldalAaak elsi
tagja ilyen folyamatokra is @v@hyes, a mAsodik tagja azonban az egyensody
felt@tele miatt mindk@ téhyezi eltBnik. Ilyen &telemben as [47]-beli felbontAsa

egy
aevV. = Jjnoai (48)
i=l
reverzibilis @& egy
o= 2—iﬂé'|r> *)

irreverzibilis rszre val felbontAsnak tekintheti. Ha bevezetj k az

X = wr,(i= 1, ...,1) (50)

jel 1&st, ahol x,-t . AEamsBri3sgghez entr piak@bben konjugAt termodina-
mikai eri nek nevezz k, akkor
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<tt=2_ daex = X (51)

ahol J = {JA}, X — {A,} /-dimenzi s absztrakt vektorok. A ki bbiekben
egy konkr@& pdda kapcsAB m@y visszat@ nk a fentiekben foglaltakra, most
mAE csak nghAay igen |dhyeges megjegyz@sre szor tkozunk.

a) A termodinamika mASodik fitdele az entr pia forrAsSsRri3sdgehek
irreverzibilis r&szde, mAS n@ven a a entr piaprodukci ra a

) rrev

0
a> 0 (52)

felt@&elt r ja, aliol az egyenli sy csak a fent eml tett fikt v reverzibilis folya-
matokra" AH. Val di (irreverzibilis) esetben a tehZ mindig nagyobb z@usnA,
@& nagysAga az irreverzibilitAA madtekdhek tekintheti.

b) A [42] [52] egyenletekkel le rt gondolatmenet teljesen anal g m don
vigigvezetheti az t fajlagos belsi energiZa is, a [23] & [32] egyenletekbi |
kiindulva. Ekkor a

du
d + V-Ju= <u (53)
m&rlegben
in=2 ™ g )
i=i ~
a,=CY + ffuU®¥ = 2 <4+ 2 ja, oV a* (55)
=1 i=l
A au™® mennyisdyet mAsk@ppen y-vel jel lik @& energiadisszip/&
ci nak nevezik; ipm@d a
V=J-X* (56)

alakba rhat , ahol X* = { &}, xf = Tx, ;xf aja, AamsBRrRs@dyhez energiak@p-
ben konjugZt termodinamikai eri. [52] & az abszolod hi m@&s@klet pozitivitAsa
miatt

xp= 0Oar 0 (57)

a mAsodik fitc&el alternat v alakja.

c) Az x & x* mennyisdgek termodinamikai er1" elnevez@se azt &zkel-
teti, hogy hasonl an, mint ahogy a mechanikai mozgAsSok esetZben a mecha-
nikai eri hatAsokat a termodinamikai transzportfolyamatok esetZben az in-
tenz v mennyis@gek t@beli inhomogenitAsait tekintj k a mozgAs okAnak. Ez
az ok okozati sszef gg@skvantitat v m don az x, x* termodinamikai ertk @&
a Ja; AamsBrRsyek k z tt fennAl termodinamikai konstitut v egyenletek-
ben realizA dik, melyekkel a k vetkezi pontban fogunk foglalkozni.
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Konstitut v egyenletek

Az elizi pontban a [23] AttalABos mdflegegyenletek @& a [26], [30]
cieBs relZ&i alapjAn meghatAoztuk az entr pia & a belsi energia [42], ill.
[63] m&legeinek konkr@ alakjAE, elk | n tett k az irreverzibilis vAttozASokat
jellemzi entr piaprodukci , ill. energiadisszipAEi mennyisdg@d, & megAla-
p tottuk, atermodinamika ek zponti jelenti sggR mennyisZgZhek a jai Atam-
sBr3s@yek @& az rj, ill. xf termodinamikai eri k szorzat sszegdfe val felbont-
hat sAgAE:

r=J3X =2 JaX ; V=X =2 "Ax . (58)
~ =]~ ~ ~

A J @& az X,ill. X* vektorterek k z tti kapcsolat hasonl an ahhoz, mint azt
az a @& a Pill. A* terek eset@en |Atuk a vizsgAtt rendszer anyagi tulajdon-
sAgait | f gg. MAr&szri|l, minthogy egyensodyban mind az Atamslrl3s@yek,
mind a termodinamikai erik eltBnnek, a k zt k fennAkl sszef gg@kek is a
rendszer jellegzetesen nemegyensadyi dinamikus saj/AEsAgai. Ezeket az ssze-
f gg@keket atermodinamika anyagi vagy konstitut v egyenleteinek nevezz K.
FormAisan aJ & az X, ill. X* vektorterek k z tti sszef gg@ a

J= EX = £*X* (59)

operatorkapcsolattal szimbolizalhaté, vagy ha a £, £* operatorokkal leirt le-
képzés kolcsdndsen egy@dtelmB, akkor mep

X = £-iJ; X*= s*-17 (60)

is irhato.

Mieli tt m@g rA&dnZhk atermodinamikai konstitut v egyenletek gyakor-
lati megadAsi m djAnak k@&ddseire, vegy k @bzre, hogy ha egyelire m@y
csak formAksan is most mA eleget tudunk tenni az alapveti c@ul kitRz tt
feladatunknak: meg tudjuk adni az a, fajlagos mennyis@gek t&idi beli evoloei -
/& ler differenciAegyenleteket. Ez pl. entr piak@pbben a k vetkezi k@ppen
t rt@nhet:

Az i-edik extenz v mennyis@y jf% AEamsRrBsZge a J = £ X absztrakt
vektornak i-edik komponense, ezt jeldljik igy:

Ja, = £/x (61)
Az X termodinamikai eri [50] alatti &telmez@s@el ez gy rhat :

iag = £, {V (=t ....0 (62)
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A termosztatikai konstitutiv egyenletek [37]-beli formaja alapjan

Fi= AJ' a, (63)

amivel végul is
U4, = £, V( -* ) ( =1, ....1) (64)
Az AamsBrRs@dgek ezen kifejezs@ i=1, ...,/ esetre fel rhatjuk, & a

[23] m@&legegyenletekbe helyettes thetj k:

erT + 2) = < > = 0 eee/) (65)

Ez a differencidlegyenlet-rendszeadott A és £ operatorokkal, * .-GE
hely- & idi f gg@kehek ismeret@ben, adott kezdeti & peremfelt@elek mellett az
a, fajlagos mennyisZgekre elvileg megoldhat . A téZhyleges megoldAs term@szete-
sen mgZy szAmtalan neh@s@het vet fel. A [65] differenciAtegyenlet-rendszernek
zAEt alakcemegoldASa csak eg@kzen kivteles esetekben van, & k zel ti meg-
oldAsok is csak nghAny speciAls esetre vannak kidolgozva. Ezek azonban mA&
nem fizikai, hanem matematikai probl@mAk.

T@&j nk most vissza atermodinamikai konstitut v egyenletek megadAA&
nak k&rdgs@re. Az irreverzibilis termodinamika klasszikus oNSAGER” elmdete
elisz r a legegyszerBbb, homog@h lineAis kapcsolatot felt@elezte az AEam-
sBri3s@gek @& a termodinamikai erik k z tt:

J= L-X (66)
vagy r@bszletesen ki rva:

Ja, = 2 Li7*7 (i=1,...,f) (67)
J-1
ahol az L = {Ey} fxft puscemZrix elemeit AttalAhos tott vezeti k@pess@gnek
nevezz k, @& ebben, az om. szigoroan lineZ&is elm@etben, &tk k kizA lag az
anyagi minisggti| f ggi Aland . A mAsodik fit@&tel [52] k vetelm@hye reAis
folyamatokra ekkor a
X-L-X >0 (68)

alakot |Iti. Ez tetszileges X-re csak omy Alhat, ha L pozit v definit mZrix,
ami viszont biztos tja L invertAhat sAgA&. Az L mA&rix inverz& L~ It
{Rj} m don jel |j k, & elemeit Attal Aos tott ellen/lAsoknak nevezz k. Fel-
hasznAEAS A al

X =R J (69)
z = 2RuUJaA, (70)
7=1

rhat .
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A klasszikus elmdet egyik sokat vitatott t@el@ k@pezik a nevezetes
OINSAGER-fde szimmetriarel &i k:

Lij = Lji; Rj = Ri. (71)

BAE az elm@et szempontjAb | ezek &vhyessdge alapveti k@&dds, a gya-
korlati alkalmazAsokban nincsen k | n sebb jelenti s@y k.

A szigoraan lineZis oNnsaGER elmdet elsi k@renfekvi Attal Ahos tASAE
jelenti az om. kvAilineZis, vagy gyengZh nemlineZEis eset, amikoris meg-
engedj k az L mArix elemeinek a G-param@erekti| val f gg@&s@d. Erre a
m dos tASra szinte minden esetben sz ks@y van, amikor az egyensodyi Zlapot-
r | val eltd@ szAmottevi, ugyanis, mint azt egy pddAa keI bb | &ni fogjuk,
vezet@si egy tthat knak a G-param@erekti | val f gg@sejelenti sm@tekR lehet.
Mindenesetre, ebben a kv/ilineZis esetben azt m@y feltdelezz k, hogy a G-
param@&erek gradienseinek @tZkei (azaz a termodinamikai ertk nagysAga)
nem befolyASolja a vezet@i egy tthat kat.

A nemline/Zis vagy erisen nemlineZis elmdet mAE az egy tthat knak
a G-param@erek gradiensdi |, sit esetleg magasabb differenci AEhAayadosokt |
val f gg@s@ is megengedi. A gyakorlatban ennek figyelembev@el@e ritkAn
van sz ksdy, bA egyszerl3 pddZ is lehet rAtal Ani, pl. az elektrolitok vezeti -
kZpessghek a treriss@gtil val f ggdsad.

A klasszikus onsacer elmdet teh/Z a legegyszerBbb esetbi| indul ki,
@ egyre bonyolultabb leheti sdgek figyelembev@étel@el fokozatosan k zel -
tette meg aval sAgos viszonyokat. Ezzel a m dszerrel szemben a TRUESDELL
nev@vel f@mjelzett modern amerikai iskola a fokozatos restrikci k m dszer@vel
k zel t. A legAttalAnosabb operAor-kapcsolatokb | kiindulva az alapveti
term@bzett rvdhyek Attal Al tott megszor tASok figyelembev@el@ el szRrik Ki
az oper/Aorok megengedheti osztAtyait, amit a konkr@ anyagi rendszermodell
saj AEsAgai  Attal emelt restrikci kkal tovAbb szRk tenek. CsupAa zel ti |
nZhAny, a figyelembe veheti megszor tAsok k z I:

a) az anyagi objektivitAs elve: az egyenleteknek a t@beli eltolAssal &
forgatAssal, valamint az idi beli eltolAsal szemben invariAasnak kell lennie,
azaz aterm@bszett rvhyeknek f ggetleneknek kell lenni k att |, hogy egy@b-
k@nt azonos k r Im@hyek k z tt a vilAgegyetem mely pontjAn @& mely idi -
pontban tekintj k 1Kket;

b) a determinizmus elve: valamely jelensdget csak a bek vetkez@se
pillanatAg lejAtsz dott esem@hyek befolyASolhatnak;

c) amAsodik fit&el: az entr piaprodukci nak minden helyen @& minden
idi pillanatban pozit vnak kell lennie;

d) anyagi szimmetriAk: az sszef gg@keknek invariAasoknak kell lenni k
a konkr@& anyagi rendszer szimmetriatulajdonsAgai Attal megszabott transz-
formAi kkal szemben;

stb.
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Komoly feladatot jelent ezeket a k vetelm@hyeket matematikai for-
mAban figyelembe venni & az operZorok megengedett osztAkyait meghat/A
rozni, de szAmos jelensdgcsoport @& anyagmodell esete az eredm@hyek meg-
sz lettek. Az eredm@hyek igen sok gyakran meglepi elmdeti k vetkez-
tetdst engednek, de a k s&leti eredm@hyekkel val sszehangol ASuk m@g
sok neh@sdget jelent.

Ezzel az elmdet sszefoglal ASAE befejezz k, & ak vetkezi kben egy egy-
szerB pddAn illusztrAjuk az eddig tAEgyalt fogalmak @& sszef gg@sek egy
rsza.

lzoterm diffoai

Tekints nk egy 2-komponensB izoterm elegyet, melynek sszt mege m,-
benne az egyes komponensek t mege ...,m. Az sszt meget & annak azt
egyes komponensek k z tt val megoszI/ABAE tehZE n | szAmoe extenz v
param@errel jellemezhetj k, melyek k z | azonban csak n szAmoe f ggetlen,
a nyilvAaval

n 1
m, = ni/ 2 mi (72)
/=1

sszef gg@s miatt. Tegy k fel, hogy a [72] relAi seg tsdy@el kik sz b |
T -edik komponens az old szer, amelyri| a k@i bbiek kedvdat mgy azt is fel

ttelezz k, hogy az sszt meg legnagyobb r@&sz@ alkotja, azaz at bbi n 1
komponensre n@kve az elegy h g.

Ha az elegy inhomog@h, akkor alokAEs jellemz@s &dek@ben be kell vezet-
n nk az egyes komponensek c, t megt rtjeit (fajlagost megeit) az

i = JQhdV (i=1,...,7i) (73)

sszef gg@bek seg ts@@el, ahol g a t megslRr3sdy. A t megt rtek k z | is
csak ti 1 szAmoe f ggetlen van, hiszen

(74)

Az eli zi kben mondottaknak megfelell en [74] seg tsy@vel az 7i-edik kom-
ponensnek tekintettold szert kik sz b Ij k, gy arendszer lokAs ler/BAE a

c, = cl(r,t) (i=l,...../=n 1) (75)
gyenletek fogjAk jelenteni.
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rjuk fel az egyes komponensekre vonatkoz t megmlegeket:

d (0 Gj) .\

/E Y= (i=1,...,A 6)

ahol az i-edik komponens diffozi st megZamsRrRs@he; a , forrAsRr3sdy a
k@miai reakci k tAwoll@@ben azonosan z@fus.

Hogy k zelebb ker 1j nk a gyakorlatban szokASos rAsm dhoz, t@&j nk
A a molZis mennyisdhek hasznAat/a. Az i-edik komponens sszm |szAna
ni = m,/Mi, ahol Mi az i-edik komponens molekulasodya. A molarit& N,- =
Qi/Mi, mol Ais diffozi sAamsBRrlRsdy j, = fi/M,. A mol Zis mennyis@Zgek beveze-
tsvel & atfj = O feltdel figyelembev@el@el a [76] m&leg a

AT+% ],= < (i=1,...,0) (7
dt ~

alakba rhat . Azra-, ... m IszAmoklioz, mint extenz v. mennyis@gekhez
konjug/Zt /-param@erek a

S

= i = l, / 78
‘a yn_Mand (7#) 1 Y ) (78)

negat v elijellel vett redukAtt k@miai potenciZkok, gy a / AtamsBri3sdgekhez
entr piak@pben konjugZt termodinamikai erik az

= (79)

mennyis@yek, ahol a mASodik egyenli s@gnd kihasznZtuk a rendszer izotermit/e
SAE kimond felt@elt.

N@rz k meg most az anyagi egyenleteket. Sztatikus konstitut v egyenlet-
k@nt h g oldatokra a

pp = pl + RT In Ni (80)
Atlapotegyenleteket tekinthetj k, ahonnan a p tag Aland |@v@h

$1= N sMi= - RX(bN) =- A VNj. (81)
1 v/

Termodinamikai konstitut v egyenletk@nt tekints k a

= (82)
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®vA&ZilineAEis sszef gg@st, ahol tehAE az L, egy tthat k az ... Nf mol Ais
koncentr A i k f ggv@hyei lehetnek. [77], [81] & [82] figyelembev@&el @vel

d / R
V. AL j VNA (i=1 1) (83)

dt j-i Nj

differenci Zegyenlet-rendszert kapjuk, ami az IV, molaritASokat mint ismeret-
leneket tekintve egy elvileg megoldhat , de a lehets@hes nemlinearitASok miatt
nagyon nehezen kezelheti feladat.

Jelenti sen leegyszer3s dik a feladat, ha felt@elezz k, hogy az Ly egy tt-
hat k csak az Ny koncentrAei kt | f ggnek, @& azzal is egyenesen arAnyosak,
azaz a

Pyu="-f- (84)

mennyis@Zgek, az om. AttalApbos tott diffozi s egy tthat k, a helytil, iditil
@ koncentrAei t | f ggetlen Aland k. V operAtorral v@Zgezheti mBveletek
[11] szabAkyai @rtelm@ben

/ f f
J=1 j-1 1=1
V oper/&ornak a fenti m don t rt@hi, k@dszer egym/As utAp val

alkalmaz/EAak jel |@&@e bevezetj k ay® nabla-ngZgyzet vagy LAPLACE ope-
rAort, akkor a megoldand feladat a

= A DuVN| (i=1,..1 (86)
dt joi

alakra redukZt dik, amelynek kezelgsde mA alkalmas matematikai esz-
k z k Alnak rendelkez@sre.
TovAbbi megszor tASk@ht legyen

4))D.|| W <;:1__° (87>
Ekkor [81], [82] & [84] alapjAn

a = b Vni (88)
[86]-b | pedig
dN
-L = D V2N”. (89)
dt

[88] & [89] @pen a diffozi k@& klasszikus FiCK-fde t rvéhye.
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