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A dolgozat képlékeny a n y a g t ö r v é n y a lka lmazásáva l t á r g y a l t , síkbeli a lakvál -
tozási á l lapotban levő k o n t i n u u m f e l a d a t megoldását m u t a t j a be. Az a lapösszefüggések 
i smer te tése u t á n a véges elemek módszerével megha tá rozza , i terációs e l járás segítsé-
gével, a ruga lmas-képlékeny á l l a p o t b a n levő a n y a g feszültség-elmozdulás ér tékei t . 
A beépí te t t t a r tószerkeze t te l t ö r t é n ő érintkezésnél , a súrlódás m i a t t fellépő elválási 
f e l ada to t is a kép lékeny ál lapotra kidolgozot t módszerrel o ld ja meg. A dolgozat a mód-
szer a lka lmazásá t számpéldán m u t a t j a be. 

1. Bevezetés 

A mérnöki szerkezetek t ehe r a l a t t i viselkedésének le í rásához i smernünk 
kell a feszül tségek és a lakvá l tozások közö t t i összefüggést megadó a n y a g t ö r v é n y t . 
A vizsgála tokhoz szükséges lényeges t u l a jdonságoka t leíró anyagmodel lek 
közül a l ineárisan ruga lmas viselkedés feltételezése b iz tos í t j a a legegyszerűbb 
m a t e m a t i k a i megoldás t . Az anyagok egy részénél azonban a l ineár isan rugal-
mas viselkedés fel tételezése igen d u r v a közelí tést je lentene, míg a l ineár isan 
r u g a l m a s — tökéle tesen képlékeny anyagmodel l a lka lmazása p o n to sab b szá-
m í t á s t tesz lehetővé. 

A kép lékenység tan elméleti a l a p j a i t m á r régebben k idolgozták . Kon t i -
n u u m - f e l a d a t o k megoldásakor a z o n b a n a lka lmazása a l egu tóbbi időkig — 
n é h á n y egyszerűbb esete t l e számí tva — a h a t á r á l l a p o t v izsgá la tá ra szorí tko-
zo t t . A fe lmerülő m a t e m a t i k a i nehézségek nem t e t t é k lehetővé a csak részben 
kép lékeny á l l apo tban levő szerkezetek v izsgá la tá t . Az e lek t ronikus számító-
gépek megjelenését köve tően a megfelelő numer ik u s módszerek kidolgozása 
m e g n y i t o t t a az u t a t az eml í te t t a n y a g t ö r v é n y t köve tő k o n t i n u u m - f e l a d a t o k 
megoldása előtt . A kidolgozot t e l j á r á sok közül a véges elemek módszerének 
a lka lma z á s á t m u t a t j u k be l ineár isan rugalmas- tökéle tesen kép lékeny anyag-
t ö r v é n y esetére. 

2. Az elméleti a l apok összefoglalása 

K o n t i n u u m - f e l a d a t o k megoldásához szükséges összefüggéseket á l t a l ában 
parciál is differenciálegyenletek a l a k j á b a n í r j ák fel . Az alapösszefüggések há-
rom csopor t r a b o n t h a t ó k . 
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a ) Az egyensúlyi egyenle tek — Cauchy-féle egyenle tek — képlékeny 
anyagok esetében is vá l t oza t l an f o r m á b a n érvényesek. E z e k az összefüggések 
a k k o r is é rvényesek, ha azokban nem a tényleges feszül tségeket , h a n e m növek-
ménye ike t sze repe l t e t jük . 

b) Az a lakvá l tozások és e lmozdulások közöt t i összefüggét megadó geo-
met r i a i egyenle tek vá l t oza t l an f o r m á b a n érvényesek kép lékeny a n y a g eseté-
ben akkor is, ha a tényleges a l akvá l tozásoka t és e lmozdulásoka t sze repe l te t jük 
b e n n ü k és akkor is, ha csak növekménye ike t . 

c) Az a n y a g t ö r v é n y fel í rásához szükséges a képlékenységi fe l té te l isme-
re te . Ez egy o lyan függvény , amely m e g a d j a a feszül tségeknek az anyagi 
minőséget megadó к ér ték mel le t t minden olyan kombinác ió j á t , amely a rugal-
m a s viselkedés h a t á r á t je len t i . E z t az E (o , k) f ü g g v é n y t úgy í r j u k fel , hogy 

Е(о , к) < 0 ( l a ) 
ese tben ruga lmas , 

F (o , к) = 0 ( lb ) 

ese tben kép lékeny á l l apo tban van az anyag . Nul láná l nagyobb é r tékekre a 
f üggvény nincs ér te lmezve. 

Ismeretes , hogy a kép lékeny á l l apo tban egy p o n t e a lakvá l tozása két 
részből t evődik össze, egy er ruga lmas és egy ep kép lékeny részből: 

e = e r + ep . (2) 

A ruga lmas nyú lás t — v a g y a nyú lás n ö v e k m é n y é t — a feszül tség függ-
vényében az á l t a lános Hooke - tö rvény segítségével f e j e z h e t j ü k ki : 

Aer = D H A a . (3) 

A képlékenységi fel tételből a normal i tás i e lvnek megfelelően az a lakvál tozások 
növekménye a 

A e p = A X ^ ~ (4) 
9a 

összefüggésből nye rhe tők . 
A tel jes a lakvá l tozás a fen t i ké t kifejezés összegéből e lőál l í tható . Az 

összevonás u t á n az 
Zl€=D p(o)zla (5) 

a lakú a n y a g t ö r v é n y t n y e r h e t j ü k . Ebbő l az egyenle tből sem a nyúlások , sem 
a feszültségek explici t a l a k b a n nem fe jezhe tők ki, mivel az összefüggés nem 
l ineáris e és d közö t t . E n n e k köve tkez tében az a n y a g t ö r v é n y t az egyensúlyi 
és összeférhetőségi egyenle tekkel nem t u d j u k összevonni . A megoldás t ezért 
csak numer ikus e l járás segítségével t u d j u k megkeresni . 
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3. Numer ikus el járás 

A n u m e r i k u s e l j á rások , a nagymennyiségű számítás i m u n k a és a nagy-
mére tű egyenle t rendszerek m i a t t e lek t ron ikus számí tógép a lka lmazására épül-
nek. A közel í tő módszerek közül a véges elemek módszere különösen k i t ü n -
t e t e t t he lye t foglal el kép l ékeny f e l ada tok megoldása során . 

Kép lékeny f e l ada tok megoldása síkbeli feszül tség vagy síkbeli a lak-
vál tozási á l l apo t ese tében egyszerű. Háromszög a l akú elemeket vá l a sz tva , 
l ineáris a l ak függvény a lka lmazása ese tében ugyanis a z o k b a n a feszül tségek 
nem v á l t o z n a k . í g y egy elemen belül vagy ruga lmas (3), vagy kép lékeny 
a n y a g t ö r v é n y t (5) kell a feszül tségektől függően a lka lmazn i . 

Az e lmozdulásmódszer re l t ö r t énő vizsgálatok ese tében szükségünk v a n 
a merevségi ér tékekre . E z e k az a n y a g t ö r v é n y függvénye i . Mint hogy az (5) 
a la t t i kifejezés explicit f o r m á b a n nem o ldha tó meg, a kép lékeny á l l apo thoz 
t a r tozó merevségi m á t r i x sem ál l í tha tó elő közvet lenül . Ezé r t , ha va lamely ik 
elemen belül te l jesül az ( l b ) a la t t i fe l té te l , a fe lada to t i terációs ú ton lehet meg-
oldani. A megoldás a N e w t o n — R a p h s o n - m ó d s z e r ( l a ábra ) módos í to t t vál-
t oza t a , az á l l andó ér in tők módszere ( l b ábra ) a lap ján t ö r t én ik . 

Az i te rác iós e l járás a l ap j a , hogy a ruga lmas á l l apo thoz t a r tozó merev-
ségi é r tékek fe lhaszná lásáva l fokozatos közelítéssel é r j ü k el a képlékenységi 
fel tétel te l jesülését . Az i te rác iós el járás lépéseit , mechanika i megfontolások alap-
j á n kétféle ú t o n végezhe t jük el. Mindkét e l já rásban a t ehe rnek azt a részét , 
amely már kép lékeny á l l a p o t elérése u t á n működik a szerkezetre , t ö b b lépcső-
ben m ű k ö d t e t j ü k . Az egyes teher lépcsőkhöz ta r tozó megoldás t keressük meg 
a kétféle i terációs e l já rás va lamelyikével , végül az egyes lépésekben n y e r t 
e redményeke t összegezzük. 

A „ k e z d e t i f eszü l t ségek" módszere az ado t t teher lépcsőhöz a ruga lmas 
á l lapotnak megfelelő ú t o n k i számí t ja a feszül tségeket , m a j d az (5) a l a p j á n 
megá l lap í t j a a h iba n a g y s á g á t . Ebből a h ibából f ik t ív t e r h e t számít , erre o ld ja 
meg a f e l ada to t , és addig i smét l i e lépéseket , amíg a h iba tetszőlegesen kicsi n e m 
lesz (2. ábra ) . E z u t á n ke rü l sor a köve tkező teherlépcső a lka lmazására . 

A „ k e z d e t i a l akvá l tozások" módszere hasonlóan j á r el az előzőhöz, de i t t 
az a lakvál tozások ér tékéből indul ki, és ezek h ibá jábó l számí t f ik t ív t e r h e t . 

( 

1. ábra 
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A kezde t i feszül tségek módszeré t akkor e lőnyösebb használni , ha az 
anyag n ö v e k v ő feszül tségekkel erősebben növekvő a lakvá l tozásoka t szenved, 
míg az u t ó b b i t a k e m é n y e d ő anyagok ese tében. 

M i n d k é t i terációs e l j á rás előnye, hogy gyorsan konvergá lnak . Segítsé-
gükkel a törés i h a t á r á l l a p o t is k i m u t a t h a t ó . E b b e n az ese tben ugyanis az 
el járások n e m konvergá lnak és ez jelzi az a d o t t teher lépcső esetében beköve t -
kező tö ré s t . 

A f e n t i e l já rásokkal analóg megoldás t lehet a lka lmazni néhány elválási 
fe ladat mego ldása esetében is. Pl . súr lódás b iz tos í to t t a kapcso la t erő-elmozdu-
lás d i a g r a m j a azonos egy l ineár isan ruga lmas- töké le tesen képlékeny a n y a g 
húzó-d iag ramjáva l , így e p rob l éma — és t ö b b , hozzá hasonló f e l ada t is — m i n t 
képlékenységtan i p rob léma o ldha tó meg. 

4. Alka lmazás 

R ö v i d e n b e m u t a t j u k egy síkbeli a lakvál tozás i á l l a p o t b a n levő f e l ada t 
megoldását , amely mélyépí tés i f e l a d a t o k b a n kerül a lka lmazás ra . 

Kép lékenység tan i f e l t é te lkén t a Cou lomb—Drucker fé lé t a lka lmaz tuk : 

F(a, k) = a j j + VT2 - К = 0 , (6) 

ahol J1 az első, J 2 a másod ik invar iánsa a feszü l t ség tenzornak , я és К pedig 
a kohéziótól és a súrlódási szögtől függő á l landó. 

A képlékenységi f e l t é te l t a szokásos Mohr-körös ábrázo lásban a 3. á b r á n 
ra jzol tuk meg . 

A m i n t a p é l d a a 4. á b r á n l á tha tó . A kétszeresen sz immetr ikus , középen 
lyuka t t a r t a l m a z ó k o n t i n u u m há lóza ta az áb ra felső részén l á tha tó . Az első 
példát k ö z é p e n lyukkal o l d o t t u k meg. Az áb ra j obb felső részén vonalkázássa l 
t ü n t e t t ü k fel azokat az e lemeket , ame lyekben a képlékeny á l lapot bekövetke-
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E 
\ 

4. ábra 

ze t t . Mellet te ba l oldalon a hálózat c s o m ó p o n t j a i n a k e lmozdulásai szerepelnek. 
Alul bal oldalon a ax és a y feszül tségeket , j o b b r a lent a a 1 és a2 főfeszül tségeket 
a d t u k meg. 

Az 5. á b r á n azonos a d a t o k mel le t t a lyuk körül 25 cm vas tag , E — 2 • 107 

Mp/m2 , V = 0,3 je l lemzőkkel adot t szerkezete t é p í t e t t ü n k be. A fa l okozta 
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megtámasz t á s köve tkez tében kele tkező főfeszül tségeket a j o b b alsó negyedben 
ábrázo l tuk . A bal felső részen a d t u k meg a csomópontok függőleges e l to lódásai t 
szaggato t t , míg a lyuk nélkül i á l l apo tban l é t r e jö t t eke t fo ly tonos vonal la l ki-
húzva. A ke re t n y o m a t é k i á b r á j á t a ba l alsó részén r a j z o l t u k fel. 

5. ábra 

Az á b r a jobb felső részén fo ly tonos vonal la l t ü n t e t t ü k fel a fa l ra h a t ó 
erőket, h a azok a falra súr lódással a d ó d h a t n a k á t , s zagga to t t an pedig az e rőke t 
abban az ese tben, ha a fa l és a t a l a j k ö z ö t t / = 0 súrlódási t ényező t t é t e l ez tünk 
fel. E b b e n az esetben a t a l a j és szerkezet ér in tő i r á n y b a n elvál t egymás tó l . 
Ennek köve tkezménye az erők á t rendeződése . Az elválási f e l ada to t egy f i k t í v 
képlékeny r ú d be ik t a t á sáva l , a kezdet i feszültségek módszerével analóg el já-
rással o l d o t t u k meg. 

5. összefoglalás 

K o n t i n u u m f e l a d a t o k v izsgála takor a kép lékeny a n y a g t ö r v é n y a lka lma-
zását a megfelelő numer ikus e l járások e l ter jedése t e t t e lehetővé . Ezek segít-
ségével m a m á r nemcsak a ha t á r á l l apo t elérésekor, h a n e m á l ta lános ese tekben 
is a lka lmazha tók a kép lékenység tan e redményei . Í g y egyes anyagok ese tében 
a valóságot lényegesen j o b b a n és p o n t o s a b b a n leíró összefüggések segítségével 
o ldhatók m e g különböző mérnök i f e l ada tok . E lőnyös az a lka lmazása e lsősorban 
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akkor , ha pl . az anyag húzófeszül tséget alig t u d felvenni , m i n t t a l a j o k és be ton 
esetében is. A képlékeny á l lapo t ra a lka lmazo t t összefüggések segítségével 
elválási f e l a d a t o k is t á rgya lha tók . 

A j ö v ő b e n megkísérel jük a módsze r t egyéb kép lékenység tan i fe l té te lekre , 
i l le tve té rbe l i fe lada tok megoldására is fe lhasználni . 

Application of the method of finite elements in planar plastic problems. The solution 
b y plastic mater ia l law of a con t inuum problem in p lanar deformation s ta te is presented. Af te r 
the explanat ion of the basic correlations, the stress-displacement values of the mater ial in 
plastic-elastic s t a t e are determined by the method of f inite elements using i terat ion. In the 
case of a con tac t with a built-in support s t ruc tu re the separation problem due to fr ict ion 
is also solved w i t h the method elaborated for plast ic conditions. Finally, application is il lustr-
a ted by means of a numerical example. 

Anwendung der Methode finiter Elemente bei ebenen plastischen Aufgaben. Der 
Aufsatz zeigt die Lösung der im ebenen Formänderungszus tand befindlichen Kont inuum-
aufgabe mit Anwendung des plastischen Materialgesetzes. Nach Erör te rung der grundlegenden 
Zusammenhänge werden die Spannungs- und Verschiebungswerte nach der Methode der fini-
t en Elemente m i t Hilfe des I té ra t ionsverfahrens best immt. Das bei der Berührung mit 
eingebauten Tragkons t rukt ionen infolge der Reibung auf t re tende Trennungsproblem wird 
ebenfalls nach d e m fü r diesen plastischen Zus tand ausgearbeiteten Verfahren gelöst. Der Auf-
sa tz enthäl t auch ein Zahlenbeispiel. 

Применение метода конечных элементов на плоскую задачу пластичности. Работа 
показивает решение плоской задачи с применением закона пластичности. После изложе-
ние основных зависимостей с помощю итерационного процесса и методом конечных эле-
ментов определяет значения напражения и деформации в упругопластическом состоянии. 
Задача отделения по фрикции у контакта встроенной конструкции решается тоже мето-
дом, выработанном на пластичное состояние. Наконец в работе численный пример пока-
зывает применение метода. 
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