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A dolgozat képlékeny anyagtiorvény alkalmazasdval targyalt, sikbeli alakval-
tozasi allapotban levs kontinuumfeladat megolddsat mutatja be. Az alaposszefiiggések
ismertetése utan a véges elemek médszerével meghatdrozza, iterdciés eljards segitsé-
gével, a rugalmas-képlékeny dllapotban levd anyag fesziiltség-elmozdulds értékeit.
A beépitett tartészerkezettel torténd érintkezésnél, a sdrlédds miatt felléps elvilasi
feladatot is a képlékeny illapotra kidolgozott médszerrel oldja meg. A dolgozat a méd-
szer alkalmazisat szdmpéldian mutatja be.

1. Bevezetés

A mérnéki szerkezetek teher alatti viselkedésének leirdsahoz ismerniink
kell a fesziiltségek és alakviltozasok k6zotti 6sszefiiggést megadé anyagtorvényt.
A vizsgilatokhoz sziikséges lényeges tulajdonsiagokat leiré anyagmodellek
koziil a lineadrisan rugalmas viselkedés feltételezése biztositja a legegyszeriibb
matematikai megoldist. Az anyagok egy részénél azonban a linearisan rugal-
mas viselkedés feltételezése igen durva kozelitést jelentene, mig a linearisan
rugalmas — tokéletesen képlékeny anyagmodell alkalmazisa pontosabb sza-
mitast tesz lehetdvé.

A képlékenységtan elméleti alapjait mar régebben kidolgoztak. Konti-
nuum-feladatok megoldasakor azonban alkalmazisa a legutébbi iddkig —
néhany egyszeriibb esetet leszamitva — a hatarallapot vizsgalatara szoritko-
zott. A felmeriil6 matematikai nehézségek nem tették lehetSvé a csak részben
képlékeny allapotban lev§ szerkezetek vizsgilatit. Az elektronikus szamité-
gépek megjelenését kovetSen a megfeleld numerikus médszerek kidolgozasa
megnyitotta az utat az emlitett anyagtérvényt kovetd kontinuum-feladatok
megoldasa el5tt. A kidolgozott eljardasok koziill a véges elemek médszerének
alkalmazisat mutatjuk be linedrisan rugalmas-tokéletesen képlékeny anyag-
torvény esetére.

2. Az elméleti alapok ésszefoglalasa

Kontinuum-feladatok megoldasahoz sziikséges 9sszefiiggéseket altalaban
parciilis differencidlegyenletek alakjaban irjak fel. Az alaposszefiiggések ha-
rom csoportra bonthaték.
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a) Az egyensiilyi egyenletek — Cauchy-féle egyenletek — képlékeny
anyagok esetében is valtozatlan formaban érvényesek. Ezek az osszefiiggések
akkor is érvényesek, ha azokban nem a tényleges fesziiltségeket, hanem novek-
ményeiket szerepeltetjiik.

b) Az alakviltozasok és elmozduldsok kozotti osszefiiggét megadé geo-
metriai egyenletek valtozatlan forméaban érvényesek képlékeny anyag eseté-
ben akkor is, ha a tényleges alakviltozasokat és elmozdulisokat szerepeltetjiik
benniik és akkor is, ha csak névekményeiket.

¢) Az anyagtorvény felirasihoz sziikséges a képlékenységi feltétel isme-
rete. Ez egy olyan fiiggvény, amely megadja a fesziiltségeknek az anyagi
mindséget megadé k érték mellett minden olyan kombinaciéjat, amely a rugal-
mas viselkedés hatarat jelenti. Ezt az F(o, k) fiiggvényt tdgy irjuk fel, hogy

F(o, k) <0 (1a)
esetben rugalmas,

F(a,k) = 0 (1b)

esetben képlékeny allapotban van az anyag. Nullinal nagyobb értékekre a
fiiggvény nincs értelmezve.

Ismeretes, hogy a képlékeny allapotban egy pont € alakviltozasa két
részbdl tevddik 6ssze, egy €, rugalmas és egy €, képlékeny részbél:

€ =€, | €, (2)

A rugalmas nyilast — vagy a nyilas névekményét — a fesziiltség fiigg-
vényében az altalinos Hooke-térvény segitségével fejezhetjiik ki:

de, = Dy do . 3)

A képlékenységi feltételbil a normalitési elvnek megfelelden az alakvaltozasok

novekménye a

e, = a1 2E (4)
oo
osszefiiggésb6l nyerhetdk.

A teljes alakvaltozas a fenti két kifejezés Gsszegébdl elGallithaté. Az
Osszevonas utan az

Ae=D,(s)40 (5)

alaki anyagtérvényt nyerhetjiik. Ebbél az egyenletbél sem a nyilasok, sem
a fesziiltségek explicit alakban nem fejezhetSk ki, mivel az 8sszefiiggés nem
lineéris ¢ és o kozott. Ennek kovetkeztében az anyagtorvényt az egyensilyi
és osszeférhet8ségi egyenletekkel nem tudjuk 6sszevonni. A megoldist ezért
csak numerikus eljards segitségével tudjuk megkeresni.



VEGES ELEMEK MODSZERENEK ALKALMAZASA T

3. Numerikus eljaras

A numerikus eljarasok, a nagymennyiségii szamitasi munka és a nagy-
méretii egyenletrendszerek miatt elektronikus szamit6gép alkalmazasara épiil-
nek. A kozelitd médszerek koziil a véges elemek médszere kiilondsen kitiin-
tetett helyet foglal el képlékeny feladatok megoldasa soran.

Képlékeny feladatok megoldasa sikbeli fesziiltség vagy sikbeli alak-
valtozasi allapot esetében egyszerii. Haromszog alaki elemeket valasztva,
linearis alakfiiggvény alkalmazisa esetében ugyanis azokban a fesziiltségek
nem valtoznak. Igy egy elemen beliil vagy rugalmas (3), vagy képlékeny
anyagtorvényt (5) kell a fesziiltségektdl fiiggGen alkalmazni.

1. dbra

Az elmozdulismédszerrel torténd vizsgilatok esetében sziikségiink van
a merevségi értékekre. Ezek az anyagtorvény fiiggvényei. Mint hogy az (5)
alatti kifejezés explicit formaban nem oldhaté meg, a képlékeny allapothoz
tartozé merevségi matrix sem allithaté el§ kozvetleniil. Ezért, ha valamelyik
elemen beliil teljesiil az (1b) alatti feltétel, a feladatot iteraciés diton lehet meg-
oldani. A megoldds a Newton—Raphson-médszer (la dbra) médositott val-
tozata, az allandé6 érint6k médszere (1b dbra) alapjan torténik.

Az iteracios eljaras alapja, hogy a rugalmas allapothoz tartozé merev-
ségi értékek felhasznilasaval fokozatos kozelitéssel érjiik el a képlékenységi
feltétel teljesiilését. Az iteracios eljaraslépéseit, mechanikai megfontolasok alap-
jan kétféle diton végezhetjiik el. Mindkét eljarasban a tehernek azt a részét,
amely mér képlékeny allapot elérése utan miikodik a szerkezetre, tobb 1épcss-
ben miikodtetjiik. Az egyes teherlépesGkhoz tartozé megoldast keressiik meg
a kétféle iterdciés eljaras valamelyikével, végiil az egyes lépésekben nyert
eredményeket osszegezziik.

A ,kezdeti fesziiltségek’ moédszere az adott teherlépesGhoz a rugalmas
allapotnak megfelelé tton kiszamitja a fesziiltségeket, majd az (5) alapjan
megillapitja a hiba nagysagat. Ebbdl a hibabél fiktiv terhet szamit, erre oldja
meg a feladatot, és addig ismétli e 1épéseket, amig a hiba tetszélegesen kicsi nem
lesz (2. abra). Ezutin keriil sor a kivetkez6 teherlépcsd alkalmazasara.

A ,kezdeti alakvaltozasok’ médszere hasonléan jar el az el6z6hoz, de itt
az alakvaltozasok értékébdl indul ki, és ezek hibajabél szamit fiktiv terhet.
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A kezdeti fesziiltségek modszerét akkor eldnyosebb hasznéalni, ha az
anyag novekvd fesziiltségekkel ersebben novekvd alakvaltozasokat szenved,
mig az utébbit a keményedd anyagok esetében.

6,

(€) |_F(B k)
A 6,
A6,
A 6

6, (€,)

2. dbra

Mindkét iteraciés eljaras elénye, hogy gyorsan konvergilnak. Segitsé-
giikkel a torési hatarallapot is kimutathaté. Ebben az esetben ugyanis az
eljarasok nem konvergalnak és ez jelzi az adott teherlépcsd esetében bekovet-
kezd torést.

A fenti eljarasokkal analég megoldast lehet alkalmazni néhény elvalasi
feladat megoldésa esetében is. Pl. sirlédas biztositotta kapcesolat erg-elmozdu-
las diagramja azonos egy linearisan rugalmas-tokéletesen képlékeny anyag
hizé-diagramjaval, igy e probléma — és t6bb, hozza hasonlé feladat is — mint
képlékenységtani probléma oldhaté meg.

4. Alkalmazas

Réviden bemutatjuk egy sikbeli alakvaltozasi allapotban levé feladat
megoldasat, amely mélyépitési feladatokban keriil alkalmazasra.
Képlékenységtani feltételként a Coulomb— Drucker félét alkalmaztuk:

Fo,k)=aJ,+VJ,— K=0, (6)

ahol J, az elsé, J, a masodik invariansa a fesziiltségtenzornak, o és K pedig
a kohéziétol és a sirlodasi szogtdl fiiggsd allandé.

A képlékenységi feltételt a szokdsos Mohr-koros abrazolasbhan a 3. abran
rajzoltuk meg.

A mintapélda a 4. abran lathaté. A kétszeresen szimmetrikus, kézépen
lyukat tartalmazé kontinuum halézata az abra felsé részén lathaté. Az elsé
példat kozépen lyukkal oldottuk meg. Az abra jobb fels§ részén vonalkazassal
tiintettiik fel azokat az elemeket, amelyekben a képlékeny allapot bekovetke-
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4. abra

zett. Mellette bal oldalon a halézat csomépontjainak elmozdulasai szerepelnek.
Alul bal oldalon a o, és o, fesziiltségeket, jobbra lent a g, és o, féfesziiltségeket
adtuk meg.

Az 5. abran azonos adatok mellett a lyuk kériil 25 cm vastag, E = 2 - 107
Mp/m?, » = 0,3 jellemzdkkel adott szerkezetet épitettiink be. A fal okozta
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megtamasztas kovetkeztében keletkezd ffesziiltségeket a jobb alsé negyedben
abrazoltuk. A bal fels§ részen adtuk meg a csomépontok fiiggdleges eltolédasait
szaggatott, mig a lyuk nélkiili allapotban létrejotteket folytonos vonallal ki-
hizva. A keret nyomatéki abrajat a bal alsé részén rajzoltuk fel.

RS

:
Jpbty g
g gty

Az abra jobb felsé részén folytonos vonallal tiintettiik fel a falra haté
erbket, ha azok a falra siirlédassal adédhatnak at, szaggatottan pedig az erket
abban az esetben, ha a fal és a talaj kozott f = 0 sirlédasi tényezét tételeztiink
fel. Ebben az esetben a talaj és szerkezet érint6 irdnyban elvalt egymastél.
Ennek kovetkezménye az erék atrendezddése. Az elvilasi feladatot egy fiktiv
képlékeny rid beiktatasaval, a kezdeti fesziiltségek médszerével analég elja-
rassal oldottuk meg.

5. Osszefoglalas

Kontinuumfeladatok vizsgalatakor a képlékeny anyagtorvény alkalma-
zasat a megfeleld numerikus eljarasok elterjedése tette lehetdvé. Ezek segit-
ségével ma mar nemcsak a hatéarallapot elérésekor, hanem altalanos esetekben
is alkalmazhaték a képlékenységtan eredményei. Igy egyes anyagok esetében
a valésagot lényegesen jobban és pontosabban leir6 osszefiiggések segitségével
oldhaték meg kiilonb6z86 mérnoki feladatok. Elényos az alkalmazasa elsésorban
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akkor, ha pl. az anyag hizéfesziiltséget alig tud felvenni, mint talajok és beton
esetében is. A képlékeny illapotra alkalmazott 6sszefiiggések segitségével
elvalasi feladatok is targyalhaték.

A jov8ben megkiséreljiitk a médszert egyéb képlékenységtani feltételekre,
illetve térbeli feladatok megoldédsara is felhasznalni.

Application of the methed of finite elements in planar plastic problems. The solution
by plastic material law of a continuum problem in planar deformation state is presented. After
the explanation of the basic correlations, the stress-displacement values of the material in
plastic-elastic state are determined by the method of finite elements using iteration. In the
case of a contact with a built-in support structure the separation problem due to friction
is also solved with the method elaborated for plastic conditions. Finally, application is illustr-
ated by means of a numerical example.

h T

Anwendung der Methode finiter Elemente bei plasti Aufgaben. Der
Aufsatz zeigt die Losung der im ebenen Forminderungszustand befindlichen Kontinuum-
aufgabe mit Anwendung des plastischen Materialgesetzes. Nach Erorterung der grundlegenden
Zusammenhiinge werden die Spannungs- und Verschiebungswerte nach der Methode der fini-
ten Elemente mit Hilfe des Iterationsverfahrens bestimmt. Das bei der Berithrung mit
eingebauten Tragkonstruktionen infolge der Reibung auftretende Trennungsproblem wird
ebenfalls nach dem fiir diesen plastischen Zustand ausgearbeiteten Verfahren geldst. Der Auf-
satz enthiilt auch ein Zahlenbeispiel.

TIpUMeHeHHe MeT0ZA KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB HA MJIOCKYI0 3ajauy njacTH4HocTdH. Pabota
TI0Ka3MBaeT PEIIeHHEe MIOCKOH 3aJayuu C mpuMeHeHHeM 3aKO0Ha MIaCTHYHOCTH. Ilocre H3moxe-
HHe OCHOBHBIX 3ABHCHMOCTEH C MOMOLLI0 HTEPALIMOHHOrO MPOLECCa H METOA0M KOHEYHBIX 3Jie-
MEHTOB ONpeNessieT 3HaueHUus! HanpakeHHs: U geopMalHy B YNPYromiaCTHYECKOM COCTOSTHHH.
3amaua oraeneHHs1 Mo GPHKUHH Y KOHTAKTa BCTPOEHHOH KOHCTPYKLUMH DEIIAEeTCst TOXKE METO-
JIOM, BLIpaGoTaHHOM Ha nuiacTHuHoe cocTosine. Hakoner B palore uHC/IeHHBI MpUMED MOKa-
3bIBAET MPUMEHEHUE METOAA.
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