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K A L I S Z K Y S Á N D O R * 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 
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Szerzők b e m u t a t j á k , hogy egy ú j diszkrét modell segítségével egyszerűen elő 
lehet ál l í tani az inhomogén fél tér ill. félsík s ta t ika i lag lehetséges feszül tségmezői t , ezek 
pedig kü lönböző képlékenységtani f e l ada tok v izsgá la tának a l a p j á t képezhet ik . A nume-
r ikus módszer kidolgozásánál fel tételezik, hogy az inhomogén fél tér , ill. félsík ideál isan 
kép lékeny a n y a g ú , síkbeli a lakvál tozási ill. feszültségi á l l apo tban v a n és pe remére 
közvet lenül v a g y valamilyen szerkezet közvet í tésével csak no rmá l feszül tségek adód-
h a t n a k á t . Az a lkalmazás lehetőségét ké t f e l ada t szemléltet i : a képlékeny á g y a z a t o n 
n y u g v ó kép lékeny gerendák t eherb í rásszámí tása és opt imál is tervezése és a merev 
tes t közvet í tésével terhel t képlékeny fél tér vizsgálata. Mindké t fe lada t megoldása 
l ineáris p rogramozás ra vezet. 

1. Bevezetés 

A köz e lmú l tba n az Ép í tőmérnökka r i Mechanika t anszéken olyan d iszkré t 
mechan ika i model leke t dolgoztunk ki, amelyek a ruga lmas ill. kép lékeny ágya-
zat és a reá he lyeze t t szerkezet viszonylag pontos , de pl. a véges e lemek mód-
szernél lényegesen kisebb számítási m u n k á t igénylő numer ikus v i z sgá la t á ra 
a lka lmasak [1, 2, 3, 4]. Az a l ább i akban az egyik mechan ika i modell , az ú n . 
nyírás i model l á l t a lános í t ásá t m u t a t j u k be . E n n e k az á l t a lános í to t t model lnek 
a segítségével elő lehet ál l í tani a kép lékeny á l lapotú inhomogén félsík, ill. 
fé l tér s t a t ika i l ag e lérhető fesziil tségmezőit és ezáltal az eddigi n u mer ik u s vizs-
gá la tok köre t o v á b b i képlékenységtani f e l ada tok ra is k i t e r j esz the tő . A fe lada-
tok megoldása l ineár is p rogramozásra vezet . 

A t o v á b b i a k b a n fel tételezzük, hogy az inhomogén félsík, ill. f é l t é r sík-
beli feszültség-, ill. síkbeli a lakvá l tozás -á l l apo tban van , anyaga töké le tesen 
kép lékeny és felső vízszintes ha tá ro ló élére ill. l ap já ra — közvet lenül v a g y más 
szerkezetek közvet í tésével — csak függőleges erők m ű k ö d h e t n e k . 

2. A modell ismertetése 

A síkbeli feszül t ségál lapotban levő képlékeny félsík illetőleg a s íkbeli 
a l akvá l tozás -á l l apo tban levő kép lékeny fé l té r j avaso l t mechanika i mode l l j e 
olyan azonos mére tű , p r i zmat ikus e lemekből áll, amelyek egymásra a v ízsz intes 

* Dr. Kal i szky Sándor , 1089 Budapes t , Delej u t ca 6. 
** Dr. Nédli Pé t e r , 1118 Budapes t , H o m o r ó d u tca 20. 



30 KALISZKY SÁNDOR - N É D L I P É T E R 

érintkezési l apok mentén csak normálerőket adnak á t , a függőleges lapok 
mentén pedig normále rők , nyí róerők és n y o m a t é k o k ébredhetnek . A tovább iak -
b a n — a numer ikus vizsgála toknál szokásos m ó d o n — a félsík ill. fél tér L = ra 
és H = nb m é r e t ű része képezi v izsgála ta ink t á r g y á t (1. ábra) . 

L = г a 

1. ábra 

A tömegerő t e lhanyagolva az ij elem egyensú lyá t az a lábbi két egyenlet 
fejezi ki (2a á b r a ) : 

(Sij - si+1J) + (tij - tiJ+1) = 0, (1) 

(mij - mi,j+1) + — (h/ + h,j+i) = 0, 

nu - ni,j+i = 0. 

(2) 

Ezekhez statikai kerületi feltételek c sa t lakoznak . H a például a félsíkot, ill. 
fél teret qh+1, • • ., <1h+n függőleges erők terhel ik , akkor a felső ha táro ló vona l ra 
ill. síkra v o n a t k o z ó a n az 

(3) 
»1 j = 0; ( j = 1, 2, . . ., A), ( j = h + 1 + N,. . . , r) 

= (У = h + 1,..., h + N) 

feltételek í r h a t ó k fel. Ha a függőleges ha tá ro ló élek ill. síkok szabadok, akkor 

m a = hi = 0 , 
mi,r+1 — h,r+1 = 

ra,j = n í,r+l = 0 . 
(t = 1, 2, n). (4) 
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Mozdula t l an függőleges ha tá ro ló élek ill. síkok m e n t é n s t a t ika i kerüle t i fel-
t é t e l ek nincsenek megszabva . 

Az elemre m ű k ö d ő erők és e rőpárok függvényében leveze the tők olyan 
a'J, a'J, a'Jx feszül tségmezők, amelyek egy elem v a l a m e n n y i p o n t j á b a n kielé-
g í t ik a 

9 < J , drjy = 0 

dx 
+ 

9 2 

dcr'j -j-
dx 9 z 

0 

egyensúly i egyenle teket . E g y i lyen statikailag lehetséges feszül tségmező az 
a l ább i (2/b ábra ) : 

b. 

j S ü 

ттяя 

2. ábra 

A kép le tekben с az elem у i r á n y ú mére t é t jelöli. 
A fen t i feszül tségmező akkor lesz statikailag elérhető, ha az elem vala-

m e n n y i p o n t j á b a n kielégíti a képlékenységi fe l té te leket . A t o v á b b i a k b a n a 
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képlékenységi fe l té te lek te l jesülésé t csak az elem ha tá ro ló éleinek középpont-
j a i b a n b iz tos í t juk , k ö n n y e n b e l á t h a t ó azonban, hogy ezál ta l az elem ß — ô 
középvona lán f ekvő p o n t o k b a n is kielégülnek a képlékenységi fel tételek. 
T R E S C A elméletét a lka lmazva ezek a fel tételek síkbeli alakváltozás állapotban 
az (5) — (7) feszültségeloszlások fe lhaszná lásáva l az a lábbi m ó d o n fe jezhetők k i : 

A képle tekben cr^-vel az elem folyás i feszültségét j e lö l tük és a (10) és (11) 
kép le tek fel í rásakor T R E S C A képlékenységi fe l té te lé t l inear izá l tuk . 

Síkbeli feszültségállapot ese tében a fen t i képlékenységi fe l té te lek még 
t o v á b b i fe l té te lekkel egészülnek ki , amelynek részletei t ezen a helyen nem 
i s m e r t e t j ü k . 

Az (1) és (2) egyensúlyi egyenle tek , a s t a t i ka i kerüle t i fe l té te lek va l amin t 
a (8) — (11) képlékenységi fe l té te lek a teljes képlékeny, félsílc ill. fé l tér s ta t ika i -
lag elérhető feszül tségmezőinek egyszerű előáll í tását teszik lehe tővé , ezek pedig 
kü lönböző képlékenységtani f e l a d a t o k numer ikus v i z sgá la t ának a lap jául szol-
gá lha tnak . Az a l ább i akban b e m u t a t j u k az a lka lmazás n é h á n y lehetőségét . 

3. Alka lmazások 

3.1. Képlékeny ágyazású, képlékeny gerendák teherbírásszámítása és optimális 
tervezése 

Vegyünk szemügyre egy m • pk egyparaméte res t eher re l te rhe l t , mk törő-
n y o m a t é k o k k a l b í ró d = Na hosszú képlékeny gerendá t , amely képlékeny 
ágyaza ton nyugszik (3. ábra) . Az ágyazat és a gerenda közö t t qk érintkezési 
e rők ébrednek, így az ágyaza t felső peremére az 
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slk = 0; (k = 1, 2, . . ., h), (k = h + l + N,..., r) 
s!k = (k = h + 1, . . h + N) (12) 

kerüle t i fe l té te lek í rha tók fel. Ha a ge renda az ágyaza t ró l fe lemelkedhet ik , 
akko r ehhez még a 

q k < . о (13) 

fe l té te l j á ru l . 

A te l jes gerenda egyensú lyá t két egyenle t fejezi k i : 

h+N 
2 (msPk +Як) = 0, 

fc=ft+l 
h+N 
2 k(mspk + qk) = 0 , 

fc-h+l 

(14) 

a ke resz tmetsze tek képlékenységi feltétele pedig 

- m j ^ O (fc = h + 1, • • -, h -f ÍV) (15) 

a l a k b a n a d h a t ó meg. A (14) és (15) kép le tekben ms a t ehe r s ta t ika i lag elérhető 
in t enz i t á sá t jelöli . 

Ha a gerenda teherbírását keressük, akkor a kép lékeny ha tá rá l l apo t -
vizsgála t s t a t i k a i tétele sze r in t az mt t ö rő in tenz i t á s az 
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mt = ms — m a x ! ( 1 6 ) 

feltétel a l a p j á n h a t á r o z h a t ó meg. A gerenda optimális tervezése esetében v iszont 
az op t imum-fe l t é t e l 

h+N 
2 < = min! (17) 

k=h+l 
a lakban fe j ezhe tő ki. 

J = 

H= n b 

L = r a - I 
4. ábra 

Megál lap í tha tó , hogy az ágyaza t (1), (2) egyensúlyi egyenletei és (8) — 
(11) képlékenységi fel té telei , v a l a m i n t a gerenda (14) egyensúlyi egyenletei és 
(15) képlékenységi fel tételei a kerü le t i fe l té te lekkel e g y ü t t l ineáris egyenle t - , 
ill. egyenlő t lenségrendszer t a lko tnak , és a (16), ill. (17) e x t r e m u m f e l t é t e l 
ugyancsak l ineáris a l akú . A kép lékeny ágyaza ton nyugvó kép lékeny ge rendák 
teherb í rásszámí tása és opt imál i s te rvezése t e h á t egya rán t l ineáris p rogramo-
zási f e l a d a t . 

3.2. Parciálisan terhelt félsík ill. féltér teherbírása 

Vizsgá l junk egy kép lékeny féls íkot ill. fé l teret , me lynek d = Na hosszú-
ságú szakaszá t egy merev tes t közvet í tésével P nagyságú erő terhel i (4. áb ra ) . 
Az á g y a z a t felső pe remére ennél a f e l ada tná l is a (12)-vel k i fe jeze t t fe l té te lek 
í rha tók fel , a merev t e s t egyensú lyá t pedig az alábbi ké t egyenlet fejezi k i : 
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h+N 
2 q k + P s = o , 

k=h +1 

" Я , _ , L , N + I 
(18) h+N / N A- 1 \ 

2 + *+ t ^ = о. 
л=й+1 l 2 ) 

Végül a félsík ill. f é l t é r t eherb í rásá t a s ta t ikai t é t e l szerint a 

P , = Ps = max ! (19) 

fel tétel s zab ja meg. L á t h a t ó , hogy a (18) és (19) egyenletek a félsík, ill. fé l té r 
s ta t ika i lag elérhető feszü l t ségá l lapo tá t leíró (1), (2) és (8) —(11) egyenle tekkel 
és a kerü le t i fe l té te lekkel együt t ennek a f e l a d a t n a k a megoldásánál is l ineáris 
p rogramozás ra veze tnek . 

4. Megjegyzések 

Az i s m e r t e t e t t model l és számí tás i el járás segítségével a képlékeny fél-
sík, ill. f é l t é r i nhomogen i t á sa és — a megfelelő e lemek szi lárdságát (аЦ) zérus-
nak t e k i n t v e — nyí lások , ill. üregek je lenléte is egyszerűen f igye lembe vehe tő . 
Annak sincs akadá lya , hogy TRESCA képlékenységi feltétele he lye t t az a n y a g 
viselkedését j obba n megközel í tő képlékenységi fe l té te leke t a lka lmazzuk és a 
félsík, ill. fé l tér ö n s ú l y á t is f igye lembe vegyük. U g y a n a k k o r a modell térbel i 
á l t a lános í tása b o n y o l u l t a b b fe lada tok (pl. á g y a z a t o n nyugvó lemezek, t a r t ó -
rácsok, pane lvázas szerkezetek) v izsgá la tá t is l ehe tővé teszi. I lyen i rányú ku -
ta tások f o l y a m a t b a n v a n n a k . 
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Das einfache diskrete Modell der Halbebene und des Halbraumes. Der Aufsa tz zeigt, 
d a ß die s ta t isch möglichen Spannungsfelder des inhomogenen Halbraumes, bzw. der inhomo-
genen Halbebene mi t Hilfe eines neuen diskreten Modells leicht hergestellt werden und diese 
die Grundlage zur Untersuchung verschiedener Aufgaben im Rahmen der Plast izi tätslehre 
bilden können . Bei der Ausarbei tung der numerischen Methode wurde angenommen, daß 
der inhomogene Ha lb raum bzw. die inhomogene Halbebene aus ideal plast ischem Stoff be-
steht , sich im ebenen Formänderungs- bzw. Spannungszus tand befindet und auf die Ränder 
unmit te lbar oder durch Vermit t lung einer Kons t ruk t ion nur Normalspannungen übertragen 
werden können . Die Anwendungsmöglichkeit veranschaulichen zwei Aufgaben: die Berech-
nung der Tragfähigkei t und die optimale P lanung von, auf plastischer Bet tung gelegenen plasti-
schen Balken u n d die Untersuchung des du rch Vermit t lung eines starren Körpe r s belasteten 
plastischen Halbraumes . Die Lösung beider Aufgaben f ü h r t zur linearen Programmierung. 

Дискретная модель неоднородных пластичных полуплоскости и полупростванства. 
Работа показывает, что с помощью новой дискретной модели можно просто изготовить ста-
тически возможное поле напражения неоднородных полупросиранства или полуплоскости, 
которое является основой анализа разных задач теории платичности. Во вырабатывании 
численного метода материал неоднородных полупространства или полуплоскости считается 
идеальным пластичным в состоянии плоского напражения или плоской деформации и на-
гружено по краям только нормальными напряжениями. 

Возможность применения представляется двумями задачами: рассчет несущей спо-
собности и оптимизации пластических балок, лежащие на пластичном упругом основании 
и анализ пластичного полупространства нагружен через твёрдое тело. Решение обоих 
задач ведутся на задачу линейного программирования. 
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