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Jelen tanulmény a cimben foglalt feladat megolddsira ad szdmitdsi médszert.
Sajatkirfrekvencia fels§ korlitok nyerése a Poincaré —Rayleigh— Ritz-féle finitizd-
lassal, alsé korlitok meghatarozisa a Fichera-féle ortogonailis invaridnsok elméletének
BoszNay dltal javasolt médon torténd alkalmazdséval lehetséges.

1. Bevezetés

Mint ismeretes [1], az egyenes tengelyii rid egyszerii hajlité lengését a

8 [EI o%u
2

axZ 8x2 = —QA_ (1)

valtozé egyiitthatés, parcialis differencialegyenlet, és a hozza tartozé perem-
feltételrendszer definidlja. Az alkalmazott jel6lések:

E = E(x) a Young-féle modulusz,

A = A(x) a keresztmetszeti idom teriilete,

o = o(x) a ridanyag siiriisége,

I, = I(x) a keresztmetszeti sikidom z sidlyponti fétengelyére szdmitott mdsodrenddl
nyomatéka,

u = u(x,t) a rudtengely xy fésikban mutatkozd, ,.kicsinynek” tekintett eltolédasa,

xyz a rid ,,sajat koordindtai” [2],

az idd.

(1) alléhullimd megoldasat keresve,

u(x, t) = v(x) sin at (2)
helyettesitéssel élve, a
d? d?v
—|EI, ——| = a2pAv 3
da? r z dx”] e (3)
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kozonséges differencialegyenlethez jutunk. Itt

v = v(x) az u(x,t) elmozdulds dn. amplitidé eloszlés fiiggvénye,
-4 a sajatkorfrekvencia.

Vezessiik be az alabbi definicickkal az A és B operitorokat:

2 2y )
Av=% (g1, %) (4)
dx? dx?
By = pAwv.
(4)-gyel a (3) diffrencialegyenlet
(A—a2B)v=0 (5)
operétoros egyenletéhez jutunk.
A feladat peremfeltételrendszerét
Kv=20 (6)

alakba tomérithetjiik, ahol K linearis operacié [2].

Megjegyezzitkk, hogy a (4)-gyel definidlt A és B operatorok linearisak,
pozitivak, szimmetrikusak, s A egyben onadjungilt differencialoperator is. igy
az (5) és (6) egyenletekkel meghatarozott sajitértékfeladatnak megszamlal-
hatéan végtelen sok izolalt sajatértéke van, és ezek a végesben nem torléd-
hatnak [2]. A sajatértékeket nagysaguk szerint rendezhetjiik, a tobbszorosoket
megfeleld sokszor véve:

<Ll <l << .. (7)

A tovabbiakban célul kitfizétt probléméank megoldasat, azaz az (5), (6)
sajatértékfeladat els6 n szamd, (7)-tel jelolt sajatértékeinek kozrefogasat két
lépésben végezziik. ElGszor felsé korlatokat nyeriink a Poincaré— Rayleigh—
Ritz-féle finitizalassal, majd ezek felhasznalasaval az ortogonalis invaridnsok
médszerét alkalmazva kapunk alsé korlatokat.

2. Javithaté fels$ korlatok szamitdsa a Poincaré —Rayleigh—Ritz-féle
finitizalassal
E médszer alkalmazhatésaganak feltétele (a numerikus szempontokat is
szem el§tt tartva) az 6nadjungaltsag és pozitiv definitség esetiinkben teljesiil,
és igy viszonylag egyszertien juthatunk megfeleld szami felsé korlathoz.
Ha pl. az elsé n szami «,, . . . , «, frekvencidhoz akarunk felsd korlatokat
meghatérozni, akkor taldlnunk kell n darab

P1(%)s « + - Pn(%) (8)
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linearisan fiiggetlen rendszert alkotd, és megfelelé peremfeltételeket kielégits
fiuggvényt. [3] ad dtmutatdst arra nézve, miként lehet ilyen tulajdonsagi
fiiggvényrendszert Hermite-polinomok segitségével konstruilni. Mivel (5), (6)
onadjungalt és pozitiv definit, elméletileg vehetjiik g,-ket (v = 1, . . ., n) meg-
engedett fiiggvényeknek.

Ezekutan erre az n-dimenziés altérre torténd vetitéssel a

n
S[(Agig) —af(Boi @)l e, =0,  (j=1,....n) 9)
i=1
finit sajatértékfeladathoz jutunk [4], ahol

"L d2

x=0 dx?

&2,
(Ao, 9)) iJ ) @,dx,

b4
dx?

L

(Bys, @)) ij eAppdx ,
x=0

L pedig a rid hossza.

(9) o} (» =1, ..., n) gydkei pozitiv valés szamok és fennall, hogy

<o}, lim of =al, v=1,...,n (10)

n—o

Nyilvanvalé tehat, hogy n novelésével javulés fels§ sajatkorfrekvencia korlatok
adédnak. (9) oc;y-hez tartozé wy, sajatvektora a

n
T

Wy, = 2 i
i=1

alakba irhaté, aholc;, (i =1, ... ,n)a(9) egyenlet a} = a;,-nél vett megoldésa.

(9) tipusid dn. ,,két matrixos’’ sajatértékfeladat sajatértékeinek és sajat-
vektorainak meghatarozasara [5] j6l hasznalhaté numerikus eljaras ALGOL
programjat kozli, feltételezve, hogy a matrixok koziil az elsd pozitiv definit.
Vizsgalataink azt mutattak, hogy ez az eljaras biztosan csak abban az esetben
miikodik, ha a ¢, — k (v = 1,...,n) komparativ fiiggvények. Ez egyben a tény-
leges megoldas jobb kozelitését is jelenti.

3. Javithaté als6 korlatok szamitasa az ortogonalis
invariansok médszerével

Az altalunk valasztott, javithaté alsé korlatok szamitdsara szolgalé
eljaras elméleti megalapozasit BosznNay eldadasai [6], [7], [8], [9], [10], [11]
tartalmazzak, amelyekben médszert adott az n. Fichera-formuldban [12]
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eléfordulé ortogonilis invaridnsok kiszamitasara (ill. becslésére) tetszdleges
térbeli ridszerkezetek vizsgalata esetében. Célunk, a [6] — [11]-ben kidolgo-
zott elvi médszert adott feladatunkra alkalmazni \igy, hogy az egyben algorit-
musul szolgalhasson konkrét numerikus szamitdsok végzéséhez. (A bizonyita-
sokat mellGzziik, csak az eljaras tomor vazlatat kozéljik.)

Esetiinkben — kozbens§ operatorokkal {2] felirva, s = m = 1 helyette-
sitéssel élve, [8] — a Fichera formula a kovetkezd:

1 _  L(Ak Bw) — Ii(P, Aii Bia Pp) 1

- ?

% I{PY Al By, PY) af,
v=1,...,n), (12)

ahol az egyes ortogonilis invaridnsok a kovetkezbképpen szamithaték:

L kat2k, L
I}(Aid Bio) =J CadaColx, x)dx + 3 Yi(x)Px) dx,  (13)
x=0 =1 x=0

noq
(P, Ail Bx Py = 3=,
i=1 &fj
I;(Pﬁ? Al Byo P(,;’)) def 1.
(13)-ban
Y(x) = p(x), Px) = —¢Px) (=1,...k),

¥ix) = px), Dx) = —¢Px), (=k+1...k+k),
¥ix) = 9P(x), Pfx) = ¢x),  (I=h+k +1,...k + 2k),

(x) = GMl(x), (s=1,...,k),

k[ (L 1
p(x) = 2[[ M Z(x) Eplx) de ML, (x), (Ims=1,...k),
r=1 [ x=0 rs
#O) = gO(x) — 2[ [ Cotns) Cannie) de - GyCon(x),
j=1LJx=0 js
(rom,s=1,...,k), (14)

'P.(sz)(x) = BaGaCans(x)’ (S =1,.., kl)’

Ky L, 1 L
() = 2[ | M) Eyle) dx] M,/ (x) j M, (%) G, Cani(a) dx,

r=1

rt

Lm=1,...,k),
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(14)-ben az egyes operatorokat az alabbiak definialjak:

d%
Aav = EaIza —t—l; ’

B.uni= 0,4,
Cv=(A—A)v,
My = (B, — B)v,

L
G % Go(x, &) v(&) dE ,

£=0

ahol az E,, A, 0, I,, allandék az (1)-gyel leirt eredeti feladathoz rendelt
tn. ,,alsé alapfeladat’ [2] (1)-nek megfelel6 mennyiségei, a G (x, &) mag
pedig az alsé alapfeladat Green fiiggvénye.

nx) (s=1, ..., k) és {(x) (t =1, ..., k,)-a szamolé altal alkalmasan
megvialasztott — linearisan fiiggetlen, komparativ fiiggvényrendszer. Ezek
konstrualasanal célszerii felhasznélni a mar megtalalt, és a Poincaré—Rayleigh—
Ritz eljarasnal alkalmazott (8) rendszert, valamint a megoldasként kapott (11)

rendszert.

Lathaté, hogy a (12) formula alapjan meghatarozhaté o, (v =1, ... ,n)
alsé sajatkorfrekvencia korlatok kiszamitasa gépi viton, viszonylag egyszeri
programrendszer elkészitését kivanja meg.
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Corrigable delineation of the eigenfrequencies of a straight rod of variable characteristics
along its length, and performing bending oscillation. The paper offers a calculation method for
solving the problem referred to in the title. Determination of the angular eigenfrequencies’
upper limit is feasible by means of the Poincaré-Rayleigh-Ritz finitization, while that of their
lower limit by using the Fichera theory of orthogonal invariants in the manner suggested by
Bosznay.

Korrigierbare Einschachtelung der Eigenkreisfrequenz eines Biegeschwingungen aus-
fithrenden Stabes mit gerader Achse und lings dieser wechselnden Kennwerten. Die vorliegende
Studie zeigt ein zur Losung der im Titel angefiihrten Aufgabe geeignetes Berechnungsver-
fahren. Die Bestimmung der oberen Grenzen der Eigenkreisfrequenz ist durch die Poincaré-
Rayleigh-Ritz’schen Finitisierung, die Bestimmung der unteren Grenzen durch die von
Bosznay vorgeschlagenen Anwendung der Fichera’schen Theorie der orthogonalen In-
varianten moglich.

JABYXCTOPOHHEE, YTOYHSIEMOC OPraHMueHHe COOCTBEHHBIX YACTOT MPAMOro CTEPKHA
NPOBOAALLEI0 U3rUOHbIe KoNeGaHKs, MMEIOUIEro H3MEHAIOIMECH XapaKTePHCTUKH BAOIb CBOEH
npoBoA0NbHON 0CH. CTaThbsl BeIPa0OTAET BHIUMCJIMTELHBIH METOR AJIs1 pEeLICHHsT NaHHOH 3aj1ayuu.
PacyéT BepxXHHUX OrpaHHUYeHHil 17s1 COGCTBEHHBIX YaCTOT ITPOMUCXOJHUT C MOMOILBIO MeTosa «([T03H-
Kap3 — Panu— PuT3», a pacuéT HIDKHHX OrpaHHYEHHiT 111 COOCTBEHHBIX YACTOT OCYILECTBISETCS
C NOJIb30BAaHHEM TEOPHH OTHOCHTEILHOCTH DHKepa, (T. Ha3. OPTOroHaNbHbIE HHBAPHAHTGI, NPeX-
noykeHHbie npodeccopom BocHan.
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