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Jelen t a n u l m á n y a címben foglal t feladat megoldására ad számítási módszert . 
Sa já tkör f rekvenc ia felső korlátok nyerése a Poincaré —Rayleigh —Ritz-féle f ini t izá-
lással, alsó kor lá tok meghatározása a Fichera-féle ortogonális invar iánsok elméletének 
BOSZNAY által j avaso l t módon t ö r t é n ő alkalmazásával lehetséges. 

1. Bevezetés 

Min t ismeretes [1], az egyenes tengelyű r ú d egyszerű h a j l í t ó lengését a 
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9 * 2 l 2 9 x 2 l 
A 9 " П\ 

= - Q A — ( 1 ) 
dt2 

vá l tozó e g y ü t t h a t ó s , parciális d i f ferenciá legyenle t , és a hozzá t a r t o z ó perem-
fe l té te l rendszer de f in iá l j a . Az a l k a l m a z o t t je lölések: 

E = E(x) a Young-féle modulusz, 
A = A(x) a keresztmetszeti idom te rü le te , 
g — o(x) a rúdanyag sűrűsége, 
Iz = Iz(x) a keresztmetszeti síkidom z súlyponti főtengelyére s zámí to t t másodrendű 

nyomatéka , 
u = u(x, t) a rúdtengely xy fősíkban muta tkozó , „k ic s inynek" tek in te t t eltolódása, 
xyz a rúd „ s a j á t koord iná tá i" [2], 
t az idő. 

(1) á l lóhu l lámú megoldásá t keresve, 

u(x, t) = v(x) sin xt (2) 
helyet tes í téssel élve, a 

A - I E , , 
dx2 dx2 

EIZ — ) = x2gAv (3) 
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közönséges d i f fe renc iá legyenle thez j u t u n k . I t t 

V = v(x) az u(x, t) elmozdulás ún. ampl i túdó eloszlás függvénye, 
а а sa já tkörf rekvencia . 

Vezessük be az a lábbi de f in íc iókka l az A és В o p e r á t o r o k a t : 

A v ± * - [ E I t * L , (4) 
dx2 { dx2) 

В» = qAV. 
(4)-gyel a (3) d i f f renc iá legyenle t 

(A - a 2 B ) V = 0 (5) 

ope rá to ros egyenle téhez j u t u n k . 
A fe l ada t pe remfe l t é t e l r endsze ré t 

К » = 0 (6) 

a l a k b a t ö m ö r í t h e t j ü k , aho l К l ineár is operáció [2]. 
Megjegyezzük , h o g y a (4)-gyel def in iá l t A és В ope rá to rok l ineár isak , 

poz i t ívak , s z i m m e t r i k u s a k , s A egyben ö n a d j u n g á l t d i f f e r enc i á lope rá to r is. í g y 
az (5) és (6) egyen le tekke l m e g h a t á r o z o t t s a j á t é r t é k f e l a d a t n a k megszámlá l -
h a t ó a n vég te len sok izolá l t s a j á t é r t é k e v a n , és ezek a végesben n e m torlód-
h a t n a k [2]. A s a j á t é r t é k e k e t n a g y s á g u k szerint r e n d e z h e t j ü k , a többszörösöke t 
megfelelő sokszor v é v e : 

< ; « » £ . . . . (7) 

A t o v á b b i a k b a n célul k i t ű z ö t t p r o b l é m á n k m e g o l d á s á t , azaz az (5), (6) 
s a j á t é r t é k f e l a d a t első n s z á m ú , (7)-tel je lö l t s a j á t é r t é k e i n e k köz re fogásá t ké t 
lépésben végezzük . E lőször felső k o r l á t o k a t n y e r ü n k a Po inca ré—Rayle igh— 
Ritz-féle f in i t izá lássa l , m a j d ezek fe lhaszná lásáva l az or togonál is i nva r i ánsok 
módszeré t a l k a l m a z v a k a p u n k alsó k o r l á t o k a t . 

2. J a v í t h a t ó felső ko r l á tok s zámí t á sa a Po inca ré—Ray le igh—Ri t z - f é l e 
f in i t izá lássa l 

E módsze r a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k fel té te le (a n u m e r i k u s s z e m p o n t o k a t is 
szem e lő t t t a r t v a ) az ö n a d j u n g á l t s á g és pozi t ív d e f i n i t s é g e s e t ü n k b e n te l jesül , 
és így v i szonylag egysze rűen j u t h a t u n k megfelelő s z á m ú felső k o r l á t h o z . 

H a pl . az első n s z á m ú ях , . . . , a n f r ekvenc i ához a k a r u n k felső k o r l á t o k a t 
m e g h a t á r o z n i , akkor t a l á l n u n k kell n d a r a b 

<Pl(*)> • • fn(x) (8) 
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l ineár isan függet len rendszer t a lko tó , és megfelelő peremfel té te leke t kielégítő 
f ü g g v é n y t . [3] ad ú t m u t a t á s t a r r a nézve, m i k é n t lehet i lyen t u l a jdonságú 
függvényrendsze r t He rmi t e -po l inomok segítségével kons t ruá ln i . Mivel (5), (6) 
ö n a d j u n g á l t és poz i t ív défini t , elméleti leg v e h e t j ü k <p„-ket (i> = 1, . . ., n) meg-
engede t t f ü g g v é n y e k n e k . 

E z e k u t á n er re az n-dimenziós altérre t ö r t é n ő vetítéssel a 

2 [(AqP,-, q>j) - X f ( B c p j , <pj)] Ct = 0 , ( / = l . . . . , n ) (9) 
i = l 

f in i t s a j á t é r t é k f e l a d a t h o z j u t u n k [4], ahol 

( B f i , (Pj) = Г pAcpspjdx , 
Jx=о 

L pedig a rúd hossza . 
(9) x^v (v = 1, . . . , n) gyökei poz i t ív valós s z á m o k és fennáll , h o g y 

«2 <L <x%, l im x}v = a2 , v = 1, . . ., n. (10) 
TI-*- oo 

Nyi lvánva ló t e h á t , h o g y n növelésével javuló fe l ső sa j á tkö r f r ekvenc ia kor lá tok 
adódnak . (9) a^,-hez t a r tozó Wjv s a j á t v e k t o r a a 

n 

™jv = 2 
i=1 

a lakba í rha tó , ahol cjv ( i = 1, . . . , n) a (9) egyenle t = a^-nél v e t t megoldása. 
(9) t ípusú ún . , ,ké t m á t r i x o s " s a j á t é r t é k f e l a d a t sa já t é r t éke inek és s a j á t -

v e k t o r a i n a k megha tá rozásá ra [5] jól haszná lha tó numer ikus e l j á r á s A L G O L 
p r o g r a m j á t közli, fe l té te lezve, h o g y a má t r ixok közü l az első pozi t ív déf in i t . 
Vizsgála ta ink azt m u t a t t á k , hogy ez az eljárás b i z tosan csak a b b a n az esetben 
működ ik , ha a <pt, — к (v = 1 , . . . , n) kompara t ív függvények . Ez egyben a t ény-
leges megoldás j o b b közelítését is je lent i . 

3. J a v í t h a t ó alsó ko r l á tok számítása az ortogonális 
invar iánsok módszerével 

Az á l ta lunk vá lasz to t t , j a v í t h a t ó alsó ko r l á tok számí tá sá ra szolgáló 
e l járás elméleti mega lapozásá t BOSZNAY előadásai [6], [7], [8], [9], [10], [11] 
t a r t a lma z z á k , ame lyekben módsze r t adott az ú n . F ichera- formulában [12] 
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előforduló or togonál is invar iánsok k i számí tásá ra (ill. becslésére) tetszőleges 
térbel i rúdszerkeze tek vizsgálata e se tében . Célunk, a [6] — [ l l ] - b e n kidolgo-
zot t elvi módszer t a d o t t f e l a d a t u n k r a a lkalmazni úgy , hogy az egyben algorit-
musul szolgálhasson k o n k r é t numer ikus számítások végzéséhez. (A b izonyí tá -
sokat mel lőzzük, csak az e l járás t ö m ö r v á z l a t á t közöl jük . ) 

E s e t ü n k b e n — közbenső ope rá to rokka l [2] fe l í rva , s = m = 1 he lye t te -
sítéssel élve, [8] — a F iche ra fo rmula a következő: 

(v = 1, . . . , n), (12) 

ahol az egyes or togonál is invar iánsok a köve tkezőképpen s z á m í t h a t ó k : 

r L A . + 2 A , pL 

B,2) = I QaAaGa(x, x)dx + 2 I dx, (13) 
Jx=0 /=1 Jx=0 

I Î ( P n A j â 1 B t t P n ) = J J - , 
ы I «/? 

(13)-ban 

es 



EGYENES TENGELYŰ RÚD SAJÁTKÖRFREKVENCIÁINAK KÖZREFOGÁSA 4 1 

(14)-ben az egyes o p e r á t o r o k a t az a l á b b i a k d e f i n i á l j á k : 

a a z a d x A 

Bat; = gaAa V, 

Cat> = (A — A a) V, 

Mav = (Ba~B)v, 

Gav = Г Ga(x, I) » ( f ) df , 
J f = о 

ahol az Ea, Aa, Qa, 1га á l landók az ( l ) -gyel le ír t e rede t i f e l a d a t h o z rendel t 
ú n . „a lsó a l a p f e l a d a t " [2] ( l ) -nek megfelelő mennyisége i , a Ga(x, £) mag 

pedig az alsó a l a p f e l a d a t Green f ü g g v é n y e . 

rjs(x) (s = 1, . .., fcx) és Çt(x) (t = 1, . . ., fc2)-a számoló ál tal a lka lmasan 

m e g v á l a s z t o t t — l ineá r i s an függe t len , k o m p a r a t í v függvényrendsze r . Ezek 

kons t ruá l á sáná l célszerű fe lhasználni a m á r megta lá l t , és a Po incaré—Rayle igh— 
Ri t z e l j á rásná l a l k a l m a z o t t (8) r endszer t , va l amin t a megoldáskén t k a p o t t (11) 
r endsze r t . 

L á t h a t ó , hogy a (12) fo rmula a l a p j á n m e g h a t á r o z h a t ó aa„ (v = 1, . . . ,n) 
alsó s a j á t k ö r f r e k v e n c i a ko r l á tok k i s zámí t á sa gépi ú t o n , viszonylag egyszerű 
p rog ramrendsze r e lkészí tését k í v á n j a meg. 
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Corrigable delineation of the eigenfrequencies of a straight rod of variable characteristics 
along its length, and performing bending oscillation. The paper offers a calculat ion method for 
solving the problem referred to in the t i t le . Determinat ion of the angular eigenfrequencies' 
upper limit is feasible by means of the Poincaré-Rayleigh-Ri tz finitization, while t ha t of their 
lower l imit by using the Fichera theory of orthogonal invar ian t s in the m a n n e r suggested by 
Bosznay. 

Korrigierbare Einschachtelung der Eigenkreisfrequenz eines Biegeschwingungen aus-
führenden Stabes mit gerader Achse und längs dieser wechselnden Kennwerten. Die vorliegende 
Studie zeigt ein zur Lösung der im Titel angeführ ten Aufgabe geeignetes Berechnungsver-
fahren. Die Bes t immung der oberen Grenzen der Eigenkreisfrequenz ist d u r c h die Poincaré-
Rayleigh-Ritz 'schen Finitisierung, die Bes t immung der un te ren Grenzen durch die von 
Bosznay vorgeschlagenen Anwendung der Fichera 'schen Theorie der orthogonalen In-
var ianten möglich. 

Двухстороннее, уточняемое органичение собственных частот прямого стержня 
проводящего изгибные колебания, имеющего изменяющиеся характеристики вдоль своей 
проводольной оси. Статья выработает вычислительный метод для решения данной задачи. 
Расчёт верхних ограничений для собственных частот происходит с помощью метода «Поэн-
карэ— Рэли—Ритз», а расчёт нижних ограничений для собственных частот осуществляется 
с пользованием теории относительности Фикера , (т. наз. ортогональные инварианты, пред-
ложенные профессором Боснаи. 
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