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A javasolt médszer a hagyomdnyos hibanégyzet minimum elvre alapozott sza-
mitasoktél [1] eltér6en, az ismeretlen fiiggvényt a peremértékfeladat differenciil-
egyenletét kielégits, elemenként értelmezett koordinatafiiggvények linedris kombinécié-
javal kozeliti. Az ismeretlen allandékat olyan kvadratikus funkcional minimum fel-
tételb8l nyeri, amely biztositja egyik elemrdl a masikra valé d4tmenetnél a fiiggvénynek
és az egymastél fiiggetlen (vagy a mechanikai tartalomtél fiiggd) derivaltjainak integ-
ral értelemben vett folytonossagat, tovdbba a peremfeltételek ugyancsak integral érte-

;;;;;

1. A minimalizilandé funkcionil felépitése

Keressiik a V térfogaton az
L) =0 (1)

parciilis differencidlegyenlet megoldasat a

gi(p) =y, az Aj-en, )
&) =y, az 4,n (3)
peremfeltételek mellett, ahol L — differencialoperator, g,, g, — algebrai, vagy
differenciadloperatorok, ¢ — ismeretlen skalarfiiggvény, vy, v, — az A, 4,
felilleteken megadott értékek. 4, és A, egyiitt a teljes perem.
Az (1)—(3) problémat a kdvetkezSképpen oldjuk meg.
A V tartomanyt felosztjuk altartoményokra (elemekre) Vé(e=1, ..., N)
és elemenként az ismeretlen ¢ fiiggvényt
9 = ¢f(x) = DT(x)a%, x €V° (4)

alakban approximaljuk, ahol

2°7(x) = [p1(x), PoAx)s - - - Pu(x)]

olyan approximaciés matrix (sorvektor), amelyben a ¢; (i = 1, ..., k) koor-
dinatafiiggvények kielégitik az (1) egyenletet, tovabba

! A tébbdimenziés vektorokat, matrixokat félkovér betilivel jeldljiik; T — a
transzponadlds jele.
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a
fogat (x,, x,, x,) koordinatajui pontjat jeloli.
Igy az approximailt ¢ folytonossiga az elemek hataran ,,a priori” nem

T = [ay, - - ., a;]° — ismeretlen allandék vektorat, mig x — a V* tér-

biztosithaté, mivel az elemenkénti allandék azonossigit nem kovetelhetjitk
meg, mert ezzel lemondanank a lokalis approximaciérél.

Az elemek hatardn a ¢ fiiggvénynek és derivaltjainak folytonossagat —
jelen esetben — hibanégyzet minimum elv alapjan, integral értelemben telje-
sitjiik. Ezaltal az 6ssz ismeretlenek szama? kX N, melyek a fentiek alapjan
a kovetkezd funkcional minimumabél nyerhetdk:

1N :
1IN < J (¢° — @2 dd +
2eHlJeI Agj

% 7 22 f ((0) — p . )

ahol 4% az e és j elemek kézos hatara, A2 az A° elemfeliilet A_ peremre esd
része, d; (i = 1, ..., I) — differencidloperator, §; i =1, ..., 1)y, yp —
felveend§ ,,sily” allandék.

A d; operatorok Laplace-egyenlet megoldasakor a grad (p) és fiiggetleniil
felirhat6 masodrendidi derivaltakat tartalmazé differencidloperatorok.

A rugalmassigtani feladatok fesziiltségfiiggvényen keresztiil torténé
megoldasakor (pl. Airy-, Love-féle fesziiltségfiiggvényeknél), p-nek az illesz-
tése (integral értelemben) az elemek hatardn felesleges, elegend$ a mechanikai
illesztési — dinamikai és kinematikai — feltételek figyelembevétele, azaz

ph = P:{tv u=uw, x € Aijv

ahol u — elmozduliasmez8, p, — az A¥ feliileten haté fesziiltségvektor. Lénye-
ges, hogy a #°(x) fiiggvényeknek a merevtestszer{i elmozdulast is tartalmazniuk
kell.

Az S funkciondl minimumaénak sziikséges feltételébSl nyert algebrai
egyenletrendszer 9S/oa = 0 egyiitthaté matrixa, az (5)-ben szerepl§ Osszeg-
zési szabaly alapjdn, konnyen el§allithaté. Linearis g,, g, operatorok mellett
az egyenletrendszer szintén linearis.

Példa: Keressiikk az x = (r, z) henger koordinata-rendszerben az A4 tar-
tomany felett a Ap = 0 egyenlet megoldisat a I', és I, peremeken adott
g1(p) = ¢ = y,, illetve gy{g) = cp/en = y, peremfeltételek esetében. Itt A4 —

2 Feltételezett, hogy minden elemnél a koordinatafiiggvények szdma k.
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Laplace-operator, 5p/6n — normailis derivalt. A (4) alapjan felvett, hat harmo-
nikus koordinatafiiggvényt tartalmazé approximaciés matrix a kovetkezd:

®7(x) = [1, 2,222 — 12, 25 — 3azr2,
8z4 — 242%r% 4 3r4, 825 — 402%2 + 15r%]e.
A 1. abra a 0 <r <2, 0<z< |/3 tartomény felett tiinteti fel p-t

N = 100 esetében, B, =10, y; = 9, = 1, d;= y — nabla differencialope-
rator mellett.

o o
[

0,648

9%/ dn

Peremfeltételek:
I'(z=13): ¢=0,
Ly(r:= 0): . oglor = 0, i(s.= 0): . a¢floz =0,
(r=2): agfor = 1,106993z — 0,63912322

A kapott eredmények alapjan a peremfeltételek kielégitésének maximailis
hibaja 3,09,. Az elemek bels§ hataran ¢-ben tapasztalhaté szakadas az 1,2 <
<r<2, 0<z<|3/5 tartomanyon a legnagyobb. E tartomanyon a ¢ val-
tozé kiilonb6z8 elemekhez tartozé csoméponti értékeit tiinteti fel a 2. abra.
Lathaté, a szakadas mértéke elhanyagolhatéan kicsiny.
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4
3 /5

03793 04176 | 04188 04673 | 04683 05294 | 05315 06109
0.4099 04490 | 04482 04959 | 04949 05543 | 05523 0,6263
0,4101 0,4480 | 0,4495 04955 | 04968 05515 | 05555 0,6243
04310 04689 | 04678 0,517 | 05106 0,5623 | 0,5590 0,6190
0431 04677 | 04690 05118 | 05123 05577 | 05647 06163
04433 04798 | 04784 05189 | 0,5186 05617 | 05566 0,5973
04431 04786 | 04794 0519 | 05182 05575 | 05623 05954

§ A 04474 0,831 | 0,4817 05200 | 05212 0,5608 | 0,5546 05798

0 12 20 i
2. dbra

2. Kovetkeztetések

A jelen cikkben javasolt médszerre alapozott szamitasok jél igazoljik a
modszer hatékonysagat. Az elvégzett szamitasok azt mutatjak, hogy az elem-
szam vagy az elemek fokszamanak, vagy mindkettének novelésével az S
funkcional értéke csokken. A médszer elonye az egyiitthatématrix egyszerii
elgallithatésaga, az elemenként kiilonb6z6 szami koordinatafiiggvény alkal-
mazhatésaga, a gorbe perem hatasinak konnyi kezelhetGsége. Hatranyként
jelentkezik az (5)-ben szerepls, az egyiitthaté matrix kondicionaltsagat is be-
folyasolé f; allandék értékének szamitasi tapasztalatokbél torténd megva-
lasztasa.

A széban forgé médszer jol alkalmazhaté példaul a rugalmas tarté csa-
varasat leir6 Laplace-egyenlet Neumann-féle peremértékfeladatanal, ugyan-
csak a tarté szabad csavarasanal jelentkez§ Poisson-féle egyenlet megoldasa-
nal, a prizmatikus tarté hajlitasi—nyirasi feladatanal fellép6 Neumann-féle
feladat vizsgalatanal [2], a rezgd tartalyban elhelyezkedd folyadék hidrodina-
mikai nyomasianak meghatéarozasanal, tovabba sikrugalmassagtani feladatok
biharmonikus egyenlet megoldasan keresztiil torténé vizsgalatanal, illetve for-
gastestek fesziiltségallapotanak Love-féle fesziiltségfiiggvényen [2] keresztiil
torténd tisztazasanal.
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Application of a modified method of finite elements based on the minimum error square
principle in continuum mechanics. As against the calculations based on the traditional mini-
mum error square principle, the suggested method approximates the unknown function by
a linear combination of the co-ordinate functions satisfying the differential equation of the
boundary value problem, and interpreted by elements. The unknown constants are obtained
from a quadratic functional minimum condition which ensures, in the case of transition from
one element to the other, the continuity of the function and its interindependent (or mechan-
ical contents dependent) derivatives in an integral sense, as well as the satisfaction of the
boundary conditions similarly in an integral sense, again.

Anwendung der auf dem Prinzip des Fehlerquadratminimums beruhenden verinderten
Methode der finiten Elemente in der Kontinuummechanik. Zum Unterschied von den herkémm-
lichen, auf dem Prinzip des Fehlerquadratminimums beruhenden Berechnungen sucht die
vorgeschlagene Methode die unbekannte Funktion mit der die Differentialgleichung der
Randwertaufgabe befriedigenden linearen Kombination der als Elemente gedachten Koordi-
natenfunktionen anzunihern. Die unbekannten Konstanten liefern die Minimumbedingung
eines quadratischen Funktionals, das bei Ubergang von einem Element zum andern die Kon-
tinuitit in integralem Sinne der Funktionen und ihrer voneinander unabhingigen (oder vom
mechanischem Inhalt abhingigen) Derivate, ferner die ebenfalls im integralen Sinne auf-
gefafite Befriedigung der Randbedingungen enthilt.

MoandHuHpoBaHHbIH MeTOA KOHELHDbIX 3IEeMEHTOB B MeXaHHKe CMJIOMIHBIX Cped, OCHO-
BaHHbI}i Ha MeToAe HaMMeHIIMX KBajapaToB. [Tpeanaraembiit MeTON B OTJHYHH OT OCHOBHOIO
MeTOJa HaHMEHIUHX KBaJApaTOB OCHOBAH Ha TOM, UTO HCKOMas QyHKUHS annmpOKCHMHPYETCS Mo
3JIEMEHTaM JIMHEHHOHE3aBUCALIHMH APYT OT ApYyra QY HKUHSMH, YAOBIETBOPSAIOWHUMH IudepeH-
HHAJILHBIM YPaBHEHHUAM KpaeBoit 3afaud. Hen3seCTHbIE MOCTOSIHHbBIE ONPEeNIRIOTCA U3 YCJI0BHS
MHHHMYMa HEKOTOporo GyHKIIHOHAJIa, KOTOPHI MOCTpoeH Tak, 4ToObl OH ofecneyHBan Hempe-
PHIBHOCTb QYHKLHH H &€ He3aBUCSIILEH APYr OT ApYyra (WJIH 3aBUCALIeH MO MEXaHHYeCKOMY Coaep-
YK3HHIO IPYT OT JIpyra) NPOH3BOAHONH NpPH nepexoje C OAHOIO 3/1eMeHTa Ha APYroi, H BbIMOJIHe-
HHE TPAaHHYHHIX YCJIOBHIi H HHTErpajlbHOM CMBICJIE TaKoKe.
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