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N Á N D O R I F R I G Y E S 

A javasolt módszer a hagyományos hibanégyzet m i n i m u m elvre a lapozot t szá-
mí tásoktól [1] el térően, az ismeretlen függvényt a peremértékfeladat differenciál-
egyenletét kielégítő, e lemenként ér te lmezet t koord iná tafüggvények lineáris kombináció-
jával közelíti. Az ismeret len ál landókat olyan kvadra t ikus funkcionál m i n i m u m fel-
tételből nyeri, amely biz tos í t ja egyik elemről a másikra való átmenetnél a függvénynek 
és az egymástól függet len (vagy a mechanikai tar ta lomtól függő) der ivál t ja inak integ-
rál ér telemben ve t t folytonosságát , t o v á b b á a peremfeltételek ugyancsak integrál érte-
lemben ve t t kielégítését. 

1 . A m i n i m a l i z á l a n d ó f u n k c i o n á l f e l é p i t é s e 

K e r e s s ü k a V t é r f o g a t o n az 

H f p ) = 0 (1) 

parc iá l i s d i f f e r enc i á l egyen le t m e g o l d á s á t a 

gA<P) = Vi az ^i-en, (2) 
g2(cp) = a z A2-n (3) 

p e r e m f e l t é t e l e k me l l e t t , a h o l L — d i f f e r enc i á lope rá to r , g2 — a lgebra i , v a g y 
d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r o k , <f> — i smere t l en s k a l á r f ü g g v é n y , щ , y2 — az Av A2 

f e lü l e t eken m e g a d o t t é r t é k e k . Aj és A2 e g y ü t t a t e l j e s p e r e m . 
Az (1) —(3) p r o b l é m á t a k ö v e t k e z ő k é p p e n o l d j u k meg. 
A V t a r t o m á n y t f e l o s z t j u k a l t a r t o m á n y o k r a ( e l emekre ) Ve (e = 1, . .., N) 

és e l e m e n k é n t az i s m e r e t l e n qp f ü g g v é n y t 

q>e = cpe(x) = ФеТ(х) a e , (4 ) 

a l a k b a n a p p r o x i m á l j u k , a h o l 

Ф е Т ( х ) = [<pAx), q>A*), • • -, ?>fc(x)]e 

o lyan a p p r o x i m á c i ó s m á t r i x ( so rvek to r )A ame lyben a qp( (i = 1, . . . , k) koor-
d i n á t a f ü g g v é n y e k k ie lég í t ik az (1) e g y e n l e t e t , t o v á b b á 

1 A többdimenziós vek toroka t , má t r ixoka t félkövér betűvel jelöl jük; T — a 
t ranszponálás jele. 
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a c / = [oj , . . . , aA]e — i s m e r e t l e n á l l a n d ó k v e k t o r á t , m í g x — a Ve t é r -
f o g a t (xj , x2, x3) k o o r d i n á t á j ú p o n t j á t jelöli . 

í g y az a p p r o x i m á l t (p f o l y t o n o s s á g a az e lemek h a t á r á n , ,a p r i o r i " n e m 
b i z t o s í t h a t ó , m i v e l az e l e m e n k é n t i á l l andók azonosságá t n e m k ö v e t e l h e t j ü k 
m e g , m e r t ezzel l e m o n d a n á n k a loká l i s app rox imác ió ró l . 

Az e lemek h a t á r á n a cp f ü g g v é n y n e k és d e r i v á l t j a i n a k f o l y t o n o s s á g á t — 
j e l e n e se tben — h i b a n é g y z e t m i n i m u m elv a l a p j á n , in tegrá l é r t e l e m b e n te l je -
s í t j ü k . E z á l t a l az össz i s m e r e t l e n e k száma 2 kx N, melyek a f e n t i e k a l a p j á n 
a k ö v e t k e z ő f u n k c i o n á l m i n i m u m á b ó l n y e r h e t ő k : 

aho l AeJ az e és j e lemek közös h a t á r a , Ae
x az Ae e lemfelü le t Aa p e r e m r e eső 

része , d, (i = 1 , . . . , / ) — d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r , ß( (i = 1, . . ., I ) yv y2 — 
f e lveendő „ s ú l y " á l l andók . 

A d,< o p e r á t o r o k Lap lace -egyen le t m e g o l d á s a k o r a g rad (cp) és függe t l enü l 
f e l í r h a t ó m á s o d r e n d ű d e r i v á l t a k a t t a r t a l m a z ó d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r o k . 

A r u g a l m a s s á g t a n i f e l a d a t o k f e szü l t s ég függvényen k e r e s z t ü l t ö r t é n ő 
m e g o l d á s a k o r (pl . Airy- , Love - fé l e f e szü l t s ég függvényekné l ) , 99-nek az illesz-
t é se ( in tegrá l é r t e l emben) az e l e m e k h a t á r á n felesleges, e legendő a m e c h a n i k a i 
i l lesztési — d i n a m i k a i és k i n e m a t i k a i — fe l t é t e l ek f i g y e l e m b e v é t e l e , azaz 

ahol u — e lmozdu lásmező , pn — az AeJ f e lü l e t en h a t ó f e s z ü l t s é g v e k t o r . Lénye -
ges, hogy а Ф е (х) f ü g g v é n y e k n e k a m e r e v t e s t s z e r ű e lmozdu lás t is t a r t a l m a z n i u k 

Az S f u n k c i o n á l m i n i m u m á n a k szükséges fe l té te léből n y e r t a lgebra i 
e g y e n l e t r e n d s z e r QS/ба = 0 e g y ü t t h a t ó m á t r i x a , az (5)-ben szereplő összeg-
zési s zabá ly a l a p j á n , k ö n n y e n e lőá l l í tha tó . L ineá r i s gv g2 o p e r á t o r o k me l l e t t 
az egyen l e t r endsze r sz intén l i neá r i s . 

Példa: K e r e s s ü k az x = (r , z) henger k o o r d i n á t a - r e n d s z e r b e n az A t a r -
t o m á n y f e l e t t a A<p — 0 e g y e n l e t mego ldásá t а és Г2 p e r e m e k e n a d o t t 
gj((p) = (p = y>j, i l l e tve g2(<p) = CÇ>/GH = y>2 pe r emfe l t é t e l ek e s e t é b e n . I t t A — 

+ 

Pn = pjn, UE = U' , X £ Ae
c
j, 

kel l . 

2 Fel tételezet t , hogy minden elemnél a koordinátafüggvények száma k. 
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Laplace-operá tor , 9<p/dn — normális der ivá l t . A (4) a l a p j á n fe lvet t , h a t harmo-
nikus k o o r d i n á t a f ü g g v é n y t t a r t a l m a z ó approximációs m á t r i x a köve tkező : 

Ф е Г (х ) = [1, z, 2z2 - r2, 2z3 — 3zr2, 

8z4 — 24z2r2 + 3r4 , 8z5 - 40z3r2 + 15r4z]e . 

A 1. áb ra a 0 r <; 2, 0 < % 3 t a r t o m á n y felet t t ü n t e t i fel <p-t 
N = 100 esetében, ß1 = 10, y1 = y2 = 1, d j = у — nabla d i f ferenciálope-
rá tor me l l e t t . 

Pe remfe l t é t e lek : 

Л(* = P): <p = 0, 

Г2(г = 0): Qcpldr = 0 , (z = 0): д(р/д* = 0, 

(r = 2) : Э?>/Эг = 1,106993z - 0,639123z2 . 

A k a p o t t e r edmények a lap ján a peremfel té te lek kielégítésének maximál i s 
h i b á j a 3 , 0 % . Az elemek belső h a t á r á n qp-ben t a p a s z t a l h a t ó szakadás az. 1,2 <[ 

0 < ^ z < ^ У 3/5 t a r t o m á n y o n a legnagyobb. E t a r t o m á n y o n a <p vál-
tozó kü lönböző elemekhez ta r tozó csomópont i é r téke i t t ü n t e t i fel a 2. ábra . 
L á t h a t ó , a szakadás m é r t é k e e lhanyagolha tóan kicsiny. 
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( 3 / 5 -

H-

0.3793 0,4176 0,4188 0,4673 0,4683 0,5294 0,5315 0,6109 

0.4099 0.4490 0,4482 0.4959 0,4949 0,5543 0,5523 0,6263 

0,4101 0,4480 0,4495 0,4955 0,4968 0,5515 0,5555 0,6243 

0.4310 0.4689 0.4678 0,5117 0,5106 0,5623 0,5590 0,6190 

0,4311 0,4677 0.4690 0,5118 0,5123 0.5577 0,5647 0,6163 

0,4433 0,4798 0,4784 0,5189 0,5186 0,5617 0,5566 0,5973 

0,4431 0,4786 0,4794 0,5194 0,5182 0.5575 0,5623 0,5954 

0,4474 0,4831 0,4817 0,5200 0,5212 0,5608 0,5546 0,5798 

1.2 2.0 

2. ábra 

2. Következtetések 

A je len c ikkben javaso l t módszer re a l apozo t t számítások jó l igazolják a 
módszer h a t é k o n y s á g á t . Az e lvégzet t számí tások azt m u t a t j á k , hogy az elem-
szám vagy az e lemek f o k s z á m á n a k , vagy m i n d k e t t ő n e k növelésével az S 
funkcionál ér téke csökken. A módszer előnye az e g y ü t t h a t ó m á t r i x egyszerű 
előál l í thatósága, az e lemenként különböző s zámú koord iná t a függvény alkal-
mazha tósága , a görbe perem h a t á s á n a k k ö n n y ű kezelhetősége. H á t r á n y k é n t 
je lentkezik az (5)-ben szereplő, az e g y ü t t h a t ó m á t r i x kondic ionál t ságá t is be-
folyásoló ßj á l landók é r tékének számítási t apasz t a l a tokbó l t ö r t é n ő megvá-
lasztása . 

A szóban forgó módszer jól a lka lmazha tó pé ldául a r u g a l m a s t a r tó csa-
va r á sá t leíró Laplace-egyenle t Neumann- fé le pe remér t ék fe l ada t áná l , ugyan-
csak a t a r t ó szabad csavarásáná l je lentkező Poisson-féle egyenle t megoldásá-
nál, a p r i zma t ikus t a r t ó ha j l í t á s i—nyí rás i f e l ada t áná l fellépő Neumann- fé le 
fe lada t v izsgá la táná l [2], a rezgő t a r t á l y b a n elhelyezkedő fo lyadék hidrodina-
mikai n y o m á s á n a k megha tá rozásáná l , t o v á b b á s ík ruga lmasság tan i fe lada tok 
b iha rmonikus egyenle t megoldásán keresztül t ö r t é n ő v izsgála tánál , illetve for-
gástestek feszü l t ségá l lapotának Love-féle feszül t ségfüggvényen [2] keresztül 
tö r t énő t i sz tázásáná l . 
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Application of a modified method of finite elements based on the minimum error square 
principle in continuum mechanics. As against the calculations based on the tradit ional mini-
m u m error square principle, the suggested method approximates t he unknown func t ion by 
a linear combinat ion of the co-ordinate funct ions satisfying the different ia l equation of the 
boundary value problem, and in terpre ted by elements . The unknown constants are ob ta ined 
f rom a quadra t ic funct ional min imum condition which ensures, in t he case of t ransi t ion f rom 
one element to the other, the cont inui ty of the func t ion and its in ter independent (or mechan-
ical contents dependent) derivatives in an integral sense, as well as t he satisfaction of the 
boundary conditions similarly in an integral sense, again. 

Anwendung der auf dem Prinzip des Fehlerquadratminimums beruhenden veränderten 
Methode der finiten Elemente in der Kontinuummechanik. Zum Unterschied von den h e r k ö m m -
lichen, auf dem Prinzip des Feh le rquadra tmin imums beruhenden Berechnungen s u c h t die 
vorgeschlagene Methode die unbekann te Funkt ion mi t der die Differentialgleichung der 
Randwer taufgabe befriedigenden linearen Kombina t ion der als E lemente gedachten Koord i -
na tenfunkt ionen anzunähern . Die unbekannten Kons tan ten liefern die Minimumbedingung 
eines quadra t ischen Funkt ionais , das bei Übergang von einem Element zum andern die Kon-
t inui tä t in integralem Sinne der Funkt ionen und ihrer voneinander unabhängigen (oder v o m 
mechanischem Inhal t abhängigen) Derivate, ferner die ebenfalls im integralen Sinne auf-
gefaßte Befriedigung der Randbedingungen enthä l t . 

Модифицированный метод конечных элементов в механике сплошных сред, осно-
ванный на методе наименших квадратов. Предлагаемый метод в отличии от основного 
метода наименших квадратов основан на том, что искомая функция аппроксимируется по 
элементам линейнонезависящими друг от друга функциями, удовлетворяющими дифферен-
циальным уравнениям краевой задачи. Неизвестные постоянные определяются из условия 
минимума некоторого функционала, который построен так, чтобы он обеспечивал непре-
рывность функции и ёё независящей друг от друга (или зависящей по механическому содер-
жанию друг от друга) производной при переходе с одного элемента на другой, и выполне-
ние граничных условий и интегральном смысле также. 
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