PERIODIKUS MOZGASOK STABILITASA

SZERVANSZKY GYORGY*

Jelen munka a mozgdsstabilitds — lényegében Ljapunovtél szdrmazé — defini-
¢i6jabél kiindulva, a gyakorlat szdmaéra j6l hasznalhaté eljardst kivdan adni periodikus
mozgisok stabilitdsdnak eldontésére. Az eredmény tétel forméjaban nyer megfogal-
mazdst, amelynek alkalmazdsdra a dolgozat szimpéldét (Van der Pol egyenlet) mutat be.

Bonyolultabb rendszerek mozgéasinak vizsgalatakor gyakran felmeriilé
probléma, hogy a kialakul6 mozgis mennyire érzékeny a kezdeti értékekre.
A dolgozat célja j6l hasznalhaté kritériumot adni periodikus tulajdonsigokat
mutaté mozgisok stabilitasanak eldontésére.

A vizsgalat alapjai’'a mozgas stabilitidsara vonatkozd, lényegében Liapu-
NOVTOL [1] szidrmazé definicidk:

1. A mozgast leiré x = F(x) differencidlegyenlet rendszer x(0) = x,
kezdeti értékekhez tartozé § = §(t, Xx,) megoldasit stabilisnak mondjuk, ha
létezik & >0 vgy, hogy barmely & (¢) >0 esetében az x(0) = x, + 4x,
|4x,| << & kezdeti értékhez tartozé megoldis vonatkozisiban az

(8(t, x0) — B(t, xo + Axg)| <&
egyenlGtlenség teljesiil;

2. a mozgast leiré x = F(x) differencidlegyenlet rendszer stabilis § = §
(t, x,) megoldésit aszimptotikusan stabilisnak mondjuk. ha

lim E(s, x, + dx,) = §(¢, x,).

f &)

Tekintsiik ezek utin az

% = F(x), (1)

differencidlegyenlet rendszert. Legyen az x(0) = x, kezdeti értékhez tartozé
megoldas

g =E(x), (2)
az x(0) = x, + 4Ax, kezdeti értékhez tartozé megoldis pedig

gq=§ + 7 3)
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alaki. (3)-at (1)-be helyettesitve és ¥) szerint sorba fejtve

§+ 9 =FE + ) =FE) + FEn + Q) , (4a)
azaz
7 =F(Emn+ QE 1) (4b)
adédik. Itt a ’ az argumentum szerinti derivalast jelenti. Természetesen
tim 12 (5)
0 | 7|

teljesiil.

Bizonyos, késGbbiekben lathaté feltételek teljesiilése esetében a stabili-
tast (4) linearis részének viselkedése donti el. Eppen ezért vizsgalatainkat (4)
linearis részére korldtozzuk.

Tegyiik fel, hogy g T szerint periodikus. Igy az F’(E) matrix, amely a tid§
fiiggvényének tekinthetd, szintén T szerint periodikus lesz. Bevezetve az
A = F’ jelolést, (4) linearis részeként az

h=A(t) (6)

linesris differencidlegyenlet rendszer adédik. Tovabba teljesiil, hogy
A + T) = A@).

Az (5) differenciilegyenlet rendszerhez rendelheté matrix differenciil-
egyenlet
x = Ax. (7)
Ennek megoldasa lehet

Ul = 3" o~ 6oy xg (8)

alaki.
Mivel A T szerint periodikus,

T A() dr = LT A(x)dr = Q )

teljesiil. Ezzel

Ut + T) = e + [ A(2) dex, = MG(t) x, = MU(t). (10)

It
M =e? (11)

a megoldas un. fématrixa ([1], [2]).

Az altalanossag kiilonosebb korlatozasa nélkiill M-et diagonalisnak
tekinthetjik, ugyanis ez megfeleld hasonlésigi transzforméciéval mindig
biztosithaté.



PERIODIKUS MOZGASOK STABILITASA 77

A (7) differencialegyenlettel ekvivalensnek mondjuk az
Y =BY (12)

differencialegyenletet, ha (12) V(t) és (7) U(t) megoldasa kozott nem elfajulé
linearis kapcsolat all fenn,

U(#) = $(z) V(2),

€s

S(t + T) = S(t) (13)

teljesiil. A mondott ekvivalencia teljesiil, mint ez a differencialegyenletek el-
méletébdl ismeretes, ha (7) és (12) differencidlegyenletek fématrixa egy hason-
I6sdgi transzformacié erejéig megegyezik.

A (7) egyenlettel ekvivalens (12) egyenlet B egyiitthatéja valaszthaté
id5tdl fiiggetlennek, ugyanis ekkor

V(t) = ¥ Y,
azaz egyrészt
V(t + T) = 8T V(¢)
teljesiil, masrészt (10) alapjin
U(t + T) = MU(z)

adédik, és ezzel az ekvivalencia miatt az

M = 87 (14)
osszefiiggést nyerjiik.
Ezzel tehat az (5) differencidlegyenlet megoldasa

n(t) = S(t) ey (15)

alakban allithaté el8, ahol (9), (11) és (14) alapjan
B =—-4. (16)

Legyenek B sajatértékei A;-k, ekkor M a kovetkezd alakban allithaté els:

M=J[eATO. ... .0
(17)
0 . . . .. 0 et




78 SZERVANSZKY GYORGY

fgy, ha valamennyi

R,A <0,
akkor (15) megoldasra teljesiil a
lim n(t) =0
1—+oc

egyenldség. Ezzel, figyelembe véve (4)-et és (5)-6t, az eredeti (1) differencial-
egyenlet rendszer x(0) = x, + 4x, kezdeti értékekhez tartozé megoldisira
vonatkozé érvényes a

lim E(t, x, + 4x,) = E(t, x,)

t—>cc

osszefiiggés, azaz a megoldas aszimptotikusan, és igy kozonséges értelemben is
stabilis. Megfogalmazhatjuk tehat a kovetkezd tételt: az x = F(x) differen-
cidlegyenlet rendszer x(0) = x, kezdeti értékhez tartozé § = g(t, x,) megol-
dasa aszimptotikusan, és igy kozonséges értelemben stabilis, ha az

) oF
n _— —
09X [x=¢(1)

(18)

lineéris differencidlegyenlet rendszerhez rendelhet§ matrix-differencialegyenlet
diagonalis fdmatrixa valamennyi elemének valés része egynél kisebb.

Alkalmazzuk eredményiinket a jol ismert Van der Pol-féle egyenletre
([3], [4]). Az egyenlet

x+px2—1)x 4 x=20 (19)

alakd. (u > 0).
A megfelel§ egyenletrendszer:

x=y
y=—x+ py — px’. (20)
Legyen (19) megoldasa
x = h(t),
ezzel )
y = h(t).

Elsallitva (18)-at a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:

Sl ] e
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Ahhoz, hogy tovabb léphessiink, h-nak legaldbb kozelitd ismerete sziikséges.
Tegyiik fel, hogy u kicsi és legalabbis ¢ > 0 esetében

h(t + T) = h(2).
(19) alapjan latszik, hogy az

j T hdr = 0,

!
r+T
Jt

fHTiﬁdr = N, és végiil

t

h?dv = N (konstans),

[T hsia = N
osszefiiggések teljesiilnek. A megoldast Fourier-sor alakjaban keresve, a fentiek

miatt h = h(t)-re a
h = 2sin (¢t + t,)

kozelité megoldas adédik. Ezzel (11) és (16) alapjén

e 1]
T -1 —u
lesz. B sajatértékeit a
det (B — AE) = 0
egyenlet alapjan nyert
A2+ ui+1=0

karakterisztikus egyenlet gydkei szolgaltatjak:

2
A= — 4 2V 1.
e 2 £ {2)
Mivel

0<u<l,

a sajatértékek valds része negativ, s ezzel a fé6matrix elemeinek valés része
egynél kisebb. Tehat tételiink alapjan megallapithatjuk, hogy a mondott fel-
tételek teljesiilése esetében (0 << p << 1) a Van der Pol-féle egyenlettel leirt
mozgas aszimptotikusan stabilis.

Osszefoglalva a dolgozatban mondottakat tgy tiinik, hogy a leirt méd-
szer konnyebbé teszi a problémak numerikus (gépi) kezelését, mivel igy elkeriil-
het6 — adott esetekben — a sokszor konnyen meg nem talalhaté Ljapunov-
féle fiiggvény vizsgalata.
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Stability of periodic movements. Starting from the definition of movement stability
actually created by LyapuNov, the present paper attempts to offer a well adaptable method
for practical use, suitable for deciding on the stability of periodic movements. The result is
defined in the form of a theorem whose application is illustrated by means of a numerical
example (Van der Pol equation).

Stabilitiit der periodischen Bewegungen. Die vorliegende Abhandlung soll von der
— im wesentlichen von LJAPUNOW stammenden — Definition der Bewegungsstabilitit aus-
gehend, der Praxis eine gut brauchbare Methode fiir das Ermessen der Stabilitit periodischer
Bewegungen darbieten. Das Ergebnis ist eine Formel, fiir deren Anwendung ein Zahlenbeispiel
(Van der Pol-Gleichung) angefiihrt ist.

YceroituuBocTh nepHoanyecKU X ABKenuii. Hacrosmas paGora, nocssmeHHast yCToiuH-
BOCTH ABIDKEHHI, — HCOO/Ib3Yys1 OMpelesieHHe, NMpHHajIeKauee JIAnyHoBy, — npeljaraer
MPaKTHYECKHI METOX A5t PeleHust yCTOHUMBOCTH NePHOAHYECKHX NBHYKEHHIt. PeaynbTat chop-
MyaupoBaH B GoOpMe JIEMMbI, TPUMEHEHHOH [/Isi PAcCuéTa MPaKTHYECKOH 3afauyH (ypaBHEHHs
Ban aep Ionst).
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