
P E R I O D I K U S M O Z G Á S O K S T A B I L I T Á S A 

S Z E R V Á N S Z K Y GYÖRGY* 

Jelen m u n k a a mozgásstabil i tás — lényegében Ljapunovtól származó — definí-
ciójából ki indulva, a gyakorlat számára jól haszná lha tó eljárást k í v á n adni periodikus 
mozgások s tabi l i tásának eldöntésére. Az eredmény tétel f o rmá jában nyer megfogal-
mazás t , amelynek alkalmazására a dolgozat számpéldá t (Van der Pol egyenlet) mu ta t be. 

Bonyo lu l t abb rendszerek mozgásának v izsgá la takor g y a k r a n fe lmerülő 
p r o b l é m a , hogy a kia lakuló mozgás mennyire érzékeny a k e z d e t i ér tékekre . 
A dolgoza t célja jó l haszná lha tó k r i t é r iumot a d n i periodikus t u l a j d o n s á g o k a t 
m u t a t ó mozgások s t ab i l i t á sának eldöntésére. 

A vizsgálat a l ap j a i a mozgás s tabi l i tására vonatkozó , l ényegében LJAPU-
NOVTÓL [1] szá rmazó definíciók: 

1. A mozgás t leíró x = F(x) differenciálegyenlet r e n d s z e r x(0) = x 0 

kezde t i ér tékekhez t a r tozó \ = Ç(t, x0) mego ldásá t s tabi l isnak m o n d j u k , h a 
lé tezik s > 0 úgy , hogy b á r m e l y <5 (e) > 0 esetében az x(0) = x0 + zlx0 

|/4x0| ô kezdeti é r tékhez t a r t o z ó megoldás v o n a t k o z á s á b a n az 

Ш x o ) - ч + 4 x u ) | < £ 
egyenlőt lenség t e l j e sü l ; 

2. a mozgást leíró x = F(x) dif ferenciálegyenlet rendszer stabil is Ç = Ç 
(t , x0) megoldását a sz imp to t ikusan stabil isnak m o n d j u k , ha 

lim Ç(t, x 0 + 4x 0 ) = Ç(t, x 0 ) . 
(—00 

Tek in t sük ezek u t á n az 
x = F(x), (1) 

di f ferenciálegyenlet rendszer t . L e g y e n az x(0) = x0 kezdeti é r t é k h e z t a r tozó 
megoldás 

Ç = *o) , (2) 

az x(0) = x0 -j- Ax0 kezdet i é r t ékhez tar tozó megoldás pedig 

4 = I + 4 (3) 

* Szervánszky György, 1119 Budapes t , Allende-park 19. 
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alakú. (3)-at ( l ) -be he lye t t e s í tve és Y] szer in t sorba f e j t v e 

i + T) = F(Ç + Y]) = F(Ç) + F'(Ç)4 + Q(Ç, 4) , (4a) 
azaz 

^ = F ( Ç ) 4 + Q(Ç,ij) (4b) 

adódik . I t t a ' az a r g u m e n t u m szerint i der iválás t j e l e n t i . Természetesen 

lim 1 ^ 1 = 0 (5) 
M—0 I Y) I 

tel jesül . 
Bizonyos, később iekben l á t h a t ó fel tételek te l jesü lése esetében a stabili-

t á s t (4) l ineár is részének viselkedése d ö n t i el. É p p e n ezér t v izsgá la ta inka t (4) 
l ineáris részére kor l á tozzuk . 

T e g y ü k fel, hogy Ç T szerint per iodikus . í gy az F'(!*) mátr ix , a m e l y a t idő 
függvényének t e k i n t h e t ő , szintén T szer int pe r iod ikus lesz. Beveze tve az 
A = F ' je lölést , (4) l ineár is részeként az 

Y) = A(t) Y) (6) 

l ineáris d i f ferenciá legyenle t rendszer adód ik . T o v á b b á tel jesül , hogy 

A(í + T) = A(t). 

Az (5) dif ferenciálegyenlet rendszerhez r e n d e l h e t ő mát r ix differenciál-
egyenlet 

i = Ax. (7) 
Ennek megoldása lehe t 

fí, A(r) dr 
U(í) = e J o x 0 = G ( t ) x 0 (8) 

a lakú. 
Mivel A T szerint pe r iod ikus , 

J ' + T A ( r ) d t = J o
T A ( r ) d r = Q (9) 

tel jesül . Ezzel 

U(t + T) = e4 + ß А(т) drx0 = MG(t) x 0 = MU(t) . (10) 

I t t 
M = e« (11) 

a megoldás ún . f ő m á t r i x a ([1], [2]). 
Az á l ta lánosság különösebb kor lá tozása n é l k ü l M-et d iagonál isnak 

t e k i n t h e t j ü k , ugyanis ez megfelelő hasonlósági t r ansz fo rmác ióva l mindig 
b iz tos í tha tó . 
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A (7) di f ferenciá legyenlet te l ekvivalensnek m o n d j u k az 

Y = BY (12) 

d i f ferenciá legyenle te t , ha (12) V(í) és (7) U(t) megoldása k ö z ö t t n e m elfajuló 
l ineár is kapcsola t áll fenn. 

U(t) = S(t) V(t), 
és 

S(t + T) = S(t) (13) 

te l jesü l . A m o n d o t t ekvivalencia te l jesül , m in t ez a differenciálegyenletek el-
méle téből ismeretes , ha (7) és (12) d i f ferenciá legyenle tek f ő m á t r i x a egy hason-
lósági t r ansz fo rmác ió erejéig megegyezik. 

A (7) egyenle t te l ekvivalens (12) egyenlet В e g y ü t t h a t ó j a vá lasz tha tó 
időtő l függe t lennek , ugyanis ekkor 

V(t) = eB' Y0, 
azaz egyrészt 

V(t + T) = eBT V(t) 

t e l jesü l , másrészt (10) a lap ján 

U(t + T) = MU(t) 

adód ik , és ezzel az ekvivalencia m i a t t az 

M = е в г (14) 
összefüggést n y e r j ü k . 

Ezzel t e h á t az (5) differenciálegyenlet megoldása 

ф ) = S(t)eB'T)0 (15) 

a l a k b a n á l l í tha tó elő, ahol (9), (11) és (14) a l a p j á n 

B = - Í Q . (16) 

Legyenek В sa j á t é r t éke i A,-k, ekkor M a köve tkező a lakban á l l í t h a t ó elő: 
M = е л ' т 0 . . . . 0 

0 . . . . . 0 е^т 

(17) 



7 8 SZERVÁNSZKY GYÖRGY 

Így, h a va lamennyi 

akkor (15) megoldásra te l jesü l a 

ReA < 0 , 

lim Y)(t) = 0 

egyenlőség. Ezzel, f i g y e l e m b e véve (4)-et és (5)-öt, az eredeti (1) differenciál-
egyenlet rendszer x(0) = x0 -(- Zlx0 kezde t i é r t ékekhez ta r tozó megoldására 
vona tkozó érvényes a 

l im Ç(t, x 0 + 4 x 0 ) = Ç(f, x 0 ) 
í —ce 

összefüggés, azaz a mego ldás asz impto t ikusan , és így közönséges é r t e l emben is 
stabilis. M e g f o g a l m a z h a t j u k t ehá t a következő t é t e l t : az x = F(x) dif feren-
ciálegyenlet rendszer x(0) = x0 kezde t i ér tékhez t a r t o z ó Ç = Ç(t, x 0 ) megol-
dása a sz impto t ikusan , és így közönséges ér te lemben stabil is , ha az 

8 F 

Эх 
(18) 

lineáris d i f ferenciá legyenle t rendszerhez rendelhető mátr ix-d i f ferenciá legyenle t 
diagonális főmát r ixa v a l a m e n n y i e lemének valós része egynél k i sebb . 

Alka lmazzuk e r e d m é n y ü n k e t a jól ismert V a n der Pol-féle egyenle t re 
([3], [4]). Az egyenlet 

* + p(x2 — 1) x + x = 0 (19) 
a lakú, (p > 0). 

A megfelelő egyenle t rendszer : 

x = у 

y — —x + py — px2y. 

Legyen (19) megoldása 

ezzel 
x — h(t), 

у = h(t). 

Előál l í tva (18)-at a k ö v e t k e z ő egyenle t rendszer t k a p j u k : 

dt[rj2 J 

0 1 

- 1 - 2 p h h p( 1 - ft2) 
Vi 

I Vi 

(20) 

(21) 
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Ahhoz, hogy t o v á b b léphessünk, Л-пак l ega l ább közelítő i smere t e szükséges. 
Tegyük fel, hogy p kicsi és legalábbis t 0 esetében 

h(t + T) = h{t). 
(19) a l a p j á n lá tsz ik , hogy az 

j ; + t m t = o, 

rt+T 
h2dr = N ( k o n s t a n s ) , 

Г / + Т • , 
h2dг = N, és végü l 

j; 
t+T 

h2h2 = N 

összefüggések te l jesü lnek . A megoldás t Four ier -sor a l a k j á b a n keresve, a f e n t i e k 
m i a t t h — h(t)-re a 

h = 2 sin (t + t0) 

közelí tő megoldás adódik . Ezzel (11) és (16) a l a p j á n 

B _ i - Q = 
T 

lesz. В s a j á t é r t éke i t a 

egyenlet a l ap j án n y e r t 

0 1 

- 1 - p 

det (В - AE) = 0 

A2 + pA + 1 = 0 

ka rak te r i sz t ikus egyenlet gyökei s zo lgá l t a t j ák : 

1 . 

Mivel 
0 < p < l , 

a s a j á t é r t é k e k valós része nega t ív , s ezzel a főmát r ix e lemeinek valós r é sze 
egynél k isebb. T e h á t t é t e lünk a l a p j á n megá l l ap í tha t juk , h o g y a mondo t t fe l-
té te lek te l jesülése esetében (0 <C p <[ 1) a V a n der Pol-féle egyenlet tel l e í r t 
mozgás a sz imp to t i kusan stabil is . 

összefog la lva a do lgoza tban m o n d o t t a k a t úgy tűn ik , h o g y a leírt m ó d -
szer k ö n n y e b b é teszi a p rob lémák numer ikus (gépi) kezelését, mive l így e lkerül -
he tő — a d o t t ese tekben — a sokszor k ö n n y e n meg nem t a l á l h a t ó L j a p u n o v -
féle f ü g g v é n y vizsgála ta . 



8 0 SZERVÁNSZKY GYÖRGY 

IRODALOM 

1. PONTRJAGIN, L. Sz.: Közönséges differenciál egyenletek. Akadémiai Kiadó. Budapes t 1972 
2. PARS, L. A. : A treatise on Anal i t ica l Dynamics. Heinemann, L o n d o n 1965 
3. HAHN, W. : S tabi l i ty of Mot ion. Springer-Verlag, Berlin 1967 
4. FARKAS M.: N e m lineáris rezgések. Differenciál egyenletek és műszak i alkalmazásaik c. 

nyári i skola . Miskolc-Egyetemváros 1977 

Stability of periodic movemen t s . Starting f r o m the defini t ion of movement s tabi l i ty 
actually created b y LYAPUNOV, t h e present paper a t t e m p t s to offer a well adaptable me thod 
for practical use , suitable for deciding on the s tab i l i ty of periodic movements . The resul t is 
defined in t he f o r m of a t heo rem whose applicat ion is illustrated b y means of a numerica l 
example (Van de r Pol equation). 

Stabilität der periodischen Bewegungen. Die vorliegende Abhandlung soll von der 
— im wesentlichen von LJAPUNOW stammenden — Definition der Bewegungsstabil i tät aus-
gehend, der P r a x i s eine gut b r a u c h b a r e Methode f ü r das Ermessen de r Stabilität periodischer 
Bewegungen darb ie ten . Das E rgebn i s ist eine Formel , f ü r deren Anwendung ein Zahlenbeispiel 
(Van der Pol-Gleichung) a n g e f ü h r t ist . 

Устойчивость периодических движений. Настоящая работа, посвященная устойчи-
вости движений, — используя определение, принадлежащее Л я п у н о в у , — предлагает 
практический метод для решения устойчивости периодических движений. Результат сфор-
мулирован в форме леммы, примененной для рассчёта практической задачи (уравнения 
Ван дер Поля) . 
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