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A dolgozat ekvidisztáns közökben egymáshoz kapcsol t koaxiális elemekből álló 
egydimenziós modell (pl. a legegyszerűbb vasbeton r ú d modellje) feszültségi-alakválto-
zási állapotait t á rgya l j a . A modell egy-egy rúd jának megfolyása esetében a szerkezet 
merevségi mát r ixá t egy-egy diáddal kell módosítani. A módosí tot t m á t r i x inverzének 
előállí tására vona tkozó tétel, va l amin t a kont inuáns és egypárú má t r ixok sajátossá-
ga inak felhasználásával, Csebisev-polinomok segítségével, anali t ikus ú ton , zárt formá-
b a n felírhatok a diszkont inui tások (repedés stb.) egyik oldalán levő kapcsolóelemek 
képlékeny alakváltozásai esetében az erőjátékra jellemző mennyiségek. A képletek 
t a r t a lmazzák a d iszkré t modell osztásközének jellemzőit , így az anal i t ikus el járás 
segítséget nyú j t f i n i t módszerek esetében a célszerű hálósűrűség megválasztásához. 

1. Bevezetés 

A mérnöki g y a k o r l a t b a n egyre g y a k r a b b a n t a l á lkozunk o lyan problé-
m á k k a l , amelyek a r u g a l m a s k o n t i n u u m f e l a d a t o k megoldásakor a lka lmazo t t 
k lassz ikus módszerekkel nem o ldha tók meg. 

A d iszkont inu i tássa l kapcsola tos kérdések egyik legje lentősebb te rü le te 
a törési mechanika . A l ineár isan r u g a l m a s tes tben különféle geometr ia i elren-
dezésű repedések, ü regek h a t á s á n a k ana l i t ikus ú t o n va ló v izsgá la ta lehetséges 
egyes j e l l emző a lapese tekben (pl. [10]), és számos kép lékenység tan i f e l ada t 
mego ldásá ra ta lá lunk z á r t f o r m u l á k a t (1. pl. [5]). Ké t f áz i sú rendszerek (vasa l t 
be tone lem stb.) helyi feszü l t ségá l lapo ta i t a klasszikus vasbe tone lméle t művelői 
is v i z sgá l t ák anal i t ikus ú t o n egyes e se tekben (pl. [2]). Ké t fáz i sú , d iszkont inui -
tással z a v a r t , ruga lmas-képlékeny á l l apo tban levő speciális elem ana l i t ikus 
t á r g y a l á s á r a a hazai g y a k o r l a t b a n is v a n példa [9]. 

A f i n i t módszerek hazai e l te r jedése a t á r g y a l t p rob lémakörbe t a r tozó 
számos f e l a d a t r a hozo t t megoldást , p l . kétfázisú, kép lékeny t a r t o m á n y o k k a l 
rende lkező szerkezeti e lemekre [1], [4] vagy a d i szkon t inu i t á sok egyes kér-
déseire [3] . 

A f i n i t módszerek a lka lmazása rendszeresen fe lvet i az a lka lmazandó 
véges e l emek há lóza t ának kérdését , hiszen a d u r v a osz tás t a s zámí t á s meg-
b ízha tósága sínyli meg , a tú l f i nom pedig megsokszorozza a gépi számí tás i 
m u n k á t . 
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Diszkrét f e lada tok ana l i t ikus ú t o n való megoldása számos műszaki 
p rob léma közve t l en megoldása szempon t j ábó l j e len tős . Leg inkább azonban 
a diszkrét mode l l felvétele t e k i n t e t é b e n k a p u n k az ana l i t ikus megoldással 
ér tékes in fo rmác ióka t , mivel az e redmények a d iszkré t modell je l lemzői t (osz-
t á sköz stb.) t a r t a l m a z z á k . Min thogy i lyen jellegű vizsgála tok s z á m a a közel-
m ú l t b a n v é g z e t t hazai fe lmérés szerint [6] igen csekély, indokol t a t émakör 
jellegzetes f e l a d a t o k megoldása ú t j á n való művelése . 

2. A modell 

Tek in t sük az 1. á b r á n vázol t , ekvid isz táns közökben egymáshoz kap-
csolt két e lemből álló össze te t t rúdmode l l t . A rúdmode l l re csak axiál is erő ha t . 
A b jelű elem merevsége b, az a jelűé vb, а kapcsolóelemeké yb. 

® 2. 1 . ® © © 

S ш 
qc b /2 

f 6 5 

ír i r - 1 
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§ g g f - qco qcb 

2 1 
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3. A diszkont inui tások ha tása a ruga lmas összetett e lemre 

A b j e l ű r ú d b a n к he lyen adódó d i szkont inu i tás h a t á s a , a diszkonti-
nui tások (szakadások, repedések , á tvágások) he lyén adódó re la t ív elmozdulá-
sok, az egész elem merevségének módosulása a d i szkont inu i tások következté-
ben , v a l a m i n t a belső erők (az a és b je lű rúd szakasza iban és a kapcsolóele-
mekben h a t ó erők) vá l tozása l ineár isan ruga lmas a n y a g ú r u d a k b ó l és kapcsoló-
elemekből ál ló komplex model l esetén zár t f o r m á b a n fe l í rható [11]. 

A mode l l v izsgá la tá ra e lmozdulásmódszerre l fe l í r t egyenletrendszer ana-
l i t ikus a l a k b a n való mego ldásá t a rendszer e g y ü t t h a t ó m á t r i x a sa já tossága inak 
felismerése, v a l a m i n t a k o n t i n u á n s m á t r i x o k r a és egypá rú m á t r i x o k r a vona t -
kozó té te l [7] a lka lmazása t e t t e lehetővé. 

A d i szkon t inu i t á soka t , mégpedig tetszőleges, к 2 s z á m ú szakadás t , 
az eredeti — d i szkon t inu i t á soka t n e m t a r t a l m a z ó — modell К merevségi 
m á t r i x á n a k к diáddal va ló módos í tása ú t j á n l ehe t e t t f igye lembe venni . A mó-
dosí tot t merevségi m á t r i x 

к - W W * (1) 

(1. [11] 5.3 pon t ) . 



RÜDMODELL VIZSGÁLATA 8 3 

4. Képlékeny alakváltozások hatása a diszkontinuitásokkal rendelkező 
modell erőjátékára 

A vázolt rúdmodel l elemeinek képlékeny a lakvál tozását különféle terhe-
lési esetekre nem kísér jük nyomon . Csak azzal a speciális eset tel foglalkozunk, 
amelyben a diszkont inui tások egyikénél, a folytonosság megszakadásának 
egyik oldalán, azonos előjelű r ú d e r ű t k i f e j t ő / s z á m ú kapcsolórúdban egyszerre 
a T p folyást előidéző rúderő adód ik (2. ábra). 

H a a teher egy előző, q0 — képlékeny a lakvál tozás nélküli esetre vonat -
kozó — paramétere q-ra növekszik, és ennek során fellép f he lyen a TF kap-
csolati erő, az ehhez tar tozó u e lmozdulásvektorra (melynek elemei a b ill. 
a rúd diszkrét p o n t j a i n a k elmozdulásai) a 

K"u<'> = qc + qm = qc + TF\c (2) 

egyenlet írható fel . I t t К" a diszkont inui tások, va lamint az f helyen fellépő 
folyás mia t t módosul t együ t tha tómá t r ix , с az egyparaméteres tehervektor 
(ese tünkben csak ké t eleme nem 0, l. 1. ábra). A q m vektornak azok az elemei 
zérustól eltérőek — éspedig TF ill . — T F nagyságúak — amelyeknek megfelelő 
indexű pontokba a z / s z á m ú megfo ly t kapcsolórúd f u t be (v.ö. [8]). 

Egy-egy rúd megfolyása a t o v á b b i teherre a rúd merevségének elveszí-
tését jelent i , azaz a merevségi má t r ixbó l egy-egy bjAyy ] /yv* alakú diádot 
kell levonni , ahol 

Az e vektor / számú csupa 1 elemből álló összegező vek to r . 

6 * 
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A K" e g y ü t t h a t ó m á t r i x o t úgy k a p j u k , hogy a d i szkon t inu i t á sok mia t t 
módosul t К — W W * m á t r i x b ó l l evon juk a z / k a p c s o l a t megfolyását reprezen-
t á l ó / d i ádo t : 

K" = К — W W * — f y V / y V*. (3) 

A f e l ada t a (2) egyenle t megoldása , amelyhez a (3) e g y ü t t h a t ó m á t r i x 
inver tá lásá ra lenne szükség. A tel jes inverz előáll í tása elkerülhető, h a figye-
lembe vesszük, hogy a (3) inverzének az (1), már i smer t L ( l . [ l l ] ) inve rzé tő l való 
eltérése zá r t a l akban fe l í rha tó és a (2) j e lű qm , ill. с vek to r ra l va ló szorzás a 
t o v á b b i s zámí tá s t nagy m é r t é k b e n egyszerűsí t i . í g y l ehe tővé válik a következő 
menynyiségek k i számí tá sa : 

m</> = yLV(E - yV*LV) _ 1 V* Leg + LV(E - yV* L V ) " 1 « ^ , (4) 

ami a d i szkon t inu i t á sokka l rendelkező ruga lmas r ú d p o n t j a i n a k az elmozdu-
lásai t j e l en tő vek to r / számií kapcso lórúd megfo lyása mia t t i módosu lásá t 
je lent i ; 

zlu</> = ( N ® E 2 ) { L c g + y L V ( E - у V* L V ) " 1 V* Leg + 

+ LV(E - y V * L V ) - 4 e T > } , 

s ez az / he lyen fellépő fo lyás esetében, a b ill. a j e lű r ú d szomszédos pont ja i -
n a k re la t ív e lmozdulásá t , a szakaszok nyú lá sá t a d j a a g t e h e r p a r a m é t e r eseté-
ben. A kapcso lórudak / kapcso lórúd fo lyása esetében adódó hosszvál tozásá t a 

= u/> - u/> = uf> + mf - u/> - m/> 

összefüggés a d j a . ahol а felső i n d e x ű vektorok а к d i szkont inu i tássa l ren-
delkező ruga lmas r ú d esetére u t a l n a k . 

Az egész rúd merevségének a p lasz t ikus de formác iók miat t i módosulására 
a te rhe l t r údvég p o n t j a i n a k e lmozdulás-vál tozása j e l l emző (m^)). 

Az (5) összefüggésben szereplő művele tek elvégzése hosszada lmas szá-
molást igényel , de a fel lépő má t r ixok szabályos szerkeze te lehetővé teszi , hogy 
anal i t ikus a l akban k a p j u k a megoldás t . Ehhez mindeneke lő t t az 

E - yV* LV (6) 

inverzét kell megha tá rozn i . K ö n n y e n ellenőrizhető, h o g y V*LV e g y p á r ú mátr ix, 
amelynek inverze c s u p á n a s a r k o k b a n módos í to t t egyenletes kon t inuáns 
má t r ix . í g y a kerese t t inverz e lemeit hiperbol ikus függvények segítségével 
zár t a l a k b a n f e l í r ha t j uk . 

Az (5) kép le tben ki je löl t különbségképzés elvégzésekor vesszük figye-
lembe, hogy az LV m á t r i x első ir — 2 sorában az e l emek kiesnek. A rugalmas, 



RÚDMODELL VIZSGÁLATA 8 5 

diszkont inu i tásoka t t a r t a l m a z ó esethez képest t e rmésze tesen csak az ir — 1-
től ir + l - i g te r jedő csomópon tokon fog a módosulás je lentkezni . 

A t o v á b b i m ű v e l e t e k kevésbé bonyo lu l t ak , m i v e l csak v iszonylag egy-
szerű szorzásokat igénye lnek . így pl. a (4) vagy (5) q -va l arányos első t ag j ában 
a V*Lc szorza t ra 

V * L c = - J U ( c 6 - c a ) — 
2 s inh — cosh ( i r + i — ir) — 

sinh L+i - Ù+ 1 

t д ; t = 1 , 2 , . . . , / 

adódik . A & p a r a m é t e r t a 

4 sinh2 — = V у 
2 V 

kifejezés def in iá l ja (1. [11]). A T F - f e l a rányos t a g b a n a (6) inverzének első 
oszlopa szerepel, a m e l y n e k elemei 

(E - y\* L V ) - 1 e = 

s inh [ / - 1 - ( i r + 1 - / ) ] 

f22sinh2 — -j- / 2 s i n h 2 - - 1 + 
2 I 2 

+ 
sinh [ / - (ir+1 - ir)]# 

+ 1 e + 

+ 2 s inh 2 — {[i] ( f - [ i 2 ] ( / } ; i = 1, 2, . . . , / . 

A t o v á b b i szorzásoka t is elvégezve pl. a merevségre jellemző mennyiség 
vá l tozásá t az 

= 
gy(cft + ca) 

4v2 sinh2 — cosh 2 (i r + 1 — ir) — 
2 2 

cosh |;r+1 — i r - f + — \ 

s m h 2 f — 
$ 2 Ф 

t a n h (ir+1 — ir—/) — • — + cosh ( i r + 1 - ir) — 
s i n h — 2 

2 

2 ( / + 1) sinh (ir+1 - ir - / ) — + / c o s h 
z 

- / U -
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SÍllh f -— 

s inh — 
2 

s i n h / — 
sinh h+i — G — 1 

2 
- f & s i n h ( i r + 1 — i r — f ) у 

2 

a l a k b a n k a p j u k . Hason ló módon n y e r h e t ő a (4), ill . (5) g ill. T F p a r amé te r ek k e l 
a rányos része. 

B e m u t a t t u k , h o g y szabályos je l legű, de d i szkon t inu i t á sokka l rendelkező 
ruga lmas összetet t rúdmodel lben fe l lépő egyes kép lékeny a lakvá l tozások ha t á sa 
a p lasz t ikus deformác ióka t nem t a r t a l m a z ó ese tek a lakvál tozási á l l apo tának 
i smere tében ana l i t ikus módon t á r g y a l h a t ó . 

Természe tesen t e r j ede lmesebbek a fo rmulák , h a nem csak az i t t t á rgya l t 
elemek plaszt ikus de fo rmác ió j ának ha t á sá t v izsgá l juk . 

Az i t t b e m u t a t o t t eset is a l k a l m a s azonban a r ra , hogy a d i szkont inu i tá -
sokkal és képlékeny a lakvá l tozásokka l is rendelkező diszkrét r údmode l l erő-
j á t é k á r ó l képet k a p j u n k . Az i lyen diszkrét szerkezet a g y a k o r l a t b a n sok eset-
ben a fo lytonos ké t fáz i sú elem (pl . vasbeton r ú d ) modellezését szolgálhat ja . 
A d iszkré t modellre kapo t t összefüggések a csomópont i i n d e x e k e t , vagyis 
t u l a j d o n k é p p e n az osztásközt m i n t pa r amé te r t t a r t a l m a z z á k . 

E z lehetőséget ad arra, hogy a kidolgozott e l j á rás , ill. összefüggések segít-
ségével képe t k a p j u n k a fo lytonos ké t fáz isú e lemek — a d i szkon t inu i t á sokka l 
és kép lékeny a lakvál tozásokkal is összefüggő — f in i t model l je inek célszerű 
megválasz tásáról . 
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Examination of a two-phase discrete bar model with discontinuities and plastic defor-
mations taken into consideration. The stress and strain conditions of a one-dimensional model 
consisting of coaxial elements interconnected in equidistant in tervals (such as t he model of 
the simplest reinforced concrete bar) are discussed. If a bar of t he model yields, t he stiffness 
ma t r ix of the s t ructure is modif ied by one outer product . By making use of the theorem on 
the inverse of a modified mat r ix , the properties of the t r idiagonal and one-pair matrices, 
and the Chebishev polynomals, the quanti t ies characteristic of the play of forces can be 
analytically expressed in a closed form, if the connecting elements a t one side of t he discon-
tinuit ies (cracks, etc) have undergone plastic deformation. T h e formulae contain the mesh 
characteristics of the discrete model, thus the analytical me thod described gives assistance 
for the selection of the most expedient mesh in the case of f in i te techniques. 

Untersuchung des zweiphasigen diskreten Stabmodells un te r Berücksichtigung von 
Diskontinuitäten und plastischen Formänderungen. Die Arbei t behandelt den Spannungs-
und Formänderungszus tand des aus miteinander in äquidis tanten Intervallen verbundenen 
Elementen bestehenden, eindimensionalen Modells (z. B. das einfachste Modell des Stahl-
betonstabes). Wenn einzelne S täbe des Modells zu fließen beginnen, muß die Steif igkeitsmatrix 
der Konstrukt ion jeweils u m eine Dyade geändert werden. Mit Hilfe des Satzes bezüglich der In-
verse einer geänderten Matrix, sowie durch Anwendung der Eigenschaf ten der Kont inuan ten und 
der Einpaarigen Matrizen, sowie mi t Hilfe der Tschebischewschen-Polynome können im Falle 
plastischer Formänderungen in analyt ischer Weise, in geschlossener Form die f ü r das Kräf te-
spiel charakterist ischen Werte der auf einer Seite der Diskont inui tä t (Risse usw.) befindlichen 
Verbindungselemente aufgeschrieben werden. Die Formeln en tha l t en die Charakterist iken 
der Maschenweite des diskreten Modells und so bietet das analyt ische Verfahren im Falle f initer 
Methoden die Möglichkeit eine zweckmäßige Maschenweite zu wählen. 

Исследование двухфазовой дискретной модели стержня с учетом разрывов и пласти-
ческих деформаций. В работе рассматриваются напряженно-деформационные состоянии 
единоразмерной модели состоящей из эквидистантно сцепленных соосных элементов, како-
вой является и модель простейшего железобетонного стержня . В случае потека одного 
стержня модели матрицу жёсткости конструкции надо модифицировать по одному диаду. 
Пользуясь теоремой о получении обратной модифицированной матрицы, а т а к ж е использо-
ванием особенностей Якобиевых и однопарных матриц, при помощи полиномов Чебышева 
можно написать характеризующие усилия значения, в случае пластических деформаций 
сцеплительных элементов на одной стороне разрыва (напр. трещины.). Формулы содер-
ж а т параметры шага дискретной модели так аналитический метод способствует выбору 
целесообразной величины шага сетки в случае применения конечного метода. 
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