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A dolgozat ekvidisztins kézokben egyméshoz kapesolt koaxidlis elemekbsl 4ll6
egydimenziés modell (pl. a legegyszeriibb vasbeton riid modellje) fesziiltségi-alakvalto-
zasi allapotait targyalja. A modell egy-egy ridjanak megfolyasa esetében a szerkezet
merevségi matrixat egy-egy didddal kell médositani. A médositott matrix inverzének
elgallitasara vonatkoz6 tétel, valamint a kontinudns és egypiri madtrixok sajitossa-
gainak felhaszndldsaval, Csebisev-polinomok segitségével, analitikus tdton, zdrt forma-
ban felirhaték a diszkontinuitdsok (repedés sth.) egyik oldalan levé kapecsoléelemek
képlékeny alakviltozdsai esetében az erdjitékra jellemzd mennyiségek. A képletek
tartalmazzik a diszkrét modell osztdskozének jellemzdit, igy az analitikus eljards
segitséget nydjt finit médszerek esetében a célszeri halésiirfiség megvélasztisshoz.

1. Bevezetés

A mérniki gyakorlatban egyre gyakrabban talalkozunk olyan problé-
makkal, amelyek a rugalmas kontinuumfeladatok megoldasakor alkalmazott
klasszikus mdédszerekkel nem oldhaték meg.

A diszkontinuitassal kapesolatos kérdések egyik legjelentSsebb teriilete
a torési mechanika. A linearisan rugalmas testben kiilonféle geometriai elren-
dezésii repedések, iiregek hatasinak analitikus dton valé vizsgilata lehetséges
egyes jellemzd alapesetekben (pl. [10]), és szdmos képlékenységtani feladat
megoldésara talilunk zart formuldkat (1. pl. [5]). Kétfazisd rendszerek (vasalt
betonelem stb.) helyi fesziiltségéllapotait a klasszikus vasbetonelmélet miiveldi
is vizsgaltak analitikus dton egyes esetekben (pl. [2]). Kétfazisd, diszkontinui-
tassal zavart, rugalmas-képlékeny allapotban levd specialis elem analitikus
targyalasara a hazai gyakorlatban is van példa [9].

A finit médszerek hazai elterjedése a targyalt problémakérbe tartozé
szamos feladatra hozott megoldast, pl. kétfazisd, képlékeny tartoméanyokkal
rendelkezd szerkezeti elemekre [1], [4] vagy a diszkontinuitisok egyes kér-
déseire [3].

A finit médszerek alkalmazasa rendszeresen felveti az alkalmazandé
véges elemek halézatanak kérdését, hiszen a durva osztist a szamitds meg-
bizhatésiga sinyli meg, a til finom pedig megsokszorozza a gépi szamitasi
munkat.
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Diszkrét feladatok analitikus iton valé megoldisa szidmos miszaki
probléma kézvetlen megoldasa szempontjabél jelentds. Leginkabb azonban
a diszkrét modell felvétele tekintetében kapunk az analitikus megoldassal
értékes informaciékat, mivel az eredmények a diszkrét modell jellemzdit (osz-
taskoz stb.) tartalmazzak. Minthogy ilyen jellegl vizsgilatok szama a kozel-
miltban végzett hazai felmérés szerint [6] igen csekély, indokolt a témakdr
jellegzetes feladatok megolddsa ttjdn valé mivelése.

2. A modell
Tekintsitk az 1. abran vazolt, ekvidisztans kozokben egymashoz kap-

csolt két elembél 4ll6 6sszetett rddmodellt. A ridmodellre csak axialis erd hat.
A b jelli elem merevsége b, az a jeliié vb, a kapcsoléelemeké yb.

® f.

3. A diszkontinuitisok hatasa a rugalmas ésszetett elemre

A b jeld ridban k helyen ad6dé diszkontinuitis hatasa, a diszkonti-
nuitasok (szakadasok, repedések, atvagasok) helyén ad6dé relativ elmozdula-
sok, az egész elem merevségének médosulasa a diszkontinuitisok kévetkezté-
ben, valamint a bels§ erdk (az a és b jeld rid szakaszaiban és a kapcsoléele-
mekben haté erdk) valtozasa linearisan rugalmas anyagi rudakbél és kapesols-
elemekbdl 4116 komplex modell esetén zart formaban felirhaté [11].

A modell vizsgalatara elmozdulasmédszerrel felirt egyenletrendszer ana-
litikus alakban valé megoldasat a rendszer egyiitthatématrixa sajatossigainak
felismerése, valamint a kontinuins matrixokra és egypari matrixokra vonat-
koz6 tétel [7] alkalmazisa tette lehetdvé.

A diszkontinuitisokat, mégpedig tetszleges, k > 2 szdmi szakadast,
az eredeti — diszkontinuitdsokat nem tartalmazé — modell K merevségi
métrixdnak k didddal valé médositasa dtjan lehetett figyelembe venni. A mé-
dositott merevségi matrix

K- ww* 1)
(1. {11] 5.3 pont).
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4. Képlékeny alakvaltozasok hatasa a diszkontinuitasokkal rendelkezé
modell erGjatékara

A vazolt ridmodell elemeinek képlékeny alakviltozasat kiilonféle terhe-
lési esetekre nem kisérjitkk nyomon. Csak azzal a speciilis esettel foglalkozunk,
amelyben a diszkontinuitasok egyikénél, a folytonossig megszakadasanak
egyik oldalan, azonos elGjeli riderdt kifejtd f szami kapesoléridban egyszerre
a T, folyast el6idézd riders adédik (2. abra).

T

Te

arctan(¥b)

Alcb=ui+‘l -U;

2, ébra

Ha a teher egy el6z6, ¢, — képlékeny alakvaltozas nélkiili esetre vonat-
kozé6 — paramétere g-ra novekszik, és ennek soran fellép f helyen a T kap-
csolati erd, az ehhez tartozé u elmozdulasvektorra (melynek elemei a b ill.
a rid diszkrét pontjainak elmozdulasai) a

Kl = gc - qn = qc -t TFVC (2)

egyenlet irhaté fel. Itt K” a diszkontinuitasok, valamint az f helyen felléps
folyas miatt médosult egyiitthatématrix, ¢ az egyparaméteres tehervektor
(esetiinkben csak két eleme nem 0, I. 1. dbra). A q,, vektornak azok az elemei
zérustol eltérbek — éspedig T ill. — T, nagysagiak — amelyeknek megfelels
indexii pontokba az f szami megfolyt kapcsolérid fut be (v.6. [8]).

Egy-egy rid megfolyasa a tovabbi teherre a rid merevségének elveszi-
tését jelenti, azaz a merevségi matrixbél egy-egy b)/yv |pv¥ alaki diddot
kell levonni, ahol

Az e vektor f szami csupa 1 elembél 4ll6 6sszegezd vektor.

6!
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A K" egyiitthatématrixot gy kapjuk, hogy a diszkontinuitasok miatt
médosult K — WW?* matrixbél levonjuk az f kapcsolat megfolydsat reprezen-
talé f diadot:

K'=K—- WW* — yVyyV*, 3)

A feladat a (2) egyenlet megoldasa, amelyhez a (3) egylitthatématrix
invertaldsira lenne sziikség. A teljes inverz eldallitasa elkeriilhetd, ha figye-
lembe vessziik, hogy a (3) invergének az (1), mar ismert L (1.[11]) inverzétél valé
eltérése zart alakban felirhaté és a (2) jelii q,,, ill. ¢ vektorral valé szorzas a
tovabbi szamitast nagy mértékben egyszeriisiti. Igy lehetdvé vilik a kovetkezs
menynyiségek kiszamitasa:

m) = yLV(E — pV*LV)~1V* Leq + LV(E — yV*LV)~'eT,, (4)

ami a diszkontinuitasokkal rendelkez§ rugalmas rid pontjainak az elmozdu-
lasait jelentd vektor f szami kapcsolérid megfolyasa miatti médosulasat
jelenti;

Mu¥) = (NQE,) {ch + yLV(E — pV*LV)~1V* Leqg +

* —~1 (5)

+ LV(E — pV*LV)"1eT,},
s ez az f helyen fellépd folyas esetében, a b ill. a jelli rid szomszédos pontjai-
nak relativ elmozdulasat, a szakaszok nyiulasat adja a q teherparaméter eseté-
ben. A kapcsolérudak f kapcsolérid folydsa esetében adédé hosszvaltozasat a

i — b o — o hH (L) h
Auf) = uff — uf = uf -+ mi — uP — mf

osszefiiggés adja, ahol a ¥ fels§ indexii vektorok a k diszkontinuitassal ren-
delkezd rugalmas rid esetére utalnak.

Az egész rid merevségének a plasztikus deformaciék miatti médosulasara
a terhelt ridvég pontjainak elmozdulas-valtozasa jellemzd (m{f}).

Az (5) Osszefiiggésben szerepld miiveletek elvégzése hosszadalmas sza-
molast igényel, de a felléps matrixok szabalyos szerkezete lehet§vé teszi, hogy
analitikus alakban kapjuk a megoldast. Ehhez mindenekelstt az

E - yV*LV (6)

inverzét kell meghatérozni. Kénnyen ellengrizhetd, hogy V*LV egypari matrix,
amelynek inverze csupan a sarkokban médositott egyenletes kontinuins
mitrix. Igy a keresett inverz elemeit hiperbolikus fiiggvények segitségével
zart alakban felirhatjuk.

Az (5) képletben kijelolt kiilonbségképzés elvégzésekor vessziik figye-
lembe, hogy az LV matrix elsé i, — 2 soraban az elemek kiesnek. A rugalmas,
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diszkontinuitiasokat tartalmazé esethez képest természetesen csak az i, — 1-
tdl i, + 1-ig terjed6 csomdépontokon fog a médosulas jelentkezni.

A tovabbi miiveletek kevésbé bonyolultak, mivel csak viszonylag egy-
szeri szorzasokat igényelnek. Igy pl. a (4) vagy (5) g-val arényos elsé tagjaban
a V*Lc szorzatra

1

Vihe = — 2 (¢, —cp) ek
4 2sinh '2— cosh (ir+1 —_ i,)'z—

-[sinh (hl—izi‘i—:]ﬂJ; t=1,2,...f

adédik. A & paramétert a
1+

4 sinh? ﬂ =

kifejezés definidlja (1. {11]). A T-fel ardnyos tagbhan a (6) inverzének elss
oszlopa szerepel, amelynek elemei

2 sinh"’%— 14

(E— yV*LV)~le = lf225inh2% +f

sinh [f — 1 — (4, — §)]
sinh [f_ (ir+l - "r)]"9

+ 2sinh? 19-{[;'](,— [y i=1,2,...f.
2

s

A tovabbi szorzasokat is elvégezve pl. a merevségre jellemz6 mennyiség
viltozdsat az

qy(cs + ¢J) —— - l cosh

mif.) = r
42 sinh2 ? cosh? (i, — i,) ? I

, . 1
Yy — l’r_f+? 8-

5 sinh’f—?— P
- tanh (i, — i, — f)? S + cosh (4, — ir)? :

sinh —

2(f + 1) sinh (irsz — , — ) = + feosh

ir+1 — ir
v r H —
]
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sinhf%
—— ~cosh(i,, — i, —f+ 19| -
L, B
sinh —
sinhfi .. 1 P
L2 sinh 2T Tl gsinh (i — i, — f) —
. 2 2
sinh —

alakban kapjuk. Hasonlé médon nyerhetd a (4), ill. (5) ¢ ill. T, paraméterekkel
aranyos része.

5. Megallapitasok

Bemutattuk, hogy szabalyos jellegii, de diszkontinuitdsokkal rendelkez6
rugalmas sszetett riidmodellben fellépd egyes képlékeny alakvaltozasok hatisa
a plasztikus deformaéciékat nem tartalmazé esetek alakvaltozasi allapotanak
ismeretében analitikus médon targyalhaté.

Természetesen terjedelmesebbek a formulak, ha nem csak az itt targyalt
elemek plasztikus deformaciéjdnak hatdsat vizsgaljuk.

Az itt bemutatott eset is alkalmas azonban arra, hogy a diszkontinuita-
sokkal és képlékeny alakviltozasokkal is rendelkezé diszkrét ridmodell erd-
jatékardl képet kapjunk. Az ilyen diszkrét szerkezet a gyakorlatban sok eset-
ben a folytonos kétfazisdi elem (pl. vasbeton rid) modellezését szolgilhatja.
A diszkrét modellre kapott osszefiiggések a csomdponti indexeket, vagyis
tulajdonképpen az osztaskozt mint paramétert tartalmazzak.

Ez lehetGséget ad arra, hogy a kidolgozott eljaris, ill. 6sszefiiggések segit-
ségével képet kapjunk a folytonos kétfazisi elemek — a diszkontinuitasokkal
és képlékeny alakvaltozisokkal is osszefiggé - finit modelljeinek célszerd
megvalasztasardl.
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Examination of a two-phase discrete bar model with discentinuities and plastic defor-
mations taken into consideration. The stress and strain conditions of a one-dimensional model
consisting of coaxial elements interconnected in equidistant intervals (such as the model of
the simplest reinforced concrete bar) are discussed. If a bar of the model yields, the stiffness
matrix of the structure is modified by one outer product. By making use of the theorem on
the inverse of a modified matrix, the properties of the tridiagonal and one-pair matrices,
and the Chebishev polynomals, the quantities characteristic of the play of forces can be
analytically expressed in a closed form, if the connecting elements at one side of the discon-
tinuities (cracks, etc) have undergone plastic deformation. The formulae contain the mesh
characteristics of the discrete model, thus the analytical method described gives assistance
for the selection of the most expedient mesh in the case of finite techniques.

Untersuchung des zweiphasigen diskreten Stabmodells unter Beriicksichtigung voen
Diskontinuititen und plastischen Forminderungen. Die Arbeit behandelt den Spannungs-
und Forminderungszustand des aus miteinander in #dquidistanten Intervallen verbundenen
Elementen bestehenden, eindimensionalen Modells (z. B. das einfachste Modell des Stahl-
betonstabes). Wenn einzelne Stibe des Modells zu flieBen beginnen, muB} die Steifigkeitsmatrix
der Konstruktion jeweils um eine Dyade geiindert werden. Mit Hilfe des Satzes beziiglich der In-
verse einer geiinderten Matrix, sowie durch Anwendung der Eigenschaften der Kontinuanten und
der Einpaarigen Matrizen, sowie mit Hilfe der Tschebischewschen-Polynome kénnen im Falle
plastischer Forminderungen in analytischer Weise, in geschlossener Form die fiir das Kriifte-
spiel charakteristischen Werte der auf einer Seite der Diskontinuitiit (Risse usw.) befindlichen
Verbindungselemente aufgeschrieben werden. Die Formeln enthalten die Charakteristiken
der Maschenweite des diskreten Modells und so bietet das analytische Verfahren im Falle finiter
Methoden die Moglichkeit eine zweckmiiflige Maschenweite zu wiihlen.

HccenenoBanue aABy xhpa30B0# JUCKPETHOH MO M CTEPIKHA € YYETOM pa3pbiBOB M NJIACTHU-
yeckux aedopmauuit. B palore paccmaTpHBaiOTCst HanpsHKEHHO-IeGOPMALHOHHBIE COCTOSTHHH
eXHHOPa3MepHOit MoJe/IH CoCTosIlel H3 SKBHIHCTAHTHO CLENJIEHHBIX COOCHBIX 3/1IEeMEHTOB, KaKo-
BOii ABISIETCSA H MOAEIb MpPOCTCHIIEro >Keae300eTOHHOro CTep>KHs. B ciyyae moTeka OZHOrO
CTEP>KHSI MOJIEJIH MATPHLY YKECTKOCTH KOHCTPYKLUHH HaA0 MOAH(HLHPOBATE MO OHOMY AHany.
Ioae3ysce Teopemoit o mosyueHHH 06paTHOH MOTUGHUUPOBAHHON MATPHLIBI, @ TAKYKE HCMONb30-
BaHHeM ocobeHHocTel $IKOOHEBBHIX H OJHOMAPHBIX MATPHL, MPH MOMOLUH MOIHHOMOB UebhimeBa
MO>KHO HanmuCaTb XapaKTEPH3YIOWIHE YCHIMS1 3HA4YEHHS, B Clyyae MacTHuecKHux aedopmariuit
CLEMJIHTEbHBIX 3JIEMEHTOB Ha ORHOH CTOpDOHE pa3peiBa (Hamp. TpeuuHsl.). GopMyJILl Coxep-
>KAT napameTpsl ulara AUCKPETHOH MONEJH TAaK aHaJHTHYECKHH METoH crnoco0CTBYeT BhiGOPY
uesiecoofpa3Hoiil BEHYHMHBE Iara CETKH B CIyyae MPHMEHEHHs1 KOHEYHOT0 MeTo/1a.
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