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SPLINE-FUGGVENYEK ALKALMAZASA
RUGALMASSAGTANI SIKFELADATOK
MEGOLDASABAN

UJ JOZSEF*

A tanulmany bonyolult alaki peremgérbével hatdrolt homogén, izotrop, linea-
risan rugalmas testekre vonatkozd sikfeladatok egy numerikus megolddsi médszerét
mutatja be. Az e feladatra megfogalmazott Muskhelishvili-féle integralegyenlet rendszer
numerikus megoldasa a keresett fiiggvények és a peremgorbe spline-approximéciéjaval,
iterdciés eljarassal torténik. A spline-approximaécié lehetGvé teszi a miiveletek egy részé-
nek analitikus elvégzését és a viszonylag nem magas fokszamd polinomok miatt az
integrilok elég durva lépésekkel szdmithaték. A szdmitdsok kis memériakapacitdsd
(8kB) gépen is elvégezhetik.

1. Bevezetés

Bonyolult peremmel hatarolt testek esetében a rugalmassigtani sik-
feladatok megoldasakor az egyik legnagyobb nehézséget a perem megfeleld
pontossagi matematikai leirdsa jelenti. A vonatkozé szakirodalom altalaban
csak olyan feladatok megolddsaval foglalkozik, amelyek peremgérbéje anali-
tikusan egyszerii médon definialhaté. Spline-fiiggvények alkalmazasaval méd
nyilik tetszéleges alakii peremgérbék megfeleld pontos el§allitasara, és e fiigg-
vények felhasznalhaték a rugalmassigtani feladat megoldasiban is. Emellett
a spline-approximaécié lehet$séget nyijt a Mushelisvili-féle integralegyenletek
egy uj megoldasi mdédszerének kidolgozasara is. A tanulmény bemutatja e
megoldasi médszert, és egy feladat megoldasaval szemlélteti e médszer alkal-
mazhatdsagat.

2. A feladat megfogalmazasa

Legyen adott egy homogén, izotrop, linearisan rugalmas test x,, x, sikba
esd A tartomianyanak g pereme, mely folytonos, sima, zart gérbe. A peremen
vagy a terhelés adott (1. peremérték feladat) vagy az elmozdulas van megadva
(2. peremérték feladat).

Vegyiink fel a g gérbén n szami pontot, azaz adott a {7,;}]_, pontsoka-
sag (7; = x,; + ix,; komplex helyvektor). A g gorbét a G, harmadfokd para-
méteres polinomspline-nel approximiljuk, melyet a {7}, pontsokasigon
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allitunk el§. Legyen a spline-fiiggvény altal leirt {y;}7_, szegmensek paraméte-
res egyenlete a komplex szamsikon

3
Hu) = (A, + Ayp) w™ u €[0,1]; ¢ = x; + ix,. (1
0 I N T R )

Avyiésy,(G=12,...n, y, =7y, szegmensek folytonos érintSvel és

gorbiilettel illeszkedjenek, ezen feltételekbdl szimithaték az 4,,, 4, egyiitt-
(7)) )

haték. E szamitassal részletesen foglalkozik az [1] eldadas. Legyen a g gorbét

n
kozelits G, spline éltal definialt gorbe y, azaz y = Ul Ve
j-

Ha testre térfogati er6k nem hatnak, akkor a komplex fiiggvénytan
moédszereivel a feladat a ¢(z) és y(z) komplex potencidlok meghatirozasira
vezethetd, melyeknek a peremen felvett értékeire fennall [2, 144 —145. old.]:

x g(t) + (1) + v(e) = f1)., ¢ €7, (2)
ahol
Y 1 f) = iJ:m (p, + ip,) ds az 1. peremfeladatra,
4v — 3 2Gu(t) + iv(t)] a 2. peremfeladatra.

Ezt a feladatot MuskHELISHVILI [2, 398—402. old.] mésodfaji, Fred-
holm tipusi szinguldris integril-egyenletrendszerre fogalmazta at:

plty) — _}z—J [p(e)(3 + cos 28) + ¢(t) sin 29] d? = —a(t,) ,

qmy_%J@manw+ﬂm3—mﬂmwﬂ=um, 3)
ahol Y
p(t) = Reg(t), q(t) = Img(t),
B = arg(t — t5); &, ¢, €y,
a(t) = Re A(t), b(t) = Im A(t),
Amzr_%ﬁa+_L SO g,

2ai ), t — ¢,

i=}-1

A (3) megoldasa utdn a y(t) az (2)-b6l mir szimithatd, a p(z) és y(z)
holomeorf fiirggvények pedig Cauchy-integrillal szamithaték:

9(z) = _l_j ﬂd:, w(z) = _l_J L(')_d,. (4)

27t t—z 27 t —z
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Végiil pedig a fesziiltségi koordinatik és az elmozdulismezd:

ou = Re[29(z) — 3p"(z) — ¢'(3)],

oy = Re [2¢'(z) + %9"'() + v'(2)],

T = Im [39"'(z) + y'(s)]} (5)
2Gu = Re [xp(z) + 2¢°(®) + v(@)],
2Gv = Im [x@(z) + 297(3) + p(@)] .

3. A Muskhelishvili-féle integralegyenlet rendszer numerikus
megoldasa spline-approximaciéval

Vegyiink fel a y gérbe y, (j = 1,.. ., n) szegmensein {¢;}]_, bels§ pon-
tokat. Tekintsiik a ¢(t) fiiggvényt a p; szegmenseken illandéknak, kossiik ezen
értékeket a {t;}]_, pontokhoz. Bevezetve a p(t) = p;, q(t) =q;, a(t) =4, és
b(t)) = b, jeloléseket és a (3) egyenleteket a {t;}7_, pontokra felirva, az isme-
retlen p, és q; diszkrét értékekre a ko vetkez algebrai egyenletrendszert kapjuk:

1 »n ~ Ok Lo7 T
p——2 [ka (% + cos 28)d¥ + qu- sin 219dz9] = —ay,
T k=1 da—1 b1
1 2 k| 14
g——3 [pkf sin 20d6 + qkf (% — cos 26) dﬂ] =b;,  (6)
T =l P51 Ok

b= arg (v, —¢).

Az integrilok kiszimitisa és az egyenletrendszer megoldasa utin az
(%1 %3p» P> q;) szamnégyesek altal meghatirozott alappontokon, mint a 4 di-
menziés Euklidesi tér pontjain keresztil elfallitjuk a P,(t) harmadfokd
paraméteres polinom-spline-t

, we[0,1], k=1,...,4. )

P = 3 dinunl

m=0 j=1

Ebbédl a ¢(t) fiiggvényt approximals @ (¢) spline

n

3
qb,(.):{(}p)(u) = 3 s + idin] w ] (®)

m=0 J=1

Ezt az approximaécidét a kovetkezs iteraciés eljarassal javithatjuk: a (3)
egyenletekbdl a (8) felhasznéldsival wjra szimithatjuk a p, és q; diszkrét érté-
keket, majd ezek segitségével allitjuk el (7)-el a P (t) spline-fiiggvényt. Az

iteraciés ciklust a kivant pontossagig ismételhetjiik.
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Az (1) és (8) spline-fiiggvényekkel a @(z) holomorf fiiggvény (4) alapjan
paraméteres integralok Osszegeként numerikusan szimithaté.

TN

m=o0 () m=1 (¢))

#(z) = du. (9)

28 ,_1 2 (g + idon)

m=0 (J)

Hasonlé médon szimithaté a y(z) fiiggvény, ha (2)-b6l a p(t) fiiggvényt
kifejezziik.
A fesziiltségek szamitasdhoz a fiiggvények derivaltjait a

)= L () 4 e o )
#'(2) .J( t ¢''(z) = mJ( t

2ni ), (t — z)? t — z)3

Osszefiiggések alapjan (9)-hez hasonléan paraméteres integralok osszegeként
allithatjuk el§. Végeredményben a fesziiltségmezd (5) alakban torténé elalli-
tisihoz az A4,, (k=1,...,4,m=20,1,...,3;j=1,2, ..., n) egyiitthaté-

()]
kat kell kiszamitani és tarolni.

4. A rugalmassagtani sikfeladat megoldasanak gépi programja

A rugalmassigtani 1. vagy 2. peremértékfeladat megoldasdhoz az alabbi

részprogramokat szerkesztettiik:

ADAT: Interaktiv médon régziti a bemend geometriai és terhelési adatokat,
valamint a szadmitasok pontossigit befolyasolé paraméterek értékeit.

28 2: a kétdimenziés Euklidesi tér alappontjain definialt spline-fiiggvény
egyiitthatdit szamitja.

ZS 4: a 4 dimenziés Euklidesi tér alappontjain defini4lt spline-fiiggvény
egyiitthatéit szimitja. '

AB: a (6) egyenletben szerepl§ p; és ¢, egyiitthatéit szamitja.

LINER: a (6) egyenletrendszert oldja meg Gauss-féle eliminaciés eljarassal.

KOJA: a p;,q; diszkrét értékeket javité program, amely az (x,;, x5 p;» q;)
alappontokon ZS 4-el szamitott 4 dimenziés spline felhasznalasival
djra szamitja a p; és q; értékeit (az integralds Simpson-formulival
torténik.) .

FEME: .(5) alapjan tetszlleges belsd pontban szamitja a fesziiltségi koordi-
natakat.

A gépi program WANG 2200 B tipusit kis-szamitégépre késziilt BASIC nyelven.
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5. Alkalmazasi példa

Az éabran lathaté test peremgorbéjét n = 6 alapponton keresztiillmend
zart spline-gorbével kozelitettiik. A test peremén a 3—4 és 6—1 szegmenseket
allandé egységnyi intenzitasi feliileti nyomas terheli. A spline-approximaciék
sordn az elGirt szogpontossag 1°, integralaskor a paraméter lépése 0,1 volt.
A ¢(t) potencialfiiggvény peremértékének eldirt 49,-os kozelitési pontossagat
a 48. iteraciés ciklusban érte el a szamitas. A szamitott fesziiltségi koordina-
takat az x, és x, tengelyek pontjaiban tiintettiik fel.

X, X

6'l1 622

O 611 vy
X4
-1
-2
1 62
0
Xy
-1
1. ébra

6. Osszefoglalas

A tanulmény bonyolult alaki peremgorbével hatarolt homogén, izotrop,
linedrisan rugalmas testekre vonatkozé sikfeladatok egy numerikus megoldasi
moédszerét mutatja be. Az e feladatra megfogalmazott Muskhelishvili-féle integ-
ralegyenletrendszer numerikus megoldasa a keresett fiiggvények és a perem-
gorbe spline-approximaciéjaval, iteraciés eljarassal torténik. A spline-approxi-
macié lehetdvé teszi a miiveletek egy részének analitikus elvégzését, és a vi-
szonylag nem magas fokszamu polinomok miatt az integralok elég durva 1épé-
sekkel szamithaték. A szamitasok kis memédriakapacitasi (8kB) gépen is
elvégezhetdk.
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IRODALOM

1. U3 J.: Spline-fiiggvények alkalmazdsa a szdmitégépes geometriai tervezésben. Eldadds a
Fiatal Oktaték és Kutaté6k Tudoményos Férumén, BME, Budapest 1977 (nyomtatds
alatt)

2. MuskgELISHVILI N. L.: Some Basis problems of the Mathematical Theory of Elasticity.
P. Noordhoff Ltd. Groningen. 1953

Application of spline functions to solve planar problems in the field of elasticity. The
numerical solution method of planar problems involving homogeneous, isotropic, linearly
elastic bodies enclosed by a sophisticated form boundary curve is presented. The Muskhelish-
vili integral equation system elaborated for this purpose, is solved by the spline approximation
of the functions sought for and the boundary curve, through iteration. The spline approxim-
ation permits the analytical performance of some of the operations needed and, owing to the
relatively not too high degree polynomes, the integrals can be calculated in fairly rough steps.
The calculations can be performed by a small memory capacity (8 kB) computer as well.

Anwendung der Splineschen Funktionen zur Lésung von ebenen Aufgaben der Elastizi-
titslebre. Der Aufsatz stellt eine Methode zur numerischen Lésung der ebenen Aufgaben von,
durch eine komplizierte Randkurve begrenzten, homogenen, isotropen, linear elastischen
Kérpern dar. Die numerische Lésung des fiir diese Aufgabe aufgestellten Muskhelishvilischen
Integralgleichungssystems ergibt sich im Iterationsverfahren aus der Spline-Approximation
der gesuchten Funktionen und der Randkurve. Die Spline-Approximation ermiglicht die
analytische Durchfiithrung eines Teiles der Operationen und die Integrale kinnen dank der
nicht zu hohen Ordnungszahl der Polynome in ziemlich groben Schritten errechnet werden.
Die Berechnungen kinnen auch mit einem Rechenautomaten kleiner Kapazitit (8kB)
durchgefiihrt werden.

MpumeneHue QyHkuMd crnadu ANA pelleHHS NIOCKOH 3agauyd TEOPHH YMPYTrocTH

B cratbe naercst merod uHPpPOBOro pELWEHHs NMJIOCKOH 3aJayH OXHOPORHBIX, H30TPOMHLIX, JIH-
HeHHO Ynpyrux TeJl, orpaHHYeHHbIX KOHTYPOM CJIOXKHOi dopmul. Lludposoe pemrenHe CHCTEMR
HHTErpajbHbIX ypaBHeHuit MycxesnuBHIH, CHOPMYJIHPOBAHHOH UIs1 3TOH 3ajlauH OCYLLECT-
BJIfieTCA CNOCOOOM HTepaLHH, NMPH MOMOLIH CIIAHHOBOr0 NPHOIHYKEHHST KOHTYpa H HMCKOMbIX
dyukunit. CnuaitHoBoe npuGIHIKEHHNE NPEACTaBIAET BOSMOIHOCTb K aHAJHTHYECKOMY BBINOJ-
HEHHI0 HEKOTOPBLIX Onepauuii ¥ BCJIeCTBHE TOr0, YTO CTENMEHH MOJHHOMOB HEBbICOKH HHTErpanl
MOYKHO BHIYHCJISITL R0BOJIb HO rPYOLIM 1aroM. PacueThl MOryT ObiTh BHIMOJIHEHH Aayke Ha IBM
¢ Hebonboii emrocTbio namsaTi (B 8K 6aiitos).
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