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A t a n u l m á n y bonyolult a lakú peremgörbével határolt homogén, izotrop, l ineá-
risan ruga lmas testekre vona tkozó síkfeladatok egy numerikus megoldási módszeré t 
m u t a t j a be. Az e feladatra megfogalmazot t Muskhelishvili-féle integrálegyenlet rendszer 
numerikus megoldása a kereset t függvények és a peremgörbe spl ine-approximációjával , 
iterációs e l já rássa l történik. A spline-approximáció lehetővé teszi a műveletek egy részé-
nek anal i t ikus elvégzését és a viszonylag nem magas fokszámú polinomok m i a t t az 
integrálok elég durva lépésekkel számíthatók. A számítások kis memór iakapac i tású 
(8kB) gépen is elvégezhetők. 

1. Bevezetés 

Bonyolul t peremmel h a t á r o l t testek ese tében a ruga lmasság tan i sík-
f e l ada tok megoldásakor az egy ik legnagyobb nehézséget a pe rem megfelelő 
pontosságú m a t e m a t i k a i leírása jelenti . A v o n a t k o z ó szakirodalom á l t a l á b a n 
csak olyan f e l a d a t o k megoldásával foglalkozik, amelyek peremgörbé je anal i -
t i k u s a n egyszerű módon de f in iá lha tó . Spl ine-függvények a lka lmazásáva l m ó d 
ny í l ik tetszőleges alaktí pe remgörbék megfelelő pontos előál l í tására, és e függ -
v é n y e k fe lhaszná lha tók a ruga lmasság tan i f e l a d a t megoldásában is. E m e l l e t t 
a sp l ine-approximáció lehetőséget n y ú j t a Mushelisvili-féle in tegrá legyenle tek 
egy ú j megoldási módszerének kidolgozására is. A t a n u l m á n y b e m u t a t j a e 
megoldási módsze r t , és egy f e l a d a t megoldásával szemlélteti e módszer a lka l -
m a z h a t ó s á g á t . 

2. A fe lada t megfoga lmazása 

Legyen a d o t t egy homogén, izotrop, l i neá r i san ruga lmas t e s t xv x2 s í k b a 
eső A t a r t o m á n y á n a k g pereme, mely fo ly tonos , sima, zár t görbe . A p e r e m e n 
v a g y a terhelés a d o t t (1. pe remér t ék feladat) v a g y az elmozdulás van m e g a d v a 
(2. peremér ték f e l a da t ) . 

Vegyünk fe l a g görbén n számú pon to t , azaz adot t а {т ;}"= 1 pon t soka -
ság (тI = xXj -f- ix2j komplex he lyvektor ) . A g görbé t a Gü h a r m a d f o k ú p a r a -
mé te re s pol inomspline-nel app rox imá l juk , m e l y e t а {т,}7=1 pon t sokaságon 

* Uj József, 2040 Budaőrs, Lévai u . 17. 



1 0 2 ÜJ JÓZSEF 

ál l í tunk elő. Legyen a spl ine-függvény á l t a l leír t {yy}"=1 szegmensek p a r a m é t e -
res egyenlete a komplex számsíkon 

t(u) = 2 ( а Ш + A2m) « m ; " € [0 ,1] ; í = * 1 + " V (1) 
0) 10 0) 

А у у és yy+ 1 ( j = 1, 2, . . ., n , у л + 1 = Ух) szegmensek folytonos é r in tőve l és 
görbüle t te l i l leszkedjenek, ezen fe l té te lekből s zámí tha tók az Alm, A2m e g y ü t t -

U) U) 
ha tók . E számí tássa l részletesen foglalkozik az [1] e lőadás . Legyen a g görbé t 

n 
közelí tő GA sp l ine által de f in iá l t görbe y, azaz y = U yy. 

Ha t e s t r e té r fogat i e rők nem h a t n a k , akkor a komplex f ü g g v é n y t a n 
módszereivel a f e lada t a q>(z) és xp(z) k o m p l e x potenciá lok megha tá rozásá ra 
vezethető , me lyeknek a pe remen fe lve t t ér tékeire fenná l l [2, 144—145. old.] : 

хф) + l<p'(t) + xp(t) = ДГ), t £ y, (2) 
ahol 

x = , / ( 0 
4V - 3 

's(í) 

*J0 ( ü i Ф2) a z p e r e m f e l a d a t r a , 

2G[n(t) + >v(0] a 2. pe remfe lada t ra . 
Ez t a f e l a d a t o t M U S K H E L I S H V I L I [ 2 , 3 9 8 — 4 0 2 . o ld . ] m á s o d f a j ú , F ied -

holm t ípusú szinguláris in tegrá l -egyenle t rendszerre foga lmaz ta á t : 

0) - — f [ p ( 0 ( * + cos + 9(0 sin 2#] db = —a(t0) , 
Л J y 

g('o) - — f [ p ( 0 sin 2b + q(t)(x - cos 2b)] db = 6(t0), 
Tt J у 

ahol 
p(t) = ßeq)(t), q(t) = Imq>(t), 

b = arg(í - t 0 ) ; t, t0 € 

o(t) = Re A(t), 6(t) = lm A(t), 

(3) 

i = V - 1. 

A (3) megoldása u t á n a y(t) a z (2)-ből már számí tha tó , a <y(z) és tp(z) 
holomorf f ü r g g v é n y e k pedig Cauchy- integrá l la l s z á m í t h a t ó k : 

«НО = Л í ^ - d t , V(z) = J L f J * L A. 
2л» J y t — z 2л1 J y t — z 

(4) 
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Végül pedig a feszültségi k o o r d i n á t á k és az e lmozdulásmező: 

<rn = Re [2q,'(z) - zq>"(z) - rp\z)\, 

<r22 = Re [2<p'(z) + VW + v'W] . 

t12=Im{zq>"(z)+f\z)]', (5) 

2Gu = Re [xq>{z) -+- zcp'(z) + грЩ], 

2Gv = lm [xcp(z) + z<p'(z) -f- rp(z)\ . 

3. A M u s k h e l i s h v i l i - f é l e i n t e g r á l e g y e n l e t r e n d s z e r n u m e r i k u s 
m e g o l d á s a s p l i n e - a p p r o x i m á c i ó v a l 

Vegyünk fel а у görbe yj(j— 1, . . n) szegmensein (ty}"=1 belső pon-
t o k a t . Tek in t sük a <p(t) függvény t a yj szegmenseken á l landóknak , kössük ezen 
é r t ékeke t a {'y}y_i p o n t o k h o z . Beveze tve a p{tj) = pp q{tj) = a(fy) = a ; és 
b(tj) = by jelöléseket és a (3) egyenle teket a {íy}"=i pon tok ra fe l í rva , az isme-
ret len p j és Çy diszkrét é r tékekre a köve tkező a lgebrai egyenle t rendszer t k a p j u k : 

1 n Г r»,jc r»i.k Л 
pj Jg р л (x + c o s 2 # ) d # + g J sin 2 d d d \ = —Oj, 

Л fc-l L 1 J 

q/ — — J ? \pk Г sin 2 b d b + qk Г " (x — cos 2b) dfl] = bj , (6) 

л k_ 1 L J J 

öj.k = arg - l j ) • 
Az integrálok k i számí tása és az egyenle t rendszer megoldása u t án az 

(ítjy, a;2y, p p qj) számnégyesek ál tal megha tá rozo t t a l appon tokon , m i n t a 4 di-
menziós Euklidesi t é r pon t j a in keresztül e lőá l l í t j uk a PA(t) h a r m a d f o k ú 
pa ramé te r e s pol inom-spl ine- t 

= , и € [0, 1] , fc = 1 , . . 4 . (7) 
(О) rfZoU) Jy-i 

Ebbő l a <p(t) f ü g g v é n y t approx imáló ФА({) spline 

ФА 0 : ( Ф) = 2 + "тГ W 
((У) „ í o (У) (У) Jy-i 

E z t az approx imác ió t a köve tkező iterációs e l já rássa l j a v í t h a t j u k : a (3) 
egyenletekből a (8) f e lhaszná lásáva l ú j r a s z á m í t h a t j u k a p j és d i szkré t érté-
keke t , m a j d ezek segítségével á l l í t j uk elő (7)-el a PJt) sp l ine-függvényt . Az 
i terációs ciklust a k í v á n t pontosságig i sméte lhe t jük . 
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Az (1) és (8) spl ine-f i iggvényekkel a cp(z) ho lomorf függvény (4) alapján 
p a r a m é t e r e s in tegrálok összegeként numer ikusan számí tha tó . 

( ) 1 " Г 
2ni Ju_o 

2 (A*n + A J 
m=o U) U) 

2"t(Alm + iA2m) um-x 

jÍTi (Л (Л 
du. (9) 

^To (J) (j) 

H a s o n l ó módon számí tha tó а y(z) függvény, h a (2)-ból a ip(t) függvényt 
k i fe jezzük . 

A feszültségek számí tásához a függvények de r ivá l t j a i t a 

W - f r f - ^ A és 
l m Jy (t — Z)z ni Jy 

<p(t) 
(t - z)> 

dt 

összefüggések a lap ján (9)-hez h a s o n l ó a n pa raméte res integrálok összegeként 
á l l í t h a t j u k elő. Végeredményben a feszül tségmező (5) a lakban t ö r t é n ő előállí-
tásához az Akm (k = 1, . . ., 4; m = 0, 1, . . ., 3; jí = 1, 2, . . ., n) együ t tha tó -

U) 
k a t kell k iszámítani és tárolni . 

4 . A rugalmasságtan] s íkfe ladat megoldásának gépi p r o g r a m j a 

A ruga lmasság tan i 1. vagy 2. p e r e m é r t é k f e l a d a t megoldásához az alábbi 
r é szprogramoka t sze rkesz te t tük : 
ADAT: I n t e r a k t í v m ó d o n rögzíti a bemenő geomet r ia i és te rhelés i ada toka t , 

va l amin t a számítások p o n t o s s á g á t befolyásoló p a r a m é t e r e k értékeit . 
ZS 2: a kétdimenziós Euklidesi t é r a l appon t j a in definiált sp l ine- függvény 

e g y ü t t h a t ó i t számí t j a . 
ZS 4: a 4 dimenziós Euklidesi t é r a l appon t j a in definiál t sp l ine- függvény 

e g y ü t t h a t ó i t számí t j a . 
AB: a (6) egyenle tben szereplő p j és e g y ü t t h a t ó i t s z á m í t j a . 
L I N E R : a (6) egyenlet rendszer t o l d j a meg Gauss-féle eliminációs eljárással. 
K O J A : a p j , qj d i szkré t é r tékeket j a v í t ó p rog ram, amely az ( x y , x2; , p j , qj) 

a l appon tokon ZS 4-el s z á m í t o t t 4 d imenziós spline fe lhasználásával 
l í j ra s zámí t j a a p j és q j é r t éke i t (az in tegrá lás S impson-formuláva l 
tör ténik . ) . 

F E M E : (5) a lap ján tetszőleges be l ső pon tban s z á m í t j a a feszül tségi koordi-
n á t á k a t . 

A gépi p r o g r a m W A N G 2200 R t í p u s ú kis-számítógépre készült R A S I C nyelven. 
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5. Alkalmazási példa 

Az á b r á n l á t h a t ó tes t pe remgörbé j é t n = 6 a l a p p o n t o n ke resz tü lmenő 
zár t spl ine-görbével köze l í t e t tük . A tes t p e r e m é n a 3—4 és 6 — 1 szegmenseket 
á l landó egységnyi in tenz i tású felület i n y o m á s terheli . A sp l ine -approx imác iók 
során az előírt szögpontosság 1°, in tegrá láskor a p a r a m é t e r lépése 0,1 v o l t . 
A <p(l) po tenc iá l függvény pe remér tékének előír t 4%-os közel í tés i pon tos ságá t 
a 48. i terációs c iklusban ér te el a számítás . A számítot t feszül tségi koord iná -
t á k a t az xl és x2 tengelyek p o n t j a i b a n t ü n t e t t ü k fel. 

'22 

0 1 

0 

- 1 

- 2 

1 

0 

- 1 
1. ábra 

6. összefoglalás 

A t a n u l m á n y bonyolul t a l akú peremgörbéve l ha táro l t homogén , i zo t rop , 
l ineár isan ruga lmas tes tekre vona tkozó s íkfe lada tok egy n u m e r i k u s megoldási 
módszeré t m u t a t j a be. Az e f e l a d a t r a megfoga lmazo t t Muskhelishvili-féle in teg-
rá legyenle t rendszer numer ikus megoldása a kerese t t f ü g g v é n y e k és a p e r e m -
görbe sp l ine-approximáció jáva l , i terációs e l já rássa l tör ténik . A spl ine-approxi-
máció lehe tővé teszi a műve le tek egy részének analit ikus elvégzését , és a vi-
szonylag n e m magas fokszámú pol inomok m i a t t az integrálok elég durva lépé-
sekkel s zámí tha tók . A számí tások kis memór iakapac i t á sú (8kB) gépen is 
e lvégezhetők. 
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IRODALOM 

1. Ű j J . : Spline-függvények a lka lmazása a számítógépes geometriai tervezésben. E lőadás a 
Fiatal O k t a t ó k és K u t a t ó k Tudományos F ó r u m á n , BME, B u d a p e s t 1977 ( n y o m t a t á s 
alatt) 

2. MUSKHELISHVILI N. I.: Some Basis problems of the Mathemat ica l Theory of Elas t ic i ty . 
P. Noordhof f Ltd. Gron ingen , 1953 

Application of spline f u n c t i o n s to solve p lana r problems in t he field of elasticity. The 
numerical solut ion method of p l a n a r problems involving homogeneous, isotropic, l inearly 
elastic bodies enclosed by a sophis t ica ted form b o u n d a r y curve is presented . The Muskhelish-
vili integral e q u a t i o n system e labora t ed for this purpose , is solved b y the spline approximat ion 
of the funct ions sought for and t h e boundary curve , through i t e ra t ion . The spline approxim-
ation permits t h e analytical pe r fo rmance of some of the operations needed and, owing to the 
relatively not t o o high degree polynomes, the in tegra ls can be ca lcula ted in fairly rough steps. 
The calculations can be pe r fo rmed by a small m e m o r y capacity (8 kB) computer as well. 

Anwendung der Splineschen Funktionen zur Lösung von ebenen Aufgaben der Elastizi-
tätslehre. Der Aufsa tz stellt eine Methode zur numerischen Lösung de r ebenen Aufgaben von, 
durch eine komplizierte R a n d k u r v e begrenzten, homogenen, i so t ropen, linear elastischen 
Körpern dar. D ie numerische L ö s u n g des für diese Aufgabe aufges te l l ten Muskhelishvilischen 
Integralgleichungssystems erg ib t sich im I tera t ionsverfahren aus der Spline-Approximation 
der gesuchten Funkt ionen u n d de r Randkurve. Die Spline-Approximation ermöglicht die 
analytische Durch füh rung eines Teiles der Opera t ionen und die In tegra le können d a n k der 
nicht zu hohen Ordnungszahl d e r Polynome in ziemlich groben Sch r i t t en errechnet werden. 
Die Berechnungen können a u c h mit einem Rechenau toma ten kleiner Kapaz i tä t (8kB) 
durchgeführt werden . 

Применение функций сплайн для решения плоской задачи теории упругости 
В статье дается метод цифрового решения плоской задачи однородных, изотропных, ли-
нейно упругих тел , ограниченных контуром с л о ж н о й формы. Цифровое решение системы 
интегральных уравнений Мусхелишвили, сформулированной д л я этой задачи осущест-
вляется способом итерации, п р и помощи сплайнового п р и б л и ж е н и я контура и искомых 
функций. Сплайновое приближение представляет возмощность к аналитическому выпол-
нению некоторых операций и вследствие того, что степени полиномов невысоки интегралы 
можно вычислять доволь но г р у б ы м шагом. Расчеты могут быть выполнены даже на ЭВМ 
с небольшой емкостью памяти (в 8К байтов). 

t 
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