SZISZTEMATIKUS HIBAK KIKUSZOBOLESENEK
EGY MODSZEREROL

irta: CSISZAR IMRE és DOBO ANDOR

Bevezetés

A gyakorlatban szamos esetben elSfordul, hogy valamely mérés vagy termelési
eljaras stb. soran fellépd hiba egy esetrdl esetre valtozo véletlen hiban kiviil valamely
beallitdsi pontatlansagbol adodé szisztematikus hibabdl is szirmazik. Minthogy
ezt a szisztematikus hibat magaban nem tudjuk megmérni, kikiiszobslése csakis
a teljes hibanak, azaz a véletlen és rendszeres hiba Osszegének a megfigyelése alap-
jan torténhet. Ez a probléma 1ép fel péidaul a kovetkezd esetekben:

a) Valamely gyartasi folyamatnal a gyartott termékeknek az el8irt mérett6l vald
eltérése egyrészt a gyartd gép nem teljesen pontos beallitdsabdl, masrészt pedig
a gyartas folyamata soran felléps véletlen hibakbol tev8dik 6ssze. Jelsljiik az eld-
irt méretet c-vel, a beallitasi hibat &-vel. Itt a € hiba nagysiga a véletlentdl fiigg,
tehat ¢ valdszinliségi valtozo, de a gyartasi folyamat egy szakaszaban (pl. a gép
ujabb beallitasaig) értéke allando. A gép tehat a ¢+ ¢ méretre van beallitva, ez
azonban nem jelenti azt, hogy a gyartott termék minden egyes darabjanak az elGirt
¢ mérettdl vald eltérése pontosan ¢ lesz, mert a gyartis soran esetrdl esetre valtozé
véletlen hibak is fellépnek. JelSljiik a ¢+ ¢ beallitisi értéktdl vald méreteltérést
n-val. Ekkor a teljes hiba £ +n={ lesz. A gyartaskozi ellenGrzés soran a termelt
alkatrésznek az elSirt ¢ mérettSl vald eltérését mérjitk, azaz a { értékeket figyel-
jik meg s ezek alapjan kell kovetkeztetniink arra, hogy a £ beallitasi hiba nem volt-e
a megengedhetdnél nagyobb, illetve kell a gép beallitisat modositanunk.

b) Tekintsiink egy skalabeosztassal eliatott mutatdos miiszert; egyszeriiség ked-
véért tegyiik fel, hogy a mutatd kitérésének nagysaga aranyos a mért mennyiség
értékével. A miiszer legyen olyan, hogy a kitérés nagysagat szabalyozni tudjuk
(de a szabalyozas utan is megmarad a kitérésnek a mért mennyiség értékével vald
aranyossaga). Ha mar most ezzel a miiszerrel mérést végziink, akkor a mérési hiba
a miiszer beallitasi hibajabol (&) és egy véletlen hibabol (n) tevddik 6ssze. A bealli-
tasi hibat ugy kiiszobolhetjiik ki, hogy ugyanazt a mennyiséget egy pontos mfiiszer-
rel is megmérjitk, mialtal a { =&+ értéket, vagyis a teljes mérési hibat hataroz-
zuk meg. A {-ra vonatkozdé megfigyelésekbsl kell kovetkeztetniink & nagysagara
és ennek alapjan kell a miiszer bedllitasat gy moddositanunk, hogy a & beallitasi
hiba kikiisz6bolddjék.

Tulajdonképpen ez az eset 1ép fel az 6rak szabalyozasanal is. Itt a mérend§
mennyiség az idG. A beallitas hibajat, azaz a szisztematikus késést, ill. sietést a sebes-
ségszabalyozd kar allitasaval lehet kikiiszobolni. A szisztematikus hibat azonban
tisztan itt sem figyelhetjiik meg, a beszabalyozast csak a teljes késés, ill. sietés meg-
figyelése alapjan végezhetjiik, melynek nagysaga a beallitds hibajan kiviil véletlen-
szerli koriilményektS]l (hGmérséklet, levegl paratartalma stb.) is fiigg.
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124 CSISZAR 1. ES DOBO A.

¢) Egy lovegnek valamely célpontra vald bedllitisa gy torténik, hogy a cél
tavolsagat bemérik; minthogy ez a mérés nem teljesen pontos, igy a tényleges ¢
tavolsag helyett valamely ¢+ & tavolsagra torténik az irdnyzas. Egyszeriiség ked-
véért tegyiik fel, hogy iranybeli hiba nem lép fel. Ekkor a becsapddas helyének
a céltol vald tavolsaga { =& +1, ahol n a becsapddas véletlen hibaja, amely a lég-
kéri viszonyoktdl, a 18szer minSségétdl stb. fiigg. A bemérés & hibajat kozvetlentil
nem tudjuk megallapitani, azonban rendszerint mérni lehet a becsapddasi helynek
a céltdl valo tavolsagat, vagyis & +n={_ értékét. Ennek megfigyelése alapjan kell
kovetkeztetniink € nagysagara és ennek megfelelGen korrekciot hajtani végre a
16veg beallitasaban.

Mindezekben a példikban az a k6zbs vonas, hogy egy kisérletsorozaton beliil
allandé ¢ hiba hatdsat mindig Ggy kell kikiiszobdiniink, hogy egy {=¢+n valo-
szinfiségi valtozd értékeit figyeljik meg, s ennek alapjan becsiilt & értékkel korri-
galunk. Ennek soran mindig feltételezziik, hogy a valoszinliségi valtozénak tekin-
tett & beallitasi hiba a priori eloszlasa ismeretes. A kovetkezGkben ennek a korrek-
cionak a modjaival foglalkozunk.

A gyakorlatban altalaban tigy szokas eljarni, hogy a ( teljes hibat tobbszor
mérik, s a mérési eredmények atlagaval korrigaljak a bedllitasi értéket. Ennek a
modszernek a hasznalata indokolt is abban az esetben, ha a & beallitasi hiba elosz-
lasardl semmiféle informacionk nincs. Igen gyakran el§fordul azonban, hogy el6z8
mérések alapjan & a priori eloszlasa (fegalabbis kozelitSleg) ismeretes. Természe-
tesen ennck felhasznalasaval altalaban a fentinél célravezetGbb korriglasi eljaras
is megadhatd, amennyiben a Baves-tétel segitségével a korrigalasnal figyelembe
vehetjiilk a korabbi mérések Aaltal szolgaltatott (az a priori eloszlas ismeretében
megnyilvanuld) informacidkat is. A beallitdsi hiba a priori eloszlasat figyelembe
vevd korrigalasi eljaras ipari bevezetése pl. tomeggyartas soran szamottevd gyakor-
lati haszonnal jarna, minthogy lehetdvé tenné a selejtariny csokkenését, a mind-
ség javitasat stb.

1. §.

Tegyiik fel, hogy valamely mérésnél vagy termelési folyamatnal stb... kétféle
hiba 1ép fel: egy ,,szisztematikus”, bedllitasi pontatlansagbol szdrmazd, valamely
kisérletsorozaton beliill allandé & hiba és egy kisérletenként valtozé n ,,véletlen”
hiba. Tehat a mérés eredménye, illetve a gyartott termék jellemzd mérete stb...
¢=c+E&+n=c +n, ahol ¢ a mérendS mennyiség tényleges értéke, illetve a gyartott
munkadarabok el8irt mérete stb., ¢’ =c+ & pedig c-nek a.£ szisztematikus hibaval
terhelt értéke, mely a miiszer, ill. a gép beallitasi pontossagatol figg. A tovabbiak-
ban ¢’-t beallitasi értéknek fogjuk nevezni. (Itt &-t és n-t O varhatd értéki valdszini-
ségi valtozoknak tekintjiik.)

Tegyiik fel, hogy mérni tudjuk a { =&+ teljes hiba értékét és ilyen mérések
alapjan akarjuk (a mérémiszer, illetve a gyarté gép stb. beallitasinak modosita-
saval) kikiisz6bodlni a ¢ szisztematikus hibat,

Ez Ggy torténik, hogy {-ra vonatkozoan n megfigyelést végziink, azaz mérjik
al =E+n,, (=E¢+n,, ..., {,=E&+n, értékeket, ahol n,,y,, ..., n, fiiggetlenek
és egyforma eloszlastak. Ezt kovetSen a beallitasi értéket az

(1) ’nnzM(aCI’CZ’ ""_Cn)
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értékkel korrigaljuk, azaz
(2) C”:c,_M(ﬂCl’ CZa ey Cn)
lesz az 4j beallitasi érték.
Mint ismeretes, ez a korrekcidé a legjobb abban az értelemben, hogy

M((é - é*(CI ’ CZ’ ety Cn))z)
E (e, Loy s LY =ML, Lo oons €,) esetén minimalis.

A & hiba kikiiszobolése céljabol gy is eljarhatunk, hogy a beallitasi értéket
nem csak akkor korrigaljuk, amikor mar mind az » megfigyelést elvégeztiik, hanem
minden egyes mérés utan azonnal korrekcidt hajtunk végre. Az elsG megfigyelés
utan, melynek eredménye (i =&+n{ a korrekcié u, =M(&[(7).

Ekkor a misodik megfigyelésnél (mérésnél) a beallitdsi érték mar c¢i=c" —u,
lesz és ehhez adddik hozza az n3 véletlen hiba. Ily médon a masodik megfigyeléskor
észlelt teljes hiba {4 =& —u, +n5. Igy a beallitasi értékre vonatkoz6é masodik kor-
rekcié

Ha =M(€‘—/-‘1‘C{, (3)

és igy tovabb. A k-adik megfigyelés a c¢f_, + nj valosziniiségi valtozora vonatkozik;
pontosabban annak a c-t6l vald eltérését észleljiik, és a :

k-1

3) Cli=chiog i —e=E— 3 pitni
i=1
megfigyelt érték utan a beallitasi értéket a -
k-1 :
@ m=M(E= S mlt G s G
i=

mennyiséggel korrigaljuk.
Az n-edik megfigyelés utan ily modon nyert korrigalt beallitasi érték

(5) chn=c— -_le'li'

Itt felvetddik az a kérdés, hogy az n megfigyelés elvégzése utan kapott kétféle
korrigalt eredmény hogyan viszonylik egymashoz, ha csak az 8sszes megfigyelés
utdn, illetSleg ha minden megfigyelés utan kiilon-kiilén korrigalunk.

Erre ad valaszt a kovetkezd, matematikai szempontbdl egyszerii, de gyakor-
latilag fontos tétel: :

1. TETEL: Valamely ¢ konstans & hibaval terhelt ¢’ =¢+ & értékét korrigaljuk
egyrészt a ¢’ +#; értékeknek c-t8l vald {;=¢&+n, (i=1,2, ..., n) eltérésének meg-
figyelése alapjan (tehat az m,=M(|(,, {5, ... {,) értékkel), masrészt pedig ugy,

k—1
hogy minden egyes megfigyelés utin korrigalunk a g, =M\{ & — > u|li,¢5, ..., Lk
i=1

k=1
értékkel, ahol ({=¢&— > p;+ni a ci_; +ni mennyiségnek c-t8l valé eltérése
i=1



126 CSISZAR I. ES DOBO A.

k n
(c;é =c — Z,ui>, mikoris az n megfigyelés utdni teljes korrekcié m, = > u;..
i=1 i=1

Ha &, 0,15, ..., N, egyiittes eloszidsa megegyezik &, ni, ni, ..., nn egyiittes el-
oszldsdval, akkor a kétféle modon nyert korrigdlt érték egyforma eloszldsu, azaz

(6) P(¢”" <x)=P(c, <=x).
Bizonyitds: A (4) és (5) szerint

n n—1 n—1
(7) C'Il :c’— Zlui:c,— ;Hl_M<é - f?; l’ttlci’ Cé: LERN CI:> =
= =ML, {5, - Gn),
kihasznalva, hogy a p; mennyiségek rogzitett (1, (3, ..., {, mellett konstansok,
tehat
®) M(ull, 83, o, G) ==y (i=1,2,...,n-1).

k-1
Minthogy a {i=&+ni— 2w, (k=1,2,...n) értékek megadasa ekvivalens a
i=1
E+ni (k=1,2, ..., n) értékek megadasaval,
&) M(EILT, 2y ooy ER)=MEIE +01, E+0t, ooy S 10).

Feltételezésunk szerint &, 4,,%5, ..., H, €8 &, ni, 03, ..., n, egylittes eloszlasa meg-
egyezik, igy (9) szerint M1, 3, ..., {n) € ML +n, E+n, o EHny) =
=M(&|¢y, ¢y, -ous €,) azonos eloszlasu.

Ebbdl (2) és (7) alapjan a (6) mar kovetkezik.

Megjegyzések: a) A bizonyitasbol kovetkezik, hogy ha ni=n, (k=1,2,...,n)
akkor ¢’ =c;}.

b) Ha 71, 03, coor s HisH2, ..., Hn egyforma eloszlastiak €s 4y, 1,5, -.., 7y, ille-
téleg %1, 1z, ..., nn egymastol és &-tSl figgetlenek, akkor a tétel allitAsainak fel-
tétele biztosan teljesiil. Gyakorlatilag f6képp ez a specialis eset jelentSs. Itt ahelyett,
hogy 1y, M2y «oes M3 Wi %, ..., N mind egyforma eloszlasnak, elegendd csak annyit-
feltenni, hogy az azonos index(i y-ak és n’-k ecloszlasa egyezik meg.

¢) A bizonyitott tételbsl az is kovetkezik, hogy az els6 korrigalast n; meg-
figyelés, a masodikat tovabbi n, megfigyelés stb. utdn végezziik (n; +n, +...4+n, =n),
akkor az igy kapott korrigalt beallitasi érték eloszlasa is megegyezik ¢” és ¢, elosz-
lasaval.

d) A bebizonyitott tétel szerint az n megfigyelés utani korrigalt beallitasi érték
nem fiigg attdl, hogy a korrekciét minden megfigyelés utan, bizonyos megfigyelés-
csoportok utan, ill. csak mind az osszes megfigyelés elvégzése utin végezziik-e.
Jegyezziilk meg azonban, hogy gyakorlatilag — hacsak egyéb okok nem szélnak
ellene — mégis célszeriibb minden megfigyelés utan korrigdlni, mert ezaltal a be-
értékhez. Ez azt eredményezi, hogy pl. a bevezetésben emlitett a) esetben a hasznal-
haté munkadarabok ardnya, ill. a ¢) esetben a talalati valdszinfiség mar a korriga-
lasi eljaras befejezése el6tt ndvekszik. Az a) esetben ennek persze elsGsorban akkor
van jelent8sége, ha a korrigalds nem egymads utdn legyartott munkadarabok alap-
jan torténik, hanem pl. minden k-adik darab lemérése alapjan.
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2.§.

Az 1. §-ban mondottak szerint az n megfigyelés alapjan végzett korrekcid
j6saga nem fiigg attol, hogy az n megfigyelés utan egyszerre korrigaltunk-e, vagy
pedig minden megfigyelés, illetve bizonyos szimtu megfigyelések utan. Ezért a to-
vabbiakban mondottak barmelyik korrigalasi eljaras esetén érvényesek.

Jegyezzitk meg, hogy a M(¢[¢, (5, ..., {,) mennyiség mint ismeretes ¢-nek
altalaban nem torzitatlan becslése, azaz

altalaban nem teljesiil. A gyakorlatilag fontos esetekben azonban ez a becslés leg-
alabbis aszimptotikusan torzitatlan, vagyis

amn lim MMy, 8y, -on L)) =E.

n—oo

S6t, ezen tulmendleg

(12 lim M(&Ey, 85, 005 ) =¢
is teljesiil (1 valdsziniiséggel).

(11) azt mutatja, hogy elég sok megfigyelést végezve a ¢’ +n—c={ =&+ hi-
bara vonatkozdlag a beallitasi hibat tetszGleges pontossaggal ki lehet kiiszobolni.
Az eddig mondottakat pontosabban az alabbi tétel fejezi ki:

2. TETEL: Ha az vy, 95, ..., 1, valdsziniiségi vdltozok sorozatdra érvényes a
nagy szdmok erds tdrvénye, akkor

1° lim ML, GGy o ) =€

n—oo

20, lim Dz(élgl,CZ, -..,Cn)zo

n—oco

1 valosziniiséggel.

Bizonyitas: Mint ismeretes (I. pl. [2] 332. 0.)
13) lim M(£ILy, {as -os L) =MLy, Loy ves Lnenl)

(Barmely {,,¢,, ..., {,... valészintiségi valtozok esetén, ha csak é&-nek létezik a
varhaté értéke.)

Esetiinkben {;=¢+9; (i=1,2,...,n), tehit ha az 5, sorozatra érvényes a
nagy szamok erGs torvénye, vagyis

(14) P<1im ’71+’72:"'+”" :()):1

H—>c0

(n-rol feltettilk, hogy O varhatd értéki), akkor

LGt 40\
. =1.

(15) P(é: lim

n-—>oco
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Ez azt jelenti, hogy ¢ fiiggvénye a (4, {5, ..., {,,... sorozatnak, tehat

(16) M(&lCIaCZs"'a Cn"')zé
1 valdszinfiséggel. A (13) és (16)-bdl 1° mar kovetkezik. Ugyanugy lathaté be, hogy
an lim M(&%((y, &y ooy L) =82

1 valészintiséggel.
A (17) és 1° szerint

(18) lim Dz(élCl’ CZ’ ceey Cn)zllm [M(€2|Cl, CZ’ sevs Cn)— (M(§|Cl ’ CZ: [RAE] C"))Z]:

n—oco n—roco
=2 §2=0
1 valdsziniiséggel.

3.§.

Az elmondottak gyakorlati alkalmazasa szempontjabdl fontos esetekben fel-
tehets, hogy a £ hiba és az n,, n,, ..., 3, ,,véletlen hibak” teljesen fiiggetlen vald-
szinliségi valtozok (0 varhatd értékkel), ahol az n-k (i=1,2,...,n) egyforma
eloszlastak g(y) siiriiségfiiggvénnyel és &-nek is létezik f(x) slriiségfiiggvénye.

Ekkor a BAYEs-tétel alapjan &-nek a & +n, =24, ..., £ +n,=z, feltételek mel-
letti feltételes siiriiségfliggvénye

1) I g(zi=)
(19) iz 2=
| 0 T 8= 0ax

s igy

| 560 I gz —x)dx
(20) MEE =21, oy &t =2) = o

J 69 I ¢ x)ax

Ha tehat a & hiba kikiiszobolését n megfigyelés elvégzése utan toérténé korri-
galassal végezziik, a szilkséges m, korrekciot a (20) formula adja meg.

Ha viszont minden egyes megfigyelés utan korrigalunk, akkor (20) alapjan
a k-adik megfigyelés utin szitkséges korrekcio kifejezése

J X/ I stet + iy~ |
(21) =" l_k , (m{ _ 2'“1')
[ 76 I gt +miy = x)dx .

—c0

ahol z{ a {{ megfigyelt értékét jelenti (i=1,2, ..., k).
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Példaképpen tekintsiikk a mondottaknak azt a specidlis esetét, amikor a & hiba
a priori eloszlasa és az n,,1,, ..., n, valosziniiségi valtozék koz6s eloszlisa egy-
arant normadlis, 0 varhato értékkel és a,, ill. 6, szorassal. Ez esetben (19)-bGl egy-
szerii szamolassal adédik, hogy az n megfigyelés utan £ a posteriori eloszlasa ugyan-
csak normalis lesz, mégpedig a széris fiiggetlen attdl, hogy melyek voltak a meg-
figyelt értékek, tovabba, hogy a kisérletsorozatban az egyes kisérletek utan végez--
tilnk-e korrekcidt, nevezetesen

D2, Cy s L= DRELCE o o L) =TI
19525 =<+sbp 15625 vaay bn no—%_’_a%'

(Itt kozvetleniil lathato, hogy n—eo esetén

DZ(&'CI H] CZ’ recs Cn) -0

minden {,,{,, ..., {, sorozat esetén. A 2. tételb6l ennek a relacionak csak az 1
valbsziniiséggel valo fennillasa kovetkezik.) Az a posteriori eloszlas varhato értéke.
pedig

. o2 z,+z,+ ... +z,
(22) ’nn:M(c|C1a QZ’ .._9Cn): ! * : z n B
a§+—;a§

ahol z,,2,,...,2, a {y, {5, ..., {, valtozok megfigyelt értékei (ha a kisérletsorozat
kdzben nem végeztiink korrekciot). Ha pedig minden kisérlet utan korrigaltunk,.
akkor az

o2 uy iy 4.y

k

(23) my =
0'%‘*‘?0%
w=z{ +mi_, (i=12,...,k)

rekurziv 8sszefiiggés altal definialt m, mennyiség adja & feltételes varhatd értékét,
ahol z{ a {{ valdszinliségi valtozé mért értékét jelenti. A kozoltek alapjan nyilvan--
valé, hogy

P< 20192 <&—m, —_/.0'10'2 |C1:'21,C2=-22’~-"Cn=zn>=2(p('l)—l’

— ————— -
Vno? + 63 Vno? + 42
illetve
/6.0 AG(0
Pl -2 <l-mi< == l{=zi, (=123, ... (=27 | =20(D) - L.
( Vno? + a3 Vno? + 6%

ahol
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Ha azt akarjuk, hogy a korrigalt beallitasi érték adott 2®(1) —1 valdszin(-
ségi szint mellett elSirt pontossaggal megkdzelitse a helyes ¢ értéket, vagyis ha
megkivanjuk a

P& —m,|=a)=2D(}) -1,

illetve a
P(é—npl=a)y=20(1)—1

egyenlGtlenség  teljesiilését, akkor a fentiekbsl kovetkezik, hogy ehhez

2

o P ‘ . .

‘?aﬁ— a_2> szamu megfigyelést kell végezni.
1

Mint,ismeretes, ha az 1, 1,, ..., 1, valdszinliségi valtozék normalis eloszlastiak

g, szorassal és O varhatd értékkel, akkor n elég nagy értékei esetén a & hiba maga

Z +22_+ et 2,

n

is kozelitSleg normalis a posteriori eloszlasi varhaté értékkel és

I/U:Z szdrassal. (¢ a priori eloszlasara tett igen altalanos feltételek mellett, pl. ha fel-
n

tessziik, hogy &-nek folytonos siirliségfiiggvénye van.) Ez mas szdval azt jelenti,
hogy a ¢ valdsziniiségi valtozo feltételes eloszlasa n ndvekedésével egyre kevésbé
fiigg £ a priori eloszlasatol. — Ha ugyanis ¢ siirliségfiiggvényét f(x)-szel jeldljiik,
akkor

Z1+zy+ .tz 2
)]
n

e W

fn(x|Cl,C2,...,Cn)= +? —:CZZ:"'+EE—x)Z )
‘ e 293 f(x)dx

—co

innen pedig a jol ismert ,,LAPLACE-mOdszer” alkalmazasaval az allitas mar kovet-
kezik (I. [t], 358. o.).

4. §.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl fontosnak latszik megvizsgalni, hogy
eredményeink hogyan modosulnak akkor, ha

a) a £+n hibat nem tudjuk pontosan mérni

b) a szamitott korrekciot csak bizonyos hibaval tudjuk végrehajtani.t

Az a) eset figyelembevétele nem jelent kiilldntsebb nehézséget, ugyanis ha a
&+ mérési hibajat e-nal jeloljiik, — tehat valdjaban { =& + i + ¢ értékét mérjiik —,
ahol ¢ &-t8l és n-tdl fuggetlen valdsziniiségi valtozo, akkor korabbi meggondola-
sainkat a {=&+n* (y*=n+¢) valdsziniiségi valtozdra alkalmazhatjuk, valto-
zatlan eredményekkel. (Ekkor n* szdérasnégyzete n és ¢ szorasnégyzeteinek
Osszegével egyenld.)

1 Ez utobbi kérdésre SARKADI KAROLY hivta fel figyelmiinket.



SZISZTEMATIKUS HIBAK KIKUSZOBOLESENEK EGY MODSZERERGL 131

A b) esetben eredményeink mar nem maradnak valtozatlanok. Az 1. Tétel
ekkor érvényét veszti: a minden megfigyelés utani és az egy egész megfigyeléssoro-
zat alapjan végzett korrekcié ekkor mar nem ekvivalens.

Jeloljitk ugyanis 7;-vel az i-edik korrekcid végrehajtasakor fellépd hibat, (ame-
lyekrdl feltessziik, hogy &-t8l és az n-ktdl fliggetlen, egyforma eloszlast valdszinii-
ségi valtozok). Ekkor a & korrigalt értéke m; korrekcié esetén & —(m;+1;) lesz.
Egyszer{iség kedvéért tegyik fel, hogy &, y; és 1; (i=1, 2, ..., n) normalis eloszla-
stak 0 varhatd értékkel és o, a,, illetve o5 szdrassal. Ez esetben a & +y; érték elsd
megfigyelése utani korrekcid (23) szerint

2

mi=— (& + i
of +o}
és igy a & korrigalt értéke
2 2
03 o1
14 ’
Si=¢—mi—1,= - : i —7Ty.
o+ 0% % +063

Tehat £; is normalis eloszlasti 0 varhato értékkel és

(24) D"(é])— 2 P_023
0'21 + 02

A meggondolas ismétlésével nyerjiik, hogy a k-ik korrekcid utani &, korrigalt
beallitasi hiba is normalis eloszlasit és szdrasnégyzete

D?(-1)-03 3

(25 D)= — B 46t (k=1,2,..,mE=0)

2
+ 03

D?(&-y) +03 1+ %2
g D?(&-1)
Ha viszont k megfigyelés utan egyszerre korrigalunk, akkor a korrekcio (22) szerint
2
m, = 0y <6+’11+-I-(-+'1k>’
6?2 + l~02
1 k 2
tehat ¢ korrigalt értéke
‘¢ (Erry e T2 e Ot _
ék—é (kaT)_kO'%-*—O'%é k0%+6%['11++’1k] T,
azaz ’
2.2 2
26 D =-"1%2 151 72 2,
( ) (ék) kO’f -I—O'% +G3 | O'% +63

_+_ - = —
D*(&-1)—0}
A (25) és (26) alapjan teljes indukcioval azonnal lathats, hogy
27) D2 (&) =D (&),
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ahol k=1-re az egyenl&ség teljesiil (24) miatt. Egyittal az is lathat6, hogy
(27)-ben k =2 esetben hatarozott egyenlStlenség all fenn.

Eredményiink azt jelenti, hogy a beallitasi hiba adott korlat ala valé csékken-
téséhez (adott valdszinliségi szint mellett) kevesebb megfigyelésre van sziikség
akkor, ha csak a teljes megfigyeléssorozat elvégzése utan korriglunk, nem pedig
minden lépésben.

A most mondottakat az 1§ 1. Tétel d) megjegyzésével Osszevetve megallapit-
hatjuk, hogy bizonyos esetekben egy egész megfigyeléssorozat utini, mas esetekben
viszont a lépésenkénti korrigalas a célszeriibb.

Hogy mikor melyiket el6nydsebb hasznalni, azt konkrét esetekben kiilon vizs-
galat alapjan kell eldonteni.
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