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5. §. AZ ALAPTÉTELEK BIZONYÍTÁSA 

5 . 1 . Az 1. tétel bizonyítása. Az átvitel módszerének megkonstruálása 

Tegyük fel, hogy adva vannak {IV'} közlemények és {Q',V} átviteli berende-
zések sorozatai, amelyekre az 1. tétel minden feltétele teljesül. Rögzítsük a tétel 
állításaiban szereplő' e=-0 számot. Válasszuk meg <5>0-t úgy, hogy fennálljon 

(5 .1 .1 ) 

valamint 

(5 .1 .2 ) 

(utóbbi a tétel II. feltétele folytán lehetséges). Akkor a (3. 1. 3), (4. 1. 3) jelölései 
mellett1 fennáll 

(5 .1 .3 ) l i m ^ = 0. 
J-a 

A tétel II. feltételéből következik, hogy minden elegendően nagy t-re a H\W) entró-
piára fennáll # ' ( I T ) < ° ° . — A tétel I., III., V. feltételeiből következik mármost a 
közleményekre vonatkozó alapiemma feltételeinek teljesülése (e-t <5-val helyettesít-
jük). Tekintsük az ebben a lemmában bevezetett q\{x) (i = 1, ..., Aj), r'(x) függvények 
rendszerét, és segítségükkel vezessünk be új — — függvényeket, amelyek 
ugyancsak mérhetők x'£X'-re vonatkozólag. Az i,j indexek a következő értékeket 
fogják felvenni: 

/ = - 2 , - 1 , 0 , 1 , . . . , Aj ; j=\, ..., R\, 

ahol a függvények összes száma 
к' 

(5 .1 .4 ) Z R\ = L'Ô-, 
i=-2 

* Uszpehi Matematicseszkih N a u k XIV. (1959), vip. 6 (90) 3 — 104. — Jelen befejező köz-
lemény az eredeti tanulmány 5 — 6. §-ának a fordítását, továbbá az irodalomjegyzéket ta r ta lmazza . 
A tanulmány 1 §-ának a fordítása az M T A III. Oszt. Közi. XI /4 (1961) számában (427 - 456. oldal) , 
a 2—4. § fordí tása ugyanezen folyóirat XTI/1 (1962) számában (51—103. oldal) jelent meg. 

1 Ha C'(Q, K) = oo, akkor a ( 3 . 1 . 3 ) képlet nem nyújt lehetőséget L'ó meghatározására . 
Ilyen t-k esetére L'-l oly nagynak fog juk választani, hogy fennáll jon (5. 1. 3), és hogy a (Q', V ) 
csatornára L=L'Ó mellett teljesüljön FEINSTEIN 3 . 9 pontbeli l emmájának állítása. 

e 
7 ' . 

— H'jW) 1-ú 
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az RI számokat alább fogjuk meghatározni. Nevezetesen, írjuk a következőket (a 
jelöléseket illetőleg 1. a 4. 1 pontot) 

q\= \q\{x)p\(dx) (/=1,...,^), 
Xe 

( 5 , L 5 ) q'o= \л(х)р^х), 
xt 

q'-^l-Q'. 

A (4. 1. 6) definícióból, valamint (4. 1. 4), (4. 1. 5)-ből következik, hogy 

Kú 

(5 .1 .6) 0 ^ ' S I , J q\= 1. 
>= - 1 

Legyen most 

R\ = M - J 4 + 1 ( / = - 1 , 0 , 1 , 

1 

х ' _ 1 У ( х ) = — [ i - е ч л ] 0 ' = i . - , R ' - I ) -

5h(x) = j-qKx) (i= 1, ...,K'S J= 1, ...,/?{), 

(5 .1 .7 ) *'оЛх) = ~ г ' Л х ) 0 = 1, •..,Rto), 

(5. 1. 6)-ból következik, hogy 

К K'ó Г-.ТП Tt kí Tt 
(5 .1 .8) 2 R\= 2 Г " ? + 2 ql + K's + 2^+K'}+2. 

i = - l i= -1 L 1 J Z • = - ! Á 

(5. 1. 3)-ból következik, hogy minden elegendően nagy t-re (a következőkben csak 
ilyen t értékeket fogunk tekinteni) 

(5 .1 .9) 2 R\ = Ll-
i= - 1 

Ezért írhatjuk a következőket: 

R'-2 = L'S- 2 R'i^L's, 
(5 .1 .10) 

SL2J(X) = 0 0 = 1 , ...,RL2). 

Minthogy definíció szerint 

*î f \q\ (/=-1, 
(5 .1 .11) ( / e _ 2 ) , 

Xе 
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azért (5. 1. 6)-ból következik, hogy ha 

(5 .1 .12) p\}= \ s j ^ p ^ d x ) , 
s к' 

akkor a következő összegre fennáll: 
Кf RÍ 

(5 .1 .13 ) 2 ZP\J= 1. 

i=-2 j-l 

Továbbá az (5. 1. 7), (5. 1. 10) definíciókból következik, hogy 

1 
(5 .1 .14) p\j = 

0 ( I = - 2) 
2 

nem nagyobb, mint — . Az (5. 1. 13), (5. 1. 14) egyenlőségek azt mutat ják, hogy a 
EÖ 

p'ij valószínűségek összessége eleget tesz FEINSTEIN lemmája (3. 1. 4), (3. 1. 5) (analóg 
módon (3. 9. 1), (3. 9. 2)) feltételeinek. Éppen ebből a célból helyettesítettük a q\(x) 
függvényeket az s j / x ) függvényekkel. 

Tekintsük most a {Q', V'} átviteli berendezés-sorozatot. A tétel IV. feltétele 
szerint létezik olyan (q', íj') információ-stabilis sorozat, amely eleget tesz az (1. 7. 7), 
(1. 7. 8) feltételeknek. Az (1. 7. 7) feltétel — a 1 megállapodás felhasználásá-
v a l — azt mutat ja , hogy minden elegendően nagy t-re C'(Q, F ) = °°-ből következik, 
hogy /'(»1, íj) = Minthogy az íj') párok sorozata információ-stabilis, ez azt 
jelenti, hogy minden elegendően nagy t-re, melyre C'(Q, = a p'n^ eloszlás szin-
guláris a p \ X p i i eloszlásra vonatkozólag. A tétel I és II feltételéből következik, hogy 

(5 .1 .15) lim C'(Q, V) = °O. 

A {Q', V'} sorozatot bontsuk fel két részsorozatra úgy, hogy az egyikre C'(Q, V) < 
a másikra pedig C'(Q, F ) = °°; a tétel III. és IV. feltételéből azt kapjuk, hogy az 
első sorozatra alkalmazható FEINSTEIN 3. 1 pontbeli lemmája, és hogy minden 
elegendően nagy t-re mindazon átviteli berendezésekre, amelyek a második rész-
sorozatban fordulnak elő, alkalmazható FEINSTEIN 3. 9 pontbeli lemmája. Ez utóbbi-
nak állítása erősebb, mint a 3. 1 pontbeli lemmáé ((3. 9. 3)-ból nyilvánvalóan követ-
kezik a (3. 1. 6) egyenlőtlenség). Ézért állíthatjuk, hogy minden elegendően nagy t-re 
teljesül FEINSTEIN 3. 1 pontbeli lemmájának állítása. A p \ j valószínűségek általunk 
most használt kettős számozásának megfelelően, a (3. 1. 6) és (3. 1. 7) feltételeket a 
következő a lakban írhatjuk (ismét ő-val helyettesítjük e-t): 

К1 rí 
(5 .1 .16) 2 2p'uQ'(yij> Аа)^1-0, 

i= — 2 j= í 
illetőleg 

Kt ßt A jçt R'- (* \ 
í2.2Pb]n(y,j,y)Q'(yij, dy), . . . , i 2 í / i j \ **АУЦ,У)&(УЦ, dy)J e(v']ö. 

(5 .1 .17) FT FI 
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Most hozzáfoghatunk az átviteli módszer leírásához. Az 1. 7 pont elején adott 
definíciónak megfelelően olyan £{,, rf0, tj'0, £'0 valószínűségi változókat kell konstru-
álnunk melyek értékei rendre áz (X'^S'x), ( V , S'Y), (¥', S'f), (X', S | ) terekbe esnek, 
emellett Markov-láncot alkotnak. Úgy fogjuk tekinteni, hogy ezek a változók az 
(Í2(, 53', P') valószínűségi mezőn vannak megadva. Ismeretes (1. [9]), hogy tetszőleges 
előre megadott kezdeti valószínűségeloszlások és átmenet-függvények esetén létezik 
olyan Markov-lánc, amely ezekkel a kezdeti eloszlásokkal, illetve átmenet-függvények-
kel rendelkezik. Következésképp a £'0, rj'0, í/'0, £'0 változók megkonstruálásához ele-
gendő megadni a px(•) kezdeti valószínűség-eloszlást és a P'XY(-,-)' P'YY('F) 
P'YX(-,-) átmenet-függvényeket. Az (A1, S'x) téren megadott p'x (•) kezdeti valószínű-
ség-eloszlásként vegyük a bemeneti közlemények />£(•) eloszlását (1. az 1. 4 pontot); 
ekkor tetszőleges A £ Sx-re 

(5.1.18) P{?0eA}=pi(A). 

Továbbá, az x' d X\ B'dSY-re definiált P'XY (x, В) átmenet-függvényt a következő 
egyenlőség segítségével határozzuk meg: 

(5.1.19) P'XY(x,B)= 2 s\j(x). 
уфев' 

Ennek a függvénynek x' szerint való mérhetősége az .s ' /x) függvények mérhetőségé-
ből következik. Az a tény, hogy rögzített x ' mellett ez valószínűségi mértéket ad, 
abból következik, hogy az (5. 1. 7), (5. 1. 10) és (4. 1. 5) definícióknak megfelelően 
O S s j / x j ^ l és 

(5.1.20) 2 1 ^ ) = 2 # ) + Ф ) + [ 1 - Ш = 1 . 
i = — 2 j = 1 i=l 

(5. 1. 19)-ből következik, hogy bármely у\} pontra és tetszőleges A € .S'Y halmazra 
fennáll 

(5. 1. 21) о € A, i,0 =ytJ} = \з\;(х)р\(с1х). 
Á 

A PYY(y, B) átmenet-függvénynek, amely y< Ç Y\ B' € S f-re van értelmezve, 
vegyük egyszerűen a Q'(y, В) függvényt, amelyet a {Q\ V'} átviteli berendezés 
megadásakor használtunk fel: 

(5 .1 .22) P\~Y(y, B) = Q'(y, B). 

Ilyen definíció mellett a P'{ij0 Ç B/t]0} feltételes valószínűségre 1 valószínűséggel 
fennáll: 

(5.1.23) Р { Ч а £ Р Ы = &(Чо,В)-

Végezetül adjuk meg a P'~~ (y, A) átmenet-függvényt, ahol j ' € Y', A'£S'~. 

E célból adjuk meg tetszőlegesen az x'+£X' pontot. Kiegészítve a közleményekre 
vonatkozó lemmában közölt konstrukciót, legyen most x'0 = x'_ t = х ' _ 2 = х ' + . Végül 



A SHANNON-FELE ALAPTF.TEL MEGFOGALMAZASA AZ INFORMÁCIOELMELETBEN (III) 1 4 5 

pedig legyen: 

0, x \ i Ä \ y e A t ( i= —2, — 1, ..., Aj 

1, x\£A', \ j = \ , . . . , R \ 

0, x \ Í Á \ 

í , x'+eÂ', 
y4[]A\j 

Minthogy a FEINSTEIN-lemma állításának megfelelően az А'и halmazok páron-
ként idegenek, az (5. 1. 24) definíció ellentmondásmentes. Az А\} halmazok mérhe-
tőségéből következik, hogy az (5. 1. 24) függvény, mint y' függvénye, mérhető. Az, 
hogy rögzített y' mellett ez valószínűségi mérték, rögtön következik a definícióból.. 
(5. 1. 24)-ből közvetlenül folyik, hogy a következő feltételes valószínűségekre fennáll: 

( 5 J 2 5 ) P'{£0 = xilq0} = \, n'oíAfj, 

P'{£0 = x+lq0} = l , f j ' o í ü A i 

5. 2. Az 1. tétel bizonyítása. A tétel feltételei teljesülésének igazolása 

Az e valószínűségű eseménytől eltekintve pontos átvitel definíciójának megfele-
lően, amelyet az 1. 7 pont elején adtuk meg, meg kell most konstruálnunk a 
kiegészítő változót, s azután igazolnunk kell az ott megfogalmazott 1—4. követel-
mények teljesülését. Nekikezdve e program végrehajtásának, először is megjegyez-
zük, hogy az 1. feltétel — amely abból áll, hogy a £'0, q'0, f/Ó, £*0 változók Markov-
láncot képeznek — a konstrukció folytán közvetlenül teljesül. Igazoljuk most a 3. 
feltétel teljesülését; ez a feltételből abból állott, hogy az q'0, q'0 változókat a {Q', VI} 
átviteli berendezés kapcsolja össze. Az (5. 1. 23) összefüggés az (1. 5. 1) egyenlőség-
nek a mi konkrét esetünkre való alkalmazása, és ezért csak azt kell még igazolnunk, 
hogy az (i/Ó, q'0) pár eloszlása olyan, hogy a következő vektorra fennáll 

(5 . 2 . 1) (Mn\(qо, Г/о), . . . , Mn'Nt(q0, q0)) £ [V']SC [V%. 

Ezzel kapcsolatban jegyezzük meg, hogy (5. 1. 19)-ből következik, hogy az q' változó 
1 valószínűséggel csupán az y \ j értékeket veszi fel, és hogy (5. 1. 12) és (5. 1. 21)-
nek megfelelően 

(5 .2 .2) Pt{q0=y.J}= \s<ij(x)/f(clx)=r\J. 
x' 

Az (5. 1. 23) egyenlőség tehát azt mutatja, hogy tetszőleges к mellett 

k' R' С 
(5 . 2 . 3) Mn\(q'0, q'0) = 2 2 P'ij <(Уи, ~У) Q (Уц, dy), 

i=-2j=l J 
V 

és az (5. 2. 1) állítás most az (5. 1. 17) feltétel következménye. 

Kezdjünk most hozzá a £o valószínűségi változó megadásához. E célból 
elegendő megadnunk a £Ó, q'0, f/Ó, £ó, <Üó' valószínűségi változók együttes valószí-
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nűség-eloszlását az X'XY'XY'XX'X X' téren. Minthogy a <f0, r/'0, ij'0,?0 változók 
együttes eloszlását már megadtuk az 5. 1 pontban, elegendő megadnunk tetsző-
leges A' <E Sx halmazra a 

(5. 2.4) € i / ^ o = x , r i 0 = y, fio = j U o = *} 

feltételes valószínűségeket. Minthogy az if0 változók értékkészlete az 

y'ij ( i = - 2 , 7 = 1, 

diszkrét érték-összesség, azért az (5. 2. 4) kifejezést csupán y ' = y l j esetében vizsgál-
hatjuk. Legyen mármost 

(5. 2. 5) 
P'ihtÁIZ0 = x, По=Уц. По^У, £o=*} = 

1, x i€Â' , h a / ( = 1 , 2 , 

0, x\$Â', a ly=l,2, ...,R\ 

továbbá 

(5.2.6) 
P'(tó^Af0=x, ri0=y0J, fio =У, = = 

Р'{ит,ЫР1Л = х} ( 7 = 1 , ...,R 'o), 
ahol az egyenlőség jobb oldalán álló feltételes valószínűséget a tétel V. feltételében 
felhasznált (/ ' , d ) pár együttes eloszlása alapján számítjuk ki, az /•] halmazt pedig 
a (4. 1. 1) egyenlőség definiálja. Végezetül írjuk a következőt: 

( 5 2 ^UÂ[Ç0 = x,ri0=y-1j,ri0=y,Ço:=x} = 

F{Um = x} (y = 1, ..., R'-i) . 
Ami a 

P'{£ó € i / í o = По = y - 2 j , i/o = T, ío = *} ( . / = ! , • • • , 2) 

feltételes valószínűségeket illeti, megadásuk módja lényegtelen, minthogy az (5. 2. 2) 
és (5. 1. 14) egyenlőségek azt mutatják, hogy 

(5.2.8) P > { n o = y _ 2 J } = 0 ( y = l , ...,P<_2). 

Tanulmányozzuk most a éó' változó tulajdonságait. Mindenekelőtt igazoljuk a 
4. feltételt, amely az e valószínűségű eseménytől eltekintve pontos közlemény-
átvitel definíciójában szerepel. E célból vegyük észre (5. 2. 5)-ből kiindulva, hogy 

(5.2.9) p'{l() = xilrlo=yij}=í 0 = 1 , ...,Kl;j= 1 , . . . ,R\) . 

Továbbá (5. 1. 25)-ből következik, hogy 

(5. 2. 10) P'{tо = xjn0 =ytj} о Ç Aij/rio =y,j}. 

(5. 1. 23) felhasználásával (5. 2. 9) és (5. 2. 10)-ből levezethető, hogy 

(5.2. 11) P'{lo^íóltlo=yij}^í-Q'(yij^ij) 0 ' = L - , Kl\j=l, ..., R\). 
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(5. 2. 11) és (5. 2. 8)-ból mármost következik, hogy 
K' R' 

Щo^lo}^ í Í~P,{rl0=yi])[\-Q'(yij,Ai])] + 
i= 1 j= 1 

<5.2.12) 
R' R' 

+ 2 F'{io —yoj) + 2Р{по=у-иЬ 

j=1 J=1 

(5. 2. 2) és (5. 1. 14)-ből következik, hogy (5. 2. 12) maga után vonja a 

(5. 2. 13) P\lо * ló} S I 1 ^ . [ 1 - Q (yu, Atj)] + çS + 1 
i= 1 j= 1 

egyenló'tlenséget. 
Az (5. 1. 16) egyenlőtlenség azt fejezi ki, hogy elegendően nagy t értékekre az 

(5.2. 13) egyenlőtlenség jobb oldalán álló kettős összeg nem lépi túl a ô számot. 
(5. 1. 5)-ből és a (4. 1. 2) definícióból következik, hogy 

(5.2.14) Й = 

Minthogy a (£', £') párok sorozata információ-stabilis, az (5. 2. 14) egyenlőség jobb 
oldala zérushoz tart, ha í — vagyis elegendően nagy t-kre a q'0 számra fennáll: 
q ó ^ ó . Végül (5. 1.5) és (4. 1. 6) azt fejezik ki, hogy 

(5.2.15) = 

és azért minden elegendően nagy t-re Tehát (5.2. 13) azt mutatja, hogy 
minden elegendően nagy t-re 

(5.2.16) />'{£„ g £, 

amiből következik, hogy a számunkra szükséges 4. feltétel minden elegendően nagy 
t-re teljesül. 

Igazoljuk most a 2. feltétel teljesülését; e feltétel abból áll, hogy a <f0, £6' pár 
minden elegendően nagy t-re tegyen eleget {IV'} reprodukálás-pontossági feltétel-
nek. Ki akarjuk számítani az Mg'fÇ0 , ló) várható értéket. (5. 2. 5) és (5. 1. 21)-ből 
következik, hogy а р \ 0 = р $ mérték szerint majdnem mindenütt fennáll a következő 
feltételes valószínűségre: 

P,{h = xi,q0=yijlU = x}=P'{'lo=yijKo^x} = s'lj(x) 

(i = l 

Továbbá, tetszőleges A'ÇS'x halmazra a p\a=p\ mérték szerint majdnem mindenütt 
fennáll a következő összefüggés: 

(5. 2.18) P'{U € Ä, no =y0Jltо = *} = Шо € АЦ0 = x, q0 =y0j}P'{n0 =УоДо = x}. 

(5. 1.21)-ből következik, hogy majdnem minden x-re 

(5. 2.19) P'ino =y0j^0 = x}=s'0j(x). 

í 
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(5. 2. 6), (5. 2. 18) és (5. 2. 19)-ből mármost levezethető, hogy majdnem minden x-re 

(5 .2 .20) p ' f a ó e i , Г ] о = у 0 Д 0 = х } = Р Ч Н А / ( ^ b i F > , 

Felhasználva (5. 1. 7)-et és a ( 4 . 1 . 2 ) definíciót, (5. 2. 20)-ból azt kapjuk, hogy 
majdnem minden v-re 

«0 _ 
2 P'faó € Л, >70 =у0Д0 = x} = 

j = I 

(5 .2 .21) = P ' f a € Л / f a , I ) <£ Fs = x}P'{fa, l) $ = x} = 

= P ' { f a € Á ) n f a , b i F ^ = x } . 

Végül, (5. 2. 20) analogonjaként, (5. 2. 7)-ből levezethető, hogy a mérték 
szerint majdnem mindenütt 

(5. 2. 22) P ' f a ó € Я i/o = J - i . y / É o - x } = P < { í € i f a = ,,Дх).< 

Számítsuk most ki a következő várható értéket: 

Kl R' Г 
(5 .2 .23) M ß j f a 0 J ó ) = 2 2 tf(«o,fó)P(d»). 

i=-2j=l J 

(5. 2. 17)-ből következik, hogy 

I ejfao ,h)P(d&)= \(>№,5с^\,{х)р\(с1х) 
(5 .2 .24) Kfa)=»L} * 

( í = l , ...,K'-J= 1, 

Továbbá, (5. 2. 21)-ből adódik, hogy 

(5 .2 .25) 2 J вШо ,h)Hdä>)= J Й ( х , x)p'^(dx, dk). 

{u„(ó) = )>0j} X'xX'\F'ä 

Végül (5. 2. 22)-ből következik, hogy 

(5 .2 .26) J e í fao M)P(tö)= $ sLvWbix.xypfödx.dQ 
{^(ш) = / - и } X'xX' 

Figyelembe véve (5. 2. 23), (5. 2. 24), (5. 2. 25), (5. 2. 26)-ot, valamint azt a z 
(5. 2. 8)-ból következő tényt, hogy (5. 2. 23) i = — 2-nek megfelelő összeadandói 
zérussal egyenlők, s figyelembe véve (5. 1. 7)-et is, nyerjük: 

4 r 
M e № o . £ ó ) = 2 I d ( x M ( x , x j p ' f d x ) + 

i= 1 jr, 

( 5 - 2 - 2 7 ) ff - - ff 
+ Л QÍ{x, x)Py(dx, dx) + I I [1 - Q'(x)]o'k(x, X)p'a(dx, dx). 

X1 x X'\F'Ö X' x X' 
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Összehasonlítva az (5. 2. 27) összeget a (4. 1. 7') összeggel, látjuk, hogy a következő 
különbséget kell még becsülnünk: 

j j [1 - QfxMix, k)p\4(dx, dx)-[ 1 - Q']Me'k(C, 0 = 
X'xX' 

(5 .2 .28) 
= JJ [1 - Ö ' M M U , *) - Meí(C, í)]p\i(dx, dk). 

X'xX' 

(Itt figyelembe vettük Q' definícióját; 1. (4. 1. 6)-ot.) 
E célból fel fogjuk használni a következő általános egyenlőtlenséget: tetszés 

szerinti, (z, Sz) mérhető téren értelmezett /;(•) mérték és tetszőleges mérhető r/.(z) 
és 0 s / ( z ) 5 l függvények esetén ú > 0 - r a fennáll: 

(5 .2 .29) [ \ w ( z m z ) p ( d z ) \ + b ^ \ \ < p ( z ) \ " b p ( d z ) \ \f(z)p(dz)\. 
z z z 

Az (5 .2 .29) egyenlőtlenség az |х |1 + ,> függvény konvex voltának következménye. 
Alkalmazva (5. 2. 29)-et, látjuk, hogy 

I j j j 1 - Q'(x)U(x, x)p\f dx, dk) - [1 - Q']Me№, b\ S 
X'xX' 

I l [1 - Q'(x)]\o'k(x, к) - Мо[(Л, Qlp'd(dx, dk)\ 
X'xX' 

(5 .2 .30) 

JJ |ei(*. x) -MQÜC, Q|l + bp'ü(dx, dk)]l+" X 
X'xX' 

ТТь - L . Л-
x [ J j [ 1 - 6 ' ( x ) ] p g ( d x , dxkp +h ^[c<y + 6[1 - Q'Y+b. 

X'xX' 

Az (1. 7. 12) és (4. 1. 6) feltételek azt mutatják, hogy az (5. 2. 30) egyenlőtlen-
ség jobb oldalán álló kifejezés zérushoz tart, ha t — Ebből következik, hogy min-
den elegendően nagy /-re az (5. 2. 28) különbség abszolút értékben nem fogja túl-
lépni a <5 számot. Alkalmazva a közleményekre vonatkozó alapiemma (4. 1. 7') 
állítását és az (5. 1. 1) feltételt, látjuk, hogy minden elegendően nagy /-re fennáll a 
következő vektorra: 

(5 .2 .31) {Mq \ (Co , l ó ) , ... , l , 

amit bizonyítanunk kellett, hogy igazoljuk a 2. feltételt. Ezzel be is fejeztük az 1. 
tétel bizonyítását. 
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5. 3. A 2. tétel bizonyítása 

Tekintettel arra, hogy a 2. tétel mindhárom állítása — А, В és С —- analóg 
meggondolások segítségével bizonyítható, ez állítások közül csupán az utolsó bizo-
nyítását közöljük. Jelöljük у >0-val a következő határértéket (1. (1.7. 4)-et): 

(5.3. 1) 7 = 1 
H'(W) 

• £ ü - с и п 

А VI., illetve VII. feltételek azt mutatják, hogy megválasztható egy e > 0 s z á m úgy, 
hogy eS<5 legyen (ahol ô a ÍV', V' feltételekben szerepelő S), és hogy minden elegen-
dően nagy t-re fennálljon v 

(5. 3.2) 

es 

(5 .3 .3) 

H'(W) 

C'(Q, V_e) 

- 1 

- 1 

:0C, 

C'(Q, V) 

ahol a-t oly kicsinyre választottuk, hogy fennálljon 

1 —a 
(5 .3 .4) 

1 + a 
1 - y . 

Akkor (5. 3. l)-ből következik, hogy ilyen e mellett 

•— H4W ) 
(5 .3 .5 ) lim " Л Л < 1 . 

C'(Q,V.e) 

(5. 3. 2)-ből és az I. feltételből az is következik, hogy 

(5.3.6) lim Я ' (Ж_ Е ) = °о. 

Az (5. 3. 6), (5. 3. 5) és IV', V' feltételek azt fejezik ki, hogy a {WLe} közlemény-
sorozatra és a {Q', VL e j átviteli berendezés-sorozatra teljesülnek a már bebizonyí-

g 

tott 1. tétel összes feltételei. Következésképp, alkalmazva ezt a tételt (e helyett - - t 

írva) és figyelembe véve, hogy a [ [ fF]_ c L halmazra fennáll [ [ I f j - J E c: W vala-
mint, hogy [[V]. : V, megkapjuk a minket érdeklő 2. tételt. 

5. 4. A 3. tétel bizonyítása. Az alapiemmák élesítése 

Ennek a tételnek a bizonyítása szükségessé teszi, hogy kissé élesítsük a közle-
ményekre és átviteli berendezésekre vonatkozó alapiemmák eredményeit — egyéb-
ként majdnem semmit se változtatva bizonyításaik menetén. Mindenekelőtt fogal-
mazzuk meg a közleményekre vonatkozó alapiemma következő általánosítását. 
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É L E S Í T E T T L E M M A A K Ö Z L E M É N Y E K R Ő L . Tegyük fel, hogy a közleményekre vonat-
kozó alapiemma (4. §) feltételein kívül teljesül a 3. tétel VIII. feltétele is. Akkor az 
x\ pontok és q'(x) függvények megválaszthatok úgy, hogy a lemma I. és III. állításai 
mellett teljesüljenek még a következő állítások is. 

1Г. tetszőleges a>0-ra 

(4 .1 .6 ' ) l im[ l — Q'](v')a = 0. 
Г-.00 

IV. minden t^T, i=l, ..., K[, x ' f X ' és k = 1, ..., M'-re 

(5. 4. 1) f |<?Цх, xj) - MQ\(A, Â)\q\(x)p\(dx) S \ q\(x)p\(dx). 
X' 1000 X' 

V. minden olyan t^T, к = 1, ..., M'-re és minden i = 1, ...,K[-re, amelyekre 
fennáll 

(5 .4 .2) q\= \q\(x)p\(dx)>Q, 
x• 

igaz a következő egyenlőtlenség: 

(5. 4. 3) \ Ш х \ Xi) - MqUA, b \ p \ ( d x ) s 2 ^ " Ч > П . 
x* 

Ennek az állításnak a bizonyításához a 4. §-beli konstrukción csupán a következő 
- £ 

változtatásokat kellelvégeznünk. Írjunk a rövidség kedvéért s = ^ ^ -et. A 4.4. 

pont tárgyalását úgy módosítjuk, hogy bevezetünk egy 0 tetszőleges konstansot. 
Uk-val fogjuk jelölni az (x, x) pontoknak azt a halmazát, melyekben x olyan, 
hogy fennáll: 

(5.4. 4) | ' |p t(x, x) - Мвк(А, b \Qi idx) > 0. 
x 

Megjegyezzük, hogy mivel (1 .7 . 23)-ból következik 

(5. 4. 5) | [ j'|0Jt(x, ~x)-Mok{f b\Pi{dx)Yb
Pi(dx)^ê, 

x x 

azért a Csebisev-egyenlőtlenség szerint 

(5-4-6) 

Felhasználva most a BE halmazt, amelyet a Vi l id , feltételben vezettünk be, vezessük 
be — eltérően attól, ahogy azt a 4. 4 pontban tettük — a következő halmazt : 

(4. 4 .4 ' ) G = (Z»! U ... U DM) U (Uí U ..'. U UM) U (XX X\BJ П F. 

А (4. 4. 5) egyenlőtlenséget most az (5. 4. 6) és (4. 4. 2)-ből levezetett következő 
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egyenlőtlenség fogja helyettesíteni: 

<4.4. 5') p f , ( G ) + -/>«№)]. 

А (4.4. 6) egyenlőtlenséget a következő egyenlőtlenség fogja helyettesíteni: 

i j 18k(x, x)-MQk(f, l)\pf(dx, dx)^ 
(4. 4. 60 

A további konstrukciókat változatlanul hagyjuk, csupán a (4. 4. 11) egyenlőtlenséget 
kell kicserélni a 

r Mr Mr 
(4 .4 .110 j (r(x) - r(x))/ó№-) - -jpr+h + + [ 1 ~Pf(B-r) ] 

-vei, és a (4. 4. 29) egyenlőtlenséget 

v 4> Mc Mc 
(4 .4 .290 MQ(œ)^( l - 2 y ) l - 2 

Ky2 ßl+b gi+b 

-vei. A 4. 5 pont konstrukcióit változatlanul hagyjuk. 
A 4. 6 pontot illetőleg a (4. 6. 1) definíciókat a következőképpen választjuk meg, 

ill. egészítjük ki: 

(4 .6 .10 6 ' = 2 10°, /?' = m i n U 2 0°, [1 - p ' f i B i ) } 2 J . 

Akkor az (1 .7 .5) és (1 .7 .24) feltételekből az fog következni, hogy elegendően 
nagy t-k re 

M'c' -HC<W)—-
(5.4.7) . gs 2 5 0 0 . 

(9<У+Ь 

Figyelembe véve azokat a meggondolásokat, amelyeket a 4. 6 pontban a (4. 6. 3) 
egyenlőtlenség levezetéséhez felhasználtunk, figyelembe véve továbbá kiegészítőlég 
(5. 4. 7) és (4. 6. 10-t, levezethetjük (4. 4. 290-ből a következő (4. 6. 30 egyenlőtlen-
séget, amely fenn fog állni minden elegendően nagy r-re: 

( 4 .6 .30 MQ'(â))sz \~<p\, 

ahol 

(5.4.8) cp\ = 2 1000 + [ 1 - f | í № ) ] + [ 1 - / { | № ) ] 2 M'c\ 

Az (1. 7. 5), (1. 7. 27) és (1. 7. 31) feltételekből következik, hogy tetszőleges a > 0 - r a 

(5 .4 .9) lim (pKv'Y^O. 
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A (4. 6. 4), (4.6.5), (4. 6. 6), (4. 6. 7) egyenlőségek levezetésében felhasznált meg-
gondolások nem változnak meg. Csupán a (4. 6. 8) egyenlőtlenség levezetésében kell 
(4. 4. 6) helyett ennek az egyenlőtlenségnek új, (4. 4. 6') variánsát felhasználni, és 
ennek következtében (4. 6. 8)-at a 

ei(.x, ~x)p\4(dx, dx) - [Q4œ) - Q' (ш)] МвЦ£, {) | ^ 

(4. 6, 8') t X F , : 

c'(M' +1) , ß'M'c' 

( ß ) (в'У+ь 

egyenlőtlenséggel helyettesíteni. Megjegyezzük, hogy (4. 6. 1), (4. 6. Г), és az (1. 7. 5) 
és (1 .7 .24) feltételekből következik, hogy elegendően nagy /-kre 

ß'M'c' -H'ov)— 
(5.4.10) P . g 2 5 0 ° ; 

( в ' У + ь 

a (4. 6. 10) 4. 6 pontbeli levezetésében felhasznált meggondolásokból, valamint 
(5. 4. 10)-ből és az (1. 7. 31) és (4. 6. l ')-ből folyó 

(5.4.11) lim ß'[l -p\4(Bf] = 0 
I E oo 

állításból következik, hogy minden elegendően nagy /-re 

(4. 6. 10') M\S' k (œ)-MQ ' k (C, b \ ^ ^ . 

(4. 6. 10')-ből következik (4. 6. 11), továbbá (4. 6. 12) is. A (4. 6. 14) egyenlőtlenség 
helyett most a következő fog állni 

(4. 6. 13') F ' { ô ( û > ) ë l - 4 ç > 8 a j . 

A (4. 6. 15) egyenlőtlenségek közül a második helyett a következő fog állni: 

(4 .6 .14 ' ) Q ' ( œ 0 ) ^ \ - 4 c p l 

A (4. 1. 6') feltétel (4. 6. 14') és (5. 4. 9)-ből következik. 
Igazoljuk most, hogy teljesülnek a közleményekre vonatkozó általánosított lemma 

IV. és V. állításai. E célból megjegyezzük, hogy a (4. 4. 13), (4.4.8), (4,4.7) és (4.4. 4') 
definíciók mutatják, hogy 

(5.4.12) q\(x,œ) = 0, ha (*, C,(ö>)) í 

Ezért (1. 7. 29) és (4. 6. 16)-ból következik, hogy ha ^j(.v')>0, akkor 

\Q'k(x\ ~x))- MQ'k(C,l)\^Á 

Ebből közvetlenül következik a keresett (5. 4. 1) egyenlőtlenség. Továbbá (5. 4. 12) 
analógiájára megállapítjuk, hogy 

(5.4.13) d ( * , ® ) = 0, ha (x, ( f ú j ) £ Uk, 

4 I I I . Osztály Közleményei XII /2 
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úgyhogy vagy ^{(x)=0, vagy pedig ((4. 6. l ')-nek megfelelően) teljesül az (5. 4. 3) 
egyenlőtlenség, amit bizonyítanunk kellett. 

Fogalmazzuk most meg FEINSTEIN átviteli berendezésekről szóló lemmájának 
következő általánosítását. 

FEINSTEIN ÉLESÍTETT LEMMÁJA. Tegyük fel, hogy teljesülnek Feinstein lemmájá-
nak összes feltételei, melyeket a 3. 1 pontban fogalmaztunk meg. Tegyük fel továbbá, 
hogy az M' szám olyan, hogy tetszőleges ő > 0 mellett 

(5.4.14) lim M ' • 2~ac<(ö. y i = 0 . 
»-» 00 

Tetszőleges к = 1, ..., M' mellett legyen adva а кд\}, / = 1, ..., L\,j= 1, ..., L\ (i Aj) 
nemnegatív számok olyan összessége, hogy minden / = I. .... L\ -re 

——счо V) 
(5.4.15) 2 *í?b = 2 1 0 0 legyen. 

Akkor az y\ pontokat és A\ halmazokat meg lehet úgy választani, hogy az /, II, III. 
állításokon kívül még a következő állítások is teljesüljenek : 

IV. tetszőleges t^T-re és tetszőleges / = 1 , . . . , L[-re 

(5.4.16) Q ' ( y i , A ^ \ - p ^ 'w (У>У) _ ! ; ^ ± ) _ 2-25oCt(ö'F) 

I & , ri) 6 
V. tetszőleges 5 = 1, ..., M' mellett és minden t ё T-re 

V L' 
(5.4.17) 2 

i= 1 j= 1 4 
Ennek az állításnak a bizonyításánál változatlanul megtartjuk a 3. 2—3. 8 pon-

tok minden meggondolásait, csupán a következő vonatkozásban egészítjük ki azokat. 
Megjegyezzük, hogy (3. 5. 16) és (3. 5. 5)-ből következik, hogy tetszőleges 

/ = 1, ..., L-re 

(5. 4. 18) MQ(Ucb), Ffü)) (F) — L • 2- c<ö.")( i-3 á ' : 

Továbbá megjegyezzük, hogy (3. 5. 4)-ből következik, hogy minden i és j-re 
(i+j) 

(5. 4. 19) MQ(Ci(m), Fj(â))* MQ(Ct(œ), Fíj(Z)). 

Hogy az (5. 4. 19) egyenlőtlenségnek értelme legyen, igazolnunk kell, hogy 
Ö(Cí(cü), FçjiZ,)) mérhető függvény lesz a Ö a-algebrára vonatkozólag. Ez a (3. 4. 2) 
függvény már bizonyított mérhetőségéből következik, hogyha abba ® = G(œ) = 
= Lb(„,-ot helyettesítünk (1. (3 .5 .1 ) ) . Minthogy a C;(a3) és СДш) valószínűségi 
változók függetlenek, és mindegyiküknek pn(-) az eloszlása, azért 

(5. 4. 20) M6(i,(ô>), FC j ( c 5 ))= f \Q(yx, Fn(p4y,pn(dyu dy'f). 
Y Y 

(Szigorúan véve, még be kell bizonyítani azt is, hogy Q(yx, Fyi) az (yx, y2) változó-
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párnak az SYX SY er-algebrára vonatkozólag mérhető függvénye. Az erre vonatkozó 
meggondolást nem közöljük, minthogy az analogonja a 3. 4 pontban közölt meg-
gondolásnak.) Minthogy az rj,rj változókat a {Q, V} átviteli berendezés kapcsolja 
össze, azért (1. (1. 5. l)-et) 

(5- 4. 21) f Q(yt, Fy2)pfdyl)=p~(Fy2). 
Y 

Alkalmazva Fubini tételét és ezt a tényt, (5. 4. 20)-ból levezethető, hogy 

(5. 4.22) MQ ( f , , (m), F ^ ) = \pfFy)pn (dy). 
Y 

A (3. 2. 2) és (5. 4. 19) egyenlőtlenségekből a következő végső becslést vezethetjük 
le: 

(5 .4 .23) M Q ( C i ( ( ó ) , F j ( w ) ) ^ . 2 - c < e . n a - í ) . -

Ekkor (5. 4. 15)-ből következik, hogy tetszőleges k-ra 

(5. 4. 24) Л / | Д 1 k e , jQ(U&) , 

0 (t*j) J 

Most még kissé kiegészítjük a 3. 8 pont meggondolásait. E pont jelölései mellett 
(5. 4. 18) és (5. 4. 24) a következő alakra írhatók á t : 

(5 .4 . 25) MQ%(Ü), Ft(S>)) (F) — Ц • 2~ ( 1 " ^)C'(ö.v) 

és minden Jfc=l, ..., M'-re 

r L'c Lí _ V _L-coo KI 
(5 .4 .26) M 2 Z ^ j Q W ^ F m ^ L ^ ™ и ' . г - ^ - ^ н е - х ) . 

О и / ; ) J 

Az Le' szám és a ő szám meghatározásából következik, hogy minden elegendően 
nagy t-re 

L' • 2-c'«2'K>( 1 - 33) < 2 ~ 2ööc'<ö'K)
 ( 

(5. 4. 27) 

Ezért a (3. 8. 9), (5. 4. 25), (5. 4. 26) és (5. 4. 14) összefüggésekből levezethető, hogy 
létezik oly m'0 ÇQ' elemi esemény, hogy (3. 8. 10)-en kívül még a következő egyen-
lőtlenségek is teljesülnek, 

(5 .4 .28) Ô ' № o ) , P,(®o)) <-p\~(F)-2 \ 

és minden k = 1, ..., M'-re 
i} 

(5- 4. 29) i 2 kôhQ'UO, F}(á>0)) Ш Z . 
i=i j=i J 

(i*j) 
4* 
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Ha most 
y'i=№0), 

=F'i(ô/0), 

olyan pontok rendszerét kapjuk, amely eleget tesz FEINSTEIN élesített lemmája 
I—V. állításainak. 

5. 5. A 3. tétel bizonyítása. Az átvitel módszerének megkonstruálása 

Be fogjuk bizonyítani, hogy a 3. tétel (1. 7. 32) feltételéből következik annak 
Vil id , feltétele. E célból vezessük be a következő jelölést: 

(5. 5. 1) Л = min Pm 
i,n(y,y) 1 

2 _J_ \ 
, 2 1 0 0 Я ' ( Ж ) 

ЯП, rí) 

és a B\ halmaznak vegyük a következőt: 

(5. 5. 2) В< = {|в«(*, x) - MeKt, b\sJ'a,k=l,..., M'}. 

Ekkor az (1. 7. 29) feltétel konstrukciónk alapján igaz. Az (1. 7. 30) feltétel egyrészt 
abból következik, hogy az ( r f , rj') sorozat információ-stabilitása folytán 

i 
lim Pm Ял, rj) 

1 = 0 

— másrészt pedig az (5. 5. 1) definícióból. Hogy igazoljuk az (1. 7. 31) feltétel telje-
sülését, először is megjegyezzük, hogy (1. 7. l l ) -ből a Csebisev-féle egyenlőtlenség 
segítségével következik, hogy 

c'M' 
(5 .5 .3 ) 

az (5. 5. 1) definícióból pedig az következik, hogy 

(5 .5 .4) \-р'й(Вд)^с'М'р i'm (У- У) 
Я л , Ц) 

- 1 

1 + ь 
2 

+ с'М' • 2 
0(1+Ь) 

100 Я ' ( В О . 

Az (1. 7. 31) feltétel mármost (1. 7. 32), (1. 7. 12) és (1. 7. 5)-ből következik. Most 
megmutatjuk, hogy (1 .7 .28) és VJlla.-ból következik a VHIc. feltétel. E célból 
megjegyezzük, hogy (1. 7. 23)-ból és a Csebisev-féle egyenlőtlenségből következik, 
hogy tetszőleges k = 1, ..., M ' mellett 

(5. 5.5) p~c[ j' el (x, x) - M el (£, £)l1 + £P (dx) S 2ê'M') C' 
x* ~2Í'M' ~ 2Mr 

Ebből következik, hogy létezik egy olyan x + pont, amelyre 

(5 .5 .6) max \\e'k(x, x + ) - M e l ( Ç , b \ 1 + i P( .dx )^2ê 'M ' , 
k= 1 M' jjt 
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(1 .7 .24) és (1.7. 28)-ból következik, hogy i / s 2 c ' M < esetén fennáll az (1 .7 .27) 
egyenló'ség. 

Ennek a tételnek a bizonyításában megtartjuk az 5. 1 pont minden konstruk-
cióját; csak azokat a kiegészítéseket említjük meg külön, amelyeket hozzá kell fűzni 
az ott elvégzett konstrukciókhoz. Tegyük fel, hogy teljesülnek a 3. tétel feltételei. 
Annak analógiájára, ahogy az az 5. 1 pontban történt, kapjuk, hogy olyan ó-kra, 
melyek eleget tesznek az (5. 1. 1) feltételnek, teljesülnek, az 5 .4 pontban közölt, 
a közleményekre vonatkozó élesített lemma feltételei, ha azokban g-t <5-val helyette-
sitjük. Tekintsük most ebben az élesített lemmában bevezetett q\{x) és r'(x) függvé-
nyeket, és végezzük el velük ugyanazokat a konstrukciókat, amelyek az 5. 4 pontban 
szerepeltek. 

Áttérve a { Q V ' } átviteli berendezés-sorozat tanulmányozására, mindenekeló'tt 
megjegyezzük, hogy Feinstein végtelen kapacitású átviteli berendezésekre vonatkozó 
lemmájának állítása (1. a 3. 9 pontot) erősebb, mint Feinstein élesített lemmájának 
állítása (5. 4. pont). Ennek folytán — ugyanúgy okoskodva, mint az 5. 1 pontban 
is — észrevehetjük, hogy a 3. tétel feltételeinek teljesüléséből következik, hogy 
minden elegendően nagy t-re teljesül FEINSTEIN élesített lemmájának állítása. А р'и  
valószínűségek általunk használt kettős számozásának megfelelően e lemma (3. 1. 7) 
(5. 4. 16), (5. 4. 17) állításai (5. 1. 17) alakban, illetve a következő alakokban írhatók: 

(5 .5 .7 ) ö ' Ű o ^ o í S l - p J j ^ 

és 
K* R* K* R* с 

(5 .5.8) • 2 2 2 2 квшт&(Уц, 
;= -2 j'= 1 1= - 2 m = 1 j 

UJ)*0.m) 

(e-t újból ú-val helyettesítettük; a Q számok most négy indextől függenek). 
A ft, '/'o, ft, ft változók megkonstruálása ugyanúgy történik, mint az 5. 1 

pontban. A különbség csupán abból áll, hogy az pont, amelyet а р \у (т, A) 
átmenet-függvény megkonstruálásánál használtunk fel, nem választható meg tetsző-
legesen, hanem úgy, hogy fennálljon: 

(5. 5. 9) f IqI (x , x+)- MqKA, Â)\1+ip\(dx)^if. 
x• 

Egy ilyen megválasztás lehetősége az (1. 7. 26) feltételből következik. 

'w О', У)  
I(q, rj) - 1 

5. 6. A 3. tétel bizonyítása. A tétel feltételei teljesülésének igazolása 

Az a tény, hogy a ft, ft, ft, ft változók Markov-láncot képeznek, közvetlenül 
folyik magából a konstrukcióból. Àz a tény, hogy az ft, ft változókat a { Q V ' } 
átviteli berendezés kapcsolja össze, pontosan ugyanúgy bizonyítható, mint az 5^2 
pontban. A tétel bizonyításához igazolnunk kell, hogy elegendően nagy t-re a ft, ft 
változó-pár eleget tesz а {1Тг'} reprodukálás-pontossági feltételnek. Abból a 
tényből, hogy a ft, ft, ft, ft változók Markov-láncot képeznek, és az (5. 1.25), 



1 5 8 R. L. DOliRUSIN 

(5. 1. 23), (5. 1. 21) feltételekből levezethető, hogy a következő feltételes valószínű-
ségre majdnem mindenütt fennáll: 

(5 .6 .1) P'{l0 = x^0 = x} = 2 2 2 s'ij(x)Q'(yu,Alm) (1=1,..., Ki) 
i = — 2 j— 1 m = 1 

és (számításba véve, hogy definíció szerint x t_2 = x L í = xt
0 = x t

+) 
( 5 6 2 ) ^ ^ 

= 2 2 ' ( 2 2 yíj « б ' ( ж . A / 2 + ^ (*) QAyu, , J ) • 
i — — 2 j= l \l = —2 m— I / 

Rögzítsünk most valamilyen /c= 1, ..., M', számokat, és írjuk a rövidség kedvéért a 
következőt : 

5 .6 .3) eí (x, x) = gl (x, x) - M el (£,£)• 

(5. 1. 18)-ból most levezethető, hogy a következő várható értékre fennáll: 

K* R* С К* R* 
м т о , h ) = 2 2 2 2 tfOyHJ I ' + 

i=-2 J = 1 (í=l m = 1 / t 
Г 0 R', 

2 2 
= - 2 m=l 

(5 .6 .4) + 2 2Q'(yij,Alm) + Q ' ( y i j , X \ \ J A lm 
l, m 

QÍ(x, x + )s\j(x)p\(dx)\. 

Foglalkozzunk most az (5. 6. 4) összeg egyes részeinek tanulmányozásával. 
Rögzítsük az / = 1 , ..., K'ö; j= 1, .... R\ indexeket, és jegyezzük meg, hogy 

Rá R'l Г 
2 2 Q'(yij> Aim) I Qk(x, kl)s'ij(x)pl(dx) = 

(5. 6. 5) = | Ql(x, х,)5'и(х)р^х) + [1 - й'(уи,Аи)] j Q[(x, x M j W p i ï d x ) + 

+ 2 2 Q'(yij > Alm) x M j W p K d x ) . 

1 = 1 N1=1 X t 

(l,m)ï(ij) 

Az (5. 1. 7) definícióból következik, hogy 

R' 
2 I \Q,

k(x,xf)st
ij(x)p\(dxi^ 

j=1 it 
(5. 6. 6) 

f|Ql(x, x f ) - Mg'k(f, b\q\(x)p\(dx). 
x' 
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Ezért (5. 4. 1) és (5. 5. 7)-ből következik, hogy az (5. 6. 5) egyenlőtlenség jobb olda-
lán szereplő második tagok összegének abszolút értékére fennáll: 

2 2 [1 - Ö'OV Aij)] f Qlix, xt)s\j(x)p\(dx) 
i=l j= i i. 

(5. 6. 7) 

ö 
1000 

Pm 
>т(У,У) 

Hn, n) 
'i(dx). 

A tétel (1 .7 .30) feltételéből, valamint abból, hogy 2 ч\(х) — 1, következik, hogy 
í= í 

az (5. 6. 7) egyenlőtlenség jobb oldala 0-hoz tart, ha Ezért minden elegendően 
nagy f-re 

(5. 6. 8) 2 2 П - Q'ijij, Atj)] \QI(X, 2)p\(dx) 
i=l j= 1 i-t 

Hogy becslést adjunk a harmadik összeadandókra (5. 6. 5)-ben, először is jegyezzük 
meg, hogy (5. 4. 3), (5. 1. 7) és (4. 1. 5)-ből következik, hogy tetszőleges / = 1, ..., K'a-re 
és elegendően nagy í-kre 

2 2 ) lëfcC-лг, ~XMM)PWx)= 2 í Шх,хд\ч\(*Ш<Ьс)* 
i=-2 j=\ xt i— — 2 vt 

(5 6. 9) 

^ i 1 й ( x , x , ) \ p \ ( d x ) ^ 2 " 
-H'(W) 

Legyen most 

(5. 6. 10) 
\qI(X, AMsljWplidx), /=!,..., AJ 

kQij'.lm — 
0 / = - 2 , - 1 , 0 . 

Az így definiált кд\уЛт állandókra teljesül Feinstein élesített lemmájának (5.4 . 15) 
feltétele. Felhasználva e lemma állítását ((5. 5. 8) alakjában) levezethető, hogy minden 
elegendően nagy f-re 

К' RÍ KÍ R' 
(5.6. i l ) 2 2 2 2 Q'iy-ф A,J \ж*, x,)\AjWtídx)* 

i= -2, j=l , /=l ,m=l 
U,j)*(l,m) 

Megjegyezzük, hogy (5. 1. 7)-ből következik, hogy 

(5. 6. 12) 2 \ Qtk(x,xl)sUx)ptAdx)= I ~в'к(х, Ai)qi(x)pUdx). 
j= 1 
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Ezért (5. 6. 5), (5. 6. 8), (5. 6. 11) és (5. 6. 12)-ből következik, hogy minden elegen-
dően nagy t-re: 

R'ó Ri Rl 

(5. 6.13) 

2 2 2 ZQ'(yij,Alm) I eL(x,xl)s'ij{x)p\(dx) = 
i = — 2 j= 1 /=1 m= 1 jlt 

= 2 ~xj)qi{x)p\{dx) + ~00'k, 1 = 1 / -i 

ahol |0{| ^ 1. Vizsgáljuk most az (5. 6. 4) összeg második tagját. E célból megjegyez-
zük, hogy / = 1 , ..., AJ-re 

(5.6.14) 2 2 Q'iyij'AJ + O'iyij^WJAiJsl-Q'iyij^ij). 
1= - 2 m = 1 Lm 

(5. 5. 7) és (5. 5. 9)-ből mármost azt kapjuk, hogy 

I 2 2 Г 2 2 в'(Уи> Alm) + Q'iPij, x \ U A,J 
| i=l j= 1 U=-2 m= 1 

m V1 /fa, ~r\) 

(5. 6.15) 

- 1 

/ f a , Ü 

I . ) e i f a , .i+)fj(x)Pí(dx) 
'.»' J x> 

J i=l1=1 / 

P'm 
'm (k, J') _ j 
/ f a , i?) 

1 + o - T Ü Ü ™ * 
6 ^ 

.fa')1 

A tétel (1. 7. 4) és (1. 7. 27) feltételeiből következik, hogy az (5. 6. 15) egyenlőtlen-
ség jobb oldala zérushoz tart, ha / — és ezért minden elegendően nagy /-re 

(5. 6. 16) 

Rti 
2 2 

i = l J = 1 
2 2 в'(уи, ótím) + ß ' ( j 0 - , Â \ и Alm) í= - 2 m=l 

X 

x f ä f a , 
2 
6 ' 

Hogy becslést adhassunk az utolsó fennmaradt tagokra, vegyük észre először is, hogy 
mindig fennáll 

(5. 6.17) 2 2 <2'(у„,А1т)+<2Чуи,~Х'\{]А1т)^1, 
l = — 2 m = 1 l,m 
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és hogy ezért (5. 1.7) és (5. 1. 10)-ből következik, hogy 

2 2 
i = — 2 j= 1 

2 2 Q' (У и ,Alm) + Q (yu, A'\ U A, J 
1= — 2 m= í l.m 

x 

(5. 6. 18) 

X F \ő'k(x, x+)\s\j(x)pl(dx)^ 
X' 

;=-2 j = i 

= J [ ( l - Ô ' W + ^ ( х ) ] | й ( х , Х + ) | ^ ( 5 х ) . 
xt 

A közleményekre vonatkozó élesített lemma (4 .1 .6 ' ) állításából és a (4 .1 .2 ) 
definícióból következik, hogy tetszőleges a > 0 mellett 

(5. 6. 19) |'[(1 - &(х) + г1(х)]р\(0х)=р\% 
/ « (x , x) 

/ И , О 

(5. 6. 19)-ből, a tétel (1. 7. 27) feltételéből és (5. 5. 9)-ből kapjuk, ha alkalmazzuk 
(5. 2. 29)-et, hogy 

(5. 6. 20) lim I [1 -<2Чх) + г'0(х)]Жх, х+ ) |р | ( ( /х) = 0. 
«— X' 

(5. 6. 20) és (5. 6. 18)-ból következik mármost, hogy minden elegendően nagy t-re 

X 2 2 
i = — 2 j= 1 

2 2 ОЧУФ aIJ + Q'(yu, U 24,,m) 
í = - 2 m = 1 

(5. 6.21) 

X \\Qt
k(x,x+)\st

ij(x)pl(dx) 

Egybevetve az (5. 6. 4), (5. 6. 5), (5. 6. 8), (5. 6. 11), (5. 6. 16) és (5. 6. 21) összefüggé-
seket, azt kapjuk, hogy minden elegendően nagy t-re 

(5. 6.22) 
x' Rí "á "i A 

m ( t o , Z o ) - 2 . 2 J x,.)jL(x)p|(í/x) S <5. 
i=l 2=1 

Felhasználva (5. 1. 7)-et, az (5. 6. 22) egyenlőtlenség a következő alakra írható át : 

(5. 6. 23) 
К 

м т о , Éo) - 2 í Й(* . ~xßqi(x)pl(dx) 
i=l jft 

\ö. 

Megjegyezzük, hogy alkalmazva az (5. 2. 29) általános egyenlőtlenséget a p\\(dx, dx) 
mértékre é s / (x , x)-nek az A'dSxX S'x halmaz indikátor-függvényét véve, (1. 7. 11)-
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bői levezethető, hogy 

(5. 6. 24) I f f й(дс, k)p\4(dx, dk) ={Р\4(Л)У+Ь (с'У+Ь• 
l a 

Alkalmazva az (5. 6. 24) képletet és figyelembe véve a tétel (1. 7. 25) feltételét, kap juk , 

(5. 6.26) 

(5 .6 .25) lim II Q1
k(x,k)p\4(dx,dx) = 0. 

Ezért a közleményekre vonatkozó lemma (4. 1. 7) állításából és abból, hogy 

f- -
S'k= Z I Q,

k(x,xl)q\(x)p't(dx) + 
i= í уt 

+ j j eí (x, xí)P\í (dx, dk) 4- MqI ({, {), 
X< X X'\FÖ 

következik, hogy minden elegendően nagy t-re a következő vektorra fennáll : 

к' 
Z jViU, хдЧ\(х)р'^х) + Мв\(С, {), ... 

\l= 1 у, 
(5. 6.27) 

к' 
- , Z I вм(х, ki)qi(x)p'4(dx) + М8м(С, Q )€[W]». 

i— 1 x' 

(5. 6. 27) és (5. 6. 22)-ből következik végül, hogy minden elegendően nagy t-re a 
következő vektorra fennáll 

(5. 6. 28) [M Q \ (Co, <fo), - , MQ'm(CO, Ô , ) )€ [ ÎF 'L , 

ez azonban azonos a 3. tétel állításával. 

6. §. MEMÓRIA NÉLKÜLI ÁTVITELI BERENDEZÉS ÉS FÜGGETLEN 
K O M P O N E N S Ü KÖZLEMÉNYEK 

6. 1. Független komponensű közlemények 

Tekintsünk egy független komponensű közleményt, amelyet az 1. 4 pont végén 
definiáltunk. Az ott bevezetett jelöléseket fogjuk használni. Mindenekelőt t bebizo-
nyítjuk a következő fontos állítást. Legyen a = ( Q , . . . ,{ , ) és = ( Q , . . . , <f() vál-
tozókból álló pár a független komponensű közlemények reprodukálás-pontossági 
feltételével összekapcsolva. Akkor fennáll 

(6 .1 .1 ) 
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A (6. 1. 1) állítást t-re vonatkozó indukcióval fogjuk bizonyítani. Tegyük fel, hogy 
már ismeretes a következő: 

(6 .1 .2) /<"ЧС, b ^ - ' z n ^ Q . 
i= 1 

Fel fogjuk használni a három változó információira vonatkozó azonosságot, amelyet 
a 2. 6 pontban bizonyítottunk be. Ennek megfelelően fennáll a következő azonosság:. 

/'(C, £) = / ( ( £ ' - S С,), OÍ' - 1 , CD) = 
(6 .1 .3 ) . . _ „ 

= / o r 1 , (Ci, С'"1 , c t ) ) + / ( c „ (С'-1 , С , ) ) - / « - Ч с , ) . 

Minthogy С'"1 és С függetlenek, azért (1. (1. 2. 4)-et) 

/ ( C ' - \ C , ) = 0. 

A 2. 5 pont eredményéből következik, hogy 

(6-1.4) _ _ i 
/ ( ^ ( C ' - L C , ) ) ^ , , « . ' 

Ezért (6. 1. 3)-ból adódik: 

(6. í . 5) / ' (c , ô ^ / o r 1 , с ' - 1 ) + / ( c „ с,). 

(1. 6. 2) és (6. 1. 5)-ből folyik a (6. 1. 1) állítás. 
Most megjegyezzük, hogy ha a (С, СО pár eleget tesz {И7'} reprodukálás-pon-

tossági feltételnek, akkor tetszőleges (Ct, Ck) pár is eleget tesz {И71} reprodukálás-
pontossági feltételnek, tehát 

(6 .1 .6) H £ k , Í k ) ^ H ( W l ) . 

(6. 1. 1) és (6. 1. 6)-ból következik, hogy 

(6 .1 .7) 

Másrészről, jelöljük pfá-val azon ( C E , C D változók együttes eloszlását, amelyek eleget 
tesznek {W1} reprodukálás-pontossági feltételnek, amellett fennáll rájuk 

(6 .1 .8) I U c , U ^ H ( W x ) + e. 

Legyen (CL CD olyan, hogy a 

(Ci, Ci) ( / = i , . . . , o 

párok kölcsönösen függetlenek és mindegyik eloszlása pfc. Akkor a ( C L C D válto-
zók eleget tesznek { W } reprodukálás-pontossági feltételnek. A (2 .9 .1 ) képlet-
ből következik, hogy 

(6 .1 .9) / (CLCD= Í / ( C „ C i ) = í / ( C e , C é ) s ^ ( f F 1 ) + £ ) ; 
k= 1 
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minthogy e > 0 tetszőlegesen kicsi, azért (6. 1. 7) és (6. 1. 9)-ből következik az (1. 4. 11) 
egyenlőség. 

Bizonyítsuk most be független komponensű közlemények sorozatának infor-
máció-stabilitását ? —oo esetén. E célból rögzítsük a véges információjú (£°, £°) 

változó-pár valamilyen p^o^o eloszlását, és tekintsük a t számú független (£°, ..., 

(£?> í?) pár összességét, ahol mindegyiknek az eloszlása /?ç0до. Legyen 

A (2. 9. 2) képlet szerint 

(6. 1.10) 'íoío— 2 G f l í ü Ct)-

Az /Vortdíj?, Cfc) összeadandók független, egyforma eloszlású valószínűségi változók, 
melyek várható értékeire fennáll: 

(6 .1.11) Л//фо(Д°,С£) = /(£°,С0). 

Ezt tekintetbe véve, alkalmazva a (6. 1. 10) sorozatra a nagy számok szokásos tör-
vényét, azt kapjuk, hogy minden elegendően nagy t-re és tetszőleges s=»0-ra 

(6.1. 12) l(0{0 (C°, 1°) - 1 
Я(£°, £°) 

Ezért a eloszlások sorozata megválasztható úgy, hogy ha 

c a , à ) ( * = i , . . . , o 

-vei jelöljük / számú olyan független változópár összességét, melyek mindegyikének 
p[„, az eloszlása, akkor a (((, ([) párok eleget tesznek IV1 reprodukálás-pontossági 
feltételnek (és ezért a 

párok eleget tesznek {И71} reprodukálás-pontossági feltételnek), úgyhogy 

és ezért 

(6 .1.13) /<(£, £ ) ~ Я ' ( Ж ) 

továbbá úgy, hogy tetszőleges e > 0 - r a 

/ « G , О 

/ g , ь 

(6. 1. 13) és (6. 1. 14)-ből következik, hogy tetszőleges e=-0-ra 

/fc tf, « 

(6. 1. 14) lim P ' - 1 

(t — °°)> 

= 0. 

(6. 1. 15) lim P 
Я'(1Г) 

- 1 ^0, 
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és ezért a ( f t £') változók sorozata eleget fog tenni azoknak a feltételeknek, melyeket 
a közlemény-sorozat információ-stabilitásának definíciójában felhasználtunk. 

Az 1. 7 pontnak azon állítása, hogy az (1. 7. 17) feltételek elegendők az 1. tétel 
V. feltételének teljesüléséhez, nyilvánvalóan következik a fentebb végzett konstruk-
ciókból. 

6. 2. Memória nélküli átviteli berendezés 

Egy memória nélküli átviteli berendezés tulajdonságainak vizsgálatához szük-
séges meggondolások sokban analogonjai a 6. 1 pontban felhasznált meggondolá-
soknak. 

Ennek folytán csak arra szorítkoztunk, ami lényeges változtatásokkal jár. 
Tekintsük az 

= és -rß = (C 1 , . . . ,Ä t ) 

változókból álló párt, amelyeket memória nélküli átviteli berendezés kapcsol össze 
(1. az 1 .5 pontot). Be akarjuk bizonyítani (1. (6. 1. l)-et), hogy 

(6 .2 .1) /<(4, 4 ) S 2 / ( f t , ft). 
k= 1 

Ugyanúgy, mint a (6. 1. 1) egyenlőtlenség esetében is, a bizonyítás teljes indukció 
segítségével fog történni. Legyen (6. 2. 1) már bizonyított t — l összeadandó esetére. 
(6. 1. 3)-mal analóg módon azt kapjuk, hogy 

(6. 2. 2) / ' (4, 4) = / ( 4 ' " 1 , (A„ 4 ' - l , f,)) + /(C„ (4'" CO) - / Ф , 4 '"1)-
A memória nélküli átviteli berendezés definíciója azt mutatja, hogy azon feltétel 
mellett, hogy az 4 ' " 1 , ( ' változók rögzítve vannak, az í j ' - 1 és A' változók függetlenek 
és hogy í j ' - 1 azon feltétel mellett vett feltételes eloszlása, hogy /7' - 1 és A' rögzítettek, 
csupán 17'-1 értékétől függ, A' értékétől azonban nem. Ebből következik, hogy az 
í j ' - 1 , 4 , _ 1 és ((„£,) változók Markov-láncot képeznek, és ezért a (2. 8.1) képlet azt 
adja, hogy 

(6 .2 .3) / ( í j ' - 1 , (At, 4 , - 1> Cr)) = ^(4( 1 4 ' " 1 ) . 

Továbbá hasonló okokból 

(6 .2 .4) / ( C r , ( 4 ' - ' , f t > ) = / ( f ,Ő-

Minthogy / ( f t 4 ' - 1 ) > 0 , azért (6 .2 .2) , ( 6 . 2 . 3 ) és (6. 2. 4)-ből következik, hogy 

(6 .2 .5) / ' ( 4 , 4 ) ^ / ' - 1 ( 4 , 4 ) + / ( C „ C , ) , 

ahonnan a (6.2. 1) egyenlőtlenség már következik. Ezt a meggondolást a diszkrét 
esetre részletesebben végigvezettük [8] munkánkban. 

A további konstrukciók, amelyek a kapacitásra vonatkozó (1. 5. 7) képlet leve-
zetéséhez szükségesek, a memória nélküli átviteli berendezés információ-stabilitásának 
a bizonyítása, valamint annak bizonyítása, hogy az (1 .7 . 14), (1 .7 . 15) feltételek 
elegendők az 1. tétel IV. feltételének teljesüléséhez, teljesen analogonjai a 6. 1 pont 
megfelelő konstrukcióinak. Épp ezért itt ezeket nem részletezzük. 
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