A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A SHANNON-FELE ALAPTETEL ALTALANOS
MEGFOGALMAZASA AZ INFORMACIOELMELETBEN (II)*

irta: R. L. DOBRUSIN

-

5.§. AZ ALAPTETELEK BIZONYITASA

5.1, Az 1. tétel bizonyitasa. Az atvitel modszerének megkonstrualasa

Tegyiik fel, hogy adva vannak {W'} kozlemények és {Q',V*} atviteli berende-
zések sorozatai, amelyekre az 1. tétel minden feltétele teljesiil. Rogzitsiik a ‘tétel
allitasaiban szerepl§ ¢ >0 szdmot. Valasszuk meg & >0-t igy, hogy fennalljon

&

(5.1.1) 5§§ ,

valamint |
I _

(5.1.2) lim (W) -9

<<
-=C(Q, V) 1+

(utobbi a tétel II. feltétele folytan lehetséges). Akkor a (3. 1. 3), (4. 1. 3) jelolései
mellett! fennall

(5.1.3) lim =2 =0.

A tétel 11. feltételébdl kovetkezik, hogy minden elegendGen nagy t-re a H'(W) entro-
piara fennall H'(W)<o. — A tétel 1, II1., V. feltételeibS]l kovetkezik marmost a
kozleményekre vonatkozé alaplemma feltételeinek teljesiilése (e-t d-val helyettesit-
jiik). Tekintsiik az ebben a lemmaban bevezetett gi(x) (i=1, ..., K}), r(x) fiiggvények
rendszerét, és segitségiikkel vezessiink be 1) — si;(x) — fiiggvényeket, amelyek
ugyancsak mérhetSk x'< X'-re vonatkozolag. Az i,j indexek a kovetkezd értékeket
fogjak felvenni:

i=—2,—1, 0,1,..,Kl;  j=1,..., R,

ahol a fiiggvények Osszes szama

K%
(5.1.4) > Ri=1IL;

i=—2

* Uszpehi Matematicseszkih Nauk XIV. (1959), vip. 6 (90) 3—104. — Jelen befejezé koz-
lemény az eredeti tanulmany 5—6. §-anak a forditasat, tovabba az irodalomjegyzéket tartaimazza.
A tanulmany I §-anak a forditasa az MTA IIL. Oszt. Kézl. X1/4 (1961) szamaban (427 —456. oldal),
a 2—4.§ forditasa ugyanezen folydirat XII/1 (1962) szamaban (51 —103. oldal) jelent meg.

1 Ha CYQ, V)= oo, akkor a (3.1.3) képlet, nem nyujt lehetdséget L; meghatarozasara.
Ilyen t-k esetére Li-t oly nagynak fogjuk valasztani, hogy fennalljon (5. 1. 3), és hogy a (Q°, V*}
csatornara L =L} mellett teljesiiljion FeINSTEIN 3. 9 pontbeli lemmajanak allitasa.
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az R! szamokat alabb fogjuk meghatarozni. Nevezetesen, irjuk a kovetkezdket (a
jeloléseket illetSleg 1. a 4. 1 pontot)

7= fqg(x)pg(dx) (i=1,..,K}),
Xt .

(5.1.5) qh = f r5(x) pk(dx),

xt
gt =1-0.
A (4. 1. 6) definiciobdl, valamint (4. 1. 4), (4. 1. 5)-b6l kovetkezik, hogy

. K
(5.1.6) 0=gi=1, > gt=1.
i=-1
Legyen most
eyt
. Rg=[1'2L—5]+1 (i=-1,01,..,K),

1 . .
Si](x)zﬁq:(x) (l=1a"'sK$;J:1’-"9RD9
: 1 .
(.1.7) D=5 (=1 R,

1 , y
S'—1j(x):RTI[1—‘Qt(x)] (J=1,...,RLy).
(5. 1. 6)-bdl kovetkezik, hogy

. K Kf; at t It K§ _ It
(5.1.8) > Ri= 3 | 5572 | +K5+2=50 2 gi+Ki+2=50
i=—1 i=-1 i=—1

+KE+2.

(5. 1. 3)-bél kovetkezik, hogy minden elegendGen nagy #-re (a kdvetkez6kben csak
ilyen ¢ értékeket fogunk tekinteni)
K&

(5.1.9) > Ri=L}.

i=—1

Ezért irhatjuk a kovetkezGket:

K!
RL,=L~ 3 Ri=L,
(5.1.10) o -
’ St_zj(x)EO ) (jzl,...,Rt._z).
Minthogy definicié szerint

RS —;’ i=-1,.., o,
5. 1.11) ;1 si;(x0)pe(dx) = {g (Z: ~2) ’
Xt

/

v
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azért (5. 1. 6)-bdl kovetkezik, hogy ha

(5.1.12) pi= [ st (x)pe(dx),

~ Xt

akkor a kovetkezd Osszegre fennall:

K§ R}
(5.1.13) > 2r=L
i=—2j=1
Tovabba az (5.1.7), (5. 1. 10) definiciokbol kovetkezik, hogy
1 _
R qi (i=—-1,...,K}
S
(5.1.14) P 0 (i=—2)

nem nagyobb, mint 2~ Az (5.1.13), (5. 1. 14) egyenlBségek azt mutatjak, hogy a

pi; valoszintiségek osszessege eleget tesz FEINSTEIN lemmaja (3. 1. 4), (3. 1. 5) (analog
modon (3.9. 1), (3. 9. 2)) feltételeinek. Eppen ebbdl a célbdl helyettesitettiik a gi(x)
fiiggvényeket az si;(x) fiiggvényekkel.

Tekintsitkk most a {Q', ¥'} atviteli berendezés-sorozatot. A tétel IV. feltétele
szerint létezik olyan (x', ) informacio-stabilis sorozat, amely eleget tesz az (1. 7. 7),
(1. 7. 8) feltételeknek. Az (1.7.7) feltétel — a :—:=1 megallapodas felhasznalasa-
val — azt mutatja, hogy minden elegendSen nagy z-re C'(Q, V)= =-bdl kovetkezik,
hogy I'(n, ) = . Minthogy az (v, #) parok sorozata informécio-stabilis, ez azt
jelenti, hogy minden elegend8en nagy r-re, melyre C‘(Q V)=-eo, a piy eloszlas szin-
gularis a p}, X p; eloszlasra vonatkozdlag. A tétel I és 11 feltetelebol kovetkezik, hogy

(5.1.15) lim C*(Q, V)_oo
t-—>oo

A{Q, vy soroza\tot bontsuk fel két részsorozatra gy, hogy az egyikre C'(Q, V') < e,
a masikra pedig C'(Q, V)=oc; a tétel 111. és 1V, feltételébdl azt kapjuk, hogy az
elsd sorozatra alkalmazhatd FEINSTEIN 3.1 pontbeli lemmaja, és hogy minden
elegendGen nagy r-re mindazon Aatviteli berendezésekre, amelyek a masodik rész-
sorozatban fordulnak €l8, alkalmazhatd FEINSTEIN 3. 9 pontbeli lemmaja. Ez utébbi-
nak allitasa erdsebb, mint a 3. 1 pontbeli lemmaé ((3. 9. 3)-bdl nyilvanvaldan kovet-
kezik a (3. 1. 6) egyenlGtlenség). Ezért allithatjuk, hogy minden elegendSen nagy #-re
teljesiil FEINSTEIN 3.1 pontbeli lemmdjanak allitasa. A p}; valdsziniliségek altalunk
most hasznalt kettds szamozasanak megfelelden, a (3. 1. 6) és (3. 1. 7) feltételeket a
kovetkez8 alakban irhatjuk (ismét d-val helyettesitjiik e-t):

t Rt

(5116) 2 ZleQ (yua ij)zl—é,

i==-2j=1

illetSleg

K% R Kt Rt
< ) P fnl(ywy)Q (Vij» d9), - Z’ Zpuf e (¥, DO (Vi dﬁ) €[V

i=-2j=1 o~ 1—— j=1

G117y 7
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Most hozzafoghatunk az atviteli modszer leirasahoz. Az 1. 7 pont elején adott
definicidnak megfelel8en olyan &, nh, i, & valdsziniiségi valtozokat kell konstru-
alnunk melyek értékei rendre az 0.¢ ’ L), (Y7, Sy, (Y7, Sh), (X7, S§() terekbe esnek,
“emellett Markov-lancot alkotnak. Ugy fogjuk tekinteni, hogy ezek a valtozok az
(Q, B, P) valoszinliségi mez8n vannak megadva. Ismeretes (1. [9]), hogy tetsz8leges
elére megadott kezdeti valosziniiségeloszlasok €s atmenet-fiiggvények esetén 1étezik
olyan Markov-lanc, amely ezekkel a kezdeti eloszlasokkal, illetve atmenet-fiiggvények-
kel rendelkezik. Kovetkezésképp a &, nh, nh, & valtozok megkonstrualasdhoz ele-
gend8 megadni a py(-) kezdeti valdsziniliség-eloszlast és a Pyy(-,), Pys(,) és
P%3(-,-) atmenet-fiiggvényeket. Az (X*, S%) téren megadott p% (-) kezdeti valdszinii-
ség-eloszlasként vegyiik a bemeneti kozlemények pi(-) eloszlasat (l. az 1. 4 pontot);
ekkor tetszSleges A4 € Sk-re

(5.1.18) Pl e A} =pi(A).

Tovabba, az x'€ X!, B'¢ Si-re definialt Py, (x, B) atmenet-fiiggvényt a kovetkezd
egyenl@ség segitségével hatarozzuk meg:

(5.1.19) Piy(x, B)= 2 s};(x).

¥5,EB

Ennek a fiiggvénynek x* szerint valé mérhetGsége az st;(x) fiiggvények mérhetGségeé-
bdl kdvetkezik. Az a tény, hogy rogzitett x* mellett ez valdsziniiségi mértéket ad,
abbdl koévetkezik, hogy az (5. 1.7), (5. 1. 10) és (4. 1. 5) definicidbknak megfelelGen
O=si;(x)=1 és

K5 R} K%,
(5.1.20) 2, 250= 2aE+r@+1-gwl=1.

(5. 1. 19)-b8l kovetkezik, hogy barmely yi; pontra és tetszGleges A€ Sy halmazra
fennall ‘

(5.1.21) PEo€ A, mo=yi5} = |51, (x)pE(d).
A

A Py, B) Atmenet-fiiggvénynek, amely y'€ YY, 1§‘ES§-re van értelmezve,
vegyiik egyszerfien a Q'(y, B) fiiggvényt, amelyet a {Q', V*} atviteli berendezés
megadasakor hasznaltunk fel:

(5.1.22) Pyi(y, BY=0'(y, B).

Ilyen definicié mellett a };’{710615/;10} feltételes valdszinfiségre 1 valosziniiséggel
fennall:

(5.1.23) P'{iio€ Blno} =0 (no, B).

Végezetill adjuk meg a PL (>, A~) Atmenet-filggvényt, ahol '€ 17‘, Z‘ES;:,.

E célbol adjuk meg tetszlegesen az X, € X pontot. Kiegészitve a kozleményekre
vonatkozé lemmaban kézolt konstrukciot, legyen most x5 =x'; =X_, =X*, . Végiil
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pedig legyen:

0, X¢Ad, _ i= -2, —1,..,K;
e ven, (270N
(5.1.24) P%”(j) /I)— 1, Xxicd, j=1, ..., R} ,
X 3 - - ~.
0, ¥ ¢4, FeU A,
1, xcA, g

Minthogy a FEINSTEIN-lemma Allitdsanak megfelelSen az A}; halmazok paron-
ként idegenek, az (5. 1. 24) definicid ellentmondasmentes. Az Aj; halmazok mérhe-
t3ségébdl kdvetkezik, hogy az (5. 1. 24) fiiggvény, mint )t fuggvénye, mérhets. Az,
hogy rogzitett 3* mellett ez valdszinliségi mérték, rogton kovetkezik a definiciobol..
(5. 1. 24)-b81 kozvetleniil folyik, hogy a kovetkez§ feltételes valdsziniségekre fennall:

(5.1.25) P =%} =1, fheal;, }

PEo=5%,0i0) =1, a4yl
19 ]

5.2. Az 1. tétel bizonyitisa. A tétel feltételei teljesiilésének igazolasa

Az g valoszinliségli eseménytdl eltekintve pontos atvitel definicidjanak megfele-
18en, amelyet az 1. 7 pont elején adtuk meg, meg kell most konstrudlnunk a &f
kiegészit$ valtozoét, s azutan igazolnunk kell az ott megfogalmazott 1—4. kovetel-
mények teljesiilését. Nekikezdve e program végrehajtasanak, elGszor is megjegyez-
ziik, hogy az 1. feltétel — amely abbdl all, hogy a &, nh, 15, & valtozok Markov-
lancot képeznek — a konstrukcid folytan kodzvetlenill teljesiil. Igazoljuk most a 3.
feltétel teljesiilését; ez a feltételb8l abbdl allott, hogy az nh, 7% valtozdkat a {QY, Vi}
atviteli berendezés kapcsolja Ossze. Az (5. 1. 23) Gsszefiiggés az (1. 5. 1) egyenl8ség-
nek a mi konkrét esetiinkre vald alkalmazasa, és ezért csak azt kell még igazolnunk,
hogy az (%, %) par eloszlasa olyan, hogy a kovetkezd vektorra fennall

(5 2 1) (Mntl ('70’ ﬁo), eres M”?v‘(ﬂo, ;IO)) E[V_I]JC [Vr]e-

Ezzel kapcsolatban jegyezziik meg, hogy (5. 1. 19)-bdl kovetkezik, hogy az ' valtozd
1 valészinfiséggel csupan az yi; értékeket veszi fel, és hogy (5. 1. 12) és (5. 1. 21)-
nek megfelelGen

(5.2.2) Plno=yy} = |st;(pi(dx)=pi;.
Xt
Az (5. 1. 23) egyenl&ség tehat azt mutatja, hogy tetszGleges k mellett
_om o i
(5.2.3) Mni(n’o,na)?ZZ_ lpi,fni(y,-,-,y)Q(yi,-,dy),,
i==2j=

)";t

és az (5. 2. 1) allitas most az (5. 1. 17) feltétel kdvetkezménye.

Kezdjiink most hozza a &3 valdsziniiségi valtozé megadasahoz. E célbdl
elegendd megadnunk a &, nh, 75, &, £¢' valoszinliségi valtozok egyiittes valdszi--
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niiség-eloszlasat az XX Y*'X YiX Xt X' téren. Minthogy a &, n}, 7%, fﬁ, valtozok
egyiittes eloszlasat mar megadtuk az 5.1 pontban, elegend6 megadnunk tetsz6-
leges A'¢ S halmazra a

(5.2.4) PEoe dlE=x,n0=, flo=F, & =5}
feltételes valdszinliségeket. Minthogy az nh valtozok értékkészlete az
Wi (=—=2,., K5 j=1, .., R,

diszkrét érték-osszesség, azért az (5. 2. 4) kifejezést csupan y* =y!; esetében vizsgal-
hatjuk. Legyen marmost

ﬁt{z(')é/f/fo:x, Ho="Yij» o=, 50=)~c}=

(5.2.5) 2{1, Fe A, ha <i=1,2,...,1<;>
0, x¢d, ji=12, .., R )

tovabba o

(5.2.6) P'{féeff/fo=x’ Ho=JYoj> o=, Eo:i}s

PUECAE OEFL E=x}  (j=1,..., RY),
ahol az egyenlc’z’ség jobb oldalan all6 feltételes valosziniiséget a tétel V. feltételében

felhasznalt (&, &) par egyiittes eloszlasa alapjan szamitjuk ki, az F} halmazt pedig
a (4. 1. 1) egyenl@ség definialja. Végezetiil irjuk a kovetkezdt:

F{E(’)Eg/éo:xa”o:)’—u,ﬁo:j}’ 20:56}: '

(5.2.7) -
P{Ec Ajé=x) (=1, ..., R)).

Ami a L
P!{f(/)EA/f():x, No=Y-2j ﬁO:‘j}’ 5():'%} (7= 1, ..., Rt—-2)

feltételes valoszinliségeket illeti, megadasuk modja l1ényegtelen, minthogy az (5. 2. 2)
és (5.1.14) egyenlGségek azt mutatjak, hogy

(5.2.98) : Pne=y_»;3=0  (j=1,...,R)).

Tanulméinyozzuk most a E{)‘ valtozo tulajdonsagait. Mindenekeldtt igazoljuk a
4. feltételt, amely az ¢ valosziniliségli eseménytSl -eltekintve pontos kozlemény-
atvitel definicidjaban szerepel. E céibol vegyiik észre (5. 2. 5)-bdl kiindulva, hogy

(5.2.9) Ple=Xno=y}=1  (=1,..Kij=1, ..., R).
Tovabba (5. 1. 25)-bsl kovetkezik, hogy
(5.2.10) i"{20=’?i/'10:yij} éﬁt{ﬁoeAij/qO:yij}‘

(5. 1. 23) felhasznélasaval (5. 2. 9) és (5. 2. 10)-bdl levezethetS, hogy
(5.2.11) P& =& o=y} =1— 0 ij» 4) (=1, e, K5 j=1, ..., RY.
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(5.2.11) és (5. 2. 8)-bol marmost kévetkezik, hogy

.~ K5 Ri

P'{fo ¢56}§ —21' ._IPI{"():yij}[l - Q' (yi» Aij)] +
(5.2.12) !

Ro L
+.Z;P{710=)’0j}+_211) {no=y_1}- g
Jj= . Jj=

(5.2.2) és (5. 1. 14)-b8] kovetkezik, hogy (5. 2. 12) maga utan vonja a

oo Ky R; o
(5.2.13) P&~} = 21 ,le':,-[l — Q' (yij» Al + 96 +49% 4

i=1j=

egyenlStlenséget.

Az (5. 1. 16) egyenlGtlenség azt fejezi ki, hogy elegend8en nagy ¢ értékekre az
(5. 2. 13) egyenlGtlenség jobb oldalan allé6 kettds 6sszeg nem Iépi tul a 6 szadmot.
(5. 1. 5)-b6l és a (4. 1. 2) definiciébdl kovetkezik, hogy

(5.2.14) 5= 1—ptz(Fy).

Minthogy a (&, f‘) parok sorozata informaciod-stabilis, az (5. 2. 14) egyenlSség jobb
.oldala zérushoz tart, ha f— oo, vagyis elegend8en nagy t-kre a g§ szamra fennall:
gé=0. Végil (5.1.5) és (4. 1. 6) azt fejezik ki, hogy

(5.2.15) : gi,=1-0'-0 (t — <o),

és azért minden elegend8en nagy r-re g, =4. Tehat (5. 2. 13) azt mutatja, hogy
minden elegendden nagy f-re

(5.2.16) . P&, =&} =e,

amibdl kovetkezik, hogy a szamunkra sziikséges 4. feltétel minden elegendSen nagy

r-re teljesil. - . .
Igazoljuk most a 2. feltétel teljesiilését; e feltétel abbol all, hogy a &, &' péar

minden elegendden nagy f-re tegyen eleget {W!} reprodukalas-pontossagi feltétel-

nek. Ki akarjuk szamitani az Mgi(&,, £6) varhato értéket. (5. 2. 5) és (5. 1. 21)-bdl
kovetkezik, hogy a p§, =pt mérték szerint majdnem mindeniitt fennall a kovetkezd
feltételes valoszin{iségre:

i)t EI:X‘I'" = i'é =X :j)t = i'é =X =s€.x
(5.2.17) (s o =Yilbo =} {no=y:jl&0=x} =si;(x)
(i=1,.... K5 j=1, ..., RY.

Tovabba, tetszGleges A€ S% halmazra a P, =pt mérték szerint majdnem mindeniitt
fennall a kovetkezd Osszefiiggés:

(5.2.18)  PHE € 4, no=yo,/E0=x}=P(E € 4[&o =, o =10} P (N0 =Yo;/E0 = X}.
(5. 1. 21)-b8l kovetkezik, hogy majdnem minden x-re

(5.2.19) 13‘{'70=y0j/§0:x}255j(x)'
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(5.2.6), (5.2.18) és (5. 2. 19)-b6]l marmost levezethetd, hogy majdnem minden x-re

(5.2.20) P{EG€ A, no=o,lt0=x}=P{EC AI(E, &) ¢ Fs, £ =x}sh;(x).
Felhasznalva (5.1.7)-et és a (4.1.2) definicidt, (5.2.20)-bdl azt kapjuk, hogy
majdnem minden x-re
Ry _ -
ngr{éf’)EA, 'Io=YOj/fo=x} =
(5.2.21) =P{EC A E4Fs, E=x}P{(E, O ¢ Fafl =x} =

=P{Ee AN, ¢ Folt=x}.
Végiil, (5.2.20) analogonjaként, (5.2.7)-bdl levezethets, hogy a p, mérték
szerint majdnem mindeniitt
(5.2.22) PUE €A, no=y_ jJEo=x}=P{EC AJE=x}s"y ;(x).
Szamitsuk most ki a kovetkezé varhaté értéket:
S ..
(5.2.23) Moo, 8)= 3 3 f 0(&o, &) P(ddD).
== J=
{nt(@)=vi;}

(5. 2. 17)-b8l kovetkezik, hogy

0G0, E)P(dd) = | o (x, %))st;(x)p}(dx)
(5.2.24) {ni &)=y} Xe
(=1,...,K5j=1,.., R).

Tovabba, (5.2. 21)-b6l adédik, hogy

Rg o - -
(5.2.25) i=21' f Qli (o, L) P(d)) = JJ 0k (x, X)pez (dx, dx).
{no(@ =yos} - Xtx RONFE
Végiil (5. 2. 22)-bSl kovetkezik, hogy
(5. 2.26) | dtt. &P@a)= || s1;000ix, Dptsldx, d)
{ni(&)=yL 1} Xt x Xt

(j=1,..., RLy).

Figyelembe véve (5.2.23), (5.2.24), (5.2.25), (5.2.26)-ot, valamint azt az
(5. 2. 8)-bdl kovetkezd tényt, hogy (5.2.23) i= —2-nek megfelel§ Gsszeadandoi
zérussal egyenldk, s figyelembe véve (5. 1. 7)-et is, nyerjiik:

=
e

Mo (&, E)= >

iS1 g

q1(x) 0k (x, X)pi(dx) +

(5.2.27) . . i
+ || dn Dpigax, dd + || 11— 0k, Dpig dx, ).

X‘x)?'\Ffs Xtx Xt
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Osszehasonlitva az (5. 2. 27) osszeget a (4. 1. 7’) 6sszeggel, latjuk, hogy a kovetkezd
kiilonbséget kell még becsiilniink:

I 11— 0 ek x, Hpts (dx, dF)—[1 — Q1 ML(E, &=

Xtx Xt

= | - oleitx, B — Mo, Hlpgs(dx, d).
Xtx Xt
(Itt figyelembe vettitkk Q' definicidjat; 1. (4. 1. 6)-ot.)
E célbdl fel fogjuk hasznalni a kovetkezd altalanos egyenlGtlenséget: tetszés
szerinti, (z, S;) mérhet§ téren értelmezett p(-) mérték és tetsz8leges mérhets ¢(z)
és 0=f(z)=1 fuggvények esetén b=0-ra fennall:

(5.2.28)

(5.2.29) [[le@lr@p@)] " =[1g@1 )] [f)p@a)].

z Z Z

Az (5.2.29) egyenlStlenség az |x|1+® fiiggvény konvex voltinak k&vetkezménye,
Alkalmazva (5. 2. 29)-et, latjuk, hogy

| ] 11— 0 Nekx, #piiax, df) — 11 - Q1MoL (E, &) =

Xtx Xt

=| [ 11~ 0Nleix, 5~ Mot €, B piglax, d)|=
Xtx Xt

(5.2.30)

1

1+b
X

é[ ”‘ |04 (x, %) — Mo (&, ' +* pi (dx, d%)
Xt x X*¢

b b

X[ J“J [1 - Q'(X)]pgg(dx, d”;)lmé[ct]m[l _ Q']m

Xt x Xt

Az (1.7.12) és (4. 1. 6) feltételek azt mutatjak, hogy az (5. 2. 30) egyenlGtlen-
ség jobb oldalan all6 kifejezés zérushoz tart, ha ¢ — <. Ebbdl kévetkezik, hogy min-
den elegendBen nagy #-re az (5. 2. 28) killonbség abszolut értékben nem fogja tuil-
Iépni a & szamot. Alkalmazva a kozleményekre vonatkozd alaplemma (4.1.7)
allitasat és az (5. 1. 1) feltételt, latjuk, hogy minden elegendGen nagy t-re fennall a
kovetkez6 vektorra:

(5.2.31) (M4 (&g, E8)s ...r Malye(Eo, E))ELT N,

amit bizonyitanunk kellett, hogy igazoljuk a 2. feltételt. Ezzel be is fejeztiik az 1.
tétel bizonyitasat.
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5.3. A 2. tétel bizonyitasa

Tekintettel arra, hogy a 2. tétel mindharom allitdsa — A4, B és C — analdg
meggondolasok segitségével bizonyithatod, ez allitdsok koziil csupan az utolsd bizo-
nyitasat kozoljiik. Jeloljik y=0-val a kovetkezd hatarértéket (1. (1. 7. 4)-et):

— H
(5.3. 1) y=1—1im

A VI, illetve VIIL. feltételek azt mutatjak, hogy megvéalaszthat6 egy ¢ >0szam Ggy,
hogy =4 legyen (ahol 6 a IV’, V’ feltételekben szerepel$ o), és hogy minden elegen-

dGen nagy r-re fennalljon -
H'(W_,)
(5.3.2) W) 1’<a,
és ,
c(o, V.o
(5.3.3) i RG] —1'<o¢,
ahol a-t oly kicsinyre vélasztottuk, hogy fennalljon
-«
(5.3.4) -1+“>1—y.
Akkor (5. 3. 1)-bdl kovetkezik, hogy ilyen & mellett
_ t
(5.3.5) : lim W) <1.

t-roo Ct(QaV—e)
(5. 3. 2)-bdl és az I. feltételbsl az is kovetkezik, hogy
(5.3.6) lim H{(W_,)=oo.

t—eoo

Az (5.3.6), (5.3.5) és IV’, V’ feltételek azt fejezik ki, hogy a {W’,} kozlemény-
sorozatra és a {0, V1 } Atviteli berendezés-sorozatra teljesiilnek a mar bebizonyi-

tott 1. tétel Osszes feltételei. Kovetkezésképp, alkalmazva ezt a tételt (¢ helyett %-t
irva) és figyelembe véve, hogy a [[W]_ ] halmazra fenndll [[W]_ ﬁ].9 c W vala-

mint, hogy [[']-.]. €V, megkapjuk a mmket érdekls 2. tételt.

2

5.4. A 3. tétel bizonyitasa. Az alaplemmak élesitése

Ennek a tételnek a bizonyitasa sziikségessé teszi, hogy kissé élesitsiik a kozle-
ményekre és atviteli berendezésekre vonatkozo alaplemmak eredményeit — egyéb-
ként majdnem semmit s¢ valtoztatva bizonyitasaik menetén. Mindenekel6Stt fogal-
mazzuk meg a kozleményekre vonatkozd alaplemma kovetkez8 altalanositasat.
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ELESITETT LEMMA A KOZLEMENYEKROL. Tegyiik fel, hogy a kizleményekre vonat-
kozo alaplemma (4. 8§) feltételein kiviil teljesiil a 3. tétel VIII. feltétele is. Akkor az
XY pontok és qi(x) fiiggvények megvdlaszthatok ugy, hogy a lemma 1. és III. dllitdsai
mellett teljesiiljenek még a kivetkezé dllitdsok is.

Il'. tetszéleges a=0-ra

4.1.6') lim [1 — 0" (v")* =0.

1o

IV. minden t=T, i=1, ..., Kf, X€X' és k=1, ..., M*-re

(5.4.1) [loCx, %) — Met(&, Dlaips@)=J" . [qi(x)ph(dn).

Xt 1000 Xt

V. minden olyan t=T, k=1, ..., M'-re és minden i=1, ..., K!-re, amelyekre
fenndll

(5.4.2) = | gipi@n =0,

Xt

igaz a kovetkezd egyenlitlenség:

(5.4.3) [ ot %) — Mk (€, )l pi(n) = 275" ™,

Ennek az allitasnak a bizonyitasdhoz a 4. §-beli konstrukcion csupan a kovetkezs
€

W—et. A 44.

pont targyalasat Gigy mddositjuk, hogy bevezetiink egy 0 tetszSleges konstansot..
U,-val fogjuk jelolni az (x, x) pontoknak azt a halmazat, melyekben X olyan,
hogy fennall:

(5.4.4) Jlox@x, )~ Moy (&, Hlosdx) ~o.
X

valtoztatasokat kell elvégezniink. Irjunk a rovidség kedvéért &=

Megjegyezziik, hogy mivel (1. 7. 23)-bél kovetkezik

549 [ 10c0e, )~ Mou(&, Bl petan)|** peay =2,

X X
azért a Csebisev-egyenlStlenség szerint

A

c
pr+b’

(5.4.6) P (U)=

Felhasznalva most a B; halmazt, amelyet a VIIId. feltételben vezettiink be, vezessiik
be — eltérden attdl, ahogy azt a 4.4 pontban tettiik — a ko6vetkez8 halmazt:

(4.4.4) G=([DU...UDy)UU,U...UUy)U(XX X\ B)NF.
A (4.4.5) egyenlStlenséget most az (5.4.6) és (4. 4. 2)-bdl levezetett kovetkezd
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egyenl6tlenség fogja helyettesiteni:

, Me Mc
4.4.5) pgg(G)éﬁfrb‘*'m"i'[l —pg(B)]

A (4. 4. 6) egyenlStienséget a kovetkezS egyenlStlenség fogja helyettesiteni:

| |14 (x, %) — Mo(&, Bl peg(dx, di) =
(4.4.6") 6

_cM+1 pMc

= ﬁb‘— gL +b
A tovabbi konstrukcidkat valtozatlanul hagyjuk, csupan a (4. 4. 11) egyenlGtlenséget
kell kicserélni a

+[1—pg(B)IB.

4.4.11) [ (r(x) = r(x))pe(dx)= Mc +LCA+[1 —pei(By)]

% prtb - pgi+b

-vel, és a (4. 4.29) egyenlStlenséget

3¢
IS ] Me  Mé

(4.4.29) MQO(@)=(1-2y) [1 - Ky _ﬁ1+b-‘91+$ —[1 = pez(B3)]

~vel. A 4.5 pont konstrukcidit valtozatlanul hagyjuk.

A 4. 6 pontot illetSleg a (4. 6. 1) definicidkat a kovetkez8képpen valasztjuk meg,
ill. egészitjik ki:

Ht(W)__s_. HY (W)

£ 1
(4.6.1) gr=2""""T00 gt—min (2 200, 1 — pgg(BE)]T) .

Akkor az (1.7.5) és (1.7.24) feltételekbdl az fog kévetkezni, hogy elegendBen
nagy t-kre

M Z'Ht(W)ggB

(0! +b :

Figyelembe véve azokat a meggondolasokat, amelyeket a 4. 6 pontban a (4. 6. 3)
egyenlStlenség levezetéséhez felhasznaltunk, figyelembe véve tovabba kiegészitSleg
(5.4.7) és (4. 6. 1')-t, levezethetjirtk (4. 4. 29")-b8l a kovetkezd (4. 6. 3") egyenlStlen-
séget, amely fenn fog alini minden elegendGen nagy t-re:

(5.4.7)

4.6.3) MOU@)=1--¢!,
ahol

N 1+b
(5.4.8)  gi=2T" IO [1—ple(BY] 1~ pig(B] T M

Az (1.7.5), (1.7.27) és (1. 7. 31) feltételekbd! kvetkezik, hogy tetszleges a > 0-ra
(5.4.9) lim ¢ (v')* =0.

t—>o0
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A (4.6.4),(4.6.5), (4. 6. 6), (4. 6. 7) egyenlGségek levezetésében felhasznalt meg-
gondolasok nem valtoznak meg. Csupan a (4. 6. 8) egyenlbtlenség levezetésében kell
(4. 4. 6) helyett ennek az egyenlStlenségnek 1j, (4. 4. 6") variansat felhasznalni, és
ennek kovetkeztében (4. 6. 8)-at a

\ H 0k (x, X)plg(dx, d¥) —[Q' (@) — O (M) Mol (&, &) |=
(4.6,8) e
= (M +1) B Mt

(ﬂ')b + (()1)1 +h +A —pEE(BE)]

egyenlGtlenséggel helyettesiteni. Megjegyezziik, hogy (4. 6. 1), (4. 6. 1), ésaz (1. 7. 5)
és (I.7.24) feltételekbsl kovetkezik, hogy elegendBen nagy r-kre

ﬂ'M'&‘ 52—HI(W)ﬁ-
(9:)1+3 - >

a (4.6.10) 4.6 pontbeli levezetésében felhasznalt meggondolasokbdl, valamint
(5. 4. 10)-bSl és az (1.7.31) és (4. 6. 1")-bSl folyo

(5.4.11) lim A1 — piz (Bp)] =0

t— oo

(5. 4. 10)

allitasbdl kovetkezik, hogy minden elegend8en nagy f-re
, ~ = 3
(4.6.10) M|Si(@) — Mok (&, O1=7 .

(4. 6. 10')-b8l kovetkezik (4. 6. 11), tovabba (4. 6. 12) is. A (4. 6. 14) egyenlGtlenség
helyett most a kovetkezs fog allni

(4.6.13") PLO@)=1—4¢8) z%.

A (4. 6. 15) egyenlStlenségek koziil a masodik helyett a kovetkezé fog allni:
(4.6.14') Q' (wo) =1 — 4g5.

A (4. 1. 6") feltétel (4. 6. 14") és (5. 4. 9)-bbl kovetkezik.

Igazoljuk most, hogy teljesiilnek a kdzleményekre vonatkozo altalanositott lemma
1V. és V. allitasai. E célbdl megjegyezziik, hogy a (4. 4. 13), (4.4.8), (4.4.7) és (4.4. 4")
definiciok mutatjak, hogy

(5.4.12) 4i(x,®)=0, ha (x,{;(@))¢B;.
Ezért (1. 7. 29) és (4. 6. 16)-bol kovetkezik, hogy ha gi(x') =0, akkor
lob(x', X§) — Mo} (&, &)l =J,
Ebbdl kozvetleniil kovetkezik a keresett (5. 4. 1) egyenlStlenség. Tovabba (5. 4. 12)

sy

(5.4.13) gi(x, ®)=0, ha (x,{(@)€EU,,

4 III. Osztaly Koézleményei XII/2
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ugyhogy vagy gi(x)=0, vagy pedig ((4. 6. 1)-nek megfelelGen) teljesiil az (5. 4. 3)
egyenlbtlenség, amit bizonyitanunk kellett.

Fogalmazzuk most meg FEINSTEIN atviteli berendezésekrdl szo6ldé lemmajanak
kovetkezd altalanositasat.

FEINSTEIN ELESITETT LEMMAIJA. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek Feinstein lemmdjd-
nak oOsszes feltételei, melyeket a 3. 1 pontban fogalmaztunk meg. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy az M' szdm olyan, hogy tetszéleges 6 =0 mellett

(5.4.14) lim M*.27C(Q:.V) =,
t— 0
Tetszoleges k=1, ..., M* mellett legyen adva a ,0};, i=1, ..., L;, j=1, ..., L, (i #))
nemnegativ szdmok olyan dsszessége, hogy minden j=1, ..., Li-re
—~£_co, v
(5.4.15) D x0iy=2100 en legyen.
i(i#Jj)

Akkor az y% pontokat és A% halmazokat meg lehet ugy vdlasziani, hogy az 1, 11, III.
dllitdsokon kiviil még a kovetkezd dllitdsok is teljesiiljenek :
IV. tetszbleges t = T-re és tetszéleges i=1,..., Li-re

(5. 4. 16) Q'('yi,Ai)zl—p;;< 1i(n2) >f—> P

I(n, 1) 6
V. tetszéleges k=1, ..., M* mellett és minden t=T-re
Lt L P
(5.4.17) ’ ‘-21 0O (i, A=

J

Ennek az allitasnak a bizonyitasanal valtozatlanul megtartjuk a 3. 2—3. 8 pon-
tok minden meggondolasait, csupan a kdvetkez8 vonatkozasban egészitjitk ki azokat.

Megjegyezziik, hogy (3.5.16) és (3.5.5)-bsl kovetkezik, hogy tetszlleges
i=1, ..., Lre

(5.4.18) MQ(L(®), Fi(@)) = py; (F)— L-27€@V1=39)

Tovabba megjegyezziik, hogy (3. 5. 4)-bdl kovetkezik, hogy minden i és j-re
@#j)
(5.4.19) MQ(L(®), Fj(@)= MO({ (&), F;j(g,)).

Hogy az (5.4.19) egyenlStlenségnek értelme legyen, igazolnunk kell, hogy
Q) Fy@)) mérhetd fiiggvény lesz a B o-algebrara vonatkozolag. Ez a (3. 4. 2)
filggvény mar bizonyitott mérhet3ségébdl kovetkezik, hogyha abba & =3;, G(w) =
= Fy,@y-ot helyettesitiink (I. (3.5.1)). Minthogy a ((w) és ({(®) valosziniiségi
valtozok fiiggetlenek, és mindegyikitknek p,(-) az eloszlasa, azért

(5.4.20) MOE@), Foya)= | | 01, Fru(pyX py(dyy, dy).
YY

(Szigortan véve, még be kell bizonyitani azt is, hogy Q(y,, F},) az (y,, y,) valtozo-
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parnak az Sy X Sy g-algebrara vonatkozoélag mérhetd fiiggvénye. Az erre vonatkozé
-meggondolast nem kozoljilkk, minthogy az analogonja a 3. 4 pontban kozolt meg-
gondolasnak.) Minthogy az #, f valtozokat a {Q, V'} atviteli berendezés kapcsolja
Ossze, azért (1. (1. 5. 1)-et)

(5.4.21) | 00 Bom@ =ik,

Alkalmazva Fubini tételét és ezt a tényt, (5. 4. 20)-bol levezethetS, hogy
(5.4.22) MO(Li @), Fow) = | pilE)py(@).

i'\ (3. 2.2) és (5. 4. 19) egyenlGStlenségekbdl a kovetkezé végsS becslést vezethetjitk
e:

(5.4.23) MQ(L (@), Fj(d,))é 2-CQ,¥V)(1=8) ~

Ekkor (5. 4. 15)-b6l kovetkezik, hogy tetszGleges k-ra

L L o = —_cioV)
(5.4.24) M { > 3 w0u0((@), Fj(w))} =[2100 " -c@na-a,
T
Most még kissé kiegészitjiik a 3. 8 pont meggondolasait. E pont jeldlései mellett
(5.4.18) és (5.4.24) a kovetkezd alakra irhaték at:

(5.4.25) MQ'((4(@), Fi@) = piy (F) — Li - 270 390@)
és minden k=1, ..., M‘re
oCHQ, V)

(5. 4. 26) M{_S __2 x04,0'(L:(®), F; (w))} =[t.2100

(i+J)

2 (1=8)CHQ, V)|

Az L{szam és a 0 szdm meghatarozisabdl kovetkezik, hogy minden elegendSen
nagy t-re

Lt 2- CHQV )1 - 36)<2 ZOOC‘(Q y)

(5.4.27)

Lt 2-CHQ,V)(1-9), 2100Ct(Q ) =2 200Ct(QV)

EZért a (3. 8. 9),~(5. 4.25), (5. 4. 26) és (5. 4. 14) Osszefiiggésekbdl levezethetS, hogy
létezik oly &f €Q' elemi esemény, hogy (3. 8. 10)-en kiviil még a kdvetkezS egyen-
16tlenségek is teljesiilnek,

(5.4.28) Q' ((i(@o), Fi(@0)) Z Py (F) —2 L

és minden k=1, ..., M'-re

C(QV)

Lt t
(5.4.29) Z Z (040 ((@h), FH(@Y) =~

(l¢l)

w| e

4%
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Ha most ~

yi={i(wh),

Af=Fi(%),
olyan pontok rendszerét kapjuk, amely eleget tesz FEINSTEIN élesitett lemméja
[—V. allitasainak.

5.5. A 3. tétel bizonyitasa. Az atvitel modszerének megkonstruilasa

Be fogjuk bizonyitani, hogy a 3. tétel (1. 7. 32) feltételébSl kovetkezik annak
VIIId. feltétele. E célbol vezessiik be a kovetkez§ jelolést:
i (7. 5) 7 e
Iy y) 1’> 5>] , 2100Ht(W)>

(5.5.1) J5=min <|:p§,,7< 19

és a B} halmaznak vegyiik a kovetkez6t:
(5.5.2) By={lof(x, §)— Mol(&, O =J5, k=1, ..., M'}.

Ekkor az (1. 7. 29) feltétel konstrukcidonk alapjan igaz. Az (1. 7. 30) feltétel egyrészt
abbol kovetkezik, hogy az (#', #i*) sorozat informacio-stabilitisa folytan

o 3
lim [p:,;<-’""(—}”—3’l_1|>5>] =0

1

I(n, )

— masrészt pedig az (5. 5. 1) definicidbol. Hogy igazoljuk az (1. 7. 31) feltétel telje-
siilését, elgszor is megjegyezzik, hogy (1. 7. 11)-b6l a Csebisev-féle egyenlStlenség
segitségével kovetkezik, hogy

ctM!
(5.5.3) 1 _pEE(Bé)érJ—éjIW,
az (5. 5. 1) definicidbol pedig az kovetkezik, hogy
1+b
iz (3, ) 2 _5(1+b)
(5.5.4) 1 —pig(By) =c'M'ply; ( J}"(n ,ﬁ) —1 1 => 5) +ctMt-2 100 HY(W).

Az (1. 7. 31) feltétel marmost (1. 7. 32), (1. 7. 12) és (1. 7. 5)-bSl kovetkezik. Most
megmutatjuk, hogy (1.7.28) és VIlla.-bol kovetkezik a Vlllc. feltétel. E célbdl
megjegyezziik, hogy (1.7.23)-bol és a Csebisev-féle egyenlStlenségbdl kovetkezik,
hogy tetszbleges k=1, ..., M* mellett

' - AT . ¢t 1
659 pil ] ehn D - M I a0 =20M) =550 =5

Ebbdl koévetkezik, hogy létezik egy olyan X, pont, amelyre

(5.5.6) max_flojr, %) — Moj(&, O+ p(dx)=2M,
k=1 Mt x

..... Xt
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(1.7.24) és (1.7.28)-bol kovetkezik, hogy v*=2¢*M! esetén fennall az (1.7.27)
egyenlGség. '

Ennek a tételnek a bizonyitasaban megtartjuk az 5. 1 pont minden konstruk-
ciojat; csak azokat a kiegészitéseket emlitjiik meg kiilon, amelyeket hozza kell fiizni
az ott elvégzett konstrukcidokhoz. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 3. tétel feltételei.
melyek eleget tesznek az (5. 1.1) feltételnek, teljesiiinek, az 5.4 pontban kézélt,
a kozleményekre vonatkozo élesitett lemma feltételei, ha azokban e-t §-val helyette-
sitjiik. Tekintsiik most ebben az élesitett lemmaban bevezetett gi(x) és r'(x) fliggvé-
nyeket, és végezziik el veliik ugyanazokat a konstrukcidkat, amelyek az 5. 4 pontban
szerepeltek.

Attérve a {Q', V'} atviteli berendezés-sorozat tanulmanyozasara, mindenekel&tt
megjegyezziik, hogy Feinstein végtelen kapacitast atviteli berendezésekre vonatkozo
lemmajanak allitasa (1. a 3. 9 pontot) erGsebb, mint Feinstein élesitett lemmajanak
allitasa (5. 4. pont). Ennek folytdn — ugyanigy okoskodva, mint az 5. 1 pontban
is — észrevehetjilk, hogy a 3. tétel feltételeinek teljesiilésébsl kovetkezik, hogy
minden elegend8en nagy r-re teljesiil FEINSTEIN élesitett lemmajanak allitdsa. A pi;
valoszinfiségek altalunk hasznalt kettGs szamozasanak megfelelGen e lemma (3. 1. 7)
(5. 4. 16), (5. 4. 17) allitasai (5. 1. 17) alakban, illetve a kvetkezd alakokban irhatok:

. - s
(5.5.7) Q'(y'.j,A“) El—pf,,;( ing (¥, ¥) _1‘>i> _9 3o657(2Y)

1(n, 1) 6 ’
és _
A K R} K5 R} 5
(5 5. 8) ) X 2 2 Z 2 kQ%j;lmQt(yij’ Alm)§T9
i=—2 j=11="2m=1

&, )#d,m)

(e-t jbol S-val helyettesitettitk; a ¢ szamok most négy indext8l filiggenek).

A & nh, 1, ~§, valtozék megkonstrualasa ugyantgy torténik, mint az 5.1
pontban. A kiilsnbség csupan abbél all, hogy az X', pont, amelyet a pyz (5, 4)
atmenet-fiiggvény megkonstrualasanal hasznaltunk fel, nem valaszthaté meg tetszo-
legesen, hanem ugy, hogy fennalljon:

(5.5.9) J 1ok (x, %) — Mab (&, O +pi(dx) = vt.
Xt . N
Egy ilyen megvalasztas lehetSsége az (1. 7. 26) feltételb8l kdvetkezik.

5.6. A 3. tétel bizonyitisa. A tétel feltételei teljesiilésének igazolisa

Az a tény, hogy a &, v}, b, & valtozok Markov-lancot képeznek, kézvetleniil
folyik magabol a konstrukciobdl. Az a tény, hogy az n%, 74 valtozdkat a {QF, V?}
atviteli berendezés kapcsolja Ossze, pontosan ugyantigy bizonyithatd, mint az 5.2
pontban. A tétel bizonyitasahoz igazolnunk kell, hogy elegendGen nagy t-re a &, &
valtoz6-par eleget tesz a {W!} reprodukalds-pontossagi feltételnek. Abbdl a

ténybdl, hogy a &4, nh, b, Eto valtozok Markov-lancot képeznek, és az (5. 1.25),
y o> Mo

RO ) iy

LIV
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(5. 1. 23), (5. 1. 21) feltételekbdl levezethets, hogy a kovetkez§ feltételes valdszinii-
ségre majdnem mindeniitt fennall:

t Rt I:
(5' 6. 1) Pt{éo—xlléo-‘x}'_ Z Z ZS“(X)QI(V”,AIM) (1=1, '--,K;)

i=—2 j=1 m=1

és (szamitasba véve, hogy definicio szerint X, =X, =x4=X%")

(5.6.2) PEy=%,160=x}=

K =0 R; -
2 2 ( =2_’2 mgls:j(x)Q'(yij,Alm)+s€j(x)Qr(yij’X\\U Alm))-

i=—-2 j=

Roégzitsiink most valamilyen k=1, ..., M*, szamokat, és irjuk a rovidség kedvéért a
kovetkezst:

5.6.3) oh(x, ¥) = ol (x, X) — Mgl (&, ).

(5. 1. 18)-bdl most levezethetd, hogy a kovetkez$ varhatd értékre fennall:

t

Mo (&, 50)— Z_' 2 {2 2 O'(yijy Aim) ' 0k (x, X)s8%;(x) pg(dx) +
o R -
(5.6.4) [ =Z: §1Qr(yij’Alm)+Qt(yij3 X\\Hn Aim:l'

-, fc+>sz,~(x)pz(dx)}.

Foglalkozzunk most az (5. 6.4) Osszeg egyes részeinek tanulmanyozasaval.
Rogzitsitk az i=1, ..., K§; j=1, ..., R} indexeket, és jegyezzilk meg, hogy

? ZQ(J’.,,Atm)

m=

l gk(x X)) st (x)pidx) =

.65 = [ Bn st )+ =0 (s AL | B T8, 0P ) +
Xt
£ 3 300y 4w J 2t 30y 00pg(e.
(m# i

Az (5. 1.7) definiciobdl kovetkezik, hogy

| [ 3t st (0p4(an)| =

flxz

M =

(5.6.6)
| 1ok (x, %) — Mol (¢, B)lg!(x)pi(dx).

Xt
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Ezért (5.4.1) és (5. 5. 7)-bdl kovetkezik, hogy az (5. 6. 5) egyenlGtlenség jobb olda-
lan szerepl6 masodik tagok Osszegének abszoldt értékére fennall:

!

=

[1— 0 (3, A .,)]fek(x £ pl(dx)

Mz
WES

I

1

i (7, ) 5 3 o
W~I’>F> 2 200 :ll_ X[qi(x)Pg(dx)

i=1 j

=J'5; [P',,;(
1000

K§
A tétel (1. 7. 30) feltételébdl, valamint abbol, hogy > gi(x)=1, kovetkezik, hogy
i=1

(5.6.7)

az (5. 6. 7) egyenl&tlenség jobb oldala 0-hoz tart, ha ¢ - «. Ezért minden elegend&en
nagy t-re

(5.6.8) 2 2= 0y A [ah Faph(@o) =

Hogy becslést adjunk a harmadik 6sszeadanddkra (5. 6. 5)-ben, el(’)’szér is jegyezziik
meg, hogy (5. 4. 3), (5. 1. 7) és (4. 1. 5)-b6l kévetkezik, hogy tetszGleges /=1, ..., K§-re
¢és elegendfen nagy f-kre

6 i

3 2 f 2L Cx, Flst, Pk = S Ilek<x, 2l gt =

i==2 i=—2 xt

(5.6.9)
* ———~H2 W
= | lgt0x, B pidx) =2700"
Xt

Legyen most

(5.6.10) O (e B @, 1=1, . &
. . 0,] lm_ Xt

0 I=~2, —1,0.

Az igy definialt ,0};,, allandokra teljesiil Feinstein élesitett lemmajanak (5. 4. 15)
feltétele. Felhasznalva e lemma allitasat ((5. 5. 8) alakjaban) levezethetd, hogy minden
elegendGen nagy t-re

K5 R} K R}
Goan 33 3 300y 4w [0 Sl (s @)=
i==2,j =1, m=
G, )=, my

Megjegyezziik, hogy (5. 1. 7)-b8l kovetkezik, hogy

RY . R
(5.6.12) 3 | 0 3Dsty (0@ = | 240 F)ai(0p ).
J=1 xr

Xt
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Ezért (5. 6. 5), (5. 6. 8), (5.6.11) és (5. 6. 12)-bGl kovetkezik, hogy minden elegen-
d&Sen nagy t-re:

t R ’\‘ 1 i
2,22 Z00n 4w J 8t 5ty i) =

(5. 6. 13)
- 3 e 5)qi (L) + - 601,

i=1 ¥

ahol |O}| =1. Vlzsgaljuk most az (5. 6. 4) osszeg masodik tagjat. E célbol megjegyez-
ziik, hogy i=1, ..., K}-re

Rt

(5' 6' 14) Z 2 Q(yU,Alm)JrOt(yU,X\UAlm)—l—‘Q(yua ij)'

I=-2 m=

(5.5.7) és (5.5.9)-b8l marmost azt kapjuk, hogy

K

e

| dhx, %)st(x)pi(dx)| =

—_

m=1

I
S

R: 0 R} -
l: 2 ZQ(yl_], Im)+Q'(yij,X\\lU Alm)

Jj=

[

lrm(J’a )7) \ 5) 2Ooct(Q V)] K; R} s . )
A l=g )2 > ) lgk(x, X )8t (x)ph(dx) =
I(n, 1) , 2 Jl 0k (x, X ;)| 58;(x) pé(dx)
(5.6.15)
Lo

6
sl

A tétel (1. 7.4) és (1. 7. 27) feltételeibSl kovetkezik, hogy az (5. 6. 15) egyenlétlen-
ség jobb oldala zérushoz tart, ha ¢ —co, és ezért minden elegendGen nagy ¢-re

_""Z(X’ji_ o zooC‘Q ) - o
I(n, ) 1} )2 ok (x, X )| pkldx) =

Xt

C i N s !
I (¥, ) 11> d —Z—OOC‘(Q,V):I T+E
M2 —+2 (") .
i s

KS. Rt 0 R} .
121 ,Z l:lgz ;;Qt(yij’ Alm)+Qt(yij, X\IUAIm)]X
(5. 6. 16) 5 ’

% [ 85x, %)t (x)pi(d)

Xt

Hogy becslést adhassunk az utolsé fennmaradt tagokra, vegyiik észre eIoszor is, hogy
mindig fennall

o Rl ~
(5- 6- 17) I—Z—vz Zl Qt(yij5 Alm) +Qr(yij7 Xt\lU /11171)§ 1:
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¢€s hogy ezért (5. 1.7) és (5. 1. 10)-bSl kodvetkezik, hogy

0 RY 5
i=22j [_22 mZ Q(yu, lm)+Q(yij’Xt\ILJ'Alm)}>< )
s ' ~.
% [ 18(x, %415t () pi(dn) =

Xt

(5. 6.18)

I\

[mz (x, %)l st () plldn) =

Xt

= f[(l — Q' (x) +r5 ()] ek (x, X.1)| pg(dx).

A Kkozleményekre vonatkozd élesitett lemma (4. 1.6") allitasabol és a (4. 1.2)
definicidbdl kovetkezik, hogy tetszbleges a >0 mellett

ig(n %) _ ‘>_5_}
e e

(5. 6. 19)-b6l, a tétel (1.7.27) feltételébsl és (5. 5. 9)-bSl kapjuk, ha alkalmazzuk
(5. 2. 29)-et, hogy

(5.6.19) ‘[[(1 — 0/ (0) +r5(x)]pi(dy) =piz {

Xt

5.6.200 lim [ {1 Q"(x) + 750 atCr, %) p(dx) =0.

oo X‘

(5. 6.20) és (5. 6. 18)-bél kdvetkezik marmost, hogy minden elegendSen nagy t-re

) RS _
I ; [=_ m“ Qt(ylj’ lm)+Qt(yij7X\\lHAl,m)]><

5.6.21
( ) 5

=

i flok(xax+)|5;,(x)p§(dx)

Xt

Egybevetve az (5. 6. 4), (5. 6. 5), (5. 6. 8), (5. 6. 11), (5. 6. 16) és (5. 6. 21) bsszefiiggé-
seket, azt kapjuk, hogy minden elegendGen nagy r-re

Eo) 2 2 [ atx, %)t (xpian) =

i=1 ji=1 Xt

(5.6.22)

Felhasznalva (5. 1. 7)-et, az (5. 6. 22) egyenlStlenség a kovetkez§ alakra irhatd at:

Kfs

> g, £)a(pf(a0)| =

1—1 Xt

(5.6.23) ‘ Mok, &o) —

Megjegyezzuk hogy alkalmazva az (5. 2. 29) altalanos egyenlotlenseget a pi(dx, dx)
mértékre és f(x, X)-nek az A' € % X S§ halmaz indikator-fiiggvényét véve, (1. 7.
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bél levezethetd, hogy

X 1
[f2cx, ptz (e, a)
A

b
(5. 6.24) =(piz (A) +5(c)T+5,

Alkalmazva az (5. 6. 24) képletet és figyelembe véve a tétel (1. 7. 25) feltételét, kapjuk,

(5. 6.25) im || @ Bpkdx, d)=0.

tsoo 20 gt
Xtx Xt*\Fs

Ezért a kozleményekre vonatkozé lemma (4. 1. 7) allitasabdl és abbdl, hogy

(R

Se= 2 | 24(x, X) gt (¥)pi(dx) +
Xt N

i=1

(5. 6.26) -
+ _|.| 04 (x, X)) piz (dx, dX) + ML (&, &),

Xt x Xt\ F5
kovetkezik, hogy minden elegend8en nagy t-re a kidvetkez§ vektorra fennall:
K A ' ~
(,21 |26 %) g5 )P () + M4 &, ), ..

= Xt

(5.6.27)

K: . AN
cees : ‘ o (x, i’i)qz'(x)Pf:(dx) + Mgy (¢, 5)) €[We;.
Xt

i=1 ;

(5. 6.27) és (5. 6. 22)-b3l kovetkezik végiil, hogy minden elegend8en nagy f-re a
kovetkez8 vektorra fennall

(5. 6.28) (M4 (&0, Eo)s -.r My (Eos EQ)ELT,,

ez azonban azonos a 3. tétel allitasaval.

6. §. MEMORIA NELKULI ATVITEL_I BERENDEZES ES FUGGETLEN
KOMPONENSU KOZLEMENYEK

6. 1. Fiiggetlen komponensii kozlemények

Tekintsiink egy fliggetlen komponensii kozleményt, amelyet az 1. 4 pont végén

definidltunk. Az ott bevezetett jeloléseket fogjuk hasznalni. Mindenekel6tt bebizo-

nyitjuk a kovetkezd fontos allitast. Legyen a & =({,, ..., {,) és f":(fl,..., f,) val-
tozokbdl allo par a fiiggetlen komponens{i kdzlemények reprodukalas-pontossagi
feltételével Osszekapcsolva. Akkor fennall

(6.1.1) I'¢, E)%g: @ £

.



A SHANNON-FELE ALAPTETEL MEGFOGALMAZASA AZ INFORMACIOELMELETBEN (I1I) 163

A (6. 1. 1) allitast t-re vonatkozé indukcioval fogjuk bizonyitani. Tegyiik fel, hogy
mar ismeretes a kovetkezs:

- t—1 ~
(6.1.2) IGO0z 21060

Fel fogjuk hasznalni a harom valtozé informacidira vonatkoz6 azonossagot, amelyet
a 2. 6 pontban bizonyitottunk be. Ennek megfeleléen fennall a kovetkezd azonossag:

IME H=1(E4 ), €1 L)=
=1 €O &L D) I, @ 1) - 1E, ).
Minthogy &-1 és {* fiiggetlenek, azért (L (1. 2. 4)-et)
11, {)=0.
A 2.5 pont eredményébdl kovetkezik, hogy
CREN(ARN ) EN GRS N

(6.1.3)

(6.1.4)

1, &1, E) =1, £). ‘
Ezért (6. 1. 3)-b6l adodik: :
(6.1.5) I'E §=TE1 & + 1L, L)

(1. 6. 2) és (6. 1. 5)-b8l folyik a (6. 1. 1) allitas.

Most megjegyezziik, hogy ha a (&, E') par eleget tesz {W'} reprodukélas-pon-
tossagi feltételnek, akkor tetszSleges ((y,Z,) par is eleget tesz {W1} reprodukalas-
pontossagi feltételnek, tehat

(6.1.6) I, = H(WY).
(6. 1. 1) és (6. 1. 6)-bdl kovetkezik, hogy
6.1.7) I'E & =1 H(WY).,

Masrészrdl, jeloljiik pf; -val azon ({,, 4 ) valtozdk egylittes eloszlasat, amelyek eleget
tesznek {W!'} reprodukalds-pontossagi feltételnek, amellett fennall rajuk

(6.1.8) I, L)y=H(WY) +e.
Legyen (&L, &) olyan, hogy a
Cnly  G=1,...,0

parok kolcsonosen fiiggetlenek és mindegyik eloszlasa p§r- Akkor a (&, EQ) valto-
708k eleget tesznek {W*'} reprodukalas-pontossagi feltételnek. A (2.9.1) képlet-
b6l kovetkezik, hogy

6.1.9) e, éZ)=k=2'1 1C By =1, ) st (HW,) +e);



164 R. L. DOBRUSIN

minthogy ¢ >0 tetszlegesen kicsi, azért (6. 1. 7) és (6. 1. 9)-bSl kovetkezik az (1. 4. 11)
egyenlGség.
Bizonyitsuk most be fliggetlen komponensii kozlemények sorozatinak infor-

s rr

valtozo-par valamilyen ppo 7o eloszldsat, és tekintsiik a ¢ szami fiiggetlen (9, Z?), e
(&P, {9) par osszességét, ahol mindegyiknek az eloszlasa pyo 70. Legyen

&=, ... &=, ... 10
A (2.9.2) képlet szerint

(6. 1. 10) ote= 2 ez (L2, 00).
. k=1

Az iCEEE(CI?’ fk) osszeadandok fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdsziniiségi valtozok,
melyek varhatd értékeire fennall:

(6.1.11) Migeo((R, {9 =1(°, 0.

Ezt tekintetbe véve, alkalmazva a (6. 1. 10) sorozatra a nagy szamok szokasos tor-
vényét, azt kapjuk, hogy minden elegendSen nagy t-re és tetszGleges &=>0-ra

s (§O 7O

i (2, lﬁl - l'>s} <E.
1%, (%)

Ezért a pjz eloszlasok sorozata megvalaszthat6 agy, hogy ha

@8 (k=10

-vel jeloljiik ¢ szamu olyan fliggetlen valtozopar osszességét, melyek mindegyikének

Dhe az eloszlasa, akkor a ({}, Z;) parok eleget tesznek W' reprodukalas-pontossagi
feltételnek (és ezért a

(6.1.12) Pf{

=, 8= 0
parok eleget tesznek {W*} reprodukalas-pontossagi feltételnek), ugyhogy

I, T ~HOWY,

és ezért
(6.1.13) FEH~H W) (1),
tovabba 0gy, hogy tetszSleges ¢ >0-ra
.. z ]
(6.1.14) 1impf{~’£¢L~f)—1.>e}=0.
tore 1(¢,¢)

(6. 1.13) és (6. 1. 14)-bd8l kovetkezik, hogy tetszSleges e >0-ra

ik, &) _
—HW)_— 1 >8} —O,

(6.1.15)  lim P{

t—oo
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és ezért a (&, &) valtozdk sorozata eleget fog tenni azoknak a feltételeknek, melyeket
a kozlemény-sorozat informacid-stabilitdsinak definicidjaban felhasznaltunk.

Az 1. 7 pontnak azon allitasa, hogy az (1. 7. 17) feltételek elegenddk az 1. tétel
V. feltételének teljesiiléséhez, nyilvanvaléan kovetkezik a fentebb végzett konstruk-
<idkbol.

6. 2. Memodria nélkiili atviteli berendezés

Egy memoéria nélkiili atviteli berendezés tulajdonsagainak vizsgdlatadhoz sziik-
séges meggondolasok sokban analogonjai a 6. 1 pontban felhasznalt meggondola-
soknak.

Ennek folytan csak arra szoritkoztunk, ami lényeges valtoztatasokkal jar.
Tekintsiik az

=y enl) & B =Cs s )

valtozokbol allo part, amelyeket memoria nélkiili atviteli berendezés kapcsol Gssze
(l. az 1. 5 pontot). Be akarjuk bizonyitani (l. (6. 1. 1)-et), hogy

6.2.1 I'(n, ﬁ)ékg 1, 3.

Ugyanigy, mint a (6. 1. 1) egyenlStlenség esetében is, a bizonyitas teljes indukciod
segitségével fog torténni. Legyen (6. 2. 1) mar bizonyitott £ —1 Osszeadando esetére.
(6. 1. 3)-mal analég modon azt kapjuk, hogy

622 1o =10"" Con N +IC, ot 1) —1E i),

A memodria nélkili atviteli berendezés definicidja azt mutatja, hogy azon feltétel
mellett, hogy az n'~1, {* valtozdk rogzitve vannak, az 7t=! és {* valtozok fiiggetlenek
és hogy '~ ! azon feltétel mellett vett feltételes eloszlasa, hogy #'—1 és (! rogzitettek,
csupan ni—1 értékétdl fugg, {* értékét6l azonban nem. EbbdSl kovetkezik, hogy az
7t =t és ({,¢,) valtozok Markov-lancot képeznek, és ezért a (2. 8. 1) képlet azt
adja, hogy

(6.2.3) (=Y Cont= L 0) =16yt V).

Tovabba hasonld okokbdl )

(6.2.4) 1€, (=4, 0) =1 D).

Minthogy I(Z,, n'~1) =0, azért (6.2.2), (6.2.3) és (6. 2. 4)-b6] kovetkezik, hogy
(6.2.5) o, =110, i) +1,, 0,

ahonnan a (6. 2. 1) egyenl8tlenség mar kovetkezik. Ezt a meggondolast a diszkrét
esetre részletesebben végigvezettiik [8] munkankban,

A tovabbi konstrukciok, amelyek a kapacitasra vonatkozo (1. 5. 7) képlet leve-
zetéséhez sziikségesek, a memaria nélkiili tviteli berendezés informacio-stabilitasanak
a bizonyitasa, valamint annak bizonyitasa, hogy az (1. 7. 14), (1. 7. 15) feltételek
elegend@k az 1. tétel 1V, feltételének teljesiiléséhez, teljesen analogonjai a 6. 1 pont
megfelel§ konstrukcidinak. Epp ezért itt ezeket nem részletezziik.
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