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irta: SZOKEFALVI-NAGY BELA

Most 100 éve hogy sziiletett, és 19 éve hogy meghalt a modern matematika
egyik legnagyobb alakja, HILBERT DAvID. Munkassaga mélyen ranyomta bélyegét
a matematika Ujabb fejlédésére s hatasa 6rokké érezhet§ lesz a matematikai és alta-
laban az egzakt tudominyok minden teriiletén.

A magyar matematika sokat koszonhet neki kiilon, altalanos hatasan kivil is.
A Gottingaban koréje sereglG fiatal matematikusok kozott ott talalunk szamos
magyar matematikust is, akik mesteritknek vallottak késGbb is 6t. RiESzZ FRIGYES,
az integralegyenletek és az Gn. Hilbert-tér elméletének problémait hozta magaval
HiLBerTtGl s valt e teriileteken végzett mélyrehatd munkassiga révén maga is a
modern matematika egyik nagy mesterévé. HAAR ALFRED HILBERTnek tanarsegéde
volt, mielStt a kolozsvari egyetem tanara lett volna; 1909-ben HILBERTNél doktoralt,
s témavalasztasaiban élete végéig érezhetd maradt kozvetlen tanitdmesterének hatasa,
akar az ortogonalis fiiggvényrendszerek, akar a varidciészamitas, akar a csoport-
mérték problémain dolgozott is. NEUMANN JANoOs szintén HILBERT kozvetlen tanit-
vanyai €s munkatarsai k6zé tartozott s nemcsak azt mondhatjuk el, hogy a mate-
matika alapjai, a Hilbert-tér operatorai s mas konkrét nagy elméletek tovabbfejlesz-
tésében volt HILBERT méltd tanitvinya, hanem NEUMANN JANOS egész — méltan
grandiozusnak nevezhet§ — tudomanyos munkéssagaban ott érezhet6 a nagy mes-
ter szellemének hatasa. Folytathatnank a névsort, hiszen még voltak hosszabb-révi-
debb ideig hazai matematikusaink goéttingai tanulmanyuton, igy az ¢én édesapam
is, s hoztak onnan haza magukkal a nagy HILBERT elGadasainak, szeminariumainak
nagy ¢és maradandd tudomanyos éiményét.

Kiilon megemlitendd az a magyar szempontbdl jelentSs tény, hogy HILBERTnek
a geometria alapjairdl sz6l, nagyhatasih miivei az euklideszi és a nem-euklideszi
geometriak alapjaira Osszpontositottak a tudomanyos vilag figyelmét a szazad-
fordul6 koriil s ezen a réven a mi Borvar JANosunk korszakalkoté tudomanyos fel-
ismerései (jra — vagy talan igazaban csak ekkor elGszér — az érdeklddés elGterébe
keriiltek.

A Magyar Tudomanyos Akadémia mélté modon fejezte ki elismerését HILBERT
DAvibnak a Bolyai-dij odaitélésével. Ezt a dijat BorLyar JANos sziiletésének 100.
évforduldja alkalmaval (1902) alapitotta akadémiank. El8szor 1905-ben itélték oda
s azt kovetbleg S évenként szindékoztak odaitélni a kdzbees§ 5 év alatt megjelent
legjobb matematikai mii szerzGjének, figyelembe véve az illet§ szerz8 egész megel5z8
munkassagat is. A dijat els§ izben a nagy francia matematikus, POINCARE kapta meg
1905-ben, de a dijat odaitéld bizottsdg ugyanakkor a POINCARE munkassagaval
egyenlG részletességgel méltatta HILBERT munkassigat is, legnagyobb tiszteletét
és elismerését fejezve ki ezzel HILBERT irant is. Masodizben, 1910-ben HILBERTnek
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itélték a dijat: a dij-bizottsignak magyar részr6l KONIG GYuLa és RaDOs GUSZTAV
volt a tagja, s mellettilk még két kivald kilfoldi tudos: a svéd MITTAG-LEFFLER
és a francia POINCARE. A bizottsag megailapitdsa szerint a megel$zG 5 év soran kozolt
matematikai miivek koziil HILBERT miivei kitlinnek gondolataik mélységével, mod-
szereik eredetiségével, bizonyitasaik logikai szigortisagaval. A dij-bizottsag eladdja
az els@ izben kitiintetett POINCARE volt, s az § altala irt, HiLBERT addigi munkéssa-
gat méltaté nagyszabasi jelentés a MITTAG-LEFFLER szerkesztette stockholmi Acta
Mathematica folyodirat 35. kotetében jelent meg, 1912-ben. Sajnos, a vilaghibora
megszakitotta a Bolyai-dijak odaitélésének sorozatat, s ezt, a legkivalobb matema-
tikusok szamara mintegy a Nobel-dijnak megfelel6 nemzetkozi dijat azéta sem adtak
ki tobbé.

HiLgert Konigsbergben sziiletett. Atyja jogasz volt, meglehet8sen egyoldald
ember, aki fia palyavalasztasat sokdig bizalmatlansdggal nézte. Anyja egy konigs-
bergi keresked@cesalad lanya, aki szokatlanul élénken érdekl6dott szellemi kérdések
irant: szivesen olvasott filozofiai és csillagaszati irdsokat és kedvét lelte abban, hogy
primszamokat szamitott ki. EltérSen a német diakok szokasitdl, hogy egyetemrél
egyetemre vandorolnak, HILBERT nemcsak kozépiskolait, hanem egyetemi tanulma-
nyait is (egyetlen heidelbergi félévét leszamitva) sziilGvarosaban végezte. A konigsbergi
egyetemen lett HILBERT doktor, majd egyetemi magantanar és 1892-ben nyilvanos
rendkiviili, majd rendes tanar.

Csak 1895-ben szakadt el sziilGvarosatdl, amikor FELix KLEIN kezdeménye-
zésére a gottingai egyetemre hivtak meg. Flete végéig Gottingaban is maradt. A tor-
vényes korhatar elérésekor, 1930-ban vonult nyugalomba. Ott is halt meg 1943-ban
s a gottingai temetSben van a sirja, a nagy fizikusok, PLANCK és LAUE sirjai kozelében.

Eletének utolsd 10 évét a naci uralom arnyékolta be. HILBERT kiilonlegesen
mentes volt minden nemzeti és faji elGitélettSl; minden kdzosségi kérdésben — legyen
az politikai, szocialis vagy szellemi vonatkozasi — a szabadsag oldalan allott, még
ha gyakran elszigetelten maradt is e véleményével kornyezetében. Onallé itéletét
mindig megtartotta, nem uszott sohasem az arral. Nem volt véletlen az, hogy ami-
kor a nacik 1933-ban elkezdték ,tisztogatasukat” a német egyetemeken, legjobban
a Hilbert-iskolara nehezedett a kezilkk s HILBERT legkozvetlenebb munkatarsai
(CouranT, NEUMANN JANOs és masok) voltak kénytelenek 6nkéntesen vagy a naci
ildozések eldl elhagyni Németorszagot. HILBERT maga akkor mar tdlsigosan idds
volt erre és -otthon maradt, de az 1933-at kdvet§ évek szamara a mind elmélyiilGbb
tragikus maganyossag évei lettek.

HILBERT tanarai a konigsbergi egyetemen kivald matematikusok voltak, HEIN-
RICH WEBER, R. DEDEKIND és F. LINDEMANN, utobbi éppen abban az idGben érte
el hires eredményét, a = szam trancendens voltanak bizonyitasat. LINDEMANN tana-
csara kezdett el HILBERT doktori témajaval, az invarianselmélettel! foglalkozni. Igen
erGsen hatottak ra a berlini KRONECKER miivei. HILBERTnek az algebra teriiletén
végzett munkassaga a legszorosabban fiigg a KRONECKERELSI. Alapfelfogasa a mate-
matikardl azonban gydkeresen kiilonbozik amazétdl. KRONECKER nagy tekintélye
teljes silyaval azt az iranyt képviselte, hogy a matematikai egzisztencia-tételeket
mindig explicit megszerkesztés altal, az egész szamok segitségével kell bebizonyitani.
(KRONECKER szerint: ,,Az egész szamokat a Jéisten teremtette, minden mas az ember
miive”.) HiLBERT fellazadt az ellen, hogy KRONECKER — szerinte — a matematikat
ilyen médon egy onkényes filozofiai elv Prokrusztesz-agyaba kivanja szoritani s
elnyom minden olyan fejlédést, amely nem felel meg ennek az elvnek. Maga HILBERT
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korai bajnoka volt CANTOR altalanos, halmazelméleti eszméinek. KRONECKER tudo-
manyos ,.tilalmi diktataraja” ellen érzett szenvedélyes ellenkezése visszhangzik
HiLserTnek joval késGbbi irdsaiban is, amikor pl. a BROUWER-féle intuicionizmus
ellen folytat polémiat. BROUWER és H. WEYL ellen folytat harcot pl. az 1922-ben
megjelent cikkében a ,,matematika Ujraalapozasarél”, de csapésait KRONECKER
szellemének szanja, amelyet sirjabo! feltamadni 1at. De — kiilonds és elkeriilhetetlen
kett8sség — mikozben hadakozik e szellem ellen, kénytelen kovetni 6t: kénytelen
szigoriian intuicionista mddon érvelni avégb6l, hogy megvédje a nem-intuicionista
matematikat.

De térjiink vissza az ifji HiLBERTre: minden masnél nagyobb hatassal volt ra
két matematikus baratja: ADOLF HURWITZ és HERMANN MINKOWSKI. MINKOWSKI
két évvel fiatalabb volt HiLBERTnEl, de félévvel elGbb iratkozott be az egyetemre.
Berlinben hallgatta KuMMERt, KRONECKERt, WEIERSTRASSt €s HELMHOLTZot s a sajat
uttérd szamelméleti eredményeivel igen hamar nagy elismerést valtott ki: 19 éves
koraban a Pdrisi Akadémia Nagydijdt nyerte el. A sziiniddket t6itotte Konigsberg-
ben s HiLBerTet vele hamarosan szoros baratsag flizte 6ssze. HURwITZ 3 évvel 1d6-
sebb volt HiLBERTNEl s 1884-ben hivtak meg rendkiviili tanadrnak a konigsbergi
egyetemre. Rola mondta HILBERT: ,,MINKOWSKIt és engem egészen lenyligdzott
a tudasa és nem is reméltiik, hogy valaha is annyira visszilk”. Szadmtalan séta koz-
ben, naprdl napra nyolc éven keresztiil, HurRwiTZ, HILBERT — és nyaranként MIN-
KOWSKI — megvitattdk a matematika minden agat. HILBERT szavaival: ,, ... HUR-
wiTZ volt mindig a vezetSnk a maga éppen annyira kiterjedt és sokoldald mint szi-
lardan megalapozott és jol elrendezett ismereteivel . . . 7. Ez a konigsbergi kor 1892-
ben bomlott fel: HUurRwiTZot Ziirichbe hivtak meg és rdvidesen kovette 6t MIN-
KOWSKI is. HILBERT el8szor HUurRwiTZ utdda lett Konigsbergben, majd a gottingai
egyetemre tdvozott maga is. 1902-ben azonban ujra Osszekeriilt MINKOWsKIlval,
amikor HILBERT kezdeményezésére egy 0j matematikai tanszéket allitottak fel Got-
tingdban MINKOWSKI szimira. A két bardt gottingai egyiittmiikodése a tudomény
ragyogd korszakat nyitotta meg ebben a kis német egyetemi varosban. MINKOWSKIt
korai halala 1909-ben elragadta az él6k sorabdl. A Gottingai Tudomanyos Tar-
sasag elStt HILBERT ilyen szavakkal emlékezett meg réla: ,,a tudomany, amelyet
mindennél jobban szerettiink, hozott Gssze benniinket. Virdgos kertnek tiint ez
nekiink. Ebben a kertben vannak kitaposott 6svények, amelyekrdl kellemesen koriil
lehet tekinteni és erdfeszités nélkiil gyonyorkdodni, kiilondsen ha rokonszellemii
tars all az oldalunkon. De mi szivesen kutattunk fel rejtett utakat is és nem egy uj
kilatéhelyet fedeztiink fel s amikor ezeket egymasnak megmutattuk: 6romiink teljes
volt.”

E szavak nemcsak egy kivételesen mély €s termékeny, a kozds tudomanyos
érdekiddésen alapuld bardtsagrdl tantuskodnak, hanem mutatjdk azt is, milyen
szuggesztiv lelkesedéssel tudta magat HILBERT kifejezni, ha a tudomanyrél szolt.
Egy tudds hatdsa kortarsaira nem csupan kutatasi eredményeinek stlyatol fiigg.
HILBERT matematikai miive ugyan kivételesen mély €s univerzalis jelent8ségli, azon-
ban Oriasi hatasat mégsem csak ennck koszonheti. Gauss és RIEMANN, hogy két
régebbi nagy géttingai matematikust emlitsiink, bizonyosan nem kisebb langeszek
a matematikaban, de kevéssé mozgattik meg kortarsaikat és nem alakult egyikitk
koriil sem a lelkes kdvetSkbdl ,,iskola”. Nem kétséges, hogy ebben részben szerepiik
volt a megvaltozott kiilsd feltételeknek is, de az emberek kiilonbozd jelleme valoszinii-
leg d6nt6bb tényez8. A magany, s6t néha a homaly kedvelése nem mindig &ssze-
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egyeztethetetlen a nagy alkotd tehetséggel: erre Gauss és NEwWTON igen jé példak.
HILBERT természete egész mas volt: tele volt életkedvvel, kereste a masokkal vald
érintkezést, killonosen a fiatal tuddsokkal, és 6romét lelte, ha kicserélhette veliik
gondolatait. Ahogy & tanult HURwITZtSl, igy tanitotta & is a sajat tanitvanyait,
hosszas sétdkon a Gottingat koriilvevd erdGkben vagy esds napokon kertjének
fedett sétdnyan. Tudomanyos optimizmusa, szellemi szenvedélyessége, megrendit-
hetetlen bizalma a tudomanyban mint legmagasabb értékben, szilard meggy&zs-
dése, hogy az €sz erejével egyszerii €s vilagos valaszt lehet adni minden egyszer(
és vilagos kérdésre, ellenallhatatlanul atragadt tanitvanyaira is. Lelkesedése j6l dssze-
fért a kritikus elmeéllel, de a szkepticizmussal nem. A kozonbosség tettetése, vagy
akar a tréfas cinizmus is, ismeretlen dolog volt az § korében. Roppant szorgalmas
volt a munkajaban s szerette mondani: ,,A langész: szorgalom”. De mégis fény és
jokedv volt kortilotte. Nagy szuggesztiv ereje volt, amivel néha egy-egy kodzepes
tehetségil tanitvanyat is meglepGen magas szinvonald teljesitményre késztette, Mate-
matikai meglaté képessége és nagy tapasztalata alapjan tanitvanyai mesteritkk minden
megjegyzeését, utasitasat ugy fogadtak, hogy biztosak voltak azok talals és termékeny
voltaban. HILBERT nem rejtette véka ala 6romét, ha egy-egy szép vagy varatlan ered-
ményre jutott, 6romének és megelégedettségének olykor dolgozataiban is kifejezést
adott. Ez azonban nem annyira a személyes teljesitmény felett érzett jogos biiszkeség
hangja, mint inkdbb az emberi ész alkotberejének Ujabb megnyilvanulasa, a tudas
utjan vald ujabb elSrehaladas felett érzett altalanos emberi 6réme.

Miel6tt részletesebben szolnék HiLBERT munkajardl, jellemezni szeretném
néhdny szoban HILBERT matematikai gondolkodiasmdédjat. Ez tiikkrozddik irodalmi
értékii stilusaban, amely kitlinik vildgossdgdval. Témajat elGszér mindig kénnyedén
megvilagitja, rAimutat a nehézségekre, a probléma részletei kozotti kapcesolatokra
s csak miutan igy tokéletes elSkészitést és tajékoztatast nyujtott, indul neki — kép-
letesen szolva — a hegy megmaszasanak, de akkor aztan egyenesen tor felfelé, meg-
allas és kitérSk nélkiil. Stilusa nem olyan sziikszavd, mint sok jelenkori matemati-
kusé, akik nincsenek tekintettel az olvasdra.

HiLBERT matematikajaban az egyszeriiség és a szigorusdg kéz a kézben jarnak.
Az 6t megel6z8 nemzedék matematikusai, s6t még az 6 nemzedékének legtébb
analistaja is nehéz jaromnak érezték azokat a szigorusagi kévetelményeket, amelyekre
az analizis a XIX. szazadbeli, WEIERSTRASSnAl kulminalo kritikaja kényszeritette Gket;
ez a jarom fékezte és félszeggé tette 1épéseiket. HILBERTNek nagy a szerepe abban,
hogy ez a magatartas megvaltozott s ma mar az analizis szigorusaga éppen olyan
magatdl értet6d8 mint pl. az algebraé. Az 1900. évi, Parizsban tartott nemzetkozi
matematikai kongresszuson elmondott hires elGad4dsaban HiLBERT hangsulyozza
a konkrét, nagy és gyiimdlcsdz8 problémdk jelentdségét. Igy szél: ,,Mindaddig,
amig egy tudomanyag bdvelkedik problémakban, addig tele van élettel; a problé-
mék hidnya halalt, vagy a fiiggetlen fejl6dés megsziinését jelenti. Amint minden
emberi vallalkozas végcélokat kdvet, a matematikai kutatidsnak is problémdakra van
sziiksége. Ezek megoldasa megacélozza a kutaté erejét, igy fedez fel ij modszereket,
é§ szempontokat €s tagitja latéhatarat™. ,,Ha valaki hatarozott probléma nélkiil
a szeme el6tt keres mddszereket, valdsziniileg hidba Kkeresi ezeket.” A matematika
moédszertani egysége hit és tapasztalat dolga volt HILBERT szdmara. Sajat szavait
idézem: ,,... vajon a matematikinak is szembe kell-e néznie azzal, ami mas tudo-
manyoknak mar régdta a sorsa, ti. hogy szétesik részekre, amelyek képviseldi
alig képesek egymast megérteni és amelyek kapcsolatai ennek folytan mind lazab-
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bakka valnak? En nem kivAnom és nem is hiszem ezt. A matematikai tudomany,
ahogyan ¢én latom, oszthatatlan egész, olyan organizmus, amelynek életkérdése,
hogy a részei kozotti kolesonhatasok fennmaradjanak’. HILBERT mddszerére jel-
lemz8, hogy a problémakat direkt modon, algoritmusok bilincseitél megszabaditva
tamadja meg; mindig eredeti egyszeriiségiitkben nyGl a kérdésekhez. Kit{inG példa
erre az, ahogyan megmentette az Un. Dirichlet-féle elvet, amelyrsl pedig Ggy latszott,
hogy végleg aldozatava valik a WEIERSTRASS-féle kritikanak; de hasonld példakat
bdven talalhatunk egész munkassagaban. Ereje, mely egyarant megveti a herkulesi
eréfeszitéseket és a meglepd fortélyokat, meg nem alkuvd tisztasdggal parosul.

A parizsi kongresszuson, 1900-ban tartott, el6bb mar emlitett el6adasa a mate-
matika problémairdl atfogja tudomanyunk egész teriiletét. Megkisérli fellebbenteni
a fatylat a matematika jovGjérél s evégbGl 23 problémat sorol fel és diszkutal, ame-
lyeket jorészt maga mondott ki el§szor, s amelyek véleménye szerint a jov6 kutata-
sokban jellemzd szerepet fognak jatszani. Ha visszatekintiink az azéta elmult idére,
igazat kell adnunk HiLBERTnek, mert € problémak valoban fontos szerepet jatszot-
tak a matematika azéta végbement fejlédésében. Ez mutatja, hogy HiLBERT milyen
vilagosan meglatta a legfGbb problémakat, bar azt sem lehet tagadni, hogy ¢ prob-
Iémak felsorolasdbol HILBERT a maga roppant nagy tudomanyos tekintélyével és
szuggesztivitasaval ezeknek kiilon is hangsilyt adott. E problémak koziil azéta téb-
bet megoldottak, néhanyuk még azéta is nyitott vagy csak részlegesen van megoldva. .
Mindenesetre, ha egy-egy problémat valakinek sikeriilt megoldani, az illet§ beirta
ezzel a nevét a matematika tSrténetének aranykOnyvébe. Rendszerint azonban
nem egy-egy matematikus kizarolagos teljesitménye volt valamelyik nagy Hilbert-
probléma megoldasa, hanem a kutatok egymaséba kapcsolédé munkajanak vég-
eredményeként sziiletett meg a megoldas. Kozben a probléma maga is fejlddott,
altalanosabb vagy jobban koriilirtta valt.

Egyik nevezetes probléméaja az étodik, amelyre HILBERT a geometria megala-
pozasara iranyuld munkajaval kapcsolatban jutott. A mechanika szempontjabol
a geometria alapvet§ feladata az, hogy egy merev test mozgasat leirja. Ez volt HELM-
HOLTZ allaspontja is, s sikeriilt is neki az euklideszi sik mozgéiscsoportjat néhany
egyszerli axiomaval jellemezni. A kérdést egy masik nagy matematikus, SOPHUS
Lie a folytonos transzformacidcsoportok altala kifejlesztett elméletének a keretében
ujra megvilagitotta. Lie elmélete feltételez a folytonossag mellett bizonyos differen-
cialhatosagi tulajdonsagokat is. Ezeknek a tulajdonsagoknak az elGre vald feltéte-
lezése azonban idegen a geometria megalapozdsira vonatkozé eredeti probléma
természetétSl. HiLBERTnek sikeriilt is ebben a specidlis esetben megszabaditania
a Lie-féle elméletet a differencialhatésagi feltételektsl. A nagy probléma pedig,
amit kitlizott, az, hogy lehetséges-e a Lie-féle folytonos transzformécidcsoportok
elméletét teljesen megszabaditani a differencidlhatosagi feltételekt6l? E problémaval
sok kivalé matematikus foglalkozott azutin, koztilkk POLYA GYORGY és KEREKJARTO
BfLa, akiknek az un. egy- és kéttagu folytonos transzformacidcsoportok esetében
sikeriilt is a problémat megoldaniok. Az altalinos megoldas azonban sokaig varatott
magara, még sok ,,matematikai fegyvert” kellett megkovacsolni ahhoz, hogy e prob-
Iéma varat teljes ostrom ala vehessék. E fegyverek kozott dont jelentdséglinek bizo-
nyult a mi HAAR ALrrED{inknek, HILBERT volt tanitvanyanak és asszisztensének,
akkor a szegedi egyetem tanaranak 1932-ben tett felfedezése, amely szerint a foly-
tonos csoportokban a csoport-eltolasokkal szemben invarians meértékfogalom vezet-
hetd be, az un. Haar-féle csoportmérték. HaAR maga nem tudta mar e felfedezését
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kihasznalni, réviddel ezutan ethunyt. De masik hazankfia, NEUMANN JANOS, a Haar-
mérték birtokdban egyhamar megoldja a problémat — igenl6en — az n. kom-
pakt csoportok esetében, PONTRJIAGIN szovjet matematikus pedig, ugyancsak a Haar-
mérték felhasznalasaval, a csak lokalisan kompakt, de kommutativ csoportok ese-
tére. Csak néhany éve, 1952-ben sikeriilt harom amerikai matematikusnak, GLEA-
soNnak, MONTGOMERYnek és ZippiNnek a Hilbert-féle 5. problémat tetszGleges,
lokalisan kompakt csoportok esetére is megoldania, felhasznalva a halmazelméleti
topoldgia finom meggondolasait is. Ha csak erre az egy Hilbert-problémara tekin-
tiink is vissza, amelynek, mint lattuk, erds magyar vonatkozasai is vannak, latnunk
kell, hogy a megoldasara iranyul6é hosszi és nemzetk6zi tudomanyos erSfeszitések
révén mennyit fejlédott a matematika: a mértékelmélet, a halmazelméleti topoldgia
stb. a matematikanak egészen 1j fejezetei alakultak ki ennek kapcsan, pl. a topolo-
gikus algebranak az elmélete, és az 1in. altalanos harmonikus analizis. Ez az egy
példa is mutatja, milyen meghatirozd szerepe volt tudomanyunk egész fejlédésére
HiLBERT iranymutatasanak. Ennek az iranymutatasnak akkor sem kisebb az érdeme
és jelentGsége, ha valamelyik problémardl az id6k soran kideriilt, hogy megoldasa
nem az, amit HILBERT sejtett. Ez volt a sorsa példaul a Hilbert-féle 13. probléma-
nak, amely a tobbvaltozds fiiggvényeknek a nomografia modszereivel vald abrazo-
14s4bdl kiindulva azt kérdi, melyek azok a harom vagy tobbvaltozds foggvények,
amelyek véges sok kétvaltozds fiiggvénybdl épithetk fel igy, hogy vesziink egy két-
valtozos fiiggvényt, majd mindkét valtozdja helyére egy-egy kétvaltozos fliggvényt
helyettesithetiink és igy tovabb, véges sokszor. HILBERT sejtése szerint nem minden
haromvaltozos folytonos fiiggvény allithaté el6 ilyen mddon kétvaltozosakbol.
Legtijabban, az 50-es évek végén egy egészen fiatal szovjet matematikus, V. 1. ARNOLD,
KoLMOGOROV szovjet akadémikus tanitvanya, mestere kutatasi eredményeit tovabb-
fejlesztve végre megoldotta HiLBERTnek ezt a problémajat is, bar a megoldas nem
az, amit HILBERT sejtett. Kideriilt ugyanis, hogy igenis minden haromvaltozos
folytonos fiiggvény kifejezhetd kétvaltozosak ilyen médon vald egybeskatulyazasival.

HiLBerT tudomanyos életmiivének iddSbeli lefolyasa sajatsagos képet ad. Elete
meglehet8sen élesen szakaszokra bonthatd, amelyekben majdnem kizardlag egy-
egy problémacsoporttal foglalkozott. Pl. életének abban a szakaszaban, amikor
az integralegyenletek érdekelték, csak ezekkel foglalkozott, minden mogott ezt
a kérdést vélte felfedezni; ha pedig Ggy érezte, hogy egy problémakorrel végzett,
ezt a problémakort véglegesen otthagyta, s mas problémakor felé fordult. Ezen a
jellemz6 mdédon jutott tudasa és alkotasa az univerzalitisnak napjainkban mar
szinte elérhetetlen magas fokara.

Munkassaganak a kovetkezd f6 szakaszait lehet megkiilonbéztetni: 1) Invari-
anselmélet (1885—1893), 2) Algebrai szAmtestek elmélete (1893—1898). 3) A geo-
metria alapjai (1898—1902). 4) Integralegyenletek (1902—1912). S5) Fizika (1910—
1922). 6) A matematika altalanos alapjai, bizonyitaselmélet (1922 utan). Ez a fel-
osztads azonban durvabb a kelleténél. Pl. variaciészamitasi dolgozatait egy kalap
ala veszi az integralegyenletekrdl sz6lokkal. Es természetesen vannak atfedések is,
tovabba néhany szérvanyos, a fenti id6rendbe bele nem ill§ alkotasa, utdébbiak koziil
talan a legmeglepGbb a Waring-féle probiéma altala adott megoldasa 1909-bésl.

WARING még a XVIII. szazadban azt a sejtését mondta ki, hogy minden pozitiv
egész szam elSallithatod legfeljebb K darab pozitiv egész szam n-edik hatvanyanak
Osszegeként, ahol K csak az »-tdl fiigg, mint ahogy példaul minden pozitiv egész
szam kifejezhetS 4 darab négyzetszam Osszegeként. A Waring-féle probléma a maga
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altalanossagaban hosszii ideig teljesen hozzaférhetetlennek tiint s csak a X1X. szazad
utolsé évtizedében kezdtek egyes matematikusok azon faradozni, hogy legalabb
az n kitevd egyes értékeire bebizonyitsik WARING sejtését. HILBERT figyelmét kiilo-
noésen HUurwitznak egy 1908-ban ko6zolt érdekes ez iranyfl részeredménye keltette
fel, amely szerint, ha valamely n-re érvényes egy

A+ x2+x234x2y = Y+ Y3+ ...+ Y2

alakt azonossag, ahol az Y-ok az x,, x,, x5, x, valtozok racionalis egyiitthatds,
linearis kifejezései, €s ha erre az n-re 1igaz WARING sejtése, akkor 2n-re is igaz. HiL-
BERTnek sikeriilt minden » esetében egy a HURWITZ-tipusu azonossagot, négy helyett
Ot valtozd esetére is felallitania, mégpedig meglepd modon, egy bizonyos 25-sz6ros
integralra vonatkoz6 formulabdl kiindulva, és ennek segitségével, tovabbi meggon-
dolasok egy csodalatra méltd lancolatan at, sikeriilt WARING sejtését teljes altalanossag-
ban bebizonyitania. Ez a bizonyitas egyik legnagyszeriibb tamisitéja HILBERT mate-
matikai erejének s egyben meglepS példa az analizis mddszereinek a szamelmélet-
ben val6é alkalmazhatosagara. De meglep6 az is, hogy HURwiTZ dolgozatanak meg-
ismerése utin HiLBERTnek igen rovid id§ elég volt ahhoz, hogy a teljes megoldashoz
eljusson, alig par hénap. Dolgozatat, amely a matematikai irodalomnak o6roékre
egyik fényes gydngyszeme marad, 1909-ben mar kozolte, kézben elhtinyt barat-
janak és kollégdjanak, MiNkOwSKkinak az emlékére ajanlva.

Egy ilyen elGadas keretében természetesen nincsen moéd arra, hogy végighalad-
junk HILBERT teljes tudoméanyos hagyatékin. HILBERT elsé két tudomanyos peri-
o6dusanak — az invarianselméletinek és az algebrainak — atugrasaval térjiink ki
egy kicsit részletesebben HiLBERTnek a geometria megalapozasara vonatkozd mun-
kassagara, amely az addig csak a sziikebb szakkoérokben méltanyolt tudodst vilag-
hiriivé tette. Nagy meglepetést keltett hallgatéi el6tt, amikor az addig az invarian-
sokkal és algebrai szamtestekkel foglalkoz6 tanaruk 1898/99 telén az ,,Fuklidesi
geometria elemei” cimmel hirdetett egyetemi elGadasokat s még 1899-ben megjelen-
tette azota klasszikussa valt konyvét, a ,,Grundlagen der Geometrie™-t.

Mar a régi gorogék geometridja deduktiv tudomany, amely tisztan logikai el-
jarasokkal épiil fel, ha egyszer néhany axiémat, alapmegallapitast elfogadunk. Euk-
LIDESZ és HILBERT egyarant ezt a programot hajtja végre. Csakhogy mig EUKLIDESZ
axioma-listaja még tavolrdl sem volt teljes, a HILBERTé az, és HILBERT levezetései-
ben nem marad semmi hézag. EUKLIDESZnél és HILBERTNél is a pont, az egyenes
és a sik az alapelemei a geometriai térnek, de mig EUKLIDESZ ezeket a tér-elemeket
és a koztilk fennalld, az axiémakban foglalt kapcsolatokat a szemléletre is hivat-
kozva probalja értelmezni, addig HILBERT a szemléletre valé minden nyilt vagy
burkolt hivatkozéstdl tavol tartja magat. HILBERT felfogasa szerint mindannak,
amit ezekrdl az alapelemekr6l tudnunk kell, benne kell foglaltatnia az axiomakban:
maguk az axiémak szolgalnak tehit ezeknek az alapelemeknek (szitkségszeriien
nem teljes) definicidiul. EUKLIDESZ az axidmakat evidenseknek tartotta a valdsagos
fizikai térben alkotott szemléletiink alapjan. De a geometria szigortan deduktiv
rendszerében a szemléleti evidencidnak nem lehet szerepe, s6t még annak a kérdés-
nek sincs értelme, hogy az axidmak ,,igazak-e? Az axiémak csupan hipotézisekiil
szolgalnak s egyetlen feladatunk, hogy ezeknek a hipotéziseknek a logikai kovet-
kezményeit kifejtsiik. Valdban, kiilénb6z8 realizaciéi lehetségesek a geometria
alapelemeinek, amelyekre az axiémak — mind vagy részben — teljesiilnek. Az
n-dimenzids euklideszi vektortér axidmai teljesiilnek példaul akkor is, ha egy bizo-



210 SZOKEFALVI-NAGY B.

nyos elektromos vezetSrendszert vesziink, amelynek »n 4ga bizonyos elagazasi pon-
tokban érintkezik, s az ebben lefolyé elektromos aramot tekintjiik vektornak, hosz-
szusagat azzal a Joule-hGvel mérve, amelyet ez az dram egységnyi id§ alatt kelt.
HILBERT a maga sajatsagosan ¢les megfogalmazasaban ezt egy beszélgetés alkal-
maval igy fejezte ki: ,.kell, hogy pont, egyenes, sik helyett mindig mondhassunk
asztalt, széket, sordskancsot.”

A geometrianak axidmakbol vald felépitésében, amennyire csak lehet, takaré-
koskodni kell az axiomakkal. Hiszen minél kevesebb az axioma, az alapfeltevés,
annal kdnnyebb azok teljesiiltét egy-egy adott realizacioban (mint az elébb emli-
tett, aramkorokre vonatkozo példaban) megallapitani s igy annal kénnyebb a geo-
metriankat alkalmazni. De az axidmakkal valé takarékossdg fontossaga abban is
aill, hogy igy az egyes axidmacsoportok kozotti kapcsolatokat jobban meg tudjuk
vilagitani. HILBERT a geometria axidomait S csoportba szedve mondja ki; ezek a kovet-
kezGk: az illeszkedés, a rendezés, az egybevagosag, a parhuzamossag €s a folytonos-
sag axidémai. A sorrend lényeges; gy van megadva, hogy mar az elsé egy-két axio-
macsoport axiomai alapjan, a t6bbiek felhasznalasa nélkiil is, szamos kovetkeztetést
vonhassunk le, Hiszen minden tijabb axiéomanak az el6z6khoz valdé hozzavétele
ujabb megszoritast jelent s a cél az, hogy mielStt ujabb megszoritast tennénk, min-
den lehet8séget kiaknazzunk, amit az eddig tett megszoritisok még megengednek.
Ha, példaul, a geometriai egybevagdsagok elmélete felépithet6 a parhuzamossagi
axiéma nélkill is, tehat fiiggetleniil attol, hogy ezt az axiomat feltessziik-e vagy sem,
vagy milyen formaban tessziik fel, akkor a parhuzamossagi axiomat az egybevago-
sag axiomai utanra kell helyezni. llyen mddon tisztan latszik a geometria felépitése
soran, mi az, ami a Bolyai-féle abszolit — azaz parhuzamossagi axidmat nem fel-
tételez8 — geometriaban is érvényes és mi az, ami csak az euklideszi parhuzamos-
sagi axiéma alapjan kovetkezik.

HiLBerTnek természetesen voltak a nem-euklideszi geometria felfedezdi,
BoLyar JANOs és LOBACSEVSzKIJ 6ta mas el6futarai is, f6ként M. PascH, aki a ren-
dezés eddig rejtve maradt axiomait fedte fel és modszeres vilagossaggal vitte végbe
sa projektiv geometria deduktiv felépitésének a programjat (1882). Olasz geomé-
terek (PEANO, VERONESE) folytattak ezt a diszkussziét. HILBERT azonban nemcsak
hogy betetSzte ezt a folyamatot a szemléletre vald rejtett utdlagos hivatkozasokat
sziikségtelenné tevé geometriai axiomarendszerének a felallitasdval, hanem ezt
az axiomarendszert addig szokatlanul éles logikai analizisnek vetette ald. HILBERT,
bar voltak el6futarai ebben is, az elsG, aki teljesen szabadon mozog ezen a ,,meta-
geometriai’”’ szinten: rendszeresen megvizsgalja az egyes axidmai, ill. axidmacsoport- -
jai egymastol valo fiiggetlenségének és ellentmondastalansiganak a kérdését az-
altal, hogy megfelel§ geometriai modelleket szerkeszt, amelyek — példaul amikor
valamelyik axiomanak a tobbiektdl valo fiiggetlenségér6l van sz6 — az illet§ axid-
manak nem tesznek eleget, de az §sszes tobbinek igen. A Bolyai—Lobacsevszkij-féle
nem-euklideszi geometriara mar ismeretes volt ilyen modell, a Cayley—Klein-féle
kormodell, HILBERT elkésziti a ,,nem-archimédeszi”’, ,,nem-desarguesi”, ,,nem-
pappusi”’ geometriak modelljeit is, amelyekben a mérés un. archimédeszi axiomaja
ill. a projektiv geometria Desargues-féle, ill. Pappus-féle tételei nem érvényesek.
Mindezekben a logikai ellenpéldakban az alapvet§ eszmék ma mar természetesnek
tlinnek nekiink, olyannyira mély hatassal volt ez a Hilbert-féle ,,axiomatikus gondol-
kodas” a matematikardl valo felfogasunkra. Nagy szerepe volt ebben annak a vila-
gos ¢&s félreérthetetlen nyelvnek, amellyel HILBERT magat ki tudta fejezni dolgoza-
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taiban s konyvében, a ,,Grundlagen der Geometrie”-ben, amely 1899 6ta eddig 7
kiadasban fogyott el, forditasairol nem is beszélve. E konyv mfiivészi kvalitasai két-
ségtelenil]l hozzajarultak sikeréhez és tették a tudominy egyik mestermiivévé.

A ,,Grundlagen” megjelenése utani idGszak HILBERT életének legragyogdbb
korszaka. 1902-ben régi baratjat, MINKOWSKIt a gottingai egyetemre nevezik ki,
két év milva C. RUNGE kap ugyanoda kinevezést, mint az alkalmazott matematika
miivelGje. A gottingai matematikai €let magasba lendill, s koériildtte nagy viragzas-
nak indulnak alkalmazasi teriiletei is, a csillagaszat, a mechanika és a fizika. Ez a
Hilbert-iskola fénykora, 1901-t6l az 1. vilaghabora kitdréséig tobb mint 40 doktori
disszertacio késziil el HILBERT vezetése alatt, ezek ko6zill szaimos maradandé értéki
és néhany egészen hiressé valt munka; a fiatal doktorok koziil rekrutalddnak Hivr-
BERT asszisztensei, akik kés6bb maguk is majdnem mindannyian nagy tekintélyit
professzorokka valtak. Fiatal és tapasztaltabb matematikusok egyarant jonnek
HiLBERThez bel- és kiilfoldrdl, hogy tanuljanak a mestertSl s sok értékes inditékot
is hoznak magukkal, amivel hozzajarulnak a gottingai matematikai élet még szines-
sebbé valasahoz.

Maga HILBERT a ,,Grundlagen” utdn egy-két évig még folytatja geometriai
kutatasait s megirja a ,,Matematikai problémakrol” szo616 elGadasat a parizsi kong-
resszus szamdara, amelyr6l mar szdéltunk, de ezutin mindinkabb a figgvénytani
analizis 1ép érdeklGdésének elSterébe. Munkai az analizist (], hatdsos modszerekkel
gazdagitottak, amelyek munkatarsai kutatasaival kiegészitve, ,,4 matematikai fizika
madszerei” cimi hires, kétkotetes, Courant—Hilbert-féle tankényvben nyertek Osz-
szefoglalast.

HiLBerTnek az analizis teriiletén vald kutatasai kozben is bizonyos mértékig
egy axiomatikus program lebeghetett a szeme elGtt. Erre utal az 1908-as rémai nem-
zetkOzi matematikus-kongresszusra készitett elSadasanak a kovetkezd részlete:
,,Kimagasléan érdekesnek tartandm megvizsgalni azokat a konvergenciameggon-
dolasokat, amelyek az analizis egy-egy meghatarozott diszciplinajanak a felépité-
sére szolgalnak, olyan mddon, hogy Osszeallitjuk az illet diszciplina lehetéleg
egyszeri alaptényeinek egy rendszerét, amelyek bizonyitdsahoz egy bizonyos kon-
vergenciameggondolas sziikséges, és amely egyszerii alaptényekbdl kiindulva azutan,
ajabb konvergenciameggondolasok nélkiil bizonyithatjuk be az illet analizis-disz-
ciplina osszes tételeit.”

Ilyen ,,egyszerli alaptényeket” HILBERT elGszOr a variacidészamitas teriiletén
keresett, az Gn. reguldris variacioproblémak kozott. Vizsgalatainak mindjart a kez-
detén kiemelkedd sikert ért el az Un. Dirichlet-féle elvvel kapcsolatban. A matema-
tikai fizika, kozelebbrSl az elektrosztatika egyik alapfeladata az Un. Dirichlet-féle
probléma, amely a kétdimenzids esetben igy szol: Meg van adva az u elektromos
potencial értéke a sikbeli G tartomany peremén, keresend§ u értéke a G tartomany
belsd pontjaiban, feltéve, hogy ott nincsenek elektromos toltések. Matematikailag
kifejezve, u-nak a G tartomany belsejében a

P P
ox? ' oy*

un. Laplace-féle differencialegyenletet kell kielégitenie, ahol x, y derékszogii koor-
dinatdk, G peremen pedig u-nak megadott értékeket kell felvennie. DIRICHLET ezt
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a feladatot egy minimumfeladatra vezette vissza. Kimutatta ugyanis, hogy a G tar-
tomanyon értelmezett Osszes olyan, folytonosan differencialhatéd u fiiggvények koziil,
amelyek G peremén az adott értékeket veszik fel (réviden mondva: az &sszes ,,meg-
engedett” u fiiggvények koziil) az szolgiltatja a szoban forgd Dirichlet-probléma
megoldasat, amelyre a

oo (2 () o

un. Dirichlet-integral értéke a minimalis. Régebbi kutatdk, abbdl kiindulva, hogy
ennck az integralnak az értéke alulrdl korlatos, ti. nemnegativ, hallgatélagosan
elfogadtak azt, hogy van olyan fiiggvény a megengedettek kozill, amelyre a D(u)
integral minimalis értéket vesz fel. Ez az Un. Dirichlet-elv. WEIERSTRASS ramutatott
arra, hogy ilyen minimalizald megengedett fiiggvény létezése egyaltaliban nem
nyilvanvalé. WEIERSTRASSnak ez a jogos kritikaja egy idGre elriasztotta a matemati-
kusokat attdl, hogy a Dirichlet-probléma megoldasat ebben a — kiilonben olyan
természetesnek latszd — iranyban keressék s mas, keriil6bb utakon kozelitették
meg a problémat. HILBERT, teljes mértékben elismerve WEIERSTRASS kritikajanak
jogossagat, nem riadt vissza a kritikatol, hanem merészen nekifogott annak, hogy
az integralt minimahzal6 fiiggvény létezését bebizonyitsa. A nehézséget az okozza,
hogy ha uy, u,, ...,u,, ... megengedett fliggvényeknek egy olyan sorozata, amelyre a

D(u,), D(uy), ..., D@u,), ...

integralértékek sorozata a D(u) integral Osszes lehetséges értékei halmazanak alsé
hatarahoz tart, egyaltalaban nem kovetkezik ebbdl, hogy az uy, u,, ... u,, ... fiigg-
vénysorozat maga is konvergal. Pedig ha ez a sorozat konvergalna, nyilvin a hatar-
értékfiiggvény lenne a minimalizal6 figgvény. HILBERT a konvergenciat azzal kény-
szeriti ki, hogy az u,(x, y) minimalizalé fiiggvénysorozatot el6bb egy alkalmas
,.kisimito-eljarasnak” veti ala (FeLix KLEIN kifejezésével ,,HiLBERT lenyirja a felii-
letek szlreit™) s azutan az igy kisimitott, de még mindig megengedett és minimali-
zalo fiiggvénysorozatbol ki tud valasztani egy konvergens részsorozatot. A ,,kisimi-
tas™ ugy torténik, hogy a fiiggvények értékét barmely P pontban HILBERT helyet-
tesiti a fiiggvénynek a P pont koriili r sugari koron vett integralkozepével.

HiLBERTnek ez a mddszere a Dirichlet-probléma megoldasara, amelyet ,,direkt”
modszernek nevezhetiink, még jobban alkalmazhaté olyan problémik megoldasa-
ban, amelyekben a tartomany pereme nem jatszik olyan lényeges szerepet, mint a
Dirichlet-féle peremértékproblémaban. Csekély modositassal a modszer akkor is
alkalmazhat6, ha pontszingularitasokat is megengediink, és HILBERT igy oldotta
meg a Riemann-feliileteken valé dramlasok problémajat, megadva ezzel a sziikdéges
alatamasztast az Abel-féle integralok Riemann-féle elméletének. KésGbb, amikor
a fiiggvénytan egy 0j nagy feladata, az altalanos uniformizacio-probléma keriilt
az érdekl8dés elSterébe (féleg POINCARE és KOEBE munkassiga révén), HILBERT
megirit csak az § direkt modszeréhez nydlt s ennek némi modositasaval bebizonyi-
totta tetszés szerinti siktartomany konform leképezhet8ségét a valds tengellyel par-
huzamos metszetekkel felvagott sikra. igy a HILBERT altal megmentett és kifinomi-
tott ,,Dirichlet-elv”’ a fliggvénytan szamdara valGban egy olyan ,,egyszer(i alaptény-
nek” bizonyult, amilyent HILBERT keresett. Ennek az elvnek a minimaifeliiletek
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elméletére vald alkalmazhatdsagat R. Courant fedte fel, aki hosszi id6n 4t HILBERT
legszorosabb munkatarsa volt a gottingai matematikai élet vezetésében s aki késGbb
a nacizmus el6l Amerikaba kényszeriilt s a New York-i egyetemen ma is viragzé
..Hilbert-iskolat” alakitott ki.

HiLBerT eszméi mélyen befolyasoltak a variacidszamitds modern fejlGdését.
A direkt mddszer a klasszikus Euler—Legendre—Jacobi—Weierstrass-féle ,,lokalis™
modszerekkel parosulva a variacidészamitasban 1j fellendiilést hozott.

A variaciészamitassal szorosan kapcsolédnak az integralegyenletek HILBERT
analizis-targya vizsgalataiban. 1900—01 telén egy fiatal svéd matematikus, HoLM-
GREN szamolt be HILBERT szeminiriuman az ugyancsak svéd IvAR FREDHOLM fris-
sen megjelent, integralegyenletekre vonatkozé els6 kozleményeirSl ¢€s HILBERT
— gy latszik — azonnal tiizet fogott. Kezdetét vette HiLBERT alkoté munkassa-
ganak egy 1djabb és kiilondsen jelentSs szakasza.

FREDHOLM az Un. masodfaji integralegyenleteket vizsgalta, amelyekre t6bbek
ko6zott a Dirichlet-problémanak egy C. NEUMANN altal javasolt atfogalmazasa vezet.
Ezek a kovetkez$ alakuak:

b
x()—A|K(s, Dx(@ydt = f(s)  (a=s=b),

a

ahol K(s, #) és f(s) adott fiiggvények, x(f) a keresett fiiggvény, A pedig egy valds
vagy komplex paraméter; a Dirichlet-problémara valdé alkalmazas specialis eseté-
ben A értéke +1 vagy —1. POINCARE a mult szazad végén az ilyen integralegyenletek
megoldasaval kapcsolatban komplexfiiggvénytani moddszereket javasolt; FRED-
HOLM a Poincaré-féle utaliasokat felhasznalva és messzemen8en tovabbfejlesztve elG-
szOr adta meg a fenti integralegyenlet 4ltalinos megoldasi modszerét. FREDHOLM
ennek segitségével meg tudta oldani a potencidlelmélet peremérték-problémajat,
a mar emlitett Dirichlet-problémat. De nem olelte fel FREDHOLM méddszere a rezgl
rendszerek (hur, membran stb.) rezgései sajatrezgések szuperpoziciéjaként valo elGal-
litasanak a problémajat, holott POINCARE éppen ezekbdl a problémakbdl kiindulva ju-
tott el az integralegyenletekre vonatkozo meggondolisaihoz, HiLBERTnek sikeriilt az
elméletet ez irAnyban kifejlesztenie. Mig FREDHOLM az integralegyenlet targyalasanal
parhuzamosan halad a linearis algebrai egyenletrendszerek szokasos megoldasi
modjaval, de nem hivatkozik az algebrai tételekre, HILBERT egy természetesen kinal-
kozd — és a rezgd hir problémajaban mar BERNOULLI altal 1730-ban alkalmazott —
modszerrel az integralegyenlet megoldasat a linearis algebrai probléma megoldasa-
bdl hataratmenettel kapja. Az eljaras nem egyszerdi €s talan kevésbé elegans a FRED-
HoLMénal, de lehetGvé teszi HiLBERTnek, hogy a linedris és a kvadratikus algebra
mas, jOl ismert tételeit is felhasznilhassa, s ezzel a Fredholm-féle eredményeket 1¢-
nyegesen kiegészithesse. A sajatrezgések problémai ugyanis olyan integralegyenle-
tekre vezetnek, amelyekben a K(s, 1) ,,magfiiggvény’’ szimmetrikus a valtozdiban,
azaz
K(s, )=K(1, 5),

¢s ennek kovetkeztében az integralegyenletet megkozelit algebrai linearis egyenlet-
rendszerben az egyiitthatdk szimmetrikus matrixot alkotnak. A véges szimmetrikus
matrixokra és az ezekhez tartozé kvadratikus alakokra pedig jol ismeretes az algeb-
raban a sajatértékprobléma megoldasa és az un. f6tengelyekre valé transzformacio
tétele. HILBERT ezekbdl az algebrai tételekbdl kiindulva jut el hataratmenettel a szim-
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metrikus magu integralegyenletek sajatértékproblémajanak és kifejtési problémaja-
nak a megoldasahoz. F6 eredménye, hogy szimmetrikus (és folytonos) K(s, ) mag-
fliggvény esetében talalhaté sajatfiiggvényeknek egy @, (s), @, (8), ..., @,(8), ... orto-
normalt rendszere, a hozzajuk tartozd Ay, A, ... , 4,, ... valOs sajatértékekkel, gy,
hogy barmely x(s) valds folytonos fliggvényre érvényes a kovetkezd Gsszefiiggés:

b b

|| &G, Dx@x)dsdr = 3 2,22,
ahol &, az x(s) fiiggvény n-edik Fourier-egyiitthatéja a sajétfﬁgg\}ények ortonormalt

rendszerében, azaz
b

&= X9, d.

a

A ¢,(s) sajatfiiggvény a A, sajatértékkel a kovetkez§ Osszefiiggésben van:

b
| K(s, 09a(0) dt =20, 5.

Egyébként 4,—~0. A fenti kettSs integral az algebrai kvadratikus alakok analogonja
és ennek a ¢, Fourier-egyiitthatok négyzeteivel vald kifejezése megfelel az algebrai
kvadratikus alakok fStengelyekre valé transzformalisinak. Ebbdl a tételbsl kévet-
kezik a ,,sorfejtési tétel” is, eszerint minden un. ,,forrasszeriien” el8allithatéd fiigg-
vény a ¢@,(s) sajatfiiggvények szerint egyenletesen konvergens sorba fejthetd.
TovabbmenSen HILBERT észreveszi azt is, hogy az algebrai linearis egyenlet-
rendszerekbdl és a véges kvadratikus alakokbdl kiindulva nemcsak az integralegyen-
letekbez és a hozzdjuk tartozé kvadratikus kifejezésekhez (kett8s integrilokhoz)
Iehet eljutni, hanem — még természetesebben — a végtelen sok ismeretlenes linearis
egyenletrendszerekhez ill. az ezekhez tartozd végtelen sok valtozds

55 Ko 1)

m=1n=1

kvadratikus alakokhoz, feltéve, hogy csak olyan

Xis Xgy wens Xy oes
végtelen sorozatokat engediink meg, amelyekre az

xX24+x34 . X2+

négyzetdsszeg véges értékii. Az ilyen szamsorozatokat egy végtelen sok dimenzids
»tr’” egy x vektora komponenseinek foghatjuk fel; az x vektor hossziisagat az elébbi
négyzetdsszeg négyzetgyokével értelmezve.

fgy jutott el HILBERT az azdta réla elnevezett végtelen sok dimenzidju térnek
a fogalmahoz. Ennek a Hilbert-féle térnek megvan egy fontos tulajdonsaga, ami
a folytonos x(s) fiiggvények altal alkotott ,,fiiggvénytérnek™ nincs meg, ti. a Hil-
bert-féle tér teljes abban az értelemben, hogy a Hilbert-térbeli vektorsorozatok
konvergencidjara érvényes a Cauchy-féle belsG konvergencia-kritérium. Ennek a
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tulajdonsagnak a felhasznilasaval HILBERT bebizonyitja, hogy ha a fenti, végtelen
sok valtozdju
2 ZKmn(xm’ xn)

kvadratikus alak egy bizonyos folytonossagi feltételnek, az un. ,,teljes folytonossag-
nak” is eleget tesz, akkor a véges kvadratikus alakokhoz hasonléan a 2 2, E2 négyzet-
Osszeg alakra transzformalhato

Nemsokara ezutan, HILBERT vizsgilatai altal 6sztondzve, Riesz FRIGYES és a
német ERNST FISCHER kimutattadk, hogy az x(s) fiiggvények ,,tere” is teljesiti a tel-
jesség feltételét, ha nemcsak a folytonos fiiggvényeket engedjitk meg, hanem az 6sz-
szes olyan fiiggvényeket, amelyek a Lebesgue-féle értelemben négyzetesen integral-
hatdk, a tavolsagot ebben a térben négyzetdsszeg helyett négyzetintegral segitségével
értelmezve.

A Riesz—Fischer-tétel szerint tehat a Hilbert-féle, végtelen sok dimenzidja vek-
tortér bizonyos értelemben hasonlé szerkezetii, mint a LEBESGUE szerint négyzetesen
integralhato fliggvények tere. Mindketten felfoghaték mint egy Un. absztrakt Hil-
bert-térnek egy-egy realizacidja.

HILBERT nem 4allt meg a teljesen folytonos kvadratikus alakok vizsgalatanal,
hanem elméletét kiterjesztette az ezeknél joval altalanosabb, tn. korldtos kvadratikus
alakokra is a Hilbert-térben. Ezekre bebizonyitotta az un. spektralfelbontas Iehetd-
ségét. Mig a teljesen folytonos kvadratikus alakok a tiszta négyzetes 4,£% tagok
Osszegére transzformélhatdk, az altalanos esetben az ilyen tagok &sszege mellett
egy analog szerkezet(i integrdl is felléphet, amit ugy fejezhetiink ki, hogy a ,,diszkrét
spektrum’ mellett ,folytonos spektrum’ is szerepelhet.

Nem részletezhetem tovabb HiLBERTnek az integralegyenletekre és az azokkal
kapcsolatos kérdésekre vonatkozo eredményeit. HILBERT gondolataibél kiindulva,
tanivanyai a modern matematika egyik legjelentdsebb aganak, a funkcionalanali-
zisnek vetették meg az alapjait; ebben az 1j diszciplinAban a Hilberi-féle végtelen
dimenzids térnek és Gin. operatorainak kozponti szerepiik van. RiEsz FRIGYES mellett
NEUMANN JANOS jart az élen a Hilbert-térre vonatkozd tjabb vizsgalatokban és
foként NEUMANN fejtette ki a Hilbert-tér elméletének a szerepét a kvantummecha-
nika megalapozasaban.

Maga HILBERT is egy sor fizikai problémara alkalmazta az integralegyenletek
elméletét, aminthogy altalaban jellemzi HILBERT matematikai munkassagat a fizika-
val vald szoros kapcsolat fenntartasa. Munkassaginak egy egész szakaszat szentelte
annak a célnak, hogy a fizika elméleteit is bizonyos mértékben axiomatizalja.

Szolnunk kellene még HiLBERTnek azokrdl a vizsgalatairdl, amelyeket életének
kés6bbi szakaszaban folytatott, s amelyek célja a matematika altalinos megalapo-
zasa, a halmazelméletben jelentkez§ ellentmondésok kikiiszébolése, a matematikai
logika. Sajnos, ezek ismertetése meghaladna ennek az elGadasnak a kereteit.

Ehelyett befejezésiil idézziink néhany sort HILBERT egy irdsabdl, amely a termé-
szet megismerésének €s a logikanak a kapcsolatait taglalja. E sorok mintegy HILBERT
filozofiai hitvallasat fejezik ki:

»A matematika szamara nincs ,,ignorabimus”, ,,megtudhatatlan”, és vélemé-
nyem szerint a természettudomianyok szamara egyaltalaban nincsen. A filozéfus
CoMtE egyszer — hogy egy biztosan megoldhatatlan problémat nevezzen meg —
azt mondta, hogy a tudomanynak soha sem fog sikeriilni az égitestek kémiai 6ssze-
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tételének titkat megfejtenie. Néhany évre ra KIRCHHOFF €¢s BUNSEN szinképelemzéssel
megoldottak ezt a problémat, és ma elmondhatjuk, hogy a legtavolabbi csillagokat
hasznaljuk fel olyan fizikai és kémiai laboratériumokul, amilyeneket a f6ldén nem
allithatunk fel. Véleményem szerint annak, hogy ComTeEnak nem sikeriilt megold-
hatatlan problémdira példat adnia, a valodi oka az, hogy megoldhatatlan probléma
egyaltalan nincsen. A balga ,,ignorabimus” helyett, ellenkezleg, jelszonk ez legyen:

,,Tudnunk kell, tudni fogunk™,.
,,Wir miissen wissen, wir werden wissen’ .«
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