
KÖRELHELYEZÉSEK ÁLLANDÓ GÖRBÜLETŰ 
FELÜLETEKEN1 

írta: MOLNÁR JÓZSEF 

Bevezetés 

A diszkrét geometriában2 a legutóbbi idó'ben előtérbe kerültek tar tományok 
kitöltésével, ill. lefedésével kapcsolatos problémák, melyeket gyakran a műszaki-, 
vagy természettudományok vetnek fel. Ilyen pl. a következő kitöltési probléma; 3 

Egy kidolgozott borjúbőrből, hogyan lehet adott méretű cipőfelsőrészeket kivágni 
úgy, hogy a selejt minimális legyen? 

Dolgozatunkban ennek az alapproblémának csupán azzal a speciális esetével 
foglalkozunk, amikor az elhelyezendő {K} tartományok véges sok kör egyesített 
halmazából állanak.4 Vizsgálatainkban a kitöltendő T „ ta r tomány" vagy egy 
állandó görbületű felület, pontosabban a gömbfelület, az euklideszi sík, vagy a 
hiperbolikus sík, vagy ennek egy bizonyos résztartománya. 

Mielőtt röviden vázolnánk dolgozatunk eredményeit, vessünk egy pillantást 
az eddigi körelhelyezési eredményekre!5 

Az euklideszi sík kongruens körökkel való legsűrűbb kitöltésének problémá-
já t A. THUE,6 A számelméletben elért alapvető eredményeiről ismert nagy norvég 
matematikus oldotta meg 1892-ben. 

E l t e k i n t v e H . MINKOWSKI, LORD KELVIN és W . BARLOW v i z s g á l a t a i t ó l , m e l y e k 
csupán szabályos elhelyezésekre vonatkoztak, a körelhelyezési vizsgálatokban 
hosszabb szünet következett be. Az euklideszi sík kongruens körökkel való leg-
ritkább lefedésének problémáját R. KERSHNER [45] oldotta meg 1939-ben. További 
bizonyítások, ill. élesítések a sík kongruens körökkel való kitöltésére, ill. lefedésére 
t a l á l h a t ó k p l . FEJES TÓTH L. [13], [14], H . HADWIGER [40], B. SEGRE—K. MAHLER 
[64] és S. VERBLUNSKY [67] d o l g o z a t a i b a n . 

A körelhelyezési problémák rendszeres vizsgálatát FEJES TÓTH kezdte, aki 
kutatásait kiterjesztette a diszkrét geometria különböző területeire. Gondolunk pl. 

1 A matematikai tudományok doktora fokozat elnyeréséhez készített disszertáció. 
2 A „diszkrét geometria" elnevezést A szovjet matematikusok adták (1. FEJES TÓTH[29]) a 

geometria azon ágának, amelynek tárgyát diszkrét elemekből álló halmazok képezik. Ez felöleli 
pl. a nem-folytonos mozgáscsoportok elméletét, a szabályos térfelbontás- és pontrácsok elméletét 
és ennélfogva szoros kapcsolatban van a csoportelmélettel, a számelmélettel, a függvénytannal és a 
matematika más ágaival (1. FEJES TÓTH [31]). (A szögletes zárójelben levő számok, a dolgozatunk 
végén szereplő irodalomjegyzékre vonatkoznak). 

3 Ezzel a problémával rokon a következő lefedési probléma: Hogyan lehet egy tartományt 
egy adott tartomány kongruens példányaival legritkábban lefedni? 

4 Dolgozatunkban a tartomány zárt ponthalmaz. Egy tartományt és annak területét ugyan-
azzal a betűvel jelöljük. 

5 Dolgozatunkban nem szerepelnek olyan körelhelyezési problémák mint pl. többszörös 
kitöltés, többszörös lefedés, körfelhök. 

6 THUE [66]. 
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a következőkre:7 1. Г = euklideszi sík, {К} s inkongruens körrendszer, 2. kon-
vex tartomány, {К} = kongruens körrendszer, 3. T= konvex tartomány, {AT} in-
kongruens körrendszer, 4. T=állandó görbületű felület, {K} = kongruens körrend-
szer.8 

A körelhelyezési problémák gazdag irodalmából említsük még meg a következő-
k e t : M . AGENO [1], [2 ] , 9 BALÁZS J . 1 0 , W . J . BLUNDON [7], A . H . BOERDIJK [9], L . 
DANZER [11], ERDŐS P . " , FEJES T Ó T H L . [26], [27], [28] , [32], L . F E W [33], S . FINS-
TERWALDER [34], A . FLORIAN [36], H . GROEMER [37], W . HABICHT [38], HEPPES A . 
[41], [42], [43], H . MESCHKOWSKI [48], [49], MOLNÁR J . [50], [51], [52], [53], [54], 
[55], [56], [57], R . RADO [59], H . RUTISHAUSER [61], B. L . VAN DER WAERDEN [68] , 
L . L . W H I T E [ 6 9 ] . 1 2 

Az eddigi vizsgálatok főként konvex tar tományoknak konvex tartományok-
ban való elhelyezésére vonatkoztak. A gyakorlat által felvetett problémák azon-
ban többnyire nem konvex tartományok vizsgálatát igénylik. E területen elért 
eredmények száma igen csekély. 

Dolgozatunk kiindulási pontját az elhelyezési problémák vizsgálatainak kiter-
jesztése képezte bizonyos nem konvex tartományokra. Ezek a vizsgálatok vezettek 
a körkonvexitás fogalmához,1 3 amely általánosítása a MAYER-féle [47] r-hiperkon-
vexitásnak, a HADWIGER [39] a-rendű konvexitásnak, a PERKAL-féle [58] e-konvexi-
tásnak és igen szoros kapcsolatban áll az A . D. ALEXANDROV [4], [5], [ 6 ] 1 4 , ill. J. G. 
RESETNYÁK [60] által értelmezett PRV, ill Oö halmaz fogalmával. 

A nem konvex tartományok vizsgálataiban alkalmazott egyik segédtétel (HAJÓS-
féle lemma) lehetőséget adott az egész síkra (vagy annak konvex tartományaira) 
vonatkozó ismert sűrűségbecslések messzemenő élesítéseire és általánosításaira. 

A disszertáció két részből áll. Az E részben klasszikus értelemben konvex 
„ tar tományokban" vizsgáljuk a körelhelyezéseket, míg a IE részben körkonvex tar-
tományokban. A tárgyalás java része szintetikus. Az eredmények egyszerű elemi 
megfontolások révén adódnak. 

I. KÖRELHELYEZÉSEK KONVEX „TARTOMÁNYOKBAN" 

1. §. Körrendszerek sűrűsége 

Dolgozatunkban állandó görbületi felület alatt a gömbfelületet, az euklideszi 
síkot, ill. a hiperbolikus síkot értjük. 

Egy megszámlálható sok körből álló {ATj körrendszernek egy állandó görbü-
YK- n T 

letű felület Г tartományára vonatkozó sűrűségén a — l—— hányadost értjük. Hason-

* Rövidség kedvéért csupán az a lapproblémákban szereplő 7" és { K \ ta r tományokat jeleztük. 
8 FEJES TÓTH 1953-ig elért eredményei megtalálhatók monográf iá jában [25], amely 1958-ban 

orosz nyelven is megjelent [29] I. M. JAGLOM kiegészítéseivel. 
9 Ageno vizsgálataiban a poliéder a lakú vírusok „krisztálográf iá jával" foglalkozik. 

1 0 BALÁZS J. eredménye még nincs publikálva (1. pl. FEJES TÓTH [30]). 
И 1. FEJES TÓTH [25] , 9 6 . o . 
1 2 A [32] és [43] MoLNÁRral írt közös dolgozat, a [38] és [63] VAN DER WAERDENnel írt közös 

dolgozat. 
11 A körkonvex t a r tományokra vonatkozó vizsgálatainkba bekapcsolódot t HEPPES is, aki e 

területen szép eredményeket ért el. 
14 ZALGALLERrel írt kÖZÖS könyv. 
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löan értelmezzük egy körrendszernek a gömbfelületre vonatkozó sűrűségét is. Külö-
nösen érdekesek az olyan körrendszerek, amelyeknél а Г „tartomány" minden pontja 
legfeljebb egy kör belsó' pontja (1. ábra), ill. legalább egy körhöz tartozik (2. ábra). 
Az első' esetben kitöltési, a másodikban lefedési sűrűségről beszélünk. 

1. ábra 2. ábra 

Értelmezhető egy megszámlálható sok körből álló {Кг} körrendszernek az egész 
euklideszi síkra vonatkozó ô kitöltési, ill. A lefedési sűrűsége, mégpedig a következő-
képpen : 

g = ^ z k u k j r ) 
K(R) 

es A = lim 
K(R) 

ahol K(R) egy R sugarú kör, amelynek középpontja a sík egy rögzített О pontja. 
Hasonlóan értelmezhető általánosabb tartományok valamilyen rendszerének sűrű-
sége is.15 Bizonyítható, hogy ő, ill. A független az О megválasztásától. Ez egyszerűen 
következik abból, hogy 

K(R+c)-K(R) 2 Rc + c2 

K{R) R2 

hányados konstans с érték mellett nullához tart, ha R — 
Egy x görbületű hiperbolikus síkon 

Цгс K(R + c)—K(R) 

Ezért egy körrendszernek az egész hiperbolikus síkra vonatkozó sűrűségének defi-
níciója nehezebbnek látszik. Ezt a nehézséget azáltal fogjuk megkerülni, hogy a 
hiperbolikus síkot bizonyos cellákra bontjuk és megmutatjuk, hogy minden cellá-
ban a kitöltési, ill. lefedési sűrűség 1, ill. § ü > l . 1 6 Ez annyit jelent, hogy <5, 
ill. Л bármely „értelmes" definíciója mellett ôS.d, ill. A s ú . 

2. §. Segédtételek 

Dolgozatunkban jelentős szerepet tölt be a következő 
HAJÓS-FÉLE LEMMA : 1 7 Legyen к és К egy állandó görbületű felület két r, ill. R 

is 1. FEJES TÓTH [25], 5 5 - 5 7 . o. 
16 ]. FEJES TÓTH [26], [27], [28], ill. dolgozatunkban az I - V . tételt (MOLNÁR [56]). 
IL Ez a lemma HAJÓS egy észrevételéből született, amelyet egy 1960 tavaszán tartott előadásom-

hoz fűzött. 
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3. ábra 

(r < R) sugarú koncentrikus köre. Legyen továbbá а К körben véges sok olyan kör-
szelet, melyek közül egyiknek sincs közös belső pontja sem más körszelettel sem a 
к körrel. Állítás: A körszeletek összterülete akkor maximális, ha a szeletek olyan K-ba 
írt sokszöget határolnak, melynek oldalai — legfeljebb egy kivételével — а К kört 
érintik (3. ábra). 

Bizonyítás. N e m megy az általánosság rovására, ha feltesszük, hogy a körsze-
letek egy K-ba írt Pk ... Pn sokszöget a lkotnak. Az oldalak által A-ból lemetszett 

körszeletek £ összterülete változatlan marad, ha a sokszög olda-
lait úgy rendezzük, hogy az egymás u tán csatlakozó oldalak 
nem növekvő' sorozatot a lkotnak. Ezért feltehetjük, hogy 
P1P2^P2P3^ . . . (4. ábra). Legyen PkPk+í (kSn- 1) az 
első' oldal, mely а к kör t nem érinti. H a a Pk+l ponto t а К kö-
rön Pk+2 i rányába mozgat juk, akkor a PkPk+1Pk + 2 háromszög 
területe csökken, 1 8 s így £ növekszik. A Pk+Í pontot addig 
mozgat juk Pk+2 i rányába míg vagy PkPk+í érinti а к kört , vagy 
a Pk+l pont összeesik a Pk+2 ponttal . Az utóbbi esetben a 

Pk+i =Pk + 2 ponto t mozgat juk а К körön Pk + 3 i rányába míg a PkPk+k oldal а к 
kör t nem érinti, vagy nem esik össze a Pk+3 ponttal . Ilyen eljárással a PkPk + l 
oldal mindig olyan helyzetbe hozható, hogy а к kört érintse. H a közben az oldalak 
nem növekvő sorozata megváltozott volna, akkor egy ú jabb rendezéssel nem nö-
vekvő sorozatot létesítünk és az előbbi eljárást tovább folytat juk. Ezáltal véges sok 
lépésben eljutunk a segédtételben említett sokszöghöz. 

E bizonyításnál alkalmazott gondolatmenettel könnyen bizonyítható az 

1. SEGÉDTÉTEL.: Legyen к és К (k<K) egy állandó görbületü felület két kon-
centrikus köre és S а К körbe beírt olyan sokszög, melynek egyik oldala sem metsz 
bele а к körbe. Állítás: S kerülete akkor minimális, ha 
oldalai legfeljebb egy kivételével érintik а к kört. 

A HAJOS-féle lemmában, valamint az 1. segédtétel-
ben szereplő extremális sokszöget HAJÓs-féle sokszögnek 
nevezzük és röviden H(r, A)-rel jelöljük, ahol r és R 
(r < R) а két koncentrikus kör sugara. 

A HAJÓs-féle lemma bizonyításánál alkalmazott 
gondolatmenet felhasználható azonban ál talánosabb 
állítások bizonyítására is. Gondo lunk pl. arra az egy-
szerű általánosításra, melynél а К körben szereplő kör-
szeletek közül az egyiket rögzítettnek tekintjük. Pon-
tosabban szólva nyilván igaz a 

2 . SEGÉDTÉTEL : Legyen к és К egy állandó görbületü felület két r, ill. R (r < R) 
sugarú koncentrikus köre, AB pedig a К kör egy tetszőleges körszeletének határoló 
húrja. Legyen továbbá a К körben véges sok olyan körszelet, melyek közül egyiknek 
sincs közös belső pontja sem más körszelettel, sem a к körrel, sem pedig az AB húrral 
határolt körszelettel. Állítás: А К körből lemetszett körszeletek összterülete akkor 
maximális, ha a körszeletek olyan К körbe beírt sokszöget határolnak, melynek oldalai 
— az AB oldaltól eltekintve — legfeljebb egy kivételével a к kört érintik (5. ábra). 

4. ábra 

18 Ui. azon pontok mértani helye, melyekre a PkPk+iPk+2 háromszög területe állandó, rögzí-
tett Pk,Pk+2 mellett a Pk , iPk + 2 körív „fölött" van. 
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Ehhèz a segédtételhez hasonló segédtétel mondha tó kerületre vonatkozólag is, 
pon tosabban igaz a 

3 . S E G É D T É T E L : Legyen к és К (к-< К) az állandó görbületű felület két koncent-
rikus köre, továbbá S а К körbe beirt olyan sokszög, amelynek egyik AB oldala rög-

5. ábra 6. ábra 

7. ábra S. ábra 

zített, a többi oldala nem metsz bele а к körbe. Állítás: S kerülete akkor minimális, 
ha oldalai — az AB oldaltól eltekintve — legfeljebb egy kivételével érintik а к kört 
(5. ábra). 

4 . S E G É D T É T E L : 1 9 Legyen к és К egy к görbületű felület két r és R 
— 2 vb - \ 

sin УxR =—— sin / x r 1 sugarú koncentrikus köre, to-
vábbá legyen П = РкР2 •••Pn

 a körgyűrűben elhelyezkedő 
és а к kört tartalmazó olyan konvex sokszög, amelynek 

P„ Pz, P3, 

H a a & 51 cosec \ a 

x pontja а К körön van (6. ábra). Állítás: 
n -- 2 cos inr ), akkor 

П > k + V , 9. ábra 

1 9 HAJÓS A disszertációmhoz fűzött opponensi véleményében a következő erősebb segédtételt 
említi meg: Ha az állandó görbületű felületen egy sokszög egy körgyűrűben helyezkedik el és csúcsai 
két szomszédosnak esetleges kivételével a külső peremkörön vannak, akkor területének minimumát 
egy olyan sokszög adja, amelynek oldalai mindannyian érintik a belső kört, s a kivételes csúcsok 
a csatlakozó oldalak érintési pontjait összekötő egyenestől egyenlő távolságra vannak (8. ábra). 



2 2 8 m o l n á r j . 

ahol V olyan ' körívháromszög területe, amit három egymást érintő r sugarú kör 
határol.20 

R- és r-re vonatkozó kikötés annyit jelent, hogy R, há rom egymást érintő' kör 
ha tványpont jának távolsága valamely r sugarú kör középpont já tó l . 

Bizonyítás. H a P2P„-i-nek nincs közös belső pont ja а к körrel, akkor a segéd-
tétel — a HAJÓs-féle lemma értelmében — már magára a P2 ••• P„-i sokszögre is 
teljesül. H a P2P„_1-nek van közös belső pon t j a а к körrel, akkor a következőképpen 

10. ábra 11. ábra 

12. ábra 13. ábra 

j á runk el. A HAJÓs-féle lemma bizonyításában alkalmazott gondolatmenettel elér-
hetjük, hogy a P2P3, P3P4., ..., Pn-2Pn-! oldalak, legfeljebb egy kivételével, érint-
sék k-t és П területe e változás közben ne növekedjék. Ugyancsak nem nő П területe, 
ha a PtP2 és P„~fPn oldalakat is a P2 és pontból а к körhöz húzott érintőkkel 
pótol juk (7. ábra). Mivel az így kapot t П sokszög bármely oldala а к kör közép-
pont jából legfeljebb — szög alatt látszik2 1 és а ё 5 , azért а П sokszögnek van lega-

a 
20 Gömbön három egymást érintő egybevágó kör két körívháromszöget határol. Segédtéte-

lünkben a nem nagyobb körívháromszögre gondolunk. a = 6 esetén, vagyis euklideszi síkon, 

es v = I M — V[r*. » 2КЗ 
R — r 3 " У 2J 

21 Egyenlőség akkor következik be, ha az oldal а к kört érinti. 
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lább négy pontja а К körön, amiből könnyen adódik а + у egyenlőtlenség. 
Ezzel 4. segédtételünk be van bizonyítva. 

Dolgozatunkban körívsokszög alatt véges sok — nem szükségképpen össze-
függő — kör egyesített halmazát értjük (9. ábra). A körívsokszög határát képező 
véges sok körívet a körívsokszög oldalainak nevezzük. Két körívsokszög „kon-
centrikus", ha a megfelelő oldalakat szolgáltató körök kon-
centrikusak, a megfelelő hatványvonalrendszerük pedig 
azonos (10., 11. ábra). 

Megjegyzések. 1. A 2. és 3. segédtétel birtokában 
további általánosításokhoz jutunk, ha а к és К (k-<K) 
kör szerepét „koncentrikus" körívsokszögek veszik át. 
Ebben az esetben а К körívsokszögben szereplő körszele-
tekre a következő kikötéseket tesszük: 1. egyik szeletnek 
se legyen belső pontja sem más szelettel, sem pedig а к  
körívsokszöggel, 2. bármely körszeletet határoló húr vég-
pontjai а К azonos oldalához illeszkedjék (12. ábra). A 13. 
ábra két „koncentrikus" körívsokszöghöz tartozó extre-
mális területű, ill. kerületű sokszöget illusztrál. 

2. R1^R2 és r - c m i n ^ ! , R2) esetén H(r, R2)>H(r, RJ. Ui. H(r, R2)> 
>H(r, R2)r\K1>-H(r, RÍ), ahol Kr jelenti az Rx sugarú kört (14. ábra). 

3. §. Mozaikok 

Mozaikon a gömböt vagy a síkot teljesen kitöltő, egymásba nem nyúló sokszö-
geknek olyan halmazát értjük, amelyben minden sokszög oldalához egyetlen további 
sokszög oldala csatlakozik. Ha egy csúcspontba futó élek középpontjait az élek 
ciklikus sorrendjének megfelelően összekötjük, akkor egy sokszöget nyerünk, melyet 
a csúcsponthoz tartozó csúcsalakzatnak nevezünk. 

Dolgozatunkban szerepelni fognak a szabályos mozaikok, az ARCHIMÉDESZ-féle 
félig szabályos mozaikok és bizonyos szabálytalan mozaikok, amelyeket HAJÓs-féle 
mozaikoknak fogunk nevezni. Ezeket a mozaikokat a következőkben röviden ismer-
tetjük. 

Egy mozaik szabályos, ha mind lapjai, mind csúcsalakzatai szabályosak.22 Ha 
a lapok /T-szögek és a csúcsalakzata (/-szögek, akkor a mozaikot a {p, q} SCHLÄFLI-
féle szimbólummal jelöljük. A 15., 16., ill. 17. ábra az euklideszi sík {3, 6}, {4,4} 
ill. {6,3} szimbólumú szabályos mozaikjait ábrázolja. A gömbfelület, ill. hiperbo-
likus sík szabályos mozaikjai közül csupán az {5, 3}-at és a {7,3}-at illusztráljuk 
(18., 19. ábra). 

Egy mozaikot ARCHIMÉDESZ-féle félig szabályosnak mondunk, ha szabályos sok-
szögekből tevődik össze, csúcsalakzatai egybevágóak azonban nem szabályosak. 
Az archimédeszi mozaikok jelölésére az (a1, a2, ..., an) szimbólumot használjuk, 
ahol a1,a2, ...,an jelenti az egy csúcspontban találkozó sokszögek oldalszámát a 
sokszögek ciklikus sorrendjében. így pl. a 20., 21., 22., 23. és 24. ábra az euklideszi 
síkon a (3,6,3,6), (4,8,8), (3,12,12), (3,3,3,4,4) és a (3,3,4,3,4) mozaikot ábrázolja.2 3 

22 Nem nehéz kimutatni, hogy egy szabályos mozaik lapjai és csúcsalakzatai is egybevágók. 
23 Minden félig szabályos archimédeszi mozaikhoz hozzá lehet rendelni a duálját, amelynek 

csúcsalakzatai szabályosak és egybevágóak, de nem szabályos sokszögekből tevődik össze. Az 
archimédeszi félig szabályos mozaikok valamint duáljai képezik a félig szabályos mozaikokat. 
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19. ábra 
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24. ábra 25. ábra 
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28. ábra 

30. ábra 31. ábra 

29. ábra 
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HAJÓs-féle mozaiknak nevezzünk olyan mozaikot, amely HAjós-féle sokszögek-
ből tevődik össze.24 Ilyen mozaikokat mutat a 25., 26., 27., 28., 29., 30. ábra az 
euklideszi sikon és a 31. ábra a hiperbolikus síkon.25 A 25. ábra érdekessége, hogy 
a félig szabályos 24. ábránál szabályosabbnak tűnik. A 26—29. ábra ugyanazon 
egybevágó egyenlőszárú háromszögekből tevődik össze. A 30. ábra egybevágó négy-
szögekből áll.26 

4. §. Tételek 

A következőkben áttérünk a már szerepeltetett segédtételek alkalmazására, 
A diszkrét geometriában jól ismeretes T H U E ([66], 1 8 9 2 ) , ill. KERSHNER ( [ 4 5 ] . 

1939) eredménye, mely szerint az euklideszi síkon — egymásba nem nyúló — egybe-
ír 

vágó körök sűrűsége mindig =0,9069. . . , ill. a síkot lefedő egybevágó körök 
(12 

2N 
sűrűsége = r = 1,209. . . . FEJES TÓTH [26], [27] 1953-ban — egybevágó k ö r ö k 

(27 
kitöltési, ill. lefedési sűrűségére vonatkozó — analóg korlátokat adott gömbön és 
hiperbol ikus síkon. FEJES TÓTH ezen eredményeit pon to san is megfoga lmazzuk . 

Az euklideszi-, ill. hiperbolikus síkot nulla, ill. negatív állandó görbületű felü-
letnek nevezve, a körkitöltésre a következőképpen fogalmazható meg 

FEJES TÓTH TÉTELE:27 Ha egy к görbületű felületen legalább három egymásba 

2 4 Mivel minden szabályos sokszög egyben HAJÓs-féle sokszög is, ezért a HAJÓs-féle mozaikok 
magukba ölelik a szabályos-, az archimédeszi féle félig szabályos-, valamint a szabályos sokszö-
gekből álló nem szabályos mozaikokat is (25. ábra). 

2 5 Minden egyenlőszárú síkbeli háromszög nyilván HAJÓs-féle sokszög. A 32. ábra érdekessége, 
hogy csak látszólag HAJÓs-féle mozaik. Ui. az ábra nagy „háromszögei" lényegében hatszögek. 

2 6 Egybevágó HAJÓs-féle ötszögekből az euklideszi síkon nem lehet mozaikot készíteni. Ui. a 
HAJÓs-féle ötszög valamennyi szöge tompaszög és egybevágó tompaszögű ötszögekből nem lehet 
mozaikot készíteni (ld. pl. BOLLOBÁS [8]). 

2 2 A lefedésre vonatkozó FEJES Тотн-féle tétel a következő : Ha egy görbületű felületet legalább 
három r sugarú kör lefed, akkor ezen köröknek a felületre vonatkozó sűrűsége = D*(A) = 

= ( (12 cotg — - 6 1 l(A -6), D*(6) = lim D*(A) = pU, ahol c o t g - = ( í cos }>xr. 
I А II л-6 [27 A 
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nem nyúló r sugarú kör van, akkor ezen köröknek a felületre vonatkozó ö sűrűsége 

о 71 z 
3 cosec 6 

<5 S </* (a) = % , d* (6) = lim d* (a) = - 2 = , 
a —6 Л-.6 y i 2 

ahol cosec 2 = 2 cos G t r . 2 8 

a 

Ez а tétel pontos korlá tot ad egybevágó körök kitöltési sűrűségére, ha a egész 
szám. A d*(a) korlát az a-nak mono ton növekvő függvénye 2 9 (34. ábra ) . 3 0 Egybevágó 
körök kitöltési sűrűségére — a nem egész értékeire — élesebb felső korlátot ad az 

A4 

34. ábra 

I . T É T E L : Ha egy л görbületű felületen legalább három egymásba nem nyúló r 
sugarú kör van, akkor ezen köröknek a felületre vonatkozó ö sűrűsége 

Ssád(a), 
3 cosec 6 

a 

[a] - 3 - 1 arc tg | ) / 3 tg 2 cótg ^ - j 
-, d(6) = lim d(a) = - = , 

а^б у 12 

ahol cosec — = 2 cos / x r. 
a 

d(a) szemléletes jelentése: Jelölje hr_p_q három, r,p, q sugarú egymást kívülről 
érintő kör ha tványpont jának távolságát az r sugarú K(r) kör középpontjától . Ekkor 

d(a) = 
H(r, /?r_r_r) 

28 d*(a) szemléletes jelentése : Három egymást érintő r sugarú kör sűrűsége a három kör centru-
2л 

mai által meghatározott egyenlő oldalú háromszögben (33. ábra). — jelenti ezen egyenlőoldalú 
a 

háromszög egyik szögét, s így a interpretálható mint azon egybevágó egymásba nem nyúló körök 
száma, melyek egy ezekkel egybevágó körhöz illeszthetők. Az euklideszi síkon a = 6, gömbfelüle-
ten a < 6 , hiperbolikus síkon a =-6. 

Itt említjük meg, hogy tételünkben a körök számára tett kikötés lényeges. Ui. gömbön pl. 
két egymásba nem nyúló főkör sűrűsége 1 (>ű!*(a)). 

2 9 KRAMMER [46] . 
30 A d(a) korlát grafikonunkban a vékonyan megrajzolt szaggatott görbe vonal. 
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Bizonyítás. Legyen {A*,} a •/. görbületű felületen r sugarú, egymásba nem nyúló 
köröknek egy telített rendszere.31 Jelentse Dt a felület azon pontjainak halmazát, 
melyek a Aj kör középpontjától nincsenek távolabb mint a többi körközépponttól. 
Könnyen belátható, hogy a Aj körhöz ilyen módon hozzárendelt ún. DIRICHLET 
cella32 („VoRONOi-féle poligon"3 3) konvex sokszög.3 4 Ezek összessége {Д}, a felü-
letet — a sokszögek határától eltekintve — egyrétűen és hézagmentesen lefedi (35. 
ábra). 

Tételünk bizonyításához elegendő kimutatni, hogy a (A)} körrendszer sűrűsége 
tr 

bármely Dt DIRICHLET cellában SD(A), azaz xCzd(a). Nyilván D; Q Z>; П K, ahol 

К egy a Ki körrel koncentrikus kör, amelynek pontjaiból A) 120° alatt látszik. A 
HAJÓs-féle lemma értelmében D y H K ^ H j r , h r _ r _ r ) 3 5 . Ezzel az I. tétel be van bizo-
nyítva. 

Megjegyzések: 1. Azt állítottuk, hogy az I. tétel a FEJES TÓTH tételben szereplő 
d*(a) korlátot élesíti. Valóban bizonyítani fogjuk, hogy d(à)Sd*(a), ahol egyenlő-
ség csupán egész számú a értékeire lép fel. A bizonyításhoz felhasználjuk d*(a), ill. 
d(a) szemléletes jelentését. Ha a egész szám, akkor mint már említettük, nyilván-
való az egyenlőség. Ha viszont a nem egész, akkor a HAJÓs-féle sokszögnek van 
olyan AB oldala, mely nem érinti az r sugarú kört (36. ábra). Ebben az esetben 
elég bizonyítani, hogy a A) kör sűrűsége az ABO háromszögben kisebb mint ЛСО-
ban, ahol О és AC a A) kör középpontja, ill. egy érintője. Mivel az ACO háromszög-
ben AT; sűrűsége éppen d*(a), nyilván elég bizonyí-
tani, hogy a Kt kör sűrűsége АМО-Ъап kisebb, 
mint ANO-Ъап, ahol M és N jelöli AB, ill. AC 
felezőpontját. Legyen M* az M pont tükörképe 
az AB egyenesre nézve, továbbá S az M*0 és AC 
egyenes metszéspontja. Világos, hogy az A M * О 
háromszögben kisebb a Aj- kör sűrűsége mint az 
A SO háromszögben. Másrészről könnyen belát-
ható, hogy A 50 -ban Aj sűrűsége kisebb, mint 
ANO-Ъш. Ezzel állításunkat igazoltuk. 

2. Érdekes megjegyezni, hogy d(a) — a d*(a) 
függvénnyel ellentétben — o-nak nem monoton függvénye (34. ábra, vastag vonal). 

3. Az I. tétel bizonyításában nem használtuk ki, hogy a K(hr-r-r) körben 
(röviden K) fellépő, D által meghatározott húrok felezőpontjai nem kerülhetnek 

31 Nyilván nem megy az általánosság rovására, ha bizonyításunkban telitett körrendszerre 
szorítkozunk. 

3 2 DIRICHLET [12]. 
3 3 1. p l . COXETER [10]. 
34 Ahhoz, hogy Di konvex sokszög elég belátni egyrészt végességét, másrészt, hogy véges, 

sok oldala van. Valóban D, minden pontja benne van a Aj körrel koncentrikus 2r sugarú К körben, 
különben {AT,} nem lenne telített. Másrészt а К kört a Dt cellának csak véges sok oldala metszheti, 
mert ellentétes esetben megadható egy a Aj körrel koncentrikus véges sugarú kör, amelyben a sűrű-
ség > 1 , ami viszont lehetetlen. 

35 Könnyen belátható, hogy a Dt szögpontjai а К körön kívül vannak. A tétel bizonyí-
tásának alapgondolata, vagyis hogy Di helyett elegendő a D. П К metszetet tekinteni FEJES TÓTH-
tól ered (1. pl. [13], 1940, [15], 1943). 
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egymáshoz egy adott távolságnál közelebb.36 Ennek a feltételnek a felhasználásá-
val bizonyos esetekben elérhető, hogy a HAjós-féle H(r, hr_r_r) sokszöget, röviden 
H egy nagyobb területű H* < D f l Á sokszöggel helyettesítjük, s így kisebb sűrűség-
korláthoz jussunk. Tegyük fel először, hogy a DC\K metszet egyenesvonalú oldalai-
nak száma kisebb, mint a HAJÓs-féle sokszög oldalainak n száma. Ekkor nyilván 

fellép K-n olyan „szabad körív", mely legalább akkora mint H legkisebb oldalához 
tartozó körív. Ha viszont DC\K „oldalainak" száma legalább n, akkor van а К 

4 n 
körön három А, В, С csúcspont, mely nél nem nagyobb köríven fekszik. Ekkor n 
viszont felhasználva, hogy AB és ВС felezőpontjai egymástól egy bizonyos távol-
ságnál nagyobb távolságra vannak, adódik, hogy — amennyeiben a HAJÓs-féle H 
sokszög nem szabályos — а В pont szerepét а К körön fekvő két Bk és B2 pont 

veszi át. Fel kell tehát lépnie egy BiB2 szabad körívnek, amelynek hossza alulról 
megbecsülhető. A következő bekezdésben az euklideszi síkon ezt meg is tesszük. 
Miután szabad körívet biztosítottunk, alkalmazzuk 2. segédtételünket. Ezáltal olyan 
H*(r, hr_r_r) = H* „sokszöghöz" jutunk, melynek egyik oldala а К körnek BXB2 
íve, s így H* >H. 

Most pedig megvizsgáljuk az euklideszi síkon a BlB2 körív nagyságát. Legyen 
BlB2—a, AC = b, s jelölje M és N az AB, ill. CB húr felezőpontját (37. ábra). Az 
általánosság kedvéért tételezzük fel, hogy az ABl, ill. CB2 hatványvonalakat az r ; 
sugarú Ki kör, valamint az rt sugarú körök szolgáltatják. Ekkor könnyen belátható, 

hogy M N Ш — s így az ACB,B, négyszögben ~ — g - _ _ . Mivel A C S — , 
rl+ri

 z rt+rt 2 n 
. _ , „ „ . 2л , , _ , 4r, г, . „ . 2n , , 

azért AC = b^2 R sin —, ahol R azért а --2R sin — , ahol egyen-
n rY + Г; n 

lőség csak szabályos HAJÓs-féle sokszög esetén lép fel. 
Az I. tétel általánosítása a 

II. TÉTEL: На egy x görbületü felületen legalább három egymásba nem nyúló 
kör van, melyek sugarai egy adott (a, b) intervallumba esnek, akkor a köröknek a 

6 

36. ábra 37. ábra 

36 Ez a távolság euklideszi síkon kongruens r sugarú körök esetén éppen r. 
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felületre vonatkozó ô sűrűsége 
ó s sup d{a, r), 

d(a, r) = 

a^r^b 

2л(1— cos ixr) 

2 [ £ ] 0 + - [ £ ] ) я + 2 a r c t g { t g a t g P c ° t g ( * - « ) } ' 

, , s m ^ x a n sin U t a cosVÁr 
ahol s i n a = — , cosß= — . 

sin у и ( a + r) sin \ x ( a + r ) 
d (a.r) szemléletes jelentése : 

Я ( г Л - в - а ) ' 

Bizonyítás. Az I. tétel bizonyításához hasonlóan járunk el. Legyen a x görbületű 
felületen [K] egy — legalább három egymásba nem nyúló körből álló — telített 
körrendszer, melynek sugarai egy adott (a, b) intervallumba esnek. Jelentse D a 
felület azon pontjainak halmazát, amelyekből а К körhöz nem húzható hosszabb 
érintő, mint a körrendszer többi köréhez.3 7 Könnyen belátható, hogy а К körhöz 
ilyen módon hozzárendelt cella „Dirichlet cella" konvex sokszög.38 Ezek összessége 
{£>}, a felületet — a sokszögek határától eltekintve — egyrétűen és hézagmentesen 
lefedi. Tételünk egyszerű következménye annak, hogy a D cellában а К kör sűrűsége 
К ^ К 
b~ í m *(*,_„_„)• 

Megjegyzések. 1. A HAJÓs-féle lemmához fűzött 2. megjegyzésünk értelmében, 
az euklideszi síkon а II. tételben szereplő korlát a d(a, b) értéket veszi fel. Ui. ennek 
belátására alkalmazzunk egy olyan hasonlósági transzformációt, mely egy r £ (a, b) 
sugarú kört b sugarú körbe visz át és vegyük figyelembe, hogy a körhöz tartozó 
cellában a körsűrűség hasonlósági transzformációval szemben nem változik. 

2. А II. tétel különösen gömbön, ill. hiperbolikus síkon érdemel figyelmet, 
ahol eddig — inkongruens körök sűrűségére vonatkozólag — semmilyen eredmény 
sem volt ismeretes. Az euklideszi síkon e tétel kevesebbet m o n d , mint a FEJES TÓTH— 

3 2 Azon pontok, amelyekből két egymásba nem nyúló körhöz egyenlő érintők húzhatók 
„egyenesen" (gömbön főkör) vannak (1. pl. H. M. Несторович, Геометрические построения 
в плоскости Лобаческого, Москва-Ленинград,) 1951, 108 — 109. 

38 Megemlítjük, hogy az re{a,ti) sugarú О középpontú К körhöz tartozó D „DIRICHLET 
cella" bármely H szögpontjára teljesül hr-a-a<OH. Ui. legyenek a H szögpontot hatványpont 
szolgáltató K, Ki, K2 körök sugarai r,r 1, r2. Ha a Ki, K2 kör közül valamelyik nem érinti а К kört, 
akkor e körnek a H pont körüli elforgatásával elérhető, hogy e kör érintse а К kört, a három kör 
pedig továbbra is egymásba nem nyúló körhármast alkosson. E közben a három kör hatványpontja 
H változatlanul marad. Feltehetjük tehát, hogy Ki és K2 érintik а К kört. Ugyancsak nem változik 
H, ha a Ki, K2 köröket olyan a sugarú körökkel pótoljuk, melyek a Ki, K2 körökben helyezked-
nek el és a AT kört érintik. Jelöljük ezeket a köröket továbbra is Ki, A4-vei. Elegendő tehát arra az 
esetre szorítkozni, midőn az r sugarú К kört két a sugarú K,, K2 kör érinti. Ha Ki, K2 nem érintik 
egymást, akkor ezeket a köröket az О pont körül elforgatva elérhető, hogy OH csökkenjen. O H 
legkisebb értékét akkor kapjuk, ha Ki, K2 érinti egymást és ekkor OH = hr-a-a. 

S III. Osztály Közleményei XII/3 
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MOLNÁR—FLORiAN-féle tétel,39 mely igen jó felsó' korlátot ad <5 sűrűségre.40 A 38. 
ábrán látjuk a II. tételünk által szolgáltatott korlátot az euklideszi síkra vonatkozó-
lag vastag vonal, valamint A FEJES TÓTH—MOLNÁR—FLORiAN-féle korlátot (vékony 
vonal). 

Az előbbi két tétel bizonyításának mintájára könnyen bizonyítható a következő 
két tétel is. 

38. ábra 

III. TÉTEL41 : Ha egy к görbületü felületen legalább három egymásba nem nyúló 
kör van, melyek sugarai r1,r2,...,rm és az ezekhez tartozó körök n1:n2:...:nm 

arányban vannak, akkor ezeknek a köröknek a felületre vonatkozó Ô sűrűsége 

m 
2л 2 «i(l — c o s ] / x r j ) 

,!("<<2 

ahol sin a -

ß + { l -

sin y/z-j 

л + 2 arc tg j tga tg jSco tg^Ti -

sin \Kiry + rt) 
sin ]/ кг у cos ]/ кг I 

, cosp = : — - = , es r Y ^ r t (i = 2,3, . . . ,m) . 
sin í x ( r 1 + r ; ) 

Bizonyos esetekben ez а III. tétel а körsűrűségre jobb felsőkorlátot ad, mint a 
már említett FEJES TÓTH—MOLNÁR—FLORiAN-féle tétel. Ilyen eset pl. a következő: 

39 1. FEJES T Ó T H — M O L N Á R [ 32 ] é s FLORIAN [36]. 
40 MOLNÁR [55] , i l l . H E P P E S - M O L N Á R [43] . 
41 Ebben a tételben, valamint az V. tételben, a körsűrűségre a következő definíciót használ-

juk. Legyen О az euklideszi-, ill. hiperbolikus sík egy rögzített pontja és K(R) egy R sugarú О közép-
pontú köre. Ekkor 

_2k 
ô = lim 

R 
D 

ahol D jelenti a {K} körrendszer К köréhez tartozó „Dirichlet cellát", az összegezést pedig a K(R) 
körben levő К körökre kell kiterjeszteni. A körök aránya alatt a K(R) körben levő körök arányának 
limesze értendő. 



köre lhe lyezések á l l a n d ó g ö r b ü l e t ű f e l ü l e t e k e n 239 

Tekintsük az euklideszi síkon azon körrendszert, amelynek hatványvonalas háló-
zata a félig szabályos (4,8,8) szimbólumú archimédeszi mozaikot szolgáltatja (52. 
ábra). Ebben a körrendszerben a körök r, ill. (['2 — l)r sugarúak és kitöltési sűrűsé-
g ü k 0 , 9 2 0 1 5 . . . , 4 2 . E r r e A k ö r r e n d s z e r r e v o n a t k o z ó FEJES TÓTH—MOLNÁR—FLORIAN-
féle korlát 0,9208.... Ha viszont tudjuk, hogy a fenti körök nem egyenlő' arányban 
vannak, hanem a ( / 2 —l)r sugarú körökbó'l legalább 18-szor több van, mint az r 
sugarúakból, akkor a III. tételünk szerint e körrendszer sűrűsége S0 ,9200. . . , azaz 
még 0,92015...-nél is kisebb. 

Érdekes problémákhoz és változatos extremális alakzatokhoz jutunk, ha úgy 
igyekszünk a síkon mennél több kört elhelyezni, hogy a körrendszer bizonyos érte-
lemben elég tágas legyen. Válasszuk ki a körrendszer egy О középpontú К körét 
és tekintsük DIRICHLET cellájának az O-hoz legközelebb eső С csúcspontját. Az 
ОС távolságot а К kör tágasságának nevezzük.43 

IV. TÉTEL: Ha egy v. görbületű felületen legalább három egymásba nem nyúló 
kör van, melyek sugarai az (a, b) intervallum értékei, és ha a körrendszer egy tetszés 
szerinti r £ (a, b) sugarú körének tágassága legalább t = т(r), akkor a körrendszernek 
a felületre vonatkozó ô sűrűsége 

2n{\ — cos l/xr) 
ŐS sup — - — — г -fa 

asr^b H(r, T) 

Ebben a tételben szélső értéket képviselnek pl. az összes egybevágó körökből 
álló körrendszerek, melyeknek hatványvonalas hálózata szabályos (pl. 39., 40., 41., 
42., 43. ábra) vagy HAJÓs-féle mozaikot szolgáltat (pl. 44., 45., 46., 47., 48., 49. 
ábra). A 46., 47., 48. és 49. ábra egyben illusztrálja, hogy a maximális sűrűséget 
több különböző körelhelyezés is elérheti.44 

Képzeljük el, hogy rendelkezésünkre áll az euklideszi síkon egynél nem nagyobb 
sugarú köröknek egy kimeríthetetlen készlete. Ilyen körök segítségével ki kell tölteni 
a síkot legsűrűbben úgy, hogy a körök tágassága legalább \'2 legyen. Az előbbi 
tételünk, valamint HAJÓs-féle lemmához fűzött 2. megjegyzésünk segítségével könnyen 
belátható, hogy a legjobb körrendszer csupán egység sugarú körökből áll, melyek 
középpontjai négyzetes rácsot alkotnak (40. ábra). Tehát hiába állt rendelkezésünkre 
a sugaraknak egy egész intervalluma, a legjobb elrendezésben csak egyetlen sugár-
érték jut szerephez. 

Az utolsó 11 ábra (39—49. ábra) extremális körrendszereket képvisel a 
következő korolláriumban is. 

1. KOROLLÁRIUM: Ha egy к görbületű felületen legalább három egymásba nem 
nyúló r sugarú kör van, úgy hogy bármely három kör középpontján átmenő kör sugara 
legalább a, akkor a körrendszernek a felületre vonatkozó ô sűrűsége 

2л(1 — cos f x r ) 
H{r,a) • 

4 2 Sejthető, hogy A kétfajta kör mellett ez a legnagyobb elérhető kitöltési sűrűség (1. FEJES 
TÓTH [25], 78. o.). 

4 3 A tágasság elnevezés FEJES Тотн-tól ered. 
4 4 Az itt szereplő négy ábra csak érzékelteti a többértelműséget de nem meríti ki. Ui. már az 

első két ábrából (45., 46. ábra) végtelen sok további extremális körrendszer rakható össze. 

5* 
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40. ábra 39. ábra 

41. ábra 

42. ábra 
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| 

45. ábra 

46. ábra 

48. ábra 49. ábra 
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50. ábra 

52. ábra 

51. ábra 

53. ábra 

54. ábra 53. ábra 
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Ugyancsak könnyen belátható a következő 

V. TÉTEL: Ha egy x görbületü felületen legalább három egymásba nem nyúló 
rx, r2, rm sugarú kör van n1:n2:...:n„ arányban és ha a körrendszer ri sugarú 
körének tágassága legalább Th akkor a körrendszernek a felületre vonatkozó 5 

sűrűsége 
m 

2л 2 «.О — cos rjxrf) 
Í S — . 

m 
2 щН(г I , т,) 

i = l 

Nyilván ez a tétel pontos korlátot szolgáltat a sű-
rűségre abban az esetben, ha a körrendszerhez tartozó 
hatványvonalas hálózat szabályos- vagy féligszabályos 
mozaikot szolgáltat (az 50., 51., 52., 53. és 54. ábra 

56. ábra félig szabályos hálózattal rendelkező körrendszereket 
ábrázol). Az 55. ábra olyan szélső értéket képviselő kör-

rendszert ábrázol az euklideszi síkon, amelynek hatványvonalas hálózata HAJÓS-
féle mozaikot alkot.4 5 

Megjegyzések: 1. A körkitöltések esetén alkalmazott módszerek, körlefedések-
nél nem vezetnek eredményhez, hiszen itt a hatványvonalas felbontás révén adódott 
DIRICHLET cellában a lefedési sűrű-
ség l-hez tetszőleges közeli értéket 
vehet fel (56. ábra). 

2. Az I—V. tételhez hasonló to-
vábbi tételek mondhatók ki, ha a 
{Я} körrendszert körívsokszögrend-
szer váltja fel.46 Egy {K} körívsok-
szögrendszer kitöltési sűrűségére vo-
natkozó eredményekhez a következő-
képpen juthatunk el. Tekintsük a {K} 
körívsokszögrendszer helyett azt a 
{AT*} körrendszert, mely tartalmazza 
mindazokat a köröket, melyek ívet 
szolgáltatnak a {AÉ} rendszerben. 
Bontsuk fel az állandó görbületü fe-
lületet a {K*} körrendszer hatvány-
v o n a l a i seg í t ségéve l {D*} „DIRICH- S 7 Á^RA 

LET cellákra". Egy К körívsokszöghöz 
tartozó D cellát а К körívsokszög 
határát képező К* körökhöz tartozó D* cellák egyesítése adja (57. ábra). Az így 
nyert D „Dirichlet cella" általában nem összefüggő, sőt a komponensek többszörö-
sen összefüggő tartományok lehetnek. D területének megbecslésére a HAjós-féle 
lemmához fűzött 1. megjegyzésünket használjuk fel. Tekintsük pl. az euklideszi 

4 5 Könnyen belátható, hogy az 53., 54. és 55. ábrán szereplő körrendszerek sűrűsége azonos. 
4<> B. SEGRE egy — M. ROSATTI által felvetett problémához fűzött — észrevétele vezetett a 

körívsokszögekre vonatkozó eredményeimhez. 
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síkon egybevágó egymásba nem nyúló szabályos körívháromszögekbó'l álló {K} 
4л 

rendszert. На а К körívháromszög oldala — (58. ábra, „lóhere"), akkor — könnyen 

belátható, hogy — az ehhez tartozó D cella területe, egy r sugarú kör köré írt szabályos 
hatszög területének legalább háromszorosa (13. ábra). így tehát a D cellában К 

sűrűsége ^—-^-----==0,924... . Az 59. és 60. ábránk ilyen sű-
36 

rűséget szolgáltató extremális körívháromszögréndszereket il-
lusztrál. Hasonló módon adható bármely {K} körívsokszög-
rendszer esetén a <5 kitöltési sűrűségre egy felsó' korlát, mely sok 
esetben pontos. így pl. ha az I. tétel körívsokszögekre vonat-
kozó analogonját tekintjük, akkor ez pontos sűrűségbecslést ad 
pl. a következő esetekben: Tekintsük az állandó görbületű fe-
lületen valamilyen kongruens körökből álló legsűrűbb elhe-
lyezést. Ebből ragadjunk ki olyan К körívsokszöget alkotó körhalmazt — pontosab-
ban egy körhalmazt, melyhez hozzávesszük még bármely érintő körhármas által 
alkotott körívháromszöget — melyhez tartozó általánosított HAJÓS-féle sokszöggel 
a felület hézagmentesen kirakható (pl. 61., 62., 63. és 64. ábra).47 Ilyen típusú 
— egybevágó К körívsokszögekből álló — rendszerek mind extremális körívsok-
szögrendszerekhez vezetnek. Egy más típusú extremális alakzathoz jutunk, ha pl. 
olyan körrendszerekből indulunk ki, mely középpontjai félig szabályos mozaiknak 

59. ábra 60. ábra 

csúcspontjai és van a köröknek olyan részhalmaza, amelyhez tartozó általánosított 
HAJÓs-féle sokszöggel a felület hézagmentesen kirakható.48 Gömbfelületen pl. ilyen 
körrendszerhez vezet a (3,3,3,3,4) (65. ábra), ill. a (3,3,3,3,5) (66. ábra) mozaik, 
mely esetben — megfelelő nagyságú egybevágó — szabályos körívnégyszöggel (67. 
ábra), ill. szabályos körívötszöggel (68. ábra) úgy tölthető ki a gömbfelület legsűrűb-

47 A 62. és 63. ábrához tartozó extremális alakzatok sűrűsége azonos. Az ezekhez tartozó 
HAJÓs-féle sokszögek vegyes kombinációiból újabb, azonos sűrűségű, extremális alakzatokhoz 
lehet jutni. 

48 Pontosabban a körökhöz hozzá kell még venni az érintő körök által határolt körívsok-
szöget (pl. 67., 68. ábra). 
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ben, hogy a körívsokszögek kerületét szolgáltató körök középpontjai a már említett 
szimbólumú félig szabályos mozaik csúcspontjai. 

Érdemes megjegyezni, hogy a körívsokszögek szerepét — bizonyos feltételeknek 
eleget tevő — sokszögek vehetik át. A 69., ill. 70. ábrán egyenlőoldalú háromszög-
rendszer váltja fel az 59., ill. 60. ábrán szereplő „lóhere" rendszert. A 69. és 70. 

63. ábra 64. ábra 

ábra ugyancsak extremális alakzatot képviselnek, ha az egymásba nem nyúló három-
szögekre még azt a kikötést tesszük, hogy a csúcspontok egymástól oldalnyi távol-
ságnál kisebb távolságra nem kerülhetnek.49 

4 9 A háromszögrendszer csúcspontjaira tett további kikötéssel elérhető, hogy az extremális 
alakzatban a háromszögek a (3,12,12) mozaik háromszögeit alkossák (71. ábra). 



k ö r e l h e l y e z é s e k á l l a n d ó g ö r b ü l e t ű f e l ü l e t e k e n 2 4 7 

Most pedig áttérünk a SEGRE—MAHLER-féle tétel általánosításaira.5 0 

B. SEGRE és K . MAHLER-ÍŐI s z á r m a z i k a k ö v e t k e z ő t é t e l : 

Ha egy euklideszi sokszögben, melynek szögei --nál nem nagyobbak, egymásba 

nem nyúló egybevágó körök vannak elhelyezve, akkor a köröknek a sokszögre vonat-
2 

kozó sűrűsége =0,9069 
/ 1 2 

66. ábra 

E tétel eddigi általánosításai közül csupán a következőt említjük: Helyezzünk 
el egy konvex euklideszi vagy gömbi tar tományban legalább két egymásba nem 
nyúló kongruens kört. Akkor a körök sűrűsége a tartományra vonatkozóan mindig 

V l 2 * 
Az ebben a tételben felvetett kérdés a hiperbolikus síkon érdektelen. Valóban 

a hiperbolikus síkon két egymást érintő r sugarú kör konvex burkában a két kör 
sűrűsége l-hez tart, ha r — <*= (72. ábra). 

67. ábra 68. ábra 

A következő négy tétel (VI., VII., VIII., IX.) a SEGRE—MAHLER-féle tétel olyan 
általánosításai, melyek hiperbolikus síkon is érvényesek.52 A tartomány, amelyben 
a köröket elhelyezzük, az állandó görbületű felület olyan S sokszöge, amelynek 

minden szöge • A körrendszer sűrűségére felső korlátot adunk abban az eset-
ben, ha 1. a körök egybevágóak, 2. a körök sugarai egyenként ismertek, 3. a sugarak 
egy adott intervallumba esnek, 4. n fajta adot t sugarú kör van. 

S» S E G R E — M A H L E R [64] . 
SI 1. FEJES T Ó T H [25 ] , i l l . M O L N Á R [50] . 
52 Hiperbolikus síkon ezek az első tételek, melyek körelhelyezési sűrűségre vonatkoznak 

korlátos tartományok esetén (1. M O L N Á R [57] ) . 
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VI. TÉTEL: Ha egy х görbületű felület egy sokszögében, melynek minden szöge 
2n 

= ~2~> egymásba nem nyúló r sugarú körök vannak elhelyezve, akkor a körrendszer 

ö sűrűsége * 

57ád(a) = 

ahol cosec — = 2 cos /йг . 5 3 

3 cosec 6 
a 

M - 3 arc tg i / 3 t g - c o t g ( 1 - [a] 

72. ábra 

Bizonyítás. Legyen S a tételben szereplő sokszög, {Áj} a benne elhelyezett 
körök rendszere és Dt a Kt körhöz tartozó DIRICHLET cellának ő-sel való metszete. 
А {К}) körrendszerhez ilyen módon rendelt {D,} sokszögek az S sokszöget hézag-
mentesen és átfedés nélkül lefedik (73. ábra). Tételünk bizonyításához elegendő 

K-

belátni, hogy tetszőleges Dt sokszög esetén Először belátjuk, hogy egy 

Dt sokszög tetszőleges P csúcspontja nincsen a Kt körrel koncentrikus á r _ r _ , sugarú 
53 Ebben a tételben ugyanazon d(a) korlát szerepel, mint az I. tételben. 
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К kör belsejében. Ha P az S sokszögnek egy csúcspontja, akkor — a sokszögre 
tett kikötésünk miatt — nyilván nem lehet а К kör belső pontja. Előfordulhat azon-
ban, hogy P a Ki, K j körök egy htj hatványvonalának metszése az S sokszög egy 

74. ábra 73. ábra 

oldalával (74. ábra). Ebben az esetben tekintjük a Ki kör K* tükörképét az S sok-
szögnek azon oldalára, mely tartalmazza a P pontot. Ekkor P nyilván a Aj,Aff, A) 
körök hatványpontja, azaz P а К körnek nyilván nem belső pontja. Triviális az is, 
hogy Di 3 Di П K. Másrészt a HAJÓs-féle 
lemma értelmében Д П Я ё Я , ahol Я 
jelenti a Aj, К koncentrikus körökhöz 
tartozó HAJÓs-féle sokszöget. így tehát 
К- К 
—L = 77 = c/(fl) . Ezzel tételünket bizonyí-
Д Я 
tottuk. 

3 
Minthogy d ( a ) ^ d * ( a ) S — , 5 4 a d ó -

TZ 
dik a következő két korollárium. 

2 . K O R O L L Á R I U M : Ha egy я görbü-
letit felületnek egy sokszögében, melynek 

minden szöge S —, egymásba nem nyúló 

egybevágó körök vannak elhelyezve, ak-
kor a körrendszernek a sokszögre vonai-
, . „ „ , 3 75. ábra 
kozo surusege <-, 

n 
3. K O R O L L Á R I U M : Ha a hiperbolikus sík egy aszimptotikus sokszögében egymásba 

nem nyúló egybevágó körök vannak elhelyezve, akkor a körrendszernek a sokszögre 

vonatkozó sűrűsége < - . 
к 

А VI. tételhez hasonlóan bizonyítható a következő két tétel is. 

5 4 — A paraciklusoknak legnagyobb kitöltési sűrűsége ( 7 5 . ábra, 1. FEJES TÓTH [28]) . 
л 
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VII. TÉTEL:55 Ha egy У. görbületű felületnek egy sokszöge, melynek minden 
2л 

szöge =-—, tartalmaz n egymásba nem nyúló r,, r2, ..., rn sugarú kört, akkor a kör-

rendszernek a sokszögre vonatkozó д sűrűsége 
n 

2л 2 ( 1 — cos 
U i 1 

m ( 2 [ z } + ( i - 4 t 8 a tg ß c o t { n
 - H a ) } ) ' 

ahol s i n a = 
sin ixr ' sin ixr cos ixr, , . , 

,cosß= : — j = —, es r = m i n ( r 1 , . . . , r„). sin] /х (г + г() sin \x(r + rj) 

VII I . TÉTEL: Ha egy x görbületű felületnek egy sokszögében, melynek minden 
2л 

szöge egymásba nem nyúló körök vannak elhelyezve, melyek sugarai az (a,b) 

intervallumba esnek, akkor a körrendszernek a sokszögre vonatkozó ô sűrűsége 
2тг(1 — cos i x f ) 

Ó S sup 

« H » 2 [ £ ] / » + ( l - [ í ] ) " + 2 - r e t g j t g « tg ß c o t g [ n - [ £ ] , ) } 

sin Уха cos i x r sin у xa 
ahol sin a = , cos ß = 

sin y x (a + r) sin \x (a + r) 

A VI. tétel b i r tokában — követve FEJES TÓTH egy tételének indukciós bizonyí-
tásában alkalmazott gondola tmeneté t 5 6 — könnyen bizonyítható a 

IX. TÉTEL: Ha egy x görbületű felület egy sokszögében, melynek minden szöge 
2л 

S—-, n fajta л,, r2, •••,rn sugarú egymásba nem nyúló kör fekszik, akkor a köröknek 

a sokszögre vonatkozó ó sűrűsége 

ó s i - я 1 -
3 cosec 6 

a. 

[at]-3-^arctg { / 3 t g ^ c o t g ^ -

/— ahol cosec~" = 2 cos ухг^ Ui 

55 E tétel bizonyításával kapcsolatban megjegyezzük, hogy az 5 sokszög cellákra való bontása 
ugyancsak hatványvonalak segítségével történik. Legyen H=H(r, hr-„-«). Ekkor a körrendszernek 

ZK, 
az S sokszögre vonatkozó sűrűsége S — . 

Z Ht 
SO 1. FEJES TÓTH [25] , 7 2 - 7 3 . O. 
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Megjegyzés: A VI., VII., VIII. és IX. tételhez hasonló tételek mondhatók ki arra 
az esetre is, ha a körök helyett körívsokszögeket tekintünk (76., 77. ábra). Ezek 
bizonyítása ugyanúgy történhet, mint azt már — az V. tétel után tett 2. megjegyzé-
sünkben — vázoltuk. 

Eddigi eredményeink a „DIRICHLET cella" területének megbecslésén alapultak. 
Most még két tételt említünk a „DIRICHLET cella" kerületére vonatkozólag. 

76. ábra 77. ábra 

X. TÉTEL: Ha egy y. görbületű felületen levő — legalább három pontból álló — 
pontrendszer pontjai egymástól legalább 2r távolságra vannak, akkor a pontrendszer 
bármely pontjához tartozó DIRICHLET cella kerülete is к (a) 

W 4 2[A] . / / 3 2 . Í 2 . . / [Ű] \ к (a) = -=4 arc sin — t g yxr + — a r c sin <—r sin ] * r s i n 1 я 
/ и V 3 / / х 1/3 V a J 

I 
n _ -

ahol cosec ~ = 2 cos \ y. r. 

k{a) egy olyan HAJÓs-féle H(r, hr_r _r) sokszög kerülete, mely az I. tételünk-
ben a d(a) értéket szolgáltatta. 

Tételünkben egyenló'ség áll, ha a pontok egy olyan szabályos mozaik csúcsai, 
amelynek lapjai 2r oldalú háromszögek. 

Következő' tételünk lényegében az I. korollárium analogonja. 

XI. TÉTEL : Ha egy állandó görbületű felületen levő — legalább három pontból 
álló — pontrendszer pontjai egymástól legalább t távolságra vannak, és bármely három 
ponton átmenő kör sugara legalább r, akkor bármely ponthoz tartozó DIRICHLET 

cella kerülete S H , r j , ahol R ĵ jelöli egy olyan HAJÓS-féle sokszög kerüle-

tét, mely y, r sugarú koncentrikus körökhöz tartozik. 

Ebben a tételben szélsőértéket szolgáltatnak pl. az összes olyan pontrendszerek, 
melyeknek DIRICHLET cellái szabályos (pl. 39., 40., 41., 42., és 43. ábra) vagy HAJÓS-
féle mozaikot (pl. 44., 45., 46., 47., 48. és 49. ábra) alkotnak. 
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П . KÖRELHELYEZÉSEK KÖRKONVEX TARTOMÁNYOKBAN 

1. §. Körkonvex ponthalmazokról57 

A klasszikus értelemben vett konvex pontha lmaz 5 8 értelmezésére a következő 
két definíciót szokás használni: 

1. Egy zárt ponthalmaz konvex, ha bármely két pont já t összekötő szakasz a 
ponthalmazhoz tartozik, 

2. Egy zárt ponthalmaz konvex, ha bármely ha tá rpont jához tartozik támasz-
egyenes.5 9 

A konvexitás fogalmának különböző általánosításai ismeretesek (pl. pont ra 
konvex, irányra konvex, L-konvex, hiperkonvex, a-rendű konvex, «-konvex), amelyek 
számos matematikust (pl. A. D. ALEXANDROV, H. BRUNN, J. G. VAN DER CORPUT, 
W. FENCHEL, H . HADWIGER, A. HORN, V. KLEE, A. E. MAYER, К . MENGER, H.  
MINKOWSKI, J. PERKAL, К . REINHARDT, J. G . RESETNYÁK, L. A. SANTALÓ, F. A.  
VALENTINE, P. VINCENSINI) foglalkoztattak. Ezeknek az ál talánosításoknak kiinduló-
pont já t lényegében a fenti értelmezések képezték. 

J. PERKAL 1956-ban6 0 — az E-konvex ponthalmaz értelmezésével — olyan 
ponthalmaz osztályhoz jutot t , amely az euklideszi térben átmenetet képez egy 
adot t ponthalmaz zárt burka és a ponthalmaz konvex burka között . 

PERKAL eredményéhez kapcsolódva bevezetjük az ál landó görbületü felülete-
ken a körkonvexitás fogalmát, mely mint látni fog juk tartalmazza a PERKAL-féle 
s-konvexitás, a HADWIGER-féle a-rendü konvexitás és a MAYER-féle r-hiperkonvexitás 
fogalmát 6 1 . Ebben a §-ban arra is kitérünk, hogy megmutassuk a kapcsolatot a kör-
konvex ponthalmazok és a RESETNYÁK-féle62 Oö halmazok, ill. az A. D. ALEXANROV-
féle PRV halmazok közöt t . 6 3 

Az eddigiekhez hasonlóan állandó görbületü felület alatt a gömbfelületet, az 
euklideszi síkot és a hiperbolikus síkot ért jük. E felületeken egy sugársor bármely 
orthogonális t rajektoriája (gömbön: kör ; euklideszi s íkon: kör, egyenes; hiper-
bolikus síkon; kör, paraciklus, hiperciklus, egyenes) a felületet két tar tományra 
bontja . Egy ilyen határpont jával lezárt tar tományt ciklustar tománynak — röviden 
ciklusnak — nevezünk. H a a ciklust határoló vonal p-sugarú kör, akkor a ciklust 
g sugarú, ill. — q sugarú ciklusnak nevezzük aszerint, amint a ciklus konvex (78. 
ábra) vagy konkáv (79. ábra). Célszerűnek mutatkozik a többi ciklushoz is „sugár-
ér téket" hozzárendelni, mégpedig a következőképpen: Legyen az euklideszi félsíkra 

57 A körkonvex elnevezés FEJES TÓTH-ÍÓI származik. 
58 Jelen dolgozatunkban a két dimenziós esettel foglalkozunk, de megállapításaink minden 

nehézség nélkül átvihetők magasabb dimenzióba is. 
53 A két értelmezés nem ekvivalens. Ui. az 1. értelemben konvex ponthalmaz határának 

egy zárt része az 1. értelmezés szerint általában nem konvex, a 2. értelmezés szerint viszont konvex 
(1. A. D. ALEXANDROV [3], 10-11. o.). 

60 j. PERKAL [58]. 
61 H. HADWIGER [39], A. E. MAYER [47], J. PERKAL [58]. Míg a HADWIGER- és a PERKAL-

féle konvexitás a klasszikus konvexitás fogalmának egy kiterjesztése, addig a MAYER-féle annak 
egy szűkítése. Egyébként könnyen belátható, hogy a HADWiGER-féle értelemben konvex tartomány, 
PERKAL-féle értelemben is konvex. 

62 J. G. RESETNYÁK [60]. 
63 A. D. ALEXANDROV [4], [5]. 
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78. ábra 79. ábra 80. ábra 

81. ábra 82. ábra 83. ábra 

g = + °° (80. ábra), a hiperbolikus félsíkra g=±2°° (81. ábra), a paraciklus által 
határolt (zárt) tartományra Q = ± °° (82. ábra), a hiperciklus által határolt (zárt) 
ta r tományra Q= ±2°°+ A (83. ábra), ahol я jelenti a hiperciklusnak alapegyenesé-
től való távolságát.6 4 A Q sugarú ciklust röviden ^-ciklusnak nevezzük. 

D E F I N Í C I Ó : Egy zárt ponthalmazt о sugarú körkonvexnek, röviden Q-konvexnek 
nevezünk és T„-val jelölünk, ha bármely határpontjához illeszkedik Q-sugarú támasz-
ciklus, azaz olyan д-ciklus, mely illeszkedik a határponthoz és nem tartalmaz belse-
jében T„ -hoz tartozó pontot. 

Egyszerű példákat mutat a körkonvex ponthalmazra a 84. és 85 ábra. 

Megjegyzések. 1. Nyilvánvaló, hogy 
a) egy körkonvex ponthalmaz lehet nem egyszeresen összefüggő (86. ábra), 

ч sőt nem is összefüggő (87. b ábra), 
b) egy Q sugarú körkonvex ponthalmaz egyben Q sugarú körkonvex is, ha 

Q' -c Q és Q-Q' > 0 , 
c) a klasszikus értelemben vett konvex ponthalmaz bármely д véges pozitív 

értékekre g-konvex is. 
2. Könnyen belátható, hogy д sugarú körkonvex ponthalmazok közös része 

ugyancsak д sugarú körkonvex ponthalmaz.6 5 Ennek a megjegyzésnek alapján 

6 4 A 8 1 . , 82 . és 83 . ábrán A ciklusokat a POINCARÉ modellen mutatjuk be. 
65 véges sok q sugarú körkonvex ponthalmaz esetén ez triviális. Végtelen sok {Tj p-konvex 

ponthalmaz esetén csupán azt kell belátnunk, hogy a metszet olyan A határpontjához is tartozik 
g-támaszciklus, mely 7", bizonyos A, határpontjainak torlódási helye. Rendeljünk minden A, pont-
hoz a Ti tartományhoz illeszkedő g-támaszciklust és tekintsük ennek az A, ponton átmenő normáli-
sán egy A,C, = t távolságot. A BOLZANO—WEIERSTRASS-tétel értelmében a Cf pontoknak van С 
torlódási pontja. Az Л és С pont éppen egy A-ra illeszkedő g-támaszciklust határoz meg. 

6 III . Osztály Közleményei XII/3 
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értelmezhetjük a körkonvex burok fogalmát. Egy ponthalmaz g-konvex burka 
alatt a ponthalmazt tartalmazó g-konvex ponthalmazok közös részét értjük (87. a, b 
ábra, 87. a ábra az eredeti ponthalmaz, 87. b ábra a g-konvex burka). 

3. A HADWiGER-féle a-rendű konvex Hx ponthalmazok, a PERKAL-féle e-kon-
vex Рг ponthalmazok, valamint a MAYER-féle r-hiperkonvex Mr ponthalmazok, Q 
megfelelő értékeire egyben Q sugarú körkonvexek is. Ezen állításunk helyességét 

kiolvashatjuk a Hx, Pc és Mr halmazok alábbi értelmezéséből és a hozzájuk fűzött 
megjegyzésekből. 

Egy zárt ponthalmazt HADWiGER-féle a-rendű konvexnek mondunk (unter-
konvex vom Grad a) és //„-val jelölünk, ha minden A < a sugarú körlappal való 
metszete egyszeresen összefüggő.66 

Könnyen bizonyítható, hogy egy HADWiGER-féle а-rendű ponthalmaz egyben 
а sugarú körkonvex is, jelekben HX = TX. Ehhez elegendő belátni, hogy a f f pont-
halmaz bármely P határpontjához illeszkedik а sugarú támaszkör. Legyen Kt egy 
£ < a sugarú kör. Hx definíciójából könnyen adódik, hogy amennyiben Hx határa 

tartalmaz egy „konkáv" ívet, ez 
nem lehet Ks körív (88. ábra). 
Ugyancsak könnyen belátható, hogy 
KE П Hx olyan „konkáv" körívet 
sem tartalmazhat, melynek belső 
pontja a Hx ponthalmaznak határ-
pontja (89. ábra). Az elmondottak 
értelmében a P pont nem más, mint 
vagy a Kr kör КеГ\Нх-ban levő 
„konkáv" ívének végpontja (90. áb-
ra), vagy azonos Kr f i Hx-va\. Az 

első esetben a Kc kört a P pont körül forgatva elérhetjük, hogy P = Kl: П f f . így 
tehát Hx bármely P határpontjában illeszkedik Kc támaszkör. Mivel viszont a P 
pontban illeszkedik bármely s -=a sugarú támaszkör, illeszkedik tehá t а sugarú 
támaszkör is. 

Egy zárt ponthalmaz PERKAL-féle értelemben г-konvex, röviden P € , ha olyan 

87. ábra 

бб HADWIGER [39]. Ebben a dolgozatban szerepel a /З-rendű konvexitás (Überkonvexitat vom 
Grad ß) fogalma is. A HADWiGER-féle /?-rendű konvexitás mintájára bevezethető a o-komplemen-
terkörkonvexitás fogalma is. Egy T ponthalmaz g-komplementerkörkonvex, ha T komplementer 
ponthalmaza t g-konvex, azaz TQ. Általában fe ^ T-e (84. ábra komplementerje). 
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e sugarú nyílt körlapok összességének zárt kom piemen terje, melyeknek nincs közös 
pontja a P r halmazzal.6 7 

Nyilvánvaló, hogy Pe bármely határpontjához tartozik e sugarú támaszkör, 
azaz PE = TE. 

Itt említjük meg, hogy míg egy HADWIGER-féle a-rendű konvex ponthalmaz 
egyszersmind PERKAL-féle e-konvex, addig a fordított ja általában nem igaz (92. ábra). 

88. ábra 89. ábra 

91. ábra 

90. ábra 

92. ábra 

Egy zárt ponthalmaz r-hiperkonvex, röviden Mr, ha r sugarú körök metszete. 
Nyilvánvaló, hogy Mr bármely határpontjához tartozik —r sugarú támaszkör, 

azaz Mr = T_r. 
4. Érdekes megjegyezni, hogy megadható olyan g sugarú körkonvex tartomány, 

mely £ = ß értékekre nem PERKAL-féle £-konvex. Ilyen példát mutat a 86. ábra, 
mely úgy származik, hogy egy körlap belsejéből kivágunk három egyenlő e sugarú 
érintő kört és az általuk határolt „belső" körívháromszöget. 

5. RESETNYÁK szovjet matematikus 1956-ban egy dolgozatában bevezette az 
Oö ponthalmaz fogalmát6 8 . Az Oô halmaz — lényegében véve — egy olyan elemi 
felület, melynek bármely pontjához hozzáilleszthető a felületnek mindig ugyan-
arról az oldaláról egy <5 sugarú támaszgömb. Nyilván az Oà halmazok speciális 
ő sugarú körkonvex (gömbkonvex) halmazok. Ui. könnyen megadható olyan elemi 
felület, mely ô sugarú gömbkonvex, viszont nem Oö halmaz. Ilyent szolgáltat pl. 

67 A g-ciklus segítségével a PERKAL-féle konvexitás kiterjeszthető úgy is, hogy az e sugarú 
kör helyett Q sugarú ciklust szerepeltetünk. Ezzel a kiterjesztéssel olyan ponthalmazhoz jutunk, 
mely a ponthalmaz zárt burkától, a konvex burkon keresztül elvezet a ponthalmazt tartalmazó 
legkisebb körig (91. ábra). 

6 8 Rezernyák [60.] 

6» 
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egy téglalap, ha behajlítjuk úgy, hogy „profilja" nyomtatott N legyen (93. ábra). 
Az OÖ halmazok speciális PRV (predsztávimoj ráznosztju vipuklih ... = konvex 
(függvények) különbségeként előállított ...) halmazok is. A PRV halmaz fogalmát 

A. D. ALEXANDROV vezette be 1949-ben.69 A PRV halmaz olyan elemi N felület, melynek bármely pontjának kis környezete z = / ( x , y) — g(x, j ) 
alakban állítható elő, ahol f(x, y) és g(x, y) konvex függvények. 

93 ábra ^ ponthalmaz JoRDAN-féle ív komponenseket is tartalmaz, 
akkor lényegesen más és más TQ körkonvex ponthalmaz fogalomhoz jutunk 

aszerint, hogy csupán azt követeljük, hogy a JoRDAN-féle ív minden pontjához tartozzék 
Q sugarú támaszciklus, vagy pedig ezenkívül még azt is, hogy a szereplő támasz-
ciklus az ív egyik, ill. mindkét oldalán szerepeljen. 

2. §. Tételek 

Ebben a paragrafusban körelhelyezéseket vizsgálunk körkonvex tartomá-
nyokban. 

FEJES TÓTH-ÍÓI ered A köve tkező t é t e l : 7 0 

Ha az euklideszi síkon egy konvex tartományában legalább két egymásba nem 
nyúló egységnyi sugarú kői; van elhelyezve, akkor ezeknek a köröknek a tartományra 

vonatkozó sűrűsége <-Д=. 
2 

Az első általánosítása ennek a tételnek, amellyel a következőkben foglalkozni 
óhajtunk, a 

XII. TÉTEL: Ha az euklideszi sík egy (Q > 0 ) összefüggő Q sugarú körkonvex 
tartományában legalább két egymásba nem nyúló egységnyi sugarú kör van elhelyezve, 
akkor ezeknek a köröknek a tartományra vonatkozó ő sűrűsége 

71 

yW'ha 

d g 71 j—, ha l 7 ä Q < Q 0 , 
Yq2 + 2q + ^ - + ( l - e 2 ) arc s in—— 

A 1 I Q 

д 2== —— , ha 0 < 1 , 
QY1 + 2Q + 2 + (1 - Q2) arc cos 

ahol p 0 = 4 , 8 . . . a 

Y q 2 + 2q + 2 + (1 - Q2) arc sin = ÉÏ2 
2 1 + Q 

egyenlet pozitív gyöke. 

6 9 A . D . ALEXANDROV [4] , 1. m é g A . D . A L E X A N D R O V — V . A . ZALGALLER [6]. 
70 FEJES T Ó T H [19] , 1 9 4 8 . 



k ö r e l h e l y e z é s e k á l l a n d ó g ö r b ü l e t ű f e l ü l e t e k e n 2 5 7 

Bizonyításunk előtt megadjuk a tételben szereplő mennyiségek szemléletes je-
lentését. Azt a tartományt, mely két-két egymásba nem nyúló egységnyi sugarú 
kör p-konvex burka (94. ábra), p-piskótának nevezzük. Tekintsük ennek azt a két 
szélső esetét, amidőn az egységkörök (95. ábra), ill. a Q sugarú körök érintkeznek 

97. ábra 98. ábra 

BIZONYÍTÁS. Tekintsük a {K} körrendszer (97. ábra) o-konvex В burkát (98. 
ábra). Mint a 98. ábránk is mutatja В általában nem összefüggő. В egy-egy össze-
függő részét B1-, ill. ß2-vel jelöljük aszerint, hogy a [K] körrendszernek egy vagy 
legalább két körét tartalmazza. Nyilván B = TBl +Y.B2. 

71 Tételünkben szereplő egyenlet bal oldala — egyik szélsőértéket képviselő — piskóta (95. 
ábra, az egységkörök érintkeznek) területét adja, s igy ez o-nak növekvő függvénye. 

94. ábra 

96. ábra 

(96. ábra).71 E két esetben a két egységkörnek a piskótára vonatkozó sűrűségét 
d l -y- , ill. d V - v a l jelöljük. Ekkor 

jQO П J 0 «1-1 = ~ i = > «1-1 — 
1 / 1 2 / e 2 + 2 p + 4 + ( l - e 2 ) a r c s i n 7 — 

2 1 + Q 

dl~e=-
Q]/\ + 2Q + J + (1 - Q2) arc coSj-^-^ 

95. ábra 
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Legyen а В 1 tar tományban levő egységkör К. Mivel az eredeti T tartomány 
összefüggő, van olyan A pontja, mely а К körtől Í2g + 1 — 1 távolságra van (96. 
ábra). Mivel viszont a T tartomány g sugarú körkonvex is, könnyen belátható, 
hogy а К körrel együtt a T tartományhoz tartozik A és К p-konvex T 1 burka. 

A T tartomány így értelmezett T1 , ill. T 2 = B 2 résztartományai nyilván disz-
júnktak. 

Tételünk bizonyításához elegendő kimutatni, hogy 1. mind а Г 1 tartományban, 
2. mind pedig a T 2 tartományban a körök sűrűsége nem haladja meg a tételünk-
ben szereplő sűrűségkorlátot. 

1. A T1 tartományban a körök sűrűsége a d{~e értéket veszi fel, mely megfe-
lel tételünk állításának, ui. p ë l esetén nyilvánvaló, hogy d'\ ° ^ d i - i , £> < 1 esetén 

pedig d\~Q éppen a tételben szereplő korlát. 
2. Annak bizonyítására, hogy a T2 tartományban a körök sűrűsége nem ha-

ladhatja meg a tételünkben szereplő korlátot, két esetet 
különböztetünk meg aszerint, hogy I. g ë l , II. 

I. g ё 1. А Т 2 tartományt a körelhelyezésnek meg-
felelően {D} DIRICHLET cellákra bontjuk, s ezeket három 
csoportba osztjuk aszerint, hogy határuk a) nem tartalmaz 

99 ábra 8 s u2 a ]™ körívet, azaz D sokszög, b) egyetlen egy g su-
garú körívet tartalmaz, c) legalább két g sugarú körívet 
tartalmaz. 

71 
a) Ha D sokszög, akkor tudjuk, hogy D-ben a körsűrűség = -7-= 0- P'- az 

V12 
I. tétel bizonyítása). 

b) H a D határának egyetlen egy szakaszát g sugarú körív képezi, akkor a 
К kör és a határát képező g sugarú kör hatványvonalával helyettesítjük a g sugarú 
körívet (pontosabban mondva csak a hatványvonal D-ben levő részével helyette-

71 
sítjük a g sugarú körívet). Az így nyert D*czD cellában a körsűrűség Sl-=. 

\ 12. 
c) Legyen К olyan kör, melyhez tartozó D cella legalább két g sugarú körívet 

tartalmaz. Legyen továbbá M...N két szomszédos g sugarú körívet összekötő az 
a töröttvonal, amely a D határához tartozó hatványvonal szakaszokból áll. Legyen 
В а К körnek és az M ... N töröttvonalnak g-konvex burka. Nyilván D* = D П Ba D. 
Az újonnan kapott D* cella határvonalát képező töröttvonal végpontjait továbbra 
is M- és A-nel jelöljük. На В nem összefüggő, akkor az 1. eset mintájára könnyen 
belátható, hogy van olyan D * * c z D cella, amelyben a körsűrüség d\ \ Ha viszont 
В összefüggő, akkor két esetet különböztetünk meg aszerint, hogy а К körön „sza-
badon" hagyott 2 ív ё 2 [ л — arc c o s - ) vagy < 2 1 л - arc cos 1 + ej \ 1 + в 

Első eset: Л ё 2 ( л — arc cos —-—] _ Legyen А, В а két X sugarú köríven levő 
V 1 + 0/ 

egymáshoz legközelebb fekvő pontpár (99. ábra). A D* cella képzését szem előtt 
tartva, könnyen belátható, hogy az M... N töröttvonal szélső szakaszai az M, 
ill. N pontban a megfelelő g sugarú körívvel nem alkotnak tompaszöget, s így az 
AB szakasz, mely ezekkel az ívekkel derékszöget alkot, a D cellában van. A D* 
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100a. ábra 100b. ábra 

cella helyett tekintsük ennek а К kört tartalmazó azon R résztartományát, mely 
úgy keletkezik, hogy /15-vel ketté vágjuk a D* tartományt.7 2 Könnyen belátható, 

hogy már az R tar tományban is ^ di~Q. 
R 

Második eset: A < 2 | л — arc cos —-—). А Я körív egy tetszőleges pont jából 
V ! + <?/ 

D* határán ellentétes irányokban haladunk, míg a Q sugarú íveken levő El és E2 
pontokig nem érünk, amelyekből а К körhöz húzott érintők az E k , ill. E 2 pontban 

a megfelelő Q sugarú körívvel derékszöget alkotnak. D* definíciójánál fogva tar-
talmazza £ j - és E2-t. Könnyen belátható még, hogy ill. £2-bó'l húzott elt ill. 
e2 érintő is a D" cellában van. Ezek szerint K, et és e2 konvex В burka résztarto-
mánya a D* cellának. А В tartományban a körsűrűség éppen d\~e. 

II. £><1. Erre az esetre bizonyításunk a következő: a T tartományt felbont-
juk D Dirichlet cellákra és lényegében a p l esetnél alkalmazott gondolatmene-
tet követjük. Ha D sokszög vagy határa legalább két Q sugarú körívet tartalmaz, 
akkor a p l esetre adott bizonyítás jó Q < 1 esetén is. Tehát csupán azzal az eset-
tel kell foglalkoznunk, ha D határa egyetlen egy g sugarú KB körívet tartalmaz. 
Helyettesítsük a D cellát azzal a kisebb területű D* sokszöggel, amelyet úgy kapunk, 
hogy a D cellát átmetsszük а К és K0 hatványvonalával. Elegendő bizonyítani, hogy 

— di~e. Ez viszont a 4. segédtétel értelmében teljesül. 

Ezzel tételünket bebizonyítottuk. 
A tétel bizonyításából kiolvasható, hogy egyenlőség lép fel ß -=ß 0 esetén, ha 

a körkonvex tartomány extremális alakzatú piskóta tar tomány.7 3 

Jelentse d°~r, ill. d°r~e az r sugarú körök maximális sűrűségét két r sugarú 
kört tartalmazó extremális g-piskótában, azaz midőn a két r sugarú kör, ill. a két 
g sugarú kör érintkezik (95., 96. ábra). 

A XII. tétel birtokában, követve FEJES TÓTH már idézett tételének indukciós 
bizonyításmenetét, adódik a 

7 2 Az R tartományban a körsűrűség A-nak alulról konkáv függvénye. Ui. az R tartomány t 
területére áll, hogy t" = +g 2 ) sin A. 

73 Itt jegyezzük meg, hogy míg az euklideszi, ill. hiperbolikus sík egybevágó piskóta tartomá-
nyokkal hézagmentesen és többszörös fedés nélkül nem rakható ki, addig a gömbfelület — bizo-
nyos piskóta párokkal — kirakható. Gondoljunk pl. a teniszlabda két egybevágó piskótatartomá-
nyára (100. a, b ábra). 
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X I I I . TÉTEL: Ha az euklideszi sík egy összefüggő Q-konvex tartományában 
egymásba nem nyúló n fajta kör van elhelyezve, melyek sugarai r±, r2, ..., rn es a 
legnagyobbikból legalább kettő van, akkor a körrendszernek a Q-konvex tartományra 
vonatkozó ö sűrűsége 

ŐSI- Д - Max dS-r . , 

4 . KOROLLÁRIUM: Ha az euklideszi sík egy összefüggő Q-konvex tartományában 

egymásba nem nyúló n fajta kör van, melyek sugarai ^ — = 4, 8... és a legnagyobb 
во 

körből kettő van, akkor a körrendszernek a Q-konvex tartományra vonatkozó ö sű-
rűsége 

A fenti Q0 állandó már а XII. tételben is szerepelt. 
Most pedig fordítsuk figyelmünket körök elhelyezésére egy állandó görbületű 

felület körkonvex tar tományában. Ellenpéldán láttuk, hogy hiperbolikus síkon már 
közönséges konvex tartomány esetén sem adható a körsűrűségre egynél kisebb 
univerzális korlát. Pontosabban ez az ellenpélda azt igazolja, hogy a hiperbolikus 
sík valamely konvex tar tományában elhelyezett legalább két r sugarú egymásba 
nem nyúló kör kitöltési sűrűségére nem adható egy r-tó'l független egynél kisebb 
felső' korlát .7 4 Mint látni fogjuk, megadható viszont olyan r és ^-tól függő korlát 
(1. а XIV. és XV. tétel), mely bizonyos esetekben pontos. 

А XII. tétel bizonyításának gondolatmenetéből ( p > l eset) automatikusan 
adódik a 

XIV. TÉTEL: AZ állandó görbületű felület egy összefüggő Q-konvex tartományá-
ban elhelyezett legalább két r sugarú körnek a tartományra vonatozó ô sűrűsége 

Ő S Max {d(r, r, r), d(r, Q, Q), de(r)}, 

ahol d(r, a, a) jelenti az r sugarú kör sűrűségét a HAJÓs-/e'/e H(r, hr_a_a) sokszögben, 
d„(r) pedig jelenti két r sugarú kör Q-piskótájában fellépő maximális sűrűségét. 

5. KOROLLÁRIUM: A gömbfelület egy szűkebb értelemben vett konvex tartomá-
nyában elhelyezett legalább két egymásba nem nyúló r sugarú körnek a tartományra 
vonatkozó ô sűrűsége 

<5 S Max {d{r, r, r), d_K (r)}. 
2 

я \ я я 
Ez a korlát r minden értékére ( 0 < r S - kisebb - = - n é l , s így <5^-

4 ; / 1 2 ' " / 1 2 
(vö. MOLNÁR [59]). 

Megjegyzések. 1. 4. segédtételünket felhasználva kimutatható, hogy a XIV. 
tételben a ë 5 esetben 

<5^ Max {d(r, r, r), dQ{r)}. 

24 Az euklideszi síkra vonatkozó Xll. és XIII. tételek a gömbfelületre sem vihetők át lényeges 
módosítás nélkül. 
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2. Hiperbolikus síkon a g-piskótában a körök által le nem fedett t terület a 
„szabadon hagyot t" X körívnek konkáv függvénye. 7 5 Ezért a felső' kor lá tban sze-
replő dQ(r) érték helyettesíthető a ^-piskóta két szélső esetéhez tar tozó legnagyobb 
körsűrűséggel. 

3. Az állandó görbületü felületen nehézséget okoz az (r, g) sík azon t a r tomá-
nyainak meghatározása, amelyekben d(r, r, r), d(r, g, g) és d„(r) közül az első, 
a második vagy a harmadik a legnagyobb. A problémát megnehezíti az is, hogy 
d(r, r, r) az r-nek nem mono ton függvénye. 

4. Hiperbolikus síkon teljesen nyitott probléma még a ( í « , ±2«>) „inter-
va l lumba" eső g-konvex ta r tományokban levő körök kitöltési sűrűségének vizs-
gálata. 

Az állandó görbületü felület körkonvex t a r tományában elhelyezett egymásba 
nem nyúló inkongruens körökre vonatkozólag csak egy tételt említünk. A XI I I . 
tétel mintá jára bizonyítható a 

XV. TÉTEL: Ha az állandó görbületü felület egy összefüggő д-konvex tartományá-
ban egymásba nem nyúló n fajta kör van elhelyezve, melyeknek sugarai t\, r2, ..., r„ 
és a legnagyobb körből legalább kettő van, akkor a köröknek a д-konvex tartományra 
vonatkozó д sűrűsége 

<5=á 1 - f j ( l - Max [d(r, r, r), d(r, q, g), dg(r)}). 
i = 1 
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