KORELHELYEZESEK ALLANDO GORBULETU
FELULETEKEN!

irta: MOLNAR JOZSEF

Bevezetés

A diszkrét geometridban? a legutobbi idgben elStérbe keriiltek tartomanyok
kitoltésével, ill. lefedésével kapcsolatos problémak, melyeket gyakran a miiszaki-,
vagy természettudomanyok vetnek fel. llyen pl. a kovetkezd kitoltési probléma.3
Egy kidolgozott borjubsrbdl, hogyan lehet adott méretii cipfelsGrészeket kivagni
ugy, hogy a selejt minimalis legyen?

Dolgozatunkban ennek az alapproblémanak csupan azzal a specialis esetével
foglalkozunk, amikor az elhelyezend$ {K} tartomanyok véges sok kor egyesitett
halmazabdl allanak.* Vizsgalatainkban a kitdltendd T ,tartomany” vagy egy
allandé gorbiiletii feliilet, pontosabban a gombfeliilet, az euklideszi sik, vagy a
hiperbolikus sik, vagy ennek egy bizonyos résztartoméanya.

MielStt roviden vazolnank dolgozatunk eredményeit, vessiink egy pillantést
az eddigi korelhelyezési eredményekre!®

» Az euklideszi sik kongruens korokkel vald legsiiriibb kitsltésének probléma-
jat A. THUE,® a szamelméletben elért alapvetd eredményeir8l ismert nagy norvég
matematikus oldotta meg 1892-ben. '

Eltekintve H. MINKOWSKI, LORD KELVIN é¢s W. BARLOW vizsgalataitdl, melyek
csupin szabalyos elhelyezésekre vonatkoztak, a korelhelyezési vizsgilatokban
hosszabb sziinet kovetkezett be. Az euklideszi sik kongruens korskkel vald leg-
ritkabb lefedésének problémajat R. KERSHNER [45] oldotta meg 1939-ben. Tovabbi
bizonyitasok, ill. élesitések a sik kongruens korokkel valo kitoltésére, ill. lefedésére
talalhatok pl. Feses TotH L. [13], [14], H. HADWIGER [40], B. SEGRE—K. MAHLER
[64] és S. VERBLUNSKY [67] dolgozataiban.

A korelhelyezési problémak rendszeres vizsgalatat Feyes TOrH kezdte, aki
kutatasait kiterjesztette a diszkrét geometria kiilonboz§ teriileteire. Gondolunk pl.

1 A matematikai tudomanyok doktora fokozat elnyeréséhez készitett disszertacio.

2 A | diszkrét geometria® elnevezést a szovjet matematikusok adtik (1. Feses TOTH[29]) a
geometria azon dganak, amelynek targyat diszkrét elemekbdl allé6 halmazok képezik. Ez felGleli
pl. a nem-folytonos mozgascsoportok elméletét, a szabalyos térfelbontds- és pontracsok ehméletét
és ennélfogva szoros kapcsolatban van a csoportelmélettel, a szamelmélettel, a fiiggvénytannal és a
matematika mas dgaival (I. Feses TOTH [31]). (A szigletes zargjelben levd szamok, a dolgozatunk
végén szerepld irodalomjegyzékre vonatkoznak).

3 Ezzel a problémaval rokon a kovetkezo lefedési probléma: Hogyan lehet egy tartomanyt
egy adott tartomdny kongruens példanyaival legritkabban lefedni?

4 Dolgozatunkban a tartomény zart ponthalmaz. Egy tartomdnyt és annak teriiletét ugyan-
azzal a betiivel jeloljiik.

5 Dolgozatunkban nem szerepelnek olyan korelhelyezési problémak mint pl. tobbszoros
kitoltés, tobbszoros lefedés, korfelhok.

6 THUE [66].
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a kovetkezdkre:? 1. T=euklideszi sik, {K} =inkongruens korrendszer, 2. T=kon-
vex tartomany, {K}=Xkongruens korrendszer, 3. T=konvex tartomany, {K} in-
kongruens kérrendszer, 4. T=alland6 gorbiiletii feliilet, {K} =kongruens korrend-
szer.®

A korelhelyezési problémak gazdag irodalmabdl emlitsitk még meg a kovetkezs-
ket: M. Aceno [1}, [2],° Barizs J.19, W. J. BLunpoN [7], A. H. BoErDUK [9], L.
DanNzer [11], ErRpOs P11t Feies ToTH L. [26], [27], [28], [32], L. Few [33], S. Fins-
TERWALDER [34], A. FLORIAN [36], H. GROEMER [37], W. HaBICHT [38], HEPPES A.
[411, [42], [43], H. MEescEKOWwSKI {48}, [49], MoLNAR 1. [50], [51], [52], [53], [54],
[55], [56}, [57], R. Rapo [59], H. RUTISHAUSER [61], B. L. VAN DER WAERDEN [6§],
L. L. WHITE [69].12

Az eddigi vizsgalatok féként konvex tartomanyoknak konvex tartomanyok-
ban valé elhelyezésére vonatkoztak. A gyakorlat altal felveteit problémak azon-
ban tobbnyire nem konvex tartomanyok vizsgalatat igénylik. E teriileten elért
eredmények szama igen csekély.

Dolgozatunk kiinduiasi pontjat az elhelyezési problémak vizsgalatainak kiter-
jesztése képezte bizonyos nem konvex tartomanyokra. Ezek a vizsgalatok vezettek
a korkonvexitas fogalmahoz,'® amely altalanositisa a MAYER-féle [47] r-hiperkon-
vexitasnak, a HADWIGER [39] a-rend{ konvexitasnak, a PERKAL-féle [58] e-konvexi-
tasnak és igen szoros kapcsolatban all az A. D. ALEXANDROV 4], [5], [6]'4, ill. J. G.
RESETINYAK [60] altal értelmezett PRV, ill O; halmaz fogalmaval.

A nem konvex tartomanyok vizsgalataiban alkalmazott egyik segédtétel (HAIGS-
féle lemma) lehetSséget adott az egész sikra (vagy annak konvex tartoményaira)
vonatkozo ismert siiriiségbecslések messzemend élesitéseire és altalanositasaira. .

A disszertacié két részbGl all. Az 1. részben klasszikus értelemben konvex
,tartomanyokban” vizsgéljuk a k(’jrelhelyezéseket mig a II. részben korkonvex tar-
tomanyokban. A targyalas java része szintetikus. Az eredmények egyszeri elemi
megfontolasok révén adodnak.

I. KORELHELYEZESEK KONVEX ,,TARTOMANYOKBAN”

1. §. Korrendszerek siiriisége

Dolgozatunkban allandé gorbiileti feliilet alatt a gombfeliiletet, az euklideszi
sikot, ill. a hiperbolikus sikot értjiik.
Egy megszamlalhaté sok korbdl all6 {K;} korrendszernek egy allandé gérbii-

let(i feliilet T tartomanyara vonatkozo siiriiségén a hanyadost értjiik. Hason-

% Rovidség kedvéért csupan az alapproblémékban szerepld 7 és {K} tartomanyokat jeleztiik.

8 FeJEs TOTH 1953-ig elért eredményei megtalalhaték monogrifidjiban [25], amely 1958-ban
orosz nyelven is megjelent [29] 1. M. JacLom kiegészitéseivel.

9 Ageno vizsgalataiban a poliéder alaktl virusok ,.krisztilogrifidjaval” foglalkozik.

10 BarLAzs J. eredménye még nincs publikdlva (1. pl. Feses TétH [30]).

i1 1. Femes TotH [25], 96. o.

12 A [32] és [43] MoLNARral irt k6zos dolgozat, a [38] és [63] VAN DER WAERDENRel irt kozos
dolgozat.

13 A korkonvex tartomanyokra vonatkozo vizsgalatainkba bekapcsolodott HEPPES |s, aki e
teriileten szép eredményeket ért el.

14 ZALGALLERrel irt kozos kOnyv.
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16an értelmezziik egy korrendszernek a gombfeliiletre vonatkozé stirliségét is. Kiilo-
nosen érdekesek az olyan korrendszerek, amelyeknél a T ,,tartomany’” minden pontja
legfeljebb egy kor bels6 pontja (1. abra), ill. legalabb egy korhoz tartozik (2. abra).
Az els@ esetben kitoltési, a masodikban lefedési siiriiségrsl beszéliink.

2. dbra

Ertelmezhet8 egy megszamlalhaté sok korbdl 4116 {K;} korrendszernek az egész
euklideszi sikra vonatkozo 6 kit6ltési, ill. A lefedési siirfisége, mégpedig a kovetkezd-
képpen:

SR T KR . ZK,NK(R)
o=Ilim — -~~~ ¢ A=lim-—F7"-,
Raw .« K(R) S KAR)

ahol K(R) egy R sugaru kor, amelynek kozéppontja a sik egy rogzitett O pontja.
Hasonldan értelmezhet§ altalanosabb tartomanyok valamilyen rendszerének stirt-
sége is.1> Bizonyithatd, hogy 4, ill. A fiiggetlen az O megvalasztasatol. Ez egyszertien
kovetkezik abbdl, hogy

K(R+c)—K(R) _2Rc+c?

K(R) W R 8
hényados konstans ¢ érték mellett nullahoz tart, ha R —oo.
Egy » gorbiiletli hiperbolikus sikon

L ERrOLE®
2 K(R) =

Ezért egy korrendszernek az egész hiperbolikus sikra vonatkozd siirliségének defi-
nicidja nehezebbnek latszik. Ezt a nehézséget azaltal fogjuk megkeriilni, hogy a
hiperbolikus sikot bizonyos cellakra bontjuk és megmutatjuk, hogy minden cella-
ban a kitoltési, ill. lefedési siirliség =d <1, ill. =D >1.1° Ez annyit jelent, hogy o,
ill. A barmely ,,értelmes” definicioja mellett 6 =d, ill. A=D.

el —1#0.

2. §. Segédtételek

Dolgozatunkban jelentGs szerepet tolt be a kovetkezd
HAJOS-FELE LEMMA:'7 Legyen k és K egy dllandé gorbiiletii feliilet két r, ill. R

15 1. Feses TotH [25], 55—57. o.

16 1. Feses ToTH [26], [27], [28], ill. dolgozatunkban az I—V. tételt (MOLNAR [56]).

17 Ez a lemma HAI0s egy észrevételébdl sziiletett, amelyet egy 1960 tavaszan tartott eldaddsom-
hoz fiizott.
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(r < R) sugarti koncentrikus kére. Legyen tovdbbd a K kirben véges sok olyan kor-
szelet, melyek koziil egyiknek sincs kozos belsé pontja sem mds korszelettel sem a
k korrel. Allitds: A korszeletek osszteriilete akkor maximadlis, ha a szeletek olyan K-ba
irt sokszoget hatdrolnak, melynek oldalai — legfeljebb egy kivételével — a K kort
érintik (3. dbra). :

Bizonyitds. Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltessziik, hogy a korsze-
letek egy K-ba irt P, ... P, sokszoget alkotnak. Az oldalak éltal K-bol lemetszett
korszeletek X Osszteriilete valtozatlan marad, ha a sokszog olda-
lait tigy rendezziik, hogy az egymas utan csatlakoz6 oldalak
nem novekv8 sorozatot alkotnak. Ezért feltehetjiik, hogy
P,P,=P,P;= ... =P,P; (4. abra). Legyen PP, . (k=n—1) az
elsé oldal, mely a k kort nem érinti. Ha a P, ; pontot a K ko-
réon P, , iranyaba mozgatjuk, akkor a PPy P, hiromszog
teriilete csokken,'® s igy X novekszik. A P.,, pontot addig
mozgatjuk Py, iranyaba mig vagy P,P, ., érinti a k kort, vagy
a P,., pont Osszeesik a P,., ponttal. Az utdbbi esetben a
P,,, =P, , pontot mozgatjuk a K kéron P, ; irAnyaba mig a P, P, ., oldal a k
kort nem érinti, vagy nem esik Ossze a P,.; ponttal. Ilyen eljarassal a P P,
oldal mindig olyan helyzetbe hozhatd, hogy a k kort érintse. Ha kozben az oldalak
nem ndvekvd sorozata megvaltozott volna, akkor egy ujabb rendezéssel nem no-
vekv3 sorozatot létesitiink és az el6bbi eljarast tovabb folytatjuk. Ezaltal véges sok
1épésben eljutunk a segédtételben emlitett sokszoghoz.

E bizonyitasnal alkalmazott gondolatmenettel konnyen bizonyithaté az

1. SEGEDTETEL.: Legyen k és K (k<K) egy dllando gorbiiletii feliilet két kon-
centrikus kire és S a K kirbe beirt olyan sokszog, melynek egyik oldala sem metsz
bele a k korbe. Allitds: S keriilete akkor minimdlis, ha
oldalai legfeljebb egy kivételével érintik a k kort.

A Harjos-féle lemméban, valamint az 1. segédtétel- g
ben szerepl§ extremalis sokszoget HAsos-féle sokszognek Roz
nevezziik és roviden H(r, R)-rel jeloljiik, ahol r és R
(r<R) a két koncentrikus kor sugara.

A HAiOs-féle lemma bizonyitasanal alkalmazott
gondolatmenet felhasznalhaté azonban altalanosabb
allitasok bizonyitasara is. Gondolunk pl. arra az egy-
szerli altalanositasra, melynél a K korben szerepl6 kor-
szeletek koziill az egyiket rogzitettnek tekintjiik. Pon- 4. dbra
tosabban szdlva nyilvan igaz a

2. SEGEDTETEL: Legyen k és K egy dllando gorbiiletii feliilet két r, ill. R (r<R)
sugaru koncentrikus kore, AB pedig a K kor egy tetszbleges korszeletének hatdrolo
hirja. Legyen tovdbbd a K kiorben véges sok olyan korszelet, melyek koziil egyiknek
sincs kozos belsé pontja sem mds korszelettel, sem a k korrel, sem pedig az AB hirral
hatdrolt korszelettel. Allitds: A K korbsl lemetszett kirszeletek dsszteriilete akkor
maximadlis, ha a korszeletek olyan K korbe beirt sokszoget hatdrolnak, melynek oldalai
— az AB oldaltdl eltekintve — legfeljebb egy kivételével a k kort érintik (5. dbra).

3. dbra

*O
=0
%

18 Ui. azon pontok mértani helye, melyekre a PiPy .+ 1Pk +» hiromszog teriilete allando, rogzi-
tett Py, Pr+> mellett a Py 1Pr+2 kOriv ,,folott” van.
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Ehhez a segédtételhez hasonld segédtétel mondhat keriiletre vonatkozolag is,
pontosabban igaz a

3. SEGEDTETEL: Legyen k és K (k<K) az dllando gorbiiletii feliilet két koncent-
rikus kore, tovdbbd S a K kérbe beirt olyan sokszég, amelynek egyik AB oldala rog-

5. dbra

7. abra 8. dbra

zitett, a tobbi oldala nem metsz bele a k korbe. Allitds: S keriilete akkor minimdlis,
ha oldalai — az AB oldaltol eltekintve — legfeljebb egy kivételével érintik a k kort
(5. dbra).

4. SEGEDTETEL:'® ‘Legyen k és K egy x gorbiiletii feliilet két r és R
e ) B ; ; ;
sin Vszg sin Vxr sugaru koncentrikus kore, to-

vdbbd legyen T1=P,P, ... P, a korgylirtiben elhelyezkeds
és a-k kort tartalmazé olyan konvex sokszog, amelynek
P,, Py, ..., P,_, pontja a K koron van (6. dbra). Allitds:

n 2
Ha a=5| cosec—=2cos l/xr , akkor
a

NI=k+V, 9. dbra

19 HaA1bs a disszertdcibmhoz fiizott opponensi véleményében a kovetkezd erdsebb segédtételt
emliti meg: Ha az allandé gorbiiletii feliileten egy sokszog egy korgytiriiben helyezkedik el és csticsai
két szomszédosnak esetleges kivételével a kiilsé peremkoron vannak, akkor teriiletének minimumat
egy olyan sokszog adja, amelynek oldalai mindannyian érintik a belsd kort, s a kivételes csticsok
a csatlakozé oldalak érintési pontjait Gsszekotd egyenestdl egyenld tdvolsagra vannak (8. dbra).
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ahol V olyan’' kirivhdromszog teriilete, amit hdrom egymdst érinté r sugari kor
hatdrol.?°

R- és r-re vonatkozo6 kikotés annyit jelent, hogy R, harom egymést érint6 kor
hatvanypont_]anak tavolsaga valamely r sugart kor kézéppontjatol.

Bizonyitds. Ha P,P,_,-nek nincs kdz0s bels6 pontja a k korrel, akkor a segéd-
tétel — a HAsOs-féle lemma értelmében — mar magéara a P, ... P,_, sokszdgre is
teljesiil. Ha P, P,_, -nek van kozos belsS pontja a k korrel, akkor a kovetkez6képpen

10. abra 11. dbra

12. dbra

jarunk el. A HaiOs-féle lemma bizonyitasaban alkalmazott gondolatmenettel elér-
hetjiik, hogy a P,P;, PyP,, ..., P,_,P,_, oldalak, legfeljebb egy kivételével, érint-
sék k-t és 1 teriilete e valtozas kozben ne novekedjék. Ugyancsak nem nd IT teriilete,
ha a P,P, és P,_,P, oldalakat is a P, és P,_; pontbdl a k korhoz huzott érint6kkel
potoljuk (7. abra). Mivel az igy kapott IT sokszog barmely oldala a k kor kozép-

pontjabal legfeljebb 27715 szog alatt latszik?! és a=5, azért a II sokszognek van lega-

20 Gombon harom egymdst érintd egybevagd kor két korivharomszoget hatdrol. Segédtéte-
liinkben a nem nagyobb korlvharomszogre gondolunk. a=26 esetén, vagyls euklideszi sikon,

2)/3
R=Z0Cpes 3—— r2
3 velitas

21 Egyenl6ség akkor kovetkezik be, ha az oldal a k kort érinti.
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labb négy pontja a K koron, amibdl konnyen adodik a IT =k +vy egyenlGStlenség.
Ezzel 4. segédtételiink be van bizonyitva.

Dolgozatunkban korivsokszog alatt véges sok — nem sziikségképpen Ossze-
fiigg6 — kor egyesitett halmazat értjiikk (9. abra). A korivsokszog hatarat képezd
véges sok korivet a korivsokszog oldalainak nevezziik. Két korivsokszog ,.kon-
centrikus”’, ha a megfelel§ oldalakat szolgéaltaté korok kon-
centrikusak, a megfelel6 hatvanyvonalrendszeritk pedig
azonos (10., 11. abra).

Megjegyzések. 1. A 2. és 3. segédtétel birtokaban g, K,
tovabbi altalanositasokhoz jutunk, ha a k és K (k<K)
kor szerepét ,.koncentrikus™ korivsokszogek veszik at.
Ebben az esetben a K korivsokszogben szerepld korszele-
tekre a kovetkezG kikotéseket tessziik: 1. egyik szeletnek
se legyen bels6 pontja sem mas szelettel, sem pedig a k
korivsokszoggel, 2. barmely korszeletet hatarold hur vég-
pontjai a K azonos oldalahoz illeszkedjék (12. 4bra). A 13.
abra két ,.koncentrikus” korivsokszoghoz tartozd extre-
malis teriiletd, ill. keriiletli sokszoget illusztral.

2. Ri=R,. 68 r=min (R, Ry) ieseten - H(r, Ry)=H(r-Ry): “Uiii Her, R;) =
>H(r, R,) K, = H(r, Ry), ahol K, jelenti az R, sugari kort (14. abra).

14. abra

3. §. Mozaikok

Mozaikon a gombot vagy a sikot teljesen kitoltd, egymasba nem nyuld sokszo-
geknek olyan halmazat értjitk, amelyben minden sokszog oldalahoz egyetlen tovabbi
sokszog oldala csatlakozik. Ha egy csucspontba futd élek kozéppontjait az élek
ciklikus sorrendjének megfelelGen Osszekotjiik, akkor egy sokszoget nyeriink, melyet
a csucsponthoz tartozod'csucsalakzatnak neveziink.

Dolgozatunkban szerepelni fognak a szabalyos mozaikok, az ARCHIMEDESZ-{¢éle
félig szabalyos mozaikok és bizonyos szabalytalan mozaikok, amelyeket Ha1Os-féle
mozaikoknak fogunk nevezni. Ezeket a mozaikokat a kovetkezGkben roviden ismer-
tetjiik.

Egy mozaik szabalyos, ha mind lapjai, mind csucsalakzatai szabalyosak.?? Ha
a lapok p-szégek és a csucsalakzata g-szogek, akkor a mozaikot a {p, g} SCHLAFLI-
féle szimbolummal jeloljik. A 15., 16., ill. 17. abra az euklideszi sik {3, 6}, {4,4}
ill. {6,3} szimbélumu szabalyos mozaikjait 4brazolja. A gémbfeliilet, ill. hiperbo-
likus sik szabalyos mozaikjai koziil csupan az {5, 3}-at és a {7,3}-at illusztraljuk
(18., 19. abra).

Egy mozaikot ARCHIMEDESZ-féle félig szabalyosnak mondunk, ha szabalyos sok-
szOogekbdl tevédik Ossze, csticsalakzatai egybevagdak azonban nem szabalyosak.
Az archimédeszi mozaikok jelolésére az (ay, a,, ..., a,) szimbolumot hasznaljuk,
ahol a,, a,, ..., a, jelenti az egy cstcspontban taldlkoz6 sokszogek oldalszimat a
sokszogek ciklikus sorrendjében. Igy pl. a 20., 21., 22., 23. és 24. abra az euklideszi
sikon a (3,6,3,6), (4,8,8), (3,12,12), (3,3,3,4,4) és a (3,3,4,3,4) mozaikot abrazolja.?3

22 Nem nehéz kimutatni, hogy egy szabalyos mozaik lapjai és csticsalakzatai is egybevagok.
23 Minden félig szabalyos archimédeszi mozaikhoz hozza lehet rendelni a dudljat, amelynek
csucsalakzatai szabalyosak és egybevagbak, de nem szabalyos sokszogekbdl tevddik Ossze. Az
archimédeszi félig szabalyos mozaikok valamint dudljai képezik a félig szabalyos mozaikokat.
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20. dbra 21. dbra

A ' *

22. dbra : 23. dbra

24. dbra 25, dbra
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Hai6s-féle mozaiknak nevezziink olyan mozaikot, amely Hasds-féle sokszdgek-
bdl tevddik Gssze.?+ Ilyen mozaikokat mutat a 25., 26., 27., 28., 29., 30. abra az
euklideszi sikon és a 31. abra a hiperbolikus sikon.?> A 25. abra érdekessége, hogy
a félig szabalyos 24. abranal szabalyosabbnak tlinik. A 26—29. 4bra ugyanazon
egybevago egyenlszaru haromszogekbdl tevdik ossze. A 30. abra egybevagd négy-
szogekbdl all.2°¢

ARV,
DRI

32. dbra 33. dbra

4. §. Tételek

A kovetkezGkben attériink a mar szerepeltetett segédtételek alkalmazisara,

A diszkrét geometriaban jol ismeretes THUE ([66], 1892), ill. KERSHNER ([45].
1939) eredménye, mely szerint az euklideszi sikon — egymasba nem nyulé — egybe-

vago korok sfirlisége mindig §771t_27:0,9069... ,ill. a sikot lefeds egybevagd korok
stirlisége %%zl,m&... Feses TOTH [26], [27] 1953-ban — egybevagd korok

kitoltési, ill. lefedési siirliségére vonatkozéd — analdg korlatokat adott gombon és
hiperbolikus sikon. Fejes TOTH ezen eredményeit pontosan is megfogalmazzuk.

Az euklideszi-, ill. hiperbolikus sikot nulla, ill. negativ alland6 gorbiiletii felii-
letnek nevezve, a korkitoltésre a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg

Feses TOTH TETELE:?7 Ha egy » gorbiiletii feliileten legaldbb hdrom egymdsba

24 Mivel minden szabdlyos sokézdg egyben Hajos-féle sokszog is, ezért a Hajos-féle mozaikok
magukba Olelik a szabdlyos-, az archimédeszi féle félig szabdlyos-, valamint a szabélyos sokszo-
gekbdl alléb nem szabalyos mozaikokat is (25. abra).

25 Minden egyenldszaru sikbeli haromszog nyilvan Haios-féle sokszog. A 32. dbra érdekessége,
hogy csak latszolag Haios-féle mozaik. Ui. az dbra nagy ,,hdromszogei” lényegében hatszogek.

26 Egybevagd Haios-féle 0tszogekbdl az euklideszi sikon nem lehet mozaikot késziteni. Ui. a
Haios-féle 6tszog valamennyi szoge tompaszog és egybevagd tompaszogli 6tszogekb6l nem lehet
mozaikot késziteni (Id. pl. BoLLoBAs [8]).

27 A lefedésre vonatkozo Feses ToTH-féle tétel a kovetkez6: Ha egy gorbiiletli feliiletet legalabb
harom r sugaru kor lefed, akkor ezen koroknek a feliiletre vonatkozd siirlisége = D*(A4)=

L 7 f 2
- (Vlz cote ——6)/(A—6), D) =l DY e
A A-6

7 T =
— , ahol cotg— =13 cos |/ %r.
/27 4
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nem nyulé r sugarii kor van, akkor ezen kioroknek a feliiletre vonatkozé § stiriisége

i
3cosec——6

o=d*(a)= o

, % (6)=1im d* (s

iz’

n —
ahol cosec = =2 cos V»r.28

Ez a tétel pontos korlatot ad egybevagd korok kitoltési siirtiségére, ha a egész
szam. A d*(a) korlat az a-nak monoton névekva fiiggvénye?® (34. abra).3° Egybevagd

rr

korok kitoltési siirliségére — a nem egész értékeire — élesebb felsd korlatot ad az

090

34. dbra

I. TETEL: Ha egy x gorbiiletii feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyulo r
sugarti kor van, akkor ezen koroknek a feliiletre vonatkozo o stirtisége

T
3cosec——6
a

0=d(a)= d(6)=1lim d(a)=

T
fa] - 3—3arctg{mtg~cmg( “)}’ PR

I o
ahol cosec — =2cosVxr.
a

d(a) szemléletes jelentése: Jelolje 4 harom, r, p, g sugart egymast kiviilr6l

érintd kor hatvanypontjanak tavolsagat az r sugara K(r) kor kézéppontjatol. Ekkor
Ay sl
_H(r’ hr—r—r) !

28 d*(a) szemléletes jelentése: Harom egymdst érintd r sugart kor siirtisége a harom kor centru-
27
mai altal meghatédrozott egyenld oldali hdromszogben (33. abra). — jelenti ezen egyenldoldalii
a

haromszog egyik szogét, s igy a interpretalhatd mint azon egybevagd egymasba nem nyuld kordk
szama, melyek egy ezekkel egybevagd korhoz illeszthetdk. Az euklideszi sikon a =6, gombfeliile--
ten a <6, hiperbolikus sikon a= 6.

Itt emlitjiik meg, hogy tételiinkben a korok szdmdra tett kikotés lényeges. Ui. gombon pl.
két egymasba nem nyuld fokor siiriisége 1(= d*(a)).

29 KRAMMER [46].

30 A d(a) korlat grafikonunkban a vékonyan megrajzolt szaggatott gérbe vonal.
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Bizonyitds. Legyen {K;} a x» gorbiletii feliileten r sugaru, egymasba nem nyulé
koroknek egy telitett rendszere.3! Jelentse D; a feliilet azon pontjainak halmazat,
melyek a K; kor kézéppontjatdl nincsenek tavolabb mint a tobbi korkdzépponttdl.
Konnyen belathatd, hogy a K; kérhoz ilyen moédon hozzarendelt un. DIRICHLET
cella3? (,,VoroNor-féle poligon™3?) konvex sokszog.>* Ezek osszessége {D;}, a felii-
letet — a sokszogek hataratdl eltekintve — egyrétiien és hézagmentesen lefedi (35.
abra).

Tételiink bizonyitasahoz elegendd kimutatni, hogy a {K;} korrendszer siiriisége

barmely D; DIRICHLET cellaban =d(a), azaz %§d(a). Nyilvan D; < D;( K, ahol

K egy a K; korrel koncentrikus kor, amelynek lpontjaibél K; 120° alatt latszik. A
HAJ6s-féle lemma értelmében D; N\ K= H{r, h,_,_,)3°. Ezzel az 1. tétel be van bizo-
nyitva.

Megjegyzések: 1. Azt allitottuk, hogy az I. tétel a Feses TOTH tételben szerepld
d*(a) korlatot élesiti. Valoban bizonyitani fogjuk, hogy d(a)=d*(a), ahol egyenld-
ség csupan egész szamu a értékeire 1ép fel. A bizonyitashoz felhasznaljuk d*(a), ill.
d(a) szemléletes jelentését. Ha a egész szam, akkor mint mar emlitettiik, nyilvan-
valé az egyenlGség. Ha viszont ¢ nem egész, akkor a Hasos-féle sokszognek van
olyan AB oldala, mely nem érinti az r sugari kort (36. dbra). Ebben az esetben
elég bizonyitani, hogy a K; kor siirtisége az A BO haromszogben kisebb mint 4ACO-
ban, ahol O és AC a K, kor kdzéppontja, ill. egy érintGje. Mivel az ACO haromszog-
ben K stirlisége éppen d*(a), nyilvan elég bizonyi-
tani, hogy a K, kor siirtisége AMO-ban kisebb,
mint ANO-ban, ahol M és N jeloli AB, ill. AC
felezGpontjat. Legyen M* az M pont tikkorképe
az AB egyenesre nézve, tovabba S az M*0 és AC
egyenes metszéspontja. Vilagos, hogy az AM*O
haromszogben kisebb a K; kor slirlisége mint az
ASO haromszogben. Masrészr6l kdonnyen belat-
haté, hogy A4SO-ban K, siirlisége kisebb, mint
ANO-ban. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

2. Erdekes megjegyezni, hogy d(a) — a d*(a)
fiiggvénnyel ellentétben — a-nak nem monoton fiiggvénye (34. abra, vastag vonal).

3. Az 1. tétel bizonyitisiban nem hasznaltuk ki, hogy a K(h,_,_,) korben
(roviden K) felléps, D altal meghatarozott hurok felez8pontjai nem keriilhetnek

35. dbra

31 Nyilvan nem megy az altalanossdg rovéasara, ha bizonyitdsunkban telitett korrendszerre
szoritkozunk.

32 DiricHLET [12].

33 1. pl. CoxeTer [10].

34 Ahhoz, hogy D; konvex sokszdg elég beldtni egyrészt végességét, masrészt, hogy véges.
sok oldala van. Valéban D; minden pontja benne van a K; korrel koncentrikus 2r sugaru K korben,
kiilonben {K;} nem lenne telitett. Masrészt a K kort a D; celldnak csak véges sok oldala metszheti,
mert ellentétes esetben megadhat6 egy a K; korrel koncentrikus véges sugaru kor, amelyben a sirii-
ség =1, ami viszont lehetetlen. ;

35 Konnyen belathatd, hogy a D; szdgpontjai a K koron kivill vannak. A tétel bizonyi-
tdsanak alapgondolata, vagyis hogy D: helyett elegendd a D; N K metszetet tekinteni FEejes TOTH-
tol ered (1. pl. [13], 1940, [15], 1943).
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egymashoz egy adott tavolsagnal kozelebb.3® Ennek a feltételnek a felhasznalasa-
val bizonyos esetekben elérhets, hogy a Haios-féle H(r, h,_,_,) sokszoget, roviden
H egy nagyobb teriiletli H* <D K sokszoggel helyettesitjiik, s igy kisebb siirtiség-
korlathoz jussunk. Tegyiik fel elGszor, hogy a D () K metszet egyenesvonalu oldalai-
nak szdma kisebb, mint a HAiOs-féle sokszog oldalainak n szama. Ekkor nyilvan

36. dbra 37. abra

fellép K-n olyan ,,szabad koriv”’, mely legalabb akkora mint H legkisebb oldalahoz
tartozo koriv. Ha viszont D (K ,,oldalainak” szama legalabb n, akkor van a K

koron harom A, B, C cstcspont, mely 4% -nél nem nagyobb koriven fekszik. Ekkor

viszont felhasznalva, hogy 4B és BC felezGpontjai egymastol egy bizonyos tavol-
sagnal nagyobb tavolsagra vannak, adddik, hogy — amennyeiben a Haios-féle H
sokszog nem szabalyos — a B pont szerepét a K koron fekvé két By és B, pont

veszi at. Fel kell tehat 1épnie egy BTI?Z szabad korivnek, amelynek hossza alulrél
megbecsiilhetS. A kovetkez8 bekezdésben az euklideszi sikon ezt meg is tessziik.
Miutan szabad korivet biztositottunk, alkalmazzuk 2. segédtételiinket. Ezaltal olyan

H*(r, h,_,_,)=H* ,s0kszogh6z” jutunk, melynek egyik oldala a K kornek BTEZ
fve; I8 gy HX e i,

Most pedig megvizsgaljuk az euklideszi sikon a B;B, koriv nagysagat. Legyen
BB,=a, AC=b, s jelolje M és N az AB, ill. CB hur felez6pontjat (37. abra). Az
altalanossag kedvéért tételezziik fel, hogy az AB,, ill. CB, hatvanyvonalakat az r;
sugart K; kor, valamint az r, sugarti korok szolgéaltatjak. Ekkor konnyen belathato,

hogy MN%I%, s igy az ACB, B, négyszogben rlr-;—’;iéa_;b' Mivel ACE—nTE,
52 ; 4ryr; .
azért AC=b=2 Rsin 7”, ahol R=h,_,_,; azért a ér—r—er’—ZR sin 77:, ahol egyen-
2k 3

16ség csak szabalyos Haios-féle sokszog esetén 1ép fel.
Az 1. tétel altalanositasa a

II. TETEL: Ha egy = gorbiiletii feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyulo
kor van, melyek sugarai egy adott (a, b) intervallumba esnek, akkor a koroknek a

36 Ez a tavolsag euklideszi sikon kongruens r sugari korok esetén éppen r.
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feliiletre vonatkozo & siiriisége
o=sup d(a,r),

a=r=b

2 (1 —cosVxr)

d(a,r)= - . _ ,
2 [;:I B+ <1 — [;:D n+2arctg {tg o tgﬁcotg(n — l:;] a)}
ahol sin a:_ﬂa_, __sin V;(i cos Vxr
sinVx(a+r) sin Vx(a+r)

d {a,r) szemléletes jelentése:
K@)

d(a,r)=——"—,
( ) H(r:hr—a*a)

Bizonyitds. Az 1. tétel bizonyitasahoz hasonldan jarunk el. Legyen a x gérbiiletil
feliileten {K} egy — legalabb harom egymasba nem nytilé korbél allé — telitett
koOrrendszer, melynek sugarai egy adott (a, b) intervallumba esnek. Jelentse D a
felillet azon pontjainak halmazat, amelyekbdl a K kdrhéz nem hizhatd hosszabb
€rint6, mint a korrendszer tobbi kéréhez.37 Konnyen belathatd, hogy a K korhoz
ilyen modon hozzarendelt cella ,,Dirichlet cella” konvex sokszog.38 Ezek Osszessége
{D}, a felilletet — a sokszdgek hataratol eltekintve — egyrétiien és hézagmentesen
lefedi. Tételiink egyszerii kovetkezménye annak, hogy a D celliban a K k&r siir{isége
K K '

DEKNK(h D)

Megjegyzések. 1. A Haios-féle lemmahoz fiiz6tt 2. megjegyzésiink értelmében,
az euklideszi sikon a 1I. tételben szerepl§ korlat a d(a, b) értéket veszi fel. Ui. ennek
belatasara alkalmazzunk egy olyan hasonldsagi transzformaciot, mely egy r€(a, b)
sugaru kort b sugaru korbe visz at és vegylik figyelembe, hogy a korhoz tartozéd
celldban a korsiirliség hasonlosigi transzformacioval szemben nem valtozik.

2. A 1II. tétel killondsen gombon, ill. hiperbolikus sikon érdemel figyelmet,
ahol eddig — inkongruens korok siirliségére vonatkozdlag — semmilyen eredmény
sem volt ismeretes. Az euklideszi sikon e tétel kevesebbet mond, mint a FEJES TOTH—

37 Azon pontok, amelyekbdl két egymdasba nem nyuldé kérhoz egyenld érintdk hizhatok
segyenesen” (gébmbon fékor) vannak (1. pl. H. M. Hectoporuy, I'eomerprueckue nocrpoeHust
B mockoctu Jlo6aueckoro, Mocksa— Jlenusrpag,) 1951, 108 —109.

38 Megemlitjiikk, hogy az re(a, b) sugari O kozéppontii K korhdz tartozd D ,,DIRICHLET
cella” barmely H szdgpontjara teljesiil 4,.-,-.= OH. Ui. legyenek a H szdgpontot hatvanypont
szolgaltatd K, K., K, kordk sugarai r, ry, r2. Ha a Ky, K, kor koziil valamelyik nem érinti a K kort,
akkor e kérnek a H pont koriili elforgatasdval elérhetd, hogy e kor érintse a K kort, a harom kor
pedig tovabbra is egymasba nem nyulé kérharmast alkosson. E kdzben a harom kor hatvanypontja
H vialtozatlanul marad. Feltehetjiik tehat, hogy Ky és K érintik a K kort. Ugyancsak nem valtozik
H, ha a K, K, koroket olyan a sugara korokkel pétoljuk, melyek a K, K, koérdkben helyezked-
nek el €s a K kort érintik. Jeloljitk ezeket a koroket tovabbra is K, K»-vel. Elegendd tehat arra az
esetre szoritkozni, mid6n az r sugart K kort két a sugari K, K> kor érinti. Ha X, K, nem érintik
egymdst, akkor ezeket a koréket az O pont koriil elforgatva elérhetd, hogy OH csékkenjen. OH
legkisebb értékét akkor kapjuk, ha K, K, érinti egymast és ekkor OH=hy-4-a.

5 III Osztdly Kdzleményei XI1/3
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MorLNAR—FLORIAN-féle tétel,3° mely igen j6 fels§ korlatot ad J siirtiségre.*® A 38.
abran latjuk a II. tételiink altal szolgaltatott korlatot az euklideszi sikra vonatkozo-
lag vastag vonal, valamint a FEJES TOTH—MOLNAR—FLORIAN-féle korlatot (vékony
vonal).

Az el8bbi két tétel bizonyitasanak mintdjara konnyen bizonyithaté a kovetkez6
két tétel is.

I TETEL*!: Ha egy » gorbiiletli feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyiilo

kér van, melyek sugarai ry,r,, ...,r, €s az ezekhez tartozo korok ny:n,:...:m,
14d /
- //
¥
0951
,‘)’
P ¥
e T E
: R
8% 09 7 U08F 07 06 05 04 . -03 i Q2 Of 0
38. dbra

ardnyban vannak, akkor ezeknek a kioroknek a feliiletre vonatkozo o siiriisége

m

2n 2 ny(1—cos Vur;)

= i=1
d= s 7 150 7 i
Z'(n,- <2 [—]ﬁ + <1 — I:«‘—J>n+2 arc tg{tgatgﬁ cotg(n — I:—:Ioc)})
= o o o
ahol sin o= Sm_—‘/;i—, cos f= sml/xr_l cosyxr; S e e Y T Y
sin Vae(ry +1,) sin Vx(ry +1;)

rorr 1

Bizonyos esetekben ez a III. tétel a korsiiriségre jobb felsGkorlatot ad, mint a
mar emlitett FEJES TOTH—MOLNAR—FLORIAN-féle tétel. Ilyen eset pl. a kovetkezd:

39 1. Feses TOTH—MOLNAR [32] és FLORIAN [36].

40 MoLNAR [55], ill. HEPPES— MOLNAR [43].

41 Ebben a tételben, valamint az V. tételben, a korsiirliségre a kovetkezd definiciét hasznal-
juk. Legyen O az euklideszi-, ill. hiperbolikus sik egy rogzitett pontja és K(R) egy R sugart O kozép-
pontu kore. Ekkor

2K
— R
O = Hiis==as
> Db
. 4 R
ahol D jelenti a {K} korrendszer K koréhez tartozo ,,Dirichlet cellat”, az dsszegezést pedig a K(R)

korben levd K korokre kell kiterjeszteni. A korok aranya alatt a K(R) korben levo korok ardnyanak
limesze értendo. ¥
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Tekintsitk az euklideszi sikon azon korrendszert, amelynek hatvanyvonalas halé-
zata a félig szabalyos (4,8,8) szimbdlumu archimédeszi mozaikot szolgiltatja (52.

abra). Ebben a korrendszerben a korok r, ill. (V2 — 1)r sugartak és kitoltési stiriisé-
giik 0,92015... .42, Erre a korrendszerre vonatkozé FEJES TOTH—MOLNAR—FLORIAN-
féle korlat 0,9208.... Ha viszont tudjuk, hogy a fenti kér6k nem egyenld aranyban

vannak, hanem a (Y2 —1)r sugarii korokbél legalabb 18-szor tobb van, mint az 7
sugariakbol, akkor a III. tételiink szerint e kdrrendszer siirlisége =0,9200..., azaz
még 0,92015...-nél is Kisebb.

Erdekes problémakhoz és valtozatos extremalis alakzatokhoz jutunk, ha gy
igyeksziink a sikon mennél tobb kort elhelyezni, hogy a kdrrendszer bizonyos érte-
lemben elég tagas legyen. Valasszuk ki a korrendszer egy O kozépponti K korét
és tekintsitk DIRICHLET cellajanak az O-hoz legkozelebb esé C csucspontjat. Az
OC tavolsagot a K kor tagassaganak nevezziik.*3

1V. TETEL: Ha egy » gorbiiletil feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyulé
kor van, melyek sugarai az (a, b) intervallum értékei, és ha a kirrendszer egy tetszés
szerinti r €(a, b) sugarti kérének tdgassdiga legaldbb t =1(r), akkor a korrendszernek
a feliiletre vonatkozo & siiriisége

. 21(1 —cos Vxr)
:aérgb H(r, T)

Ebben a tételben sz€lsG értéket képviselnek pl. az Osszes egybevagd korokbol
alld korrendszerek, melyeknek hatvinyvonalas haldzata szabalyos (pl. 39., 40., 41.,
42., 43, abra) vagy Hasos-féle mozaikot szolgaltat (pl. 44., 45., 46., 47., 48., 49.
abra). A 46., 47., 48. és 49. abra egyben illusztrilja, hogy a maximalis sliriséget
tobb kiilonboz8 korelhelyezés is elérheti.4#

Képzeljiik el, hogy rendelkezésiinkre all az euklideszi sikon egynél nem nagyobb
sugaru koroknek egy kimerithetetlen készlete. Ilyen korok segitségével ki kell tolteni

a sikot legsiiribben tigy, hogy a korok tagassiga legalabb ¥2 legyen. Az elébbi
tételiink, valamint Hasos-féle lemmahoz fiizott 2. megjegyzésiink segitségével konnyen
belathato, hogy a legjobb korrendszer csupan egység sugari korokbdl all, melyek
kozéppontjai nigyzetes racsot alkotnak (40. abra). Tehat hidba allt rendelkezésiinkre
a sugaraknak egy egész intervalluma, a legjobb elrendezésben csak egyetlen sugar-
érték jut szerephez.

Az utolsé 11 abra (39—49. 4bra) extremalis korrendszereket képvisel a
kovetkezd korollariumban is.

1. XOROLLARIUM: Ha egy x gorbiiletii feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem
nyulo r sugaru kor van, ugy hogy bdrmely hdarom kor kézéppontjdn dtmend kor sugara
legaldbb a, akkor a kérrendszernek a feliiletre vonatkozo 6 siiriisége

6<2n(1—cos VE_{)
= H@r,a

42 Sejthetd, hogy a kétfajta koér mellett ez a legnagyobb elérhetd kitoltési siiriiség (1. FEJES
Téra [25], 78. o.).

43 A tagassdg elnevezés Feses TOTH-tOl ered.

44 Az itt szerepld négy dbra csak érzékelteti a tobbértelmilséget de nem meriti ki. Ui. mar az
els6é két abrabal (45., 46. dbra) végtelen sok tovabbi extremalis korrendszer rakhat6 ossze.

5%
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39. dbra 40. dbra

/P
AN VAY A
AVA AVA A
A# W W A

A AVA NVA VA A
V W W W 7

VA AVA AVA 4V

41. dbra
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44. dbra

241
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45. dbra

48. dbra 49. dbra
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50. dbra 51. dbra

N an e
& A& A
rYSSEYS
Y W i A A

b & 2R

52. dbra

/Q
&
h

N =

e w1
¢ ,
i%%#,« N/

Bt

54. dbra

&
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Ugyancsak konnyen belathaté a kovetkezd

V. TETEL: Ha egy x gorbiiletii feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyilo
P15 T2y -ouy Iy SUgaru kor van nq:n,:...:n, ardnyban és ha a korrendszer r; sugari
korének tdgassdga legaldbb t;, akkor a korrendszernek a feliiletre vonatkozé 6
stiriisége

2n i’ n;(1—cosVxr;)
5 i1

lIA

_ﬁ; mH(r;, 7))

Nyilvan ez a tétel pontos korlatot szolgaltat a sii-
riiségre abban az esetben, ha a kérrendszerhez tartozé
hatvanyvonalas halézat szabalyos- vagy féligszabalyos
mozaikot szolgaltat (az 50., 51., 52., 53. és 54. abra

56. dbra félig szabalyos halézattal rendelkez6 korrendszereket

abrazol). Az 55. abra olyan sz€élsG értéket képvisel6 kor-

rendszert abrazol az euklideszi sikon, amelynek hatvanyvonalas halézata HAIGs-
féle mozaikot alkot.*5

Megjegyzések: 1. A korkitoltések esetén alkalmazott mddszerek, korlefedések-
nél nem vezetnek eredményhez, hiszen itt a hatvanyvonalas felbontas révén adodott
DiricHLET cellaban a lefedési stirii-
ség 1l-hez tetszGleges kozeli értéket
vehet fel (56. abra).

2. Az I—V. tételhez hasonlé to-
vabbi tételek mondhaték ki, ha a
{K} korrendszert korivsokszégrend-
szer valtja fel.*¢ Egy {K} korivsok-
szogrendszer KkitOltési siirliségére vo-
natkozé eredményekhez a kovetkezd-
képpen juthatunk el. Tekintsiik a {K}
korivsokszogrendszer helyett azt a
{K*} korrendszert, mely tartalmazza
mindazokat a koroket, melyek ivet
szolgaltatnak a {K} rendszerben.
Bontsuk fel az 4llandé gorbiiletii fe-
liletet a {K*} korrendszer hatvany-
vonalai segitségével {D*} , DIRICH-
LET celladkra”. Egy K korivsokszoghoz
tartoz6 D cellait a K korivsokszog
hatarat képez6 K* korokhoz tartozé D* cellak egyesitése adja (57. abra). Az igy
nyert D ,,Dirichlet cella” ltalaiban nem 6sszefiiggs, s6t a komponensek tobbszors-
sen Osszefiiggd tartomanyok lehetnek. D teriiletének megbecslésére a Haios-féle
lemmahoz fiiz6tt 1. megjegyzésiinket hasznaljuk fel. Tekintsitk pl. az euklidesz

45 Konnyen belathat6, hogy az 53., 54. és 55. abran szerepl6é korrendszerek siirlisége azonos.
46 B. SEGRE egy — M. RosATTI altal felvetett problémahoz fiizott — észrevétele vezetett a
korivsokszogekre vonatkozé eredményeimhez.
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sikon egybevagé egymasba nem nyulé szabalyos korivharomszégekbdl allé {K}

rendszert. Ha a K korivharomszog oldala 4~3n (58. abra, ,,16here”), akkor — kénnyen

belathat6, hogy — az ehhez tartoz6 D cella teriilete, egy r sugart kor koré irt szabalyos
hatszdg teriiletének legalabb haromszorosa (13. abra). Igy tehat a D celladban K
x &
stirlisége §ﬁ3%t§=0,924.... Az 59. és 60. abrank ilyen sii-
riiséget szolgaltatd extremalis korivhadromszogrendszereket il-
lusztral. Hasonlé mddon adhaté barmely {K} korivsokszog-
rendszer esetén a § kitdltési siirliségre egy fels korlat, mely sok
esetben pontos. Igy pl. ha az 1. tétel korivsokszogekre vonat-
kozé analogonjat tekintjitk, akkor ez pontos siirtiségbecslést ad
pl. a kovetkez8 esetekben: Tekintsiik az allandé gorbiiletii fe- 58. dbra
lileten valamilyen kongruens korokbdl allé legsiiriibb elhe-
lyezést. Ebbdl ragadjunk ki olyan K korivsokszoget alkoté korhalmazt — pontosab-
ban egy koérhalmazt, melyhez hozzavesszilk még barmely érint6 korharmas altal
alkotott korivharomszoget — melyhez tartozd altalanositott HAids-féle sokszdggel
a feliilet hézagmentesen kirakhatd (pl. 61., 62., 63. és 64. abra).*” Ilyen tipust
— egybevagd K korivsokszogekbdl allo6 — rendszerek mind extremalis korivsok-
szogrendszerekhez vezetnek. Egy mas tipusu extremalis alakzathoz jutunk, ha pl. -
olyan koérrendszerekbdl indulunk ki, mely kézéppontjai félig szabalyos mozaiknak

59. dbra 60. dbra

csticspontjai és van a kéroknek olyan részhalmaza, amelyhez tartozé altalanositott
Hajbs-féle sokszoggel a feliilet hézagmentesen kirakhatd.#® Gombfeliileten pl. ilyen
korrendszerhez vezet a (3,3,3,3,4) (65. abra), ill. a (3,3,3,3,5) (66. abra) mozaik,
mely esetben — megfelel6 nagysagu egybevagé — szabalyos koérivnégyszoggel (67.
abra), ill. szabalyos korivotszoggel (68. abra) gy tolthets ki a gombfeliilet legsiir{ib-

47 A 62. és 63. abrahoz tartozd extremalis alakzatok siiriisége azonos. Az ezekhez tartozo
Hajo6s-féle sokszogek vegyes kombindci6ibol tijabb, azonos siirliségli, extremdlis alakzatokhoz
lehet jutni.

48 Pontosabban a korokhdz hozza kell még venni az érinté korok altal hatdrolt korivsok-
szoget (pl. 67., 68. abra).
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ben, hogy a korivsokszogek keriiletét szolgaltaté korok kozéppontjai a mar emlitett
szimbolumu félig szabalyos mozaik cstcspontjai.

Erdemes megjegyezni, hogy a korivsokszogek szerepét — bizonyos feltételeknek
eleget tevG — sokszogek vehetik at. A 69., ill. 70. abran egyenlGoldalii haromszog-
rendszer valtja fel az 59., ill. 60. abran szereplS ,,10here’ rendszert. A 69. és 70.

:
3
939,
203020
SHIY
(P
0gegege
050008
P }4‘} 4.
030202020
090%:=%

D]
£ N

63. dbra

*

4bra ugyancsak extremalis alakzatot képviselnek, ha az egymasba nem nyulé hirom-
szogekre még azt a kikotést tessziik, hogy a csucspontok egymast6l oldalnyi tavol-
sagnal kisebb tavolsagra nem keriilhetnek.*?

49 A haromszogrendszer csucspontjaira tett tovabbi kikotéssel elérhetd, hogy az extremalis
alakzatban a haromszogek-a (3,12,12) mozaik hidromszogeit alkossak (71. 4bra).
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Most pedig attériink a SEGRE—MAHLER-féle tétel altaldnositasaira.>®
B. SEGRE és K. MAHLER-t6] szadrmazik a kovetkezs tétel:

Ha egy euklideszi sokszégben, melynek szigei 2?ﬂ:-na'l nem nagyobbak, egymdsba

nem nyulé egybevdgd korok vannak elhelyezve, akkor a koréknek a sokszdgre vonat-

kozo siiriisége = L_ =0,9069....
V12

65. avra 66. dbra

E tétel eddigi altalanositasai koziil csupan a kovetkez6t emlitjiik: Helyezziink
el egy konvex euklideszi vagy gémbi tartomanyban legalabb két egymasba nem
nytlé kongruens kort. Akkor a kordk sfirlisége a tartomanyra vonatkozéan mindig

iR
Y12 :
Az ebben a tételben felvetett kérdés a hiperbolikus sikon érdektelen. Valoban
a hiperbolikus sikon két egymast érint6 r sugarii kor konvex burkaban a két kor
slirlisége 1-hez tart, ha r —< (72. 4bra).

67. abra 68. dbra

A kovetkezd négy tétel (VI., VIL., VIIL, IX.) a SEGRE—MAHLER-féle tétel olyan
altalanositasai, melyek hiperbolikus sikon is érvényesek.’? A tartomany, amelyben
a koroket elhelyezziik, az allandé gorbiiletli felillet olyan S sokszoge, amelynek

minden szoge §?. A korrendszer siir{iségére felsG korlatot adunk abban az eset-

ben, ha 1. a korok egybevagdak, 2. a korok sugarai egyenként ismertek, 3. a sugarak
egy adott intervallumba esnek, 4. n fajta adott sugarti kor van.

50 SEGRE—MAHLER [64].

51 1. Feses TOtH [25], ill. MOLNAR [50].

52 Hiperbolikus sikon ezek az elsd tételek, melyek korelhelyezési siiriiségre vonatkoznak
korlatos tartomanyok esetén (1. MOLNAR [57]).
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VI. TETEL: Ha egy x gorbiileti feliilet egy sokszogében, melynek minden szige
é%z, egymdsba nem nyulo r sugaru korok vannak elhelyezve, akkor a korrendszer
o stiriisége ¢

3cosec£—6
a
6 — T [a] g
[a]—3—;arctg {}/Stg = cotg (1 = )n}

T
" ahol cosec — =2 cos }xr.®
a

o=d(a)=

a A A A . a A A A L
AR A A A ; LA A A AT
A A A A \'A'A'AvAvAvA
VAV AV AV AV Av v AV AV AV AV Av
V~VAV’V V‘VAV‘V
69. dbra 70. dbra
A A
v v \ 4
A A A
v A 4 v v
A A A A
v v v
A A A
v v
71. dbra 72. dbra

Bizonyitds. Legyen S a tételben szerepl6 sokszog, {K;} a benne elhelyezett
ko6rok rendszere és D; a K; kérhoz tartoz6 DIRICHLET cellanak S-sel vald metszete.
A {K;} korrendszerhez ilyen médon rendelt {D;} sokszogek az S sokszoget hézag-
mentesen és atfedés nélkiil lefedik (73. abra). Tételink bizonyitasdhoz elegendd
belatni, hogy tetszGleges D; sokszog eseténgiéd(a). El8szor belatjuk, hogy egy
D; sokszog tetszGleges P csticspontja nincsen a 'Ki korrel koncentrikus #,_,_, sugard

|

53 Ebben a tételben ugyanazon d(a) korlat szerepel, mint az I. tételben.
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K kor belsejében. Ha P az S sokszognek egy csucspontja, akkor — a sokszogre
tett kikotésiink miatt — nyilvan nem lehet a K kor bels6 pontja. El6fordulhat azon-
ban, hogy P a K;, K; korok egy h;; hatvanyvonaldnak metszése az S sokszog egy

73. dbra

74. dbra

oldalaval (74. abra). Ebben az esetben tekintjitk a K; kor Kf tiikkorképét az S sok-
szognek azon oldaldra, mely tartalmazza a P pontot. Ekkor P nyilvin a K, K", K;
korok hatvanypontja, azaz P a K kornek nyilvan nem belsG pontja. Trivialis az is,

hogy D;2D;\ K. Masrészt a HA1Os-féle
lemma értelmében D;\K=H, ahol H
jelenti a K;, K koncentrikus korokhoz
tartoz6 HA1Os-féle sokszoget. Igy tehat
K, _K, g
D, H
tottuk.

=d(a) . Ezzel tételiinket bizonyi-

dik a kovetkez8 két korollarium.

2. KOROLLARIUM: Ha egy » gorbii-
letii feliiletnek egy sokszogében, melynek
¢ 5 2n ; A
minden szoge = 3 egymdsba nem nyulo
egybevdago korok vannak elhelyezve, ak-
kor a korrendszernek a sokszégre vonat-

R By 3
kozo siirlisége <—.
n

Minthogy d(a)éd*(a)é% Stade- L

75. dbra

3. KOROLLARIUM: Ha a hiperbolikus sik egy aszimptotikus sokszogében egymdsba
nem nyulo egybevdgo korok vannak elhelyezve, akkor a korrendszernek a sokszogre

vonatkozo stirlisége <—.
n

A VI. tételhez hasonléan bizonyithaté a kovetkezG két tétel is.

3
54 — a paraciklusoknak legnagyobb kitoltési siiriisége (75. abra, 1. FEses TOTH [28]).
/3
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VIL. TETEL:3% Ha egy = gorbiiletii feliiletnek egy sokszdge, melynek minden
, tartalmaz n egymdsba nem nyuld r\, vy, ..., r, sugari kort, akkor a kér-

. 2n
szoge =—-
3
rendszernek a sokszogre vonatkozo O siiriisége
n —
2 >(1—cosyxr)

i=1

(2] (1 [2]Jrrmmnfmmmncon(=- [ 1))

>
fIA

n

2

i1
ahol sin o= — Sm_V% ! cosp= sm']/x/r_cos Vrri , és r=min(r,,
sinVx(r+r) sin Vs (r +r;)
VIIL. TETEL: Ha egy x gorbiiletii feliiletnek egy sokszégében, melynek minden

, egymdsba nem nyilo korok vannak elhelyezve, melyek sugarai az (a, b)
liriisége

ves Py

N 2n
szoge é?
intervallumba esnek, akkor a kdrrendszernek a sokszogre vonatkozo 6 s
2n(1 —cos Vxr)

0= sup

asr=b

[ (2 e ewssfaseron( B

sinVxa cosVxr

. fam
. sin ' x
ahol sin a=— myxa , COS =
sinVx(a+r) sin Yx(a +r)
A VI. tétel birtokdban — kovetve FEIES TOTH egy tételének indukcids bizonyi-
tasaban alkalmazott gondolatmenetét3® — kdnmyen bizonyithato a

IX. TETEL: Ha egy x gorbiiletil feliilet egy sokszdgében, melynek minden szoge
., Fn SUgart egymdsba nem nyilé kor fekszik, akkor a kéroknek

i 2r .
=3 nfajtary,r,, ..
a sokszdgre vonatkozo & siriisége

R 3coseca£—6
o=1-JJ|1- i
i= 6 - n [a] ’
[a;]-3 - are tg {V3 tg aicotg (l 2 )n}

T _
ahol cosec 7= 2 cosVxr;.
3
55 E tétel bizonyitasaval kapcsolatban megjegyezziik, hogy az S sokszog cellakra vald bontasa
ugyancsak hatvanyvonalak segitségével torténik. Legyen H= H(r, h, - .-.). Ekkor a kérrendszernek
ZK;

az § sokszogre vonatkozd siirlisége =— .
ZH,

se 1. Feyes TotH [25], 72—73. o.
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Megjegyzés: A VI., VIL., VIII. és IX. tételhez hasonlo tételek mondhatdk ki arra
az esetre is, ha a korok helyett korivsokszogeket tekintiink (76., 77. 4bra). Ezek
bizonyitadsa ugyanugy torténhet, mint azt mar — az V. tétel utan tett 2. megjegyzé-
siinkben — vazoltuk.

Eddigi eredményeink a ,,DIRICHLET cella” teriiletének megbecslésén alapultak.
Most még két tételt emlitiink a ,,DIRICHLET cella” keriiletére vonatkozolag.

76. dbra 77. dbra

X. TETEL: Ha egy x gorbiiletii feliileten levé — legaldbb hdrom pontbél dllo —
pontrendszer pontjai egymdstol legaldbb 2r tdvolsdgra vannak, akkor a pontrendszer
bdrmely pontjdhoz tartozé DIRICHLET cella keriilete =k(a)

k(a )_W arc sin (? tg V;;r) V; arc sin {V% sin /xr sin(l —[ia]>7r},

T
ahol cosec = =2 cos | xr.

k(a) egy olyan HAios-féle H(r, h,_, _,) sokszdg keriilete, mely az I. tételiink-
ben a d(a) értéket szolgaltatta.

Tételiinkben egyenlGség all, ha a pontok egy olyan szabalyos mozaik csticsai,
amelynek lapjai 2r oldali haromszogek.

Kovetkez§ tételiink lényegében az I. korollarium analogonja.

XI. TETEL: Ha egy dllando gorbiiletii feliileten levé — legaldbb hdrom pontbol
dllo — pontrendszer pontjai egymdstol legaldbb t tdvolsdgra vannak, és barmely hdarom
ponton dtmené kor sugara legaldbb r, akkor bdrmely ponthoz tartozé DIRICHLET

cella keriilete = H ( 5 r>, ahol H ( ) jeloli egy olyan HAJOs-féle sokszig keriile-

e
tét, mely 5o I sugaril koncentrikus korokhoz tartozik.
Ebben a tételben szélsd értéket szolgaltatnak pl. az 6sszes olyan pontrendszerek,

melyeknek DIRICHLET cellai szabalyos (pl. 39., 40., 41., 42., és 43. 4bra) vagy HA1Os-
féle mozaikot (pl. 44., 45., 46., 47., 48. és 49, abra) alkotnak.
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II. KORELHELYEZESEK KORKONVEX TARTOMANYOKBAN

1. §. Korkonvex ponthalmazokrol5?

A klasszikus értelemben vett konvex ponthalmaz3® értelmezésére a kovetkezs
két definiciot szokas hasznalni:

1. Egy zart ponthalmaz konvex, ha barmely két pontjat Osszek6ts szakasz a
ponthalmazhoz tartozik, .

2. Egy zart ponthalmaz konvex, ha barmely hatarpontjahoz tartozik tamasz-
egyenes.>®

A konvexitds fogalmanak kiilonbozG altalanositasai ismeretesek (pl. pontra
konvex, iranyra konvex, L-konvex, hiperkonvex, a-rendii konvex, e-konvex), amelyek
szamos matematikust (pl. A. D. ALEXANDROV, H. BRUNN, J. G. VAN DER CORPUT,
W. FeEncHEL, H. HADWIGER, A. HORN, V. KLEg, A. E. MAYER, K. MENGER, H.
MINKOWSKI, J. PERKAL, K. REINHARDT, J. G. RESETNYAK, L. A. SANTALO, F. A.
VALENTINE, P. VINCENSINI) foglalkoztattak. Ezeknek az &ltalanositasoknak kiindul6-
pontjat lényegében a fenti értelmezések képezték.

J. PERKAL 1956-ban®® — az e-konvex ponthalmaz értelmezésével — olyan
ponthalmaz osztalyhoz jutott, amely az euklideszi térben atmenetet képez egy
adott ponthalmaz zart burka és a ponthalmaz konvex burka kozott.

PERKAL eredményéhez kapcsolodva bevezetjitkk az allandd gorbiiletii feliilete-
ken a korkonvexitas fogalmat, mely mint latni fogjuk tartalmazza a PErRkAL-féle
e-konvexitas, a HADWIGER-féle a-rendii konvexitas és a MAYER-féle r-hiperkonvexitas
fogalmat®!. Ebben a §-ban arra is kitériink, hogy megmutassuk a kapcsolatot a kor-
konvex ponthalmazok és a RESETNYAK-féle®? O; halmazok, ill. az A. D. ALEXANROV-
féle PRV halmazok kozétt.®3

Az eddigiekhez hasonldéan allanddé gorbiiletii felilet alatt a gombfeliiletet, az
euklideszi sikot és a hiperbolikus sikot értjiik. E feliileteken egy sugarsor barmely
orthogonalis trajektoridja (gombon: kor; euklideszi sikon: kér, egyenes; hiper-
bolikus sikon: kor, paraciklus, hiperciklus, egyenes) a feliiletet két tartomanyra

bontja. Egy ilyen hatarpontjaval lezart tartomanyt ciklustartomanynak — roviden
ciklusnak — neveziink. Ha a ciklust hatarolo vonal g-sugard kor, akkor a ciklust
¢ sugaruy, ill. — g sugart ciklusnak nevezziik aszerint, amint a ciklus konvex (78.

abra) vagy konkav (79. a4bra). Célszerlinek mutatkozik a tobbi ciklushoz is ,,sugar-
értéket” hozzarendelni, mégpedig a kovetkezGképpen: Legyen az euklideszi félsikra

57 A korkonvex elnevezés FEJES TOTH-t6l szarmazik.

58 Jelen dolgozatunkban a két dimenzids esettel foglalkozunk, de megallapitdsaink minden
nehézség nélkiil atvihetok magasabb dimenzidba is.

59 A két értelmezés nem ekvivalens. Ui, az 1. értelemben konvex ponthalmaz hatiranak
egy zart része az 1. értelmezés szerint altalaban nem konvex, a 2. értelmezés szerint viszont konvex
(1. A. D. ALExaNDROV [3], 10—11. 0.).

60 J, PERKAL [58]. ‘

61 H. HADWIGER [39], A. E. MaYER [47], J. PerkaAL [58]. Mig a HADWIGER- és a PERKAL-
féle konvexitas a klasszikus konvexitas fogalmanak egy Kiterjesztése, addig a MAYER-féle annak
egy szfikitése. Egyébként konnyen belathato, hogy a HADWIGER-féle értelemben konvex tartomany,
PerkAL-féle értelemben is konvex.

62 J. G. RESETNYAK [60].

63 A. D. ALExANDROV [4], [S].
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0= + < (80. abra), a hiperbolikus félsikra ¢ = +2<o (81. abra), a paraciklus altal
hatarolt (zart) tartomanyra ¢ = 4 <o (82. abra), a hiperciklus altal hatarolt (zart)
tartomanyra ¢ = + 2o F a (83. abra), ahol a jelenti a hiperciklusnak alapegyenesé-
t6l vald tavolsagat.®* A g sugaru ciklust roviden g-ciklusnak nevezziik.

DerINic1O: Egy zdrt ponthalmazt ¢ sugari kiorkonvexnek, roviden o-konvexnek
neveziink és T,-val jeloliink, ha bdarmely hatdrpontjdhoz illeszkedik o-sugari tamasz-
ciklus, azaz olyan g-ciklus, mely illeszkedik a hatdrponthoz és nem tartalmaz belse-
Jjében T,-hoz tartozé pontot.

78. dabra 79. dbra 80. dbra

81. dbra 82. dbra

Egyszerli példakat mutat a korkonvex ponthalmazra a 84. és 85 abra.

Megjegyzések. 1. Nyilvanvald, hogy

a) egy korkonvex ponthalmaz lehet nem egyszeresen Osszefiiggd (86. abra),
s6t nem is Osszefiiggé (87. b abra),

b) egy ¢ sugaru korkonvex ponthalmaz egyben o sugart korkonvex is, ha
@' <o € 00’ >0,

c) a klasszikus értelemben vett konvex ponthalmaz barmely ¢ véges pozitiv
értékekre o-konvex is.

2. Konnyen belathatd, hogy ¢ sugaru korkonvex ponthalmazok kozos része
ugyancsak ¢ sugari korkonvex ponthalmaz.®> Ennek a megjegyzésnek alapjan

64 A 81., 82. és 83. dbran a ciklusokat a POINCARE modellen mutatjuk be.

65 Véges sok p sugaru korkonvex ponthalmaz esetén ez trivialis. Végtelen sok {7} o-konvex
ponthalmaz esetén csupan azt kell belatnunk, hogy a metszet olyan A hatdarpontjahoz is tartozik
o-tamaszciklus, mely 7; bizonyos A4; hatarpontjainak torlodasi helye. Rendeljiink minden 4; pont-
hoz a T; tartomanyhoz illeszkedd p-tamaszciklust és tekintsiik ennek az A4; ponton dtmend normali-
san egy A:C: =t tavolsagot. A BoLzANO —WEIERSTRASS-tétel értelmében a C; pontoknak van C
torlodasi pontja. Az 4 és C pont éppen egy A-ra illeszkedd g-tdmaszciklust hatdroz meg.

6 III. Osztaly Kozleményei XII/3
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értelmezhetjilk a korkonvex burok fogalmat. Egy ponthalmaz g-konvex burka
alatt a ponthalmazt tartaimazoé g-konvex ponthalmazok kozos részét értjitk (87. a, b
abra, 87.a abra az eredeti ponthalmaz, 87. b abra a g-konvex burka).

3. A HADWIGER-féle a-rendli konvex H, ponthalmazok, a PERKAL-féle &-kon-
vex P, ponthalmazok, valamint a MAYER-féle r-hiperkonvex M, ponthalmazok, ¢
megfeleld értékeire egyben o sugaru korkonvexek is. Ezen allitisunk helyességét

86. dbra

kiolvashatjuk a H,, P, és M, halmazok alabbi értelmezésébdl és a hozzajuk fiizott
megjegyzésekbdl.

Egy zart ponthalmazt HADWIGER-féle a-rendii konvexnek mondunk (unter-
konvex vom Grad o) és H,-val jeloliink, ha minden A <o sugarl korlappal valé
metszete egyszeresen Osszefiiggs.®®

Kénnyen bizonyithaté, hogy egy HADWIGER-féle a-rendii ponthalmaz egyben
o sugara korkonvex is, jelekben H,=T,. Ehhez elegendd belatni, hogy a H, pont-
halmaz barmely P hatarpontjahoz illeszkedik « sugar tdmaszkor. Legyen K, egy
¢ <o sugaru kor. H, definicidjabdl konnyen adodik, hogy amennyiben H, hatéara
tartalmaz egy ,,.konkav” ivet, ez
nem lehet K, koriv (88. abra).
Ugyancsak konnyen belathatd, hogy
K,NH, olyan ,konkav” Kkorivet
sem tartalmazhat, melynek belsG
pontja a H, ponthalmaznak hatar-
pontja (89. abra). Az elmondottak
értelmében a P pont nem mas, mint
vagy a K, kor K, H,ban levs
,.konkav” ivének végpontja (90..4b-
ra), vagy azonos K,(\H,-val. Az
elsd esetben a K, kort a P pont koriil forgatva elérhetjiik, hogy P=K,H,. Igy
tehat H, barmely P hatarpontjaban illeszkedik K, tamaszkor. Mivel viszont a P
pontban illeszkedik barmely ¢ <o sugartd tamaszkor, illeszkedik tehat o« sugara
tamaszkor is.

Egy zéart ponthalmaz PERKAL-féle értelemben e-konvex, roviden P,, ha olyan

66 HADWIGER [39]. Ebben a dolgozatban szerepel a f-rendii konvexitas (Uberkonvexitat vom
Grad f) fogalma is. A HADWIGER-féle f-rend(i konvexitds mintdjira bevezethetd a g-komplemen-
terkorkonvexitas fogalma is. Egy 7 ponthalmaz g-komplementerkdrkonvex, ha 7' komplementer

ponthalmaza T o-konvex, azaz f@. Altalaban T, # T—, (84. abra komplementerje).
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¢ sugaru nyilt korlapok osszességének zart komplementerje, melyeknek nincs k6zos
pontja a P, halmazzal.®”

Nyilvanvald, hogy P, barmely hatarpontjahoz tartozik ¢ sugari tdmaszkor,
azaz P,=T,. : P

Itt emlietjiik meg, hogy mig egy HADWIGER-féle o-rend{i konvex ponthalmaz
egyszersmind PERKAL-féle e-konvex, addig a forditottja altalaban nem igaz (92. abra).

91. dbra 92. dbra

Egy zart ponthalmaz r-hiperkonvex, roviden M,, ha r sugari korok metszete.

Nyilvanvald, hogy M, barmely hatarpontjdhoz tartozik —r sugart tdmaszkor,
azaz ‘M, =T:.. :

4, Erdekes megjegyezni, hogy megadhat6 olyan o sugara kérkonvex tartomény,
mely e=¢ értékekre nem PERKAL-féle e-konvex. Ilyen példat mutat a 86. abra,
mely ugy szarmazik, hogy egy korlap belsejébdl kivagunk harom egyenld & sugaru
érint§ kort és az altaluk hatarolt ,,bels6” korivharomszoget.

5. RESETNYAK szovjet matematikus 1956-ban egy dolgozatiban bevezette az

O; ponthalmaz fogalmat®®. Az O; halmaz — lényegében véve — egy olyan elemi
felillet, melynek barmely pontjahoz hozzailleszthet6 a felilletnek mindig ugyan-
arrdl az oldalardl egy 6 sugar tamaszgomb. Nyilvan az O; halmazok specialis
0 sugart korkonvex (gdmbkonvex) halmazok. Ui. kénnyen megadhaté olyan elemi
feliilet, mely 6 sugart gombkonvex, viszont nem O, halmaz. Ilyent szolgéltat pl.

67 A p-ciklus segitségével a PERkAL-féle konvexitds kiterjeszthetd ugy is, hogy az & sugaru
kor helyett o sugaru ciklust szerepeltetiink. Ezzel a kiterjesztéssel olyan ponthalmazhoz jutunk,
mely a ponthalmaz zart burkatél, a konvex burkon keresztiil elvezet a ponthalmazt tartalmazé
legkisebb korig (91. abra).

68 Rezernyak [60.]

6*



256 ‘ MOLNAR 7.

egy téglalap, ha behajlitjuk ugy, hogy ,,profija” nyomtatott N legyen (93. abra).

Az O; halmazok specidlis PRV (predsztavimoj raznosztju vipuklih ... = konvex

(fiiggvények) kiilonbségeként elfallitott ...) halmazok is. A PRV halmaz fogalmit
A. D. ALEXANDROV vezette be 1949-ben.®® A PRV halmaz olyan elemi
felillet, melynek barmely pontjinak kis kornyezete z=f(x,y)—g(x,¥)
alakban allithaté el8, ahol f(x, y) és g(x, y) konvex fiiggvények.

6. Ha egy T ponthalmaz JOrRDAN-féle iv komponenseket is tartalmaz,
akkor 1ényegesen mas és mas T, korkonvex ponthalmazfogalomhozjutunk
aszerint, hogy csupan azt koveteljiik, hogy a JORDAN-féle iv minden pontjahoz tartozzék
¢ sugaru tamaszciklus, vagy pedig ezenkivill még azt is, hogy a szerepl6 tamasz-
ciklus az iv egyik, ill. mindkét oldalan szerepeljen.

93, dbra

. 2. §. Tételek
Ebben a paragrafusban korelhelyezéseket vizsgalunk korkonvex tartoma-
nyokban.
FEJES TOTH-t0l ered a kovetkezd tétel:7°
Ha az euklideszi sikon egy konvex tartomdnydban legaldbb két egymdsba nem
nyulo egységnyi sugari koyg van elhelyezve, akkor ezeknek a kiordoknek a tartomdnyra

oo n
vonatkozo siriisége <—.

V12
Az els@ altalanositasa ennek a tételnek, amellyel a kovetkez6kben foglalkozni
Ohajtunk, a

X1l. TETEL: Ha az euklideszi sik egy (0 =>0) dsszefiiggé ¢ sugaru kirkonvex
tartomdnydban legaldbb két egymdsba nem nyulo egységnyi sugaru kor van elhelyezve,
akkor ezeknek a kioroknek a tartomdnyra vonatkozo O siiriisége

T 4
12° a @=Qo,

o

ilA

o= i , ha I=p<g,,

Vo?+ 20 +%+(1—-Q2) arc sin1—+9

o= n , ha o<l,

oV1+2¢0 +%+(1 —g?)arccos

Q
1+¢
ahol go=48... a

‘/QZ+2Q+%+(I—QZ) arc sin l_{l_g=l/ﬁ

egyenlet pozitiv gyoke.

69 A, D. ALExanDRrOV [4], 1. még A. D. ALEXANDROV—V. A. ZALGALLER [6].
70 Feses TOtH [19], 1948.
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Bizonyitasunk el6tt megadjuk a tételben szereplé mennyiségek szemléletes je-
lentését. Azt a tartomanyt, mely két-két egymasba nem nyuld egységnyi sugari
kor g-konvex burka (94. abra), ¢-piskétanak nevezziik. Tekintsiik ennek azt a két
sz€IsG esetét, amidén az egységkorok (95. abra), ill. a ¢ sugaru korok érintkeznek

96. dbra

(96. abra).”* E két esetben a két egységkornek a piskotara vonatkozoé siirliségét
di _i-, ill. di”%val jeloljiik. Ekkor

dQO __ n 4 = e
f=1 —V—l—z, i 2 jo
Vo?+20 +—=+(1— g3 arc sin ——
2 1+o
e n
1 —

o1 +2@+-72t—+(1 — 0?) arc cos

97. abra 98. dbra

BizonyiTAs. Tekintsiik a {K} korrendszer (97. abra) o-konvex B burkat (98.
abra). Mint a 98. abrank is mutatja B altalaban nem Osszefiiggs. B egy-egy Ossze-
fligg8 részét B'-, ill. B2-vel jeldljiikk aszerint, hogy a {K} korrendszernek egy vagy
legalabb két korét tartalmazza. Nyilvan B=XB! +XB2.

71 Tételiinkben szereplé egyenlet bal oldala — egyik szélsé értéket képviseldé — piskota. (95.
abra, az egységkorok érintkeznek) teriiletét adja, s igy ez g-nak novekvo fiiggvénye.




258 MOLNAR J.

Legyen a B! tartomanyban levé egységkor K. Mivel az eredeti T tartomany
osszefiiggd, van olyan 4 pontja, mely a K kortdl Y20 +1—1 tavolsagra van (96.
abra). Mivel viszont a T tartomany ¢ sugari korkonvex is, konnyen belathato,
hogy a K korrel egyiitt a T tartomanyhoz tartozik A és K g-konvex 7 burka.

A T tartomany igy értelmezett 7, ill. 72 = B? résztartomanyai nyilvan disz-
junktak.

Tételiink bizonyitasdhoz elegendd kimutatni, hogy 1. mind a 7* tartoméanyban,
2. mind pedig a 72 tartomanyban a korok siirisége nem haladja meg a tételiink-
ben szereplG siirliségkorlatot.

1. A T! tartomanyban a korok siirlisége a di © értéket veszi fel, mely megfe-

lel tételiink 4llitdsanak, ui. ¢ =1 esetén nyilvanvald, hogy di °=di_1, 0 <1 esetén
e—e

pedig di © éppen a tételben szereplG korlat.

2. Annak bizonyitasara, hogy a T2 tartomanyban a kordk siirlisége nem ha-
ladhatja meg a tételiinkben szereplé korlatot, két esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy I. o=1, II. p<l.

I. o=1. A T? tartomanyt a korelhelyezésnek meg-
felelden {D} DIriCHLET cellakra bontjuk, s ezeket harom
csoportba osztjuk aszerint, hogy hataruk a) nem tartalmaz
o sugaru korivet, azaz D sokszdg, b) egyetlen egy o su-
garu korivet tartalmaz, c) legalabb két ¢ sugari korivet
tartalmaz.

99. dbra

a) Ha D sokszog, akkor tudjuk, hogy D-ben a korsiiriiség §»71r—2 (I. pl. az

I. tétel bizonyitésa).

b) Ha D hataranak egyetlen egy szakaszat ¢ sugaru koriv képezi, akkor a
K kor és a hatarat képez6 ¢ sugaru kor hatvanyvonalaval helyettesitjitk a ¢ sugart
korivet (pontosabban mondva csak a hatvanyvonal D-ben levd részével helyette-

sitjiik a o sugart korivet). Az igy nyert D*c D cellaban a korsiirtiség 5‘7%—.

¢) Legyen K olyan kor, melyhez tartozé D cella legalabb két ¢ sugart korivet
tartalmaz. Legyen tovabba M...N két szomszédos ¢ sugari korivet OsszekotS az
a tordttvonal, amely a D hatarahoz tartozé hatvanyvonal szakaszokbdl all. Legyen
Ba Kkornek és az M ... N tordttvonalnak g-konvex burka. Nyilvan D* =D (\ BC D.
Az tGijonnan kapott D* cella hatarvonalat képezd torottvonal végpontjait tovabbra
is M- és N-nel jeloljiikk. Ha B nem Osszefiiggs, akkor az 1. eset mintijara konnyen

belathat6, hogy van olyan D** — D cella, amelyben a korsiirliség di °. Ha viszont
B osszefiiggs, akkor két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a K koron ,,sza-

vagy <2 m—arc cos i3

» by 1
badon” hagyott A iv =2<7r arc cos {5

Els6 eset: A=2\ n —arc cos . Legyen A, B a két A sugaru koriven levs

1
1+¢
egymashoz legkézelebb fekvS pontpar (99. abra). A D* cella képzését szem elGtt
tartva, konnyen belathatd, hogy az M ... N torottvonal széls6é szakaszai az M,
ill. N pontban a megfelel6 ¢ sugar korivvel nem ‘alkotnak tompaszoget, s igy az
AB szakasz, mely ezekkel az ivekkel derékszoget alkot, a D celldban van. A D*
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cella helyett tekintsiik ennek a K kort tartalmazé azon R résztartomanyat, mely
ugy keletkezik, hogy AB-vel ketté vagjuk a D* tartomanyt.”?> Konnyen belathatd,

LK o
hogy mar az R tartomanyban is = di%

Masodik eset: L <2|m—arccos ) A A koriv egy tetszGleges pontjabol

1
1+o
D* hataran ellentétes iranyokban haladunk, mig a ¢ sugart iveken levé E, és E,
pontokig nem ériink, amelyekbdl a K korhoz huzott érint6k az E|, ill. E, pontban

100a. dbra 100b. abra

a megfelel6 ¢ sugart korivvel derékszoget alkotnak. D* definicidjanal fogva tar-
talmazza E,- és E,-t. Konnyen belathaté még, hogy E;-, ill. E,-bdl huizott e, ill.
e, érint§ is a D* cellaban van. Ezek szerint X, e; és e, konvex B burka résztarto-

manya a D* cellanak. A B tartoméanyban a korsiiriiség éppen di °.

II. o <1. Erre az esetre bizonyitasunk a kovetkezG: a T tartomanyt felbont-
juk D Dirichlet cellakra és 1ényegében a ¢ =1 esetnél alkalmazott gondolatmene-
tet kovetjiik. Ha D sokszog vagy hatara legalabb két ¢ sugaru kdorivet tartalmaz,
akkor a ¢ =1 esetre adott bizonyitas j6 ¢ <1 esetén is. Tehat csupan azzal az eset-
tel kell foglalkoznunk, ha D hatira egyetlen egy ¢ sugari K, korivet tartalmaz.
Helyettesitsiik a D cellat azzal a kisebb teriiletii D* sokszoggel, amelyet ugy kapunk,
hogy a D cellat atmetssziik a K és K, hatvinyvonalaval. Elegendd bizonyitani, hogy

K o ; SR ; G
ﬁgdi . Ez viszont a 4. segédtétel értelmében teljesiil.

Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

A tétel bizonyitasabdl kiolvashatd, hogy egyenlGség Iép fel ¢ <p, esetén, ha
a korkonvex tartomany extremalis alakzati piskéta tartomany.’3 -

Jelentse dr_,, ill. d; ° az r sugard korok maximalis stirtiségét két r sugari
kort tartalmazé extremalis o-piskotaban, azaz mid6n a két r sugaru kor, ill. a két
¢ sugart kor érintkezik (95., 96. abra).

A XII. tétel birtokaban, kovetve FEJES TOTH mér idézett tételének indukcids
bizonyitasmenetét, adodik a

72 Az R tartomanyban a korsiir(iség A-nak alulrél konkav fiiggvénye. Ui. az R tartomény ¢
teriiletére 4ll, hogy r” = %(1-+¢?) sin 4.

73 Itt jegyezziik meg, hogy mig az euklideszi, ill. hiperbolikus sik egybevagé piskoéta tartoma-
nyokkal hézagmentesen és tobbszoros fedés nélkiil nem rakhatéd ki, addig a gombfeliillet — bizo-
nyos piskéta parokkal — kirakhaté. Gondoljunk pl. a teniszlabda két egybevdgd piskotatartoma-
nyara (100. a, b abra).
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XI1II. TETEL: Ha az euklideszi sik egy dsszefiiggdé g-konvex tartomdnydban
egymdsba nem nyulo n fajta kér van elhelyezve, melyek sugarai r,r,,...,r, és a
legnagyobbikbdl legaldbb ketté van, akkor a korrendszernek a g-konvex tartomdnyra
vonatkozé & siiriisége

o0=1— ]](1——Max{ — r.—rndr; Q})-
=1 V12

4. KOROLLARIUM: Ha az euklideszi sik egy Osszefiiggé o-konvex tartomdnydban
egymdsba nem nyulo n fajta kior van, melyek sugarai = Q£=4, 8... és a legnagyobb

0
korbol ketté van, akkor a kérrendszernek a o-konvex tartomdnyra vonatkozo 6 sii-

riisége
T n
o=1—(1-——=}.
(%)

A fenti g, allandé mar a XII. tételben is szerepelt.

Most pedig forditsuk figyelmiinket korok elhelyezésére egy allando gorbiileti
felillet korkonvex tartomanyaban. Ellenpéldan lattuk, hogy hiperbolikus sikon mar
kozonséges konvex tartomany esetén sem adhatéd a korsiirliségre egynél kisebb
univerzalis korlat. Pontosabban ez az ellenpélda azt igazolja, hogy a hiperbolikus
sik valamely konvex tartomanyaban elhelyezett legalabb két r sugari egymasba
nem nyulé kor kitoltési siirtiségére nem adhato egy r-t6l fiiggetlen egynél kisebb
fels6 korlat.’* Mint latni fogjuk, megadhaté viszont olyan r és ¢-tdl fiiggl korlat
(. a XIV. és XV. tétel), mely bizonyos esetekben pontos.

A XII. tétel bizonyitasanak gondolatmenetébil (¢ =1 eset) automatikusan
adodik a

XIV. TETEL: Az dllando gorbiiletii feliilet egy dOsszefiiggé o-konvex tartomdnyd-
ban elhelyezett legaldbb két r sugaru kirnek a tartomdnyra vonatozo & siiriisége

6 =Max {d(r,r, 1), d(r, 0, 0), d,(r)},

ahol d(r, a, a) jelenti az r sugari kor siiriiségét a Haios-féle H(r, h,_,_,) sokszogben,
d,(r) pedig jelenti két r sugaru kor o-piskotdjdban fellépé maximdlis siiriiségét.

5. KOROLLARIUM: A gémbfeliilet egy sziikebb értelemben vett konvex tartomd-
nydban elhelyezett legaldbb két egymdsba nem nyuld r sugarti kornek a tartomdnyra
vonatkozo o stirilsége

6=Max {d(r,r,r),d. ()}.
2

V_

Ez a korlat r minden értékére <0<r<}> kisebb 1_2 -nél, s igy 6=
(v6. MOLNAR [59]). '

Megjegyzések. 1. 4. segédtételiinket felhasznalva kimutathaté, hogy a XIV.
tételben a=5 esetben
d=Max {d(r, r, r), d,(r)}.

74 Az euklideszi sikra vonatkozo XII. és XIII. tételek a gombfeliiletre sem vihetOk at lényeges
modositas néikiil.
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2. Hiperbolikus sikon a p-piskdtaban a korok altal le nem fedett ¢ teriilet a
»szabadon hagyott” A korivnek konkav figgvénye.”5 Ezért a felsd korlatban sze-
replS d,(r) érték helyettesithetd a g-piskota két széls§ esetéhez tartozo legnagyobb
korsiiriiséggel.

3. Az allando gorbiiletii feliileten nehézséget okoz az (r, ¢) sik azon tartoma-
nyainak meghatarozasa, amelyekben d(r, r,r), d(r, g, @) és d,(r) kozil az elsd,
a masodik vagy a harmadik a legnagyobb. A problémat megneheziti az is, hogy
d(r, r,r) az r-nek nem monoton fiiggvénye.

4. Hiperbolikus sikon teljesen nyitott probléma még a (+ <, £ 2) ,inter-
vallumba” es§ g-konvex tartomanyokban lev§ kordk kitoltési siirliségének vizs-
galata.

Az allandd gorbiiletii feliilet korkonvex tartomanyaban elhelyezett egymasba
nem nyudlé inkongruens kordkre vonatkozolag csak egy tételt emlitiink. A XIIL
tétel mintajara bizonyithatoé a

XV. TETEL: Ha az dllandé gorbiiletii feliilet egy 0sszefiiggd o-konvex tartomdnyd-
ban egymdsba nem nyilé n fajta kor van elhelyezve, melyeknek sugarai vy, ry, ..., 1,
és a legnagyobb korbdl legalibb ketté van, akkor a kéroknek a o-konvex tartomdnyra
vonatkozo O siiriisége

n

d=1— JI(1—Max {d(r, r, 1), d(r, 0, 0), do(r)}).

i=1
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