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I. ALGEBRAI MODSZEREK A FUGGVENYEGYENLETEK
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frta: HOSSZU MIKLOS

1.§. A fiiggvényegyenletek elméletének alapvonalai

1. Célkitiizés. A matematika jelenkori fejlédésére jellemz§ a klasszikus szétta-
goltsag feloldodasa, tavolallo agazatok dsszefonddasa. Igy pl. az algebra és az analizis
hatarteriiletein 6nallé agazatok szillettek, melyek mind a problémaik, mind pedig a
modszereik tekintetében egyarant sorolhatdk akar az algebrahoz, akar az analizis-
hez. E dolgozat a fiiggvényegyenletek elméletében fellelhetd algebrai vonatkozasok
kidomboritasaval kivan egy felépitést bemutatni,

Az algebrai szemlélet alkalmazasanak a gyiimolcseként elsGsorban az tiinik ki,
hogy el8zetes vagy kozbeiktatott algebrai vizsgilatok megkonnyitik sok olyan fiigg-
vényegyenlet megoldasat, melyet eddig csupan az analizis fegyvertarahoz tartozé szo-
kasos moédszerrel targyaltak. Nem célunk, hogy az absztrakt algebraban elGforduld
klasszikus fiiggvényegyenletekkel foglalkozzunk, mint pl. amilyenekre a csoport
bdvitések problémaja vezet. Erdsen lesziikitené a problémat, ha ezekre analitikus
modszereket alkalmaznank. Inkabb arra toreksziink, hogy ramutassunk az eddig csak
a specialis valos vagy komplex test felett értelmezett fiiggvényegyenletek altalanosabb
algebrai struktirak felett valoé vizsgalatanak lehetGségére, bar e téren is meg kell
kiizdeniink egyes el&itéletekkel. Szembe kell szallni azzal az ellenvetéssel, hogy ameny-
nyiben valamilyen altalnositast az illetS fliggvényegyenlet eddig ismert megoldasi
modszere egyaltalin megengedne, akkor sem jutnank a valds vagy komplex testtSl
Iényegesen eltérG altalanosabb struktirahoz, €s ott sem mondana semmi kiilongs Gjat
a megoldas. E kifogas azonban csak addig tarthaté fenn, amig meg nem vizsgaljuk
néhany példan, hogy eddig milyen modszerrel tortént az illet§ fiiggvényegyenlet
megoldasa. Ennek soran kénnyen rajéviink arra, hogy a problémat altalanosabban
megfogalmazva, algebrai modszerekkel, rovidebb uton sokkal tivolabb jutunk,
amennyiben a megoldas lehet sokkal altalanosabb is, tekintve, hogy az analizis
segédeszkozeihez szitkségképpen megkivant folytonossagi, differencialhatdsagi stb.
megszoritasok elesnek. Példaként felhozhatndm az

F[G(x, »),z] = H]x, K(, 2)]

fiiggvényegyenletet [2].

Egyébként az algebrai szemléletnek az is jelent6s haszna lehet, hogy az a
fliggvényegyenlet-fajtak és a megoldasok, tovabba a megoldasban szerepl§ tet-
szlleges elemek osztalyozasat attekinthetSbbé teszi.

* A dolgozat a szerzd 1960-ban készitett doktori disszerticidjanak egy része, REDEI LASzLO,
Fuchs LAszLO, és foként AczEL JANOs opponensi véleményének figyelembevételével modositott
formaban.



304 HOSSZU M.

2. A fiiggvényegyenletek osztalyozdsa. Fogalmazzuk meg pontosan, mit jelen-
tenek a ,,fiiggvényegyenlet”, a ,.fiiggvényegyenlet megoldasa™, a ,,megoldasban
szerepl§ tetszbleges elemek” kifejezések !

Tekintsiik az F, G, ... fliggvénynek egy H halmazat, melyek egy X halmaz ele-
meit egy Y halmazba képezik le. Legyen ¢ a H-nak egy C halmazba valé leképezése.
Fiiggvényegyenletnek nevezziik a

O pF =c

kifejezést, ahol ¢ a C valamely rogzitett eleme. Az F fiiggvény az egyenletben szerepl§
meghatarozandé ismeretlen figgvény. Az egyenlet megolddsdnak nevezzilk barmzalyik
F-et, amely (1)-et kielégiti., A megoldisok M 0&sszességze a H-nak részhalmaza.

Az F megoldds H-ra vonatkozé legdltalinosabb alakja valamely E halmazbdl
szarmaztathaté :

F=yf, f¢cE

alakban, ahol faz F tetsz6leges eleme, és y olyan leképezés, mely E-t M-re képezi le.
A megoldas legaltalainosabb alakja nyilvan hatarozatlan egy tetszSleges 1 —1 leképe-
zés erejéig, ugyanis ez f¢ E elemekre az

f~f =¢
1 —1 leképezést alkalmazva olyan E’ halmazt nyeriink, amelynek elemeib8l a meg-
oldasok
F=yf, x=x" [f€EE

alakban lesznek felirhatok. Hatarozatlan tovabba E olyan szempontbdl is, hogy yE
tobbszérdsen fedheti M-et, vagyis egy-egy F ¢ M megoldast tobb f, g € E elembdl is
szarmaztathatunk az

F=yf=1xg

alakban. Célszer(i tehat kivalasztanj E-nek azt a legsziikebb E részét, melyre yE mar
egyszeresen fedi M-et, mert igy kapjuk meg a megoldasban szerepld lényeges tetszble-
ges elemeket, melyek kozill mar egyik sem hagyhato el a teljes megoldasi rendszer
szarmaztatasahoz. Ez az eset All fenn pl. a linearis differencialegyenletek esetében,
middén a legéltalanosabb megoldas egyetlen linearisan fiiggetlen (alap) rendszerbdl
szarmaztathato. A linearis fiiggvényegyenletek elméletében szemléltethetSk legkézzel-
foghat6obban e fogalmak [15, 28]. Minthogy a megoldasban szerepl§ tetszGleges elemek
halmaza és a megoldas legaltalanosabb alakjanak fogalma a megoldasok részhalmaza-
hoz képest tobb hatarozatlansagot tartalmaz, ezért f6 feladatunknak ez utobbi meg-
adasat tekintjiik egy fiiggvényegyenlet megoldasaval kapcsolatban.

Gyakori eset, hogy X és Y valamely 4,, illetve B, halmazokbdl képezett direkt
szorzat:

X=Q®A4, Y=® B,
i=1 i=1
vagyis az y = F(x) fiiggvényben az y, x fiiggd, illetve fiiggetlen valtozék t6bb kom-

ponensre bomlanak:
X = (X1, eees Xp)s x;€A4;,

Y =1 e0s Ym) Yi€B,.
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Ekkor az (1) fiiggvényegyenlet lényegében m ismeretlen fiiggvényt tartalmaz, és n
fiiggetlen valtozot, a fiiggvényegyenletre jellemzS eme szamokat tehat az ismeretlen
fiiggvénynek, illetve szabad vdltozok szdmdnak nevezziik. Fontos specialis eset, midén
az F(x) fiuggvény mindegyik komponense fiiggetlen bizonyos x; valtozoktol. Azt a
szamot, mely megmutatja, hogy az egyenletben szerepl6 F komponensei koziil
mindegyik legalabb hany valtozotdl fiiggetlen, az egyenlet degenerditsdgi fokdnak
nevezziik. Szokas még megkillonboztetni a fiiggvények minimdlis vdltozé-szdmdt is,
mely megadja, hogy F komponensei kéziil mindegyik legalabb hany valtozotol fiigg
ténylegesen.

A referald folyoiratok specidlis fiiggvényegyenletek cimszo alatt foglaljak Ossze
az olyan (1) alatti egyenleteket, melyekben @ az ismeretlen F fiiggvény komponensein
kiviil csupan véges szamua megadott fiiggvényt tartalmaz, és e fliggvényekbdl van fel-
épitve a fiiggvényeknek a fiiggetlen valtozok helyébe véges szamu 1€pésben torténd
helyettesitésével. A megadott fiiggvények egymasba helyettesitése nem valtoztat
lényegesen a fliggvényegyenlet szerkezetén, az ismeretlen fiiggvények egymasba
helyettesitése azonban annal inkabb. A fiiggvényegyenletet annyiszorosan dsszetettnek
hevezziik, ahany lépésben helyettesitésekkel felépithetS a fiiggvényegyenlet, az isme-
retlen fiiggvényt, illetve annak adott fiiggvényét argumentum gyanarit szerepeltetve
az ismeretlen fiiggvényben. Pl. a kétvaltozos F; fiiggvényekre értelmezett

Fi[Fy(xy, x2), F3(x3, x4)] — F4[Fs(x1, X3), Fe(x3,x4)] =0
egyenlet egyszeresen Osszetett, ugyanis felirhatd az

a[FBF(x)] =0
alakban, ahol
x = (X1, X3, X3, %X3), F=(Fy, Fp,..., Fg),

a(Fy, ..., Fg) = F,(Fy, F3)— F,(Fs, F@),
B(Fy, ..., Fg) = (Fz(xl, xz_), F3(x3, X4), Fs(ll'l, x_;,), Fg(x,, x4)).
és a F(x) fiiggvény fiiggetlen az x valtozd bizonyos komponenseitdl.

3. Az algebra alkalmazasi teriiletei a fiiggvényegyenletek elméletében. Vegyiik
rendszeresen szemiigyre, hol nyilik lehetSség az algebrai fogalmak és modszerek
hatékony alkalmazasara a fliggvényegyenletek elméletében.

a) Egyes fiiggvényegyenlet-problémak, melyeket korabban egymastdl elszige-
telve vizsgaltak, meglep8 rokonsagot mutatnak, s kozos altalanositasuk algebrai
szempontbol egységesen kezelhet. Példaként emlithetném az

F[F(x,¥), z] = Flx, F(y, 2)] (asszociativitas),
F[F(x, 2), F(y,2)] = F(x,) (tranzitivitas),

/ F[F(x, u),v] = F(x, u+v) (tranzlacio),
F[F(x, u),v] = F[x, G(u,v)] (transzforméacio),

F[F(x, y), F(u,v)] = F[F(x, u), F(y,v)] (biszimmetria)
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fiiggvényegyenleteket [2], melyek valamennyien az F: A* - A™ fiiggvényre értelmezett,
kétszeresen Osszetett és kétszeresen elfajult (degeneralt)

F{nFleF(x)]} = ¢

filggvényegyenlet specialis esetei, ahol 7, ¢ az 4™ direkt szorzat halmaz bizonyos adott
vetitései A*-re.

Segitségiinkre lehetnek tovabba a fiiggvényegyenletben szerepld fiiggvényekre
kir6tt mellékfeltételek pontosabb megjeldlésénél is az algebrai fogalmak. Sok esetben
kideriilt pl., hogy az el6z8leg analitikus modszerekkel kezelt fiiggvényegyenletben a
folytonossagi, szigori monotonitasi mellékfeltételek potolhatok sokkal altalinosabb,
algebrai, invertalhatosagi feltételekkel.

b) Csupan feliiletes attekintésre is feltlinik, hogy a fiiggvényegyenletek meg-
oldasanak két alapvet6 mddszere van: a szabad valtozok, illetve az egyenletben sze-
repl8 bizonyos fiiggvényértékek figyes megvalasztasa és az egyenlet ismételt alkalma-
zasaval (iteracidval) nyert tobbszorosen Osszetett egyenletbdl hataratmenettel olyan
egyenlet felirasa, melybdl valamelyik fiiggvény mar konnyebben meghatarozhatd,
ill. a fiiggvény tetszSleges helyen felvett értéke megkonstrualhatd. Az elébbi modszer
szempontjabdl nem szorul aldtdmasztasra az algebrai fogalmak (mint pl. az invertal-
hatdsag, vagy ennek hianyaban a kongruencia osztalyokba sorolés) s killéndsen a
gruppoidok, kvazicsoportok elméletében szereplG fogalmak jelentGsége. Kevésbé
nyilvanvalé azonban, hogy a jellegzetesen analitikus iterativ modszer, ahol a hatar-
atmenet esetén a folytonossagnak is mindig szerepe van, hogyan kezelhetd és altala-
nosithaté algebrai mddszerré. Gondoljuk meg azonban, hogy egy vagy tobb fiiggvény
ismételt egymasba helyettesitésével egy félcsoporthoz, illetve invertalhatd fiiggvé-
nyekkel csoporthoz jutunk, tehat szabad szorzat konstrukciéval olyan egyenlethez
jutunk, melyben egy félcsoport, illetve csoportmiivelet is szerepel, s ez minden folyto-
nossagi feltétel nélkiil is megkonnyitheti a megoldast. E mddszer alkalmazasat latjuk
a [23, 24] dolgozatokban.

Tovabbi altalanos modszer a fiiggvényegyenletek megoldasara a differencial-,
illetve integralegyenletre vald vezetés. E téren valdban nem sok mondanivaléja akad
az algebristanak. Viszont tagadhatatlan, hogy sok fiiggvényegyenlet megoldasi prob-
Iéma, mint pl. a geometriai objektumok klasszifikacié elméletében elSforduldk is,
melyeket el6z8leg analitikus modszerekkel [4] (s6t korabban a Lie-elmélet apparatu-
saval [16]) vizsgaltak, algebrai problémaknak bizonyultak, s pl. e fiiggvényegyenletek
megoldasi modszere 1ényegében egy csoport, az analitikus fiiggvények szubsztitucid
csoportjanak szerkezeti vizsgalatat: az 6sszes lehetséges (illetve folytonossagi feltételek
mellett a zart) alcsoportok megkeresését jelenti [16]. Néhany példa kapcsan ilyen
kérdéssel foglalkozik [S5, 21] is.

Lényegében a d.fferencidlegyenletre vezetés modszeréhez tartozik, ill. rokon azzal
az az eljaras is, hogy az ismeretlen fiiggvényeket sorbafejtve és a fliggvényegyenletbe
helyettesitve, az egyiitthatok Osszehasonlitasi elve alapjan rekurziv Osszefiiggést alla-
pithatunk meg a meghatarozando fiiggvény egyiitthatdira. E modszer kiterjesztésével
kapcsolatban meriilt fel [42] az a probléma, hogy melyik az a legaltalanosabb algebrai
struktiira, melyben a koézonséges polindmokhoz hasonléan képezett polinémok
egylitthatdinak Gsszehasonlitasi elve még érvényes. E kérdés még lezératlan, a [3, 22]
dolgozatok eredményei azonban jelentenek elérehaladast.

Amint integralegyenletek megoldasanal fontos szerepet jatszik az egyenlet line-
arizalasa és miként a linearis egyenletek elmélete van leginkabb kiépitve, ugy a fiigg-



ALGEBRAI RENDSZEREKEN ERTELMEZETT FUGGVENYEGYENLETEK, I. 307

vényegyenletek koziil is a linearis fiiggvényegyenlet vizsgilata a legfontosabb, Itt is
kézenfekvé az algebrai altalanositas, €s az algebrai modszerek alkalmazasa: gondol-
junk csak a homoldgia csoportok fiiggvényegyenleteire, vagy a csoportok karakter
elméletére.

c) Az egyenletek megoldasanak, illetve a megoldasok legiltalinosabb alakjanak
felirasanal rendkiviil hasznos az algebrai fogalmak hasznélata, mint pl. a bizonyos
elemek altal kifeszitett linearis altér, izomorfizmus, izotdépizmus, homomorf kép stb.

Osszefoglalva az a), b), c) alatt kifejtetteket: az algebrai fogalmak hasznalata
hasznos mind a fiiggvényegyenlet problémak megfogalmazasanal (az egyes egyenlet
fajtak osztalyozasinal), mind a megoldasi médszerben, mind a megoldas felirdsaban.

4. Az elnevezések rovid attekintése. Az algebra és a kvazicsoportok [11, 21] elmé-
letének szokasos és jol ismert alapfogalmait gyakran hasznalja e dolgozat. Igy pl.
algebrdnak nevezzik az A,, ..., A,, A,+, halmazok és egy F leképezés egyiittesét,
ahol Faz 4, X... X A4, direkt szorzatot képezi le 4,,,-be, amit réviden az

F:Al X... XAII_’AH‘FI

jeloléssel lehet kifejezni. Az n=2,3 esetben binér, ternér algebrahoz jutunk ezen értel-
mezéssel. Ha az A, halmazok valamennyien megegyeznek, akkor gruppoidrél beszé-
link. Q(F), vagy mas jeldléssel Q (o), vagy még révidebben Q° kuvdzicsoport az olyan
binér gruppoid, mely egy Q halmazbdl és egy

F(x,y) = x0y: 0XQ0-~0Q
leképezésbdl All, és rogzitett y € Q, illetve x € Q esetén az

X—=>xoy, y—-xoy:Q0-0Q
leképezések invertalhatok.

Itt rogzitjiik, hogy mit neveziink invertalhato leképezésnek. Az x -y = ax leké-
pezésrdl azt mondjuk, hogy az X halmazt az Y halmazba képezi le, ha X minden x
elemét az Y valamely y==oax eleméhez rendeli hozza. Az « leképezés X-et Y-ra képezi
le, ha az ax, x€X elemek Osszessége, amit réviden aX-szel lehet jel6lni, kimeriti
Y-t:aX = Y. Az a leképezésrSl azt mondjuk, hogy 1 — 1, ha minden ax € Y elemhez
pontosan egy x € X tartozik. Az o: X — Y leképezés invertdlhaté Y-on, ha X-et 1 —1
modon képezi le Y-ra. Nyilvan minden a: X —-Y 1—1 leképezés invertalhatd az
Y, =aX-en, mely esetleg valddi része Y-nak.

Hasznaljuk a szokdsos izotépizmus, homotépizmus, autotdpizmus, izomorfiz-
mus, automorfizmus, homomorfizmus, endomorfizmus elnevezéseket. Igy pl. az

F:AXB~C
algebra izotépizmusdnak nevezziik az
w:A—+A", p:B-+B, y:C-C
invertilhatd leképezések egyiittesét, ha van olyan G:A4’ X B — C’, mellyel fennall
G(ax, By) = yF(x, y), XxX€A, yeB.

Ilyenkor G-t réviden F izotopjanak nevezziik. Nem feltétlen invertalhat6 leképezések
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esetén megfelelSen homotopizmusrdl beszélink, Ha
A=A4', B=PB, C=C, F=QG,

akkor (a, B, v) autotépizmus, illetve endotdpizmus, aszerint, hogy a leképezések inver-
talhatok-e vagy sem. Az

A=B=C, A'=B=C, a=f=y
specialis esetben viszont a ,,top™ szétag a ,,morf” szétaggal helyettesitendd, s ekkor

megfelel8en azt mondjuk, hogy A’(G) az A (F) izomorf, illetve homomorf képe. G az
F fizotépja, ha C=C’, és y az azonos leképezés.

2.§. Kvazicsoportokon értelmezett fiiggvényegyenletek

1. Kétszeresen osszetett, kétszeresen elfajult, négy szabad valtozéji, és adott
fiiggvényt nem tartalmazé egyenletek osztalyozisa. A cimben megadott fiiggvény-
egyenlet-tipus legaltalanosabb alakja:

@ F{GIH(x)]} = ¢,

ahol az ismeretlen F, G, H fiiggvények értelmezési tartomanya négytényez8s direkt
szorzat, s hogy egyaltalan értelme legyen az egyenletnek, G, illetve H értékkészlete F,
illetve G értelmezési tartomanyaba kell essen. Ha az egyenlet kétszeresen elfajult,
akkor mindegyik fiiggvény 1ényegében csak két komponenstdl fiigg, tehat az egyenlet

igy irhato:
Fi{Gjn[Hkx(xm’ xpz)’ sz(qu’ xqz)]’

2) sz[Hll(xrp xr;)a le(xsls xs;)]} =Cys

ahol az indexek az 1, 2, 3, 4 értékek koziil vannak valasztva.

Mint latjuk, egyenletiink csupa binér miiveletet tartalmaz ismeretlen fiiggvény
gyanant, melyek mindannyian egy-egy kéttényez6s direkt szorzatot képeznek le
valamely halmazra. Ha a fiiggvények olyanok, hogy akarmelyik valtozé értelmezési
tartomanyat alkotd direkt tényez8t 1 —1 modon képezik le az illetS fliggvény teljes
értékkészletére, akkor az altalanossdg korlatozasa nélkiil azonosithatjuk a direkt
tényezdket és a szerepld kétvaltozos fliggvények értékkészleteit.

Ha Fi(x, y): Q X Q@ —~ Q kvazicsoport miivelet, akkor az

F(x,y) = ¢ (c; rogzitett)
Osszefiiggés x és y kozott egy y =f(x) fiiggvénykapcsolatot 1étesit, mely Q-t nyilvan

1 —1 mddon képezi le 6nmagara. Tehat akkor a (2) egyenlet csupa kiilonbdzs fiigg-
vénnyel

3 F{G(xp,; xp,), H(x,,, x,)1=KI[L(x,,, x,,), M(x;,, X;,)],
(x;,€Q;5 j=p,q, 1,55 i=1,2)
alakban irhat6 fel, ahol pl.
F(x, ) f1G;,(x, 1)),
és a szerepld fiiggvények kozétt természetesen akadhatnak megegyez6k is.
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Tovabbi egyszeriisitésre vezet az az észrevétel, hogy a szerepl§ valtozék mind-
egyikének legalabb kétszer kell el6fordulnia az egyenletben, kiilénben a tobbi valtozd
rogzitésével az deriilne ki, hogy az &t tartalmazo fiiggvény csak latszdlag fiigg téle,
s nem is kvazicsoport miivelet. Ha valddi négy szabad valtozét tartalmazé egyenletet
tekintiink, akkor mindegyik valtozdnak el§ is kell fordulnia. Minthogy az egyenlet-
ben Osszesen 8 helyen szerepel szabad viltozo, ezért tehat mindegyik véltozonak
pontosan kétszer kell szerepelnie. Igy a trivialis esetektdl eltekintve a kovetkezd lehe-
tGségek allhatnak el§:

@ F[G(x, ), H(u, v)] = K[M(x, u), N(y,v)],
%) FIG(x, u), H(x,v)] = K[M(y, u), N(y,v)],
(6) FIG(x, w), H(x,v)] = KIM(y,y), N(u, v)).

Az osztalyozés {6 szempontja az, hogy szerepel-e ugyanazon valtozo tobbszor is
egyik oldalon, illetve egyazon fiiggvényen beliil.
Akapott egyenletek koziil (4) a biszimmetria

) B[B(x, y), B(u,v)] = B[B(x, u), B(y,0)]

egyenletének Altalanositdsa, s mindegyikiik visszavezethet§ az asszociativitas fiigg-
vényegyenletének

®) FIG(x,»), 2] = HIx, K(,2)],  x,5,2€0

altalanositasara. E visszavezetést a 2-ben részletezziik. Itt még azt mutatjuk meg,
milyen specialis egyenletek tartoznak ehhez a tipushoz. A mar emlitett (7) biszimmet-
ria [2] egyenletén kivill nyilvan ide tartozik:

€] () @) = (x®@u)(yQv) [13],

(10 () (uv) = (xv)(uy) [40],
(11 CNGuw) = (@) w) (311,
(12) (x®@»)(xv) = x@u)(yxv)  [29,30),
(13) () @ulx % (vu)] = vy [12],

mely utdbbi egyenlet ugyanis pl. egyenértékii

F(x%a, b®u) = F[M(x, b), N(a, u)]
-val, ha bevezetjiik az
F(y, v)df = vy
fiiggvényt és az xM = b, Nu=a Ssszefiiggéssel értelmezett M, N fiiggvényeket.
2. Visszavezetés és néhany specialis eset. Mint el6zGleg emlitettilk, a négy
szabad valtozot tartalmazd egyenletek bizonyos invertalhatdsagi feltételek mellett
Iényegében a kvazicsoportokon értelmezett, asszociativ tipusu (8) egyenletre vezet-

hetSk vissza, mely csupan harom szabad véltozét tartalmaz. Nézziik ezt a vissza-
vezetést!

2 III. Osztdly Koézleményei XI11/4



310 HOSSZU M.

Pl az
@ FIG(x, y), H(u,v)] = K[M(x, w), N(y,v)]

egyenlet esetében u =a rogzitéssel azt latjuk, hogy
Fix, H(a, y)], G(x,y), K[M(x, a), y], N(x, )

valoban (8) alaku egyenletet elégit ki, tehat abbdl F, G, K, N legaltalainosabb alakjat
meghatarozva, (4)-be visszahelyettesitéssel megadhaté H, M is.
Az

&) FIG(x, u), H(x,v)] = K[M(p, w), N(y,v)]
egyenlet visszavezetése érdekében pedig elég y=a értékét rogziteni és bevezetni a
z = G(x, u)
valtozot, melybdl u = U(z, x)-et kifejezve, a
K(u, v)3f K[M(a,u), N(a,v)]
jeloléssel valoban _
F[z, H(x, ©)]=K[U(z, x), v]

adédik. G, K, M, N meghatarozasa érdekében is hasonld visszavezetés végezhetS.
Hasonlé az eljaras az

© F[G(x, u), H(x,v)] = KIM(,y), N(u,v)]
egyenlet esetében is, csak ott a

H(u, v)% K[M(a, a), N(u, v)]
jel6lésre van sziikség.

Az eddig mutatott visszavezetéseken kiviil a (8) asszociativitasi egyenlet jelentSsége
sokkal tobb: tartalmazza a gruppoidok és kvazicsoportok elméletében ismert és
vizsgilt legfontosabb azonossdgokat. Felsorolunk néhanyat ezek koziil, anélkiil,
hogy a teljességre torekednénk:

(14) x(yz)=y(x2) [18, 27, 36, 37],

(15) x(yz) =z(yx) (GrAssMANN) [1, 35, 36, 39, 18],
16) (xy) * (yz) =xz (Aczer) [2],

(¥)) (x2) (y2)=xy (tranzitivitas) [2, 14, 17, 19, 38],
(18) x[y(zx)]=2zy (TArsk1) [39),

(19) x(y2)(yx)]== (NEuUMANN) [17],

(20) ) *z=(2y) % x (SCHRODER) [34],

@21 (xy) ¥ z=x(y % 2) (SapE) (32],

(22) (xy) (xz) =zy (ScHwEITZER) [35, 36, 14],

(23) xy=uv=xu=yv [32, 20].

Ezek koziil (16), (23)-rél nem latszik kozvetleniil, hogy (8) speciélis esetei lennének,
de 1j valtozék és fiiggvények bevezetésével ez konnyen kimutathaté. Valasszunk ki
egy jellegzetes példat, tekintsiik pl. (23)-at és mutassuk ki ezt. Tekintsiik az xy miivelet
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xy~1 inverz miiveletét, melyet az (xy~ ')y = (xy)y~! = x Osszefliggés értelmez.
Akkor (23) a kovetkez$ alakban irhatd:
[()y-"Ju=yv,  (u)y='=(pv)u-1,
mely utébbi valoban (8) speciilis esete, mid6n
F(x,y) = H(y,x) = xy~,
G(x,y) = K(y,x) = xy.

Tovabbi hasonld specialis esetek és alkalmazasok tekintetében [2, 7— 10, 18, 26,
32, 38, 41]-re utalunk.

3. Specialis biszimmetrikus és asszociativ tipusi egyenletek megoldasa. Térjiink
vissza a 2.-ban bemutatott

@ FG(x,y), H(u,v)] = K[M(x, u), N(y,v)],
®) FIG(x, u), H(x,v)] = K[M(y,u), N(y,0)],
© FIG(x, u), H(x,v)] = K[M(p,y), N(u, )]

egyenletek vizsgalatara. Mint ott megjegyeztiik, mindegyikiik az asszociativitisi egyen-
letre vezethetd vissza. A [20]-ban viszont be van bizonyitva, hogy kvazicsoportokon az
asszociativitasi egyenlet minden megoldasa csoportmiivelet izotopja. Az (5) egyenlet
példajan mutassuk meg, hogyan hasznalhaté fel e tény a megoldas legiltalinosabb
alakjanak felirasahoz.

Ha F(x, y) egy x ® y csoportmiivelet izotopja, akkor felirhaté

F(x,p) = gx) ®h())]
alakban, tehat F(x, y) fGizotépja az x ® y-nal izomorf

xoy = ff(x)@f(Y]
csoportmiiveletnek:
(29 F(x,y) = yxoyxy,
ahol nyilvan
YL f g, x&fth.

(24)-et (5)-be helyettesitve, x €s y rogzitésével lathatd, hogy K is ugyanazon csoport-
miivelet fGizotopja:

25 K(x,y) = puxovy.

(24)-et és (25)-6t ismét (5)-be helyettesitve, alkalmas rogzités utan megfeleld 4j jels-
1ésekkel leolvashatd?!

(26) G(x,u) = y~!(puopx),

t Ugyanis (24), (25) és (5) szerint akkor |
yG(x, u) o xH(x,v) = uM(y, u) > vN(3,v), ‘
tehit y, v értékét rogzitve:
yG(x, u) = @u o gx
adodik, ahol
o uM(y, u), ex¥WN(y,v) o [xH(x,v)]-".

2+
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és hasonlo eljardssal, szukcesszive visszahelyettesitve a mar megkapott fiiggvényeket,
nyerjiik sorban a

H(x, v) =2"1[(px)~" oypv],
@n M(y, uy=p"'(puooy),
N(p,v)=v"'[(op)~ ' oyr]
képleteket is. Egyszer(i visszahelyettesités meggy6z, hogy (24) —(27) valdéban ki is
elégiti (5)-6t, tetszGleges (invertalhatd) o, ¥, ... fliggvénnyel.
Teljesen hasonld szdmolassal kapjuk (4) megolddsaként az
F(x,y) =yx+2y,
K(x,y) =px+vy,
G(x,p) =y '(px+yy),
H(x,y) ="' (ex+o0y),
M(x,y)=p"px+0y),
N(x,y) =v='(yx+oy)

formulikat, ahol x + y visszahelyettesitésbdl lathatéan Abel-féle csoportmiivelet.
... Nem részletezziik (6) megoldasat sem, csak a végeredményt irjuk fel:

(28)

F(x,y) =yxoyy,
N(u, v) =v(puooav),
H(x,v) =y~ '(Yxoav),

(29) { G(x’ u) = y-l[q;uo (le)'_ 1],
M(y, y) =c allando,
K(c,t) =v71s

Ugyancsak a szamolas részletezése nélkiil felirjuk rendre az (9) — (13) egyenletek
megoldasait: .

T xy=oa;x=ady+a,
@ { x®y=pBx+py+a,
(10) xy=ax+ay+a,
1ty - xy=(ax)"loayoa,
C xy=yx+ay,
(12) % x®y=1""(px+ ),
xky=x"'(¥x+oy),
xy=o0x=7y,
(13%) xQy=y"Hx—xy), [(x—y)+y=x]

xxy=yx"1(y—yx),



ALGEBRAI RENDSZEREKEN ERTELMEZETT FUGGVENYEGYENLETEK, 1. 313

-

ahol xoy tetszleges csoportmiivelet, x+y tetszGleges Abel-féle csoportmiivelet,
Y, X» @, ¥, ¢ tetszbleges invertalhatod leképezések, o tetszGleges automorfizmus Q*,
illetve Q°-on, «;, B; tetszleges felcserélhetd automorfizmusok:

aiﬁj - 'ai; 1_]=1,2,

a € O pedig tetszGleges rogzitett elem mely (9")-ben kielégiti az oya +o,a = a4+ /)’Za
asszefiiggést.

Az (14) —(23) specialis asszociativ tipusu egyenletek kvazwsoport megoldasamak
is ¢sak a végeredményeit irjuk fel:

(14) xy=@x+y,

(15) xy=ox+oy+a,
xy=(px) o ( y)_l-

16) { AN ,
xXky=x0p, '

7) xy=xoy-1i,

(18) xy=x—y+a,

(19") . . L Xxy=x—y, C
X% y=gx+yy,

209 { ) ¥ _q: Y L
xy=@ 1 (xy+yx), L "
Xky=x0g¢y, '

21 R

@) Lo

(22) xy=x—y-+a, ke

(23) xy=@(x—y), A

ahol xoy tetsz8leges, illetve x + y tetsz8leges Abel-féle csoportmiivelet, x—1, 111etve
— x a megfelel§ csoportmiiveletre vonatkozé inverzet jeloli, g, ¥, x tetszoleges inveér-
talhato leképezések, « tetsz8leges automorfizmus (a2 = aw), a € Q tetszGleges alland .2

4. A Pexider-féle egyenlet altalanositasa. Nem érdektelen a specializalas egy jel-
legzetes 1épésére kiilon felhivni a figyelmet, éspedig arra, hogy sok esetben donts
jelentGségli az
(30) w(xoy) = gxoay, x, yEQ
egyenletnek az w, ¢, 0: Q —~ Q fiiggvényekre vonatkozd megoldéasa, ahol xoy vala-
mely csoportmiivelet. Ilyen egyenlethez jutunk pl. a (24), (26) formulabol az

F(x,y) = G(x,y) = yxoyy = y~!(gxogy)
specializalassal, ha bevezetjiik az
0lly, Yddgy=t, odloy~t

2 Megjegyezziik, hogy a megoldasok koziilnémelyiket kvézicsobortnél altalanosabb gruppoidon

is megadhatjuk: igy pl. (14)-nél elég csak annyit feltenni, hogy Iétezik olyan zo, melyre x - xzo

invertalhatéd [18], s6t az is elég, ha Qzo = Q teljesiil; (17)-nél-elég csak a baloldali leoszthat6sagol
feltenni [19], stb. s
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fiiggvényeket. A (30) egyenlet az
SGx+y) = gx)+h(y)

Pexider-féle [25) egyenlet altalanositasa arra az esetre, midén a valds szamokon
értelmezett sszeadas helyett egy xoy csoportmiivelet van adva. A (30) egyenlet
megoldasa mas széval a @ csoport autotopizmusainak a meghatarozisit jelenti,
illetve endotopizmusainak meghatarozasat, ha w, ¢, ¢ nem feltétlen invertalhatok.
Ismeretes, [25], hogy adott Q° csoporton a (30) fiiggvényegyenlet legaltalanosabb
megoldasa
wx = goaxob, gx = aoax, ox = axob,

ahol « tetszGleges endomorfizmus.

Ha w, ¢, ¢ koziil valamelyikiik invertalhatd, akkor « is az, kévetkezdleg w, g, o
koziil mindegyikiik invertalhato.
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