EGY ELOSZTASI PROBLEMARA VONATKOZO
HATARELOSZLASTETEL UJ BIZONYITASA

frta: BEKESSY ANDRAS

-

IRWING WEISS bebizonyitotta a kdvetkezd tételt [1]: Ha n szamu urnaban vélet-
lenszerlien elosztunk N golyét, olyan mddon, hogy barmelyik golyd a tobbitdl fiig-
getleniil 1/n valdsziniiséggel eshet barmelyik urnaba, tovabba, ha n és N a végtelen-
hez tart, és lim N/n = a >0 létezik, akkor az liresen maradd urndk &, 5 szama

aszimptotikusan normdlis eloszlasi ne-* kozépértékkel és Vne—ei2 Vf—(l +a)e
szorassal.

RENYI ALFRED lényegesen enyhitett feltételek mellett Gjbol kimutatta a hatar-
eloszlas normalis voltat [2]; tétele szerint a hatdreloszlas még akkor is normalis, ha

48] N?jp~>oo, Nin—logn—> — oo,
vagyis, ha lim N/n nem létezik, ill. nulldhoz vagy végtelenhez tart, azonban N/n

R
valtozasat az (1) feltételek alulrdl, ill. feliilrdl korlatozzak. A teljes tétel bizonyitasa
harom, a felhasznalt eszk6zok szempontjabdl Iényegesen eltéré modszerrel tortént: a)
azuigynevezett nyeregpont modszerrel arra az esetre, amikor N/n alulrdl és feliilrdl is
korlatos; b)a [3] cikkben kidolgozott modszerrel arra az esetre, amikor N/n alulrol kor-
l1atos és N/n —log n — — oo, végiil ¢) specialis valosziniiségszamitasi megfontolasoknak
és a centralis hatareloszlastételnek felhasznalasaval arra az esetre, amikor N/n feliilr6l
korlatos és N2?/n—oc, Mind a b), mind a c) bizonyitas fedi az a) esetet is, — amely
Iényegében 1. WEIss tétele, — tehat éppen a ,legerdsebb” eszkdzzel, a nyeregpont
mddszerrel végrehajtott vizsgalat hozta a leggyengébb a) eredményt. Ezért RENYI A.
azt sejtette, hogy az enyhitett feltételekre vonatkozd teljes tétel bebizonyithatd egysé-
ges modszerrel is, és az alabbiakban ezt a sejtést kivanom igazolni.

A karakterisztikus fiiggvények helyett az alabbiakban momentum-generalo
fiiggvényeket vezetiink be. Ennek el8nye, hogy a targyalas attekinthetSbb és kényel-
mesebb lesz. A momentum-generald fiiggvényeknek is — ha léteznek — I. H. CUrTISS
tételei szerint megvan az a folytonossigi tulajdonsaguk, ami a karakterisztikus fiigg-
vényeknek, nevezetesen, ha a &, valdszinliségi valtozok sorozatinak momentum-
generalé fiiggvényei egy W (¢) korlatos hatarfiiggvényhez konvergalnak egy a 0 pontot
belsejében tartalmazo és n — oo-re alulrdl korlatos hosszasaga — valds — intervallu-
mon, akkor W(¢) egy F(x) eloszlasfiiggvény momentum-generald fiiggvénye és &,
eloszlasfiiggvényeinek sorozata a folytonossagi pontokban egyenletesen F(x)-hez tart.

A &, y valtozoknak, az fires urndk szaminak kiilonb6z6 N értékekre vonatkozo
®, (1) karakterisztikus fiiggvényeit generalo fiiggvény [2], (10) szerint

oo N
Gt = 3 0,000 = @ +er—1y,




330 BEKESSY A.
ahol
O, (1) =E{eitmnt},
ha tehat karakterisztikus fiiggvények helyett a
l//n,N 0= CI)",N (-in= E{efn.zv-l}

momentum-generalé fiiggvényeket vessziik kiindulasi alapul, akkor az ezeket generalé
fliggvény (e +¢e' —1)" és

@ V= DD 4
ahol p=et—1.

TETEL. Ha N - és n -,
3 NYn—oo
és \ : 1

Nin

@ | o, |
akkor R
©) . ( D,,}/ﬁ)e % 5?2,
ahol o,= N+l és D2=e-[1—(1+a)e *].

Az (5) relaciébol Curtiss emlitett tétele szerint kdvetkezik, hogy

lim P {M< x} =L__ f e-tI24y.
e L Dl Y2 _

A bizonyitashoz a (2) integralt atalakitjuk. Legyen b olyan pont, amelyben (2)
logaritmikus derivaltja eltiinik, tehit amely az

_net _N+1_,
e+p b
vagy
© b = o,(1+pe~?)

egyenletnek tesz eleget. Az (5) egyenletnek mind pozitiv, mind negativ p esetében
egyetlen olyan valds pozitiv gydke van, amelyik p-vel nulladhoz tart, ezt valasszuk
kitlintetett nyeregpontnak és ezt jeloljilk a kovetkezGkben b-vel. Legyen c=b—a,,
akkor

O] cet = pa,e~°n,
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Legyen a (2) egyenlet integraljdnak integracids utja a 0 kdzépponti b sugara
kor. Legyen tehat z =be'? és emeljiik ki az integral aldl az integrandusnak a b nyereg-
pontban felvett értékét. A (6) egyenlet felhasznalasaval a kovetkezd alakra jutunk;

8) YV n(@t) = F]}/,n_ f [1+%(e-b+bei¢_l):|ne_m¢d¢’
ahol |

_ N (e"—-— p)" 1
G l/2nN

Az integral (8) alakja kényelmes lesz annak az esetnek targyalasanal, amelynél
a, feliilrSl korlatos, ha azonban e, feliilr6l nem korlatos, — de korlatos alulrél —
akkor kényelmesebb integracids utnak a b ponton dtmend, az imaginarius tengellyel
parhuzamos, mindkét irdnyban a végtelenbe huzédé egyenest valasztani. Konnyen
belathatd, hogy ez az it megengedett, ekvivalens a (2) egyenletben meghatarozott, a
0 pontot kériilvevs zart gérbével. Legyen tehat z = b+ bip és

©)

oo

VN 2 i " d
a0« b= Fv—f [‘“f%(‘*"’*"“’“’] Ty :

Az F mennyiség a p=esP-¥"—1 &s a (6) egyenlettel definialt b mennyiségen
keresztiil fiigg, s, n és N értékétdl, az aszimptotikus értékének meghatarozasara szol-
2416 szamolas tehat teljesen elemi; elGszor is a tétel (3), ill. (4) feltétele szerint p 0,

tehat cja, -0, o, pe= o = 0( ) és ennélfogva a (7) egyenlet ismételt felhasznalasa-
n

val

(11) c=pa,e~% —pra? e'z’"+0( ! )
n¥n

Alkalmazzuk tovabba (9)-re a Stirling-formulat, b helyett vezessiik be c-t és akkor
,( .

(12) log F=nc+ (n—N) log (1 +ai> +o(l).

Ha «, alulrdl korlatos, akkor (11) szerint cfo, =0 (VL_) tehat (12)-b6l F
n
aszimptotikus kifejezése:
13) ‘ F ~ 542 +5Ve™"n/Dn

minden nehézség nélkiil adédik. Ha azonban «, alulrél nem korlatos, hanem csdkke-
nését csak a (3) szerinti na? —+<o feltétel korlatozza, akkor a (12)-ben szerepl6

nlog (1 +;c—> kifejezésnek o(1)-ig vald kifejtése némi nehézséget okoz, mert c/a,
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csak 0(1/a,yn) nagysagrendli. Ebben az esetben példaul az

¢
n log (1 +a_,,) =

=nlog (1 +pe=*n—pa,e=2*) +0(—Vn)

p(l—e‘“")+a..pze‘2“") ( 1 )
=nlog(1+p)+nlo (1— +0
nlog (1+p) g 1+p n

atalakitas vezet célhoz, mert p(1 —e~*) mér 0(1/yn) nagysagrendi, és ennelfogva a
logaritmikus kifejezések 0(1/nyn)-ig konnyen kifejthetSk. Osszevonasok és egyszerii-
sitések utan ugyancsak (13) adodik.

(8) szerint tehat

_)NeszlﬁsV'e'“"/Dn V_ J [ "(e-b+beW’ 1)] e—iN7»d(p

(14) Yn,n (D Vi

illetSleg (10) szerint

s - _ VN o . " dp
15 — |~ % +5)/ne=4n/Dn - J\ [ N (e-btbip _ 1 )
(3 Y (D,,Vn) e Y2z L+ b (e ) (1 +ig)N+t

ennélfogva még csak annyit kell megmutatni, hogy a tétel feltételei mellett

(16) .://_Zﬁ f [1 4= (e=bbet® _l):l e~iNodp 1,
71
illetGleg
VN %n (b bi _dp
(17) I/'E—_n_ 1 +—g(e P — 1) (1+l(p)~+l -1.

Az utdbbi allitisok bizonyitisat a nyeregpont-moédszer (ill. Laplace-mébdszer)
szokasos technikajaval végezziik el, éspedig a (16) integralra, ha a, felilrSl, a (17)
integralra, ha alulrél korlatos.

Legyen a,, feliilrSl korlatos. Osszuk a (16) integralt harom részre:

n ] n —-é
L N R e Ly g
Vimd “vamd Ty ) Tym ) ThERTR

ahol § tetszGlegesen kicsiny, de régzitett pozitiv szam, értékérdl késGbb rendelkeziink.
Az I, integral, amely a nyeregpont (a ¢ =0 pont) kdzvetlen kérnyezetét tartalmazza,
a ,,lényeges” rész, az I, és I az I, -hez képest kicsiny:

Li~1, I, é I,=o(l),
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ugyanis
VN= o . "
L= max —— |1 +-" (e-b+?—-1)| =
I 2l Isp=n VZ b (
= max V—A_Ze‘"”(l'mw) 1 475 (e~t®—e b | =
ssosn |2 b
' = max .____Aine-"b(l—cos¢)+n|p|a,.e'"(.',
d=g=zx J2

ahol C valamilyen allandé, amely csak b fels§ korlatjatol és §-t6l fiigg. Ha a, feliilrsl
korlatos, akkor b is és

IIZI = max @ e-nb[(l ~cos g)— Ip[-c.%.e—a,.@]

dsg=n

=o(1),

hiszen a,/b—~1 és |p| >0, 1 —cos ¢ pedig alulrél korlatos, ha ¢ =4, mig bn~ N.
Az I, integral integrandusanak logaritmusat fejtsiik ki ¢ hatvanyai szerint ¢3-ig,
az eredmény .

a2
=nanz (1 +b—a)+0(nagp3) .

(18) [1 +% (e"’”e“"—l)] e=iNe — o
¢és ennélfogva (a, feliilrSl korlatos 1évén)

F.]

VN 29 1 o1+ 0(NgY)
11="‘.—_ e 2

¢ l/2n v

] 3

_ ner — e

=VK§1!_ J‘ . 2[1+°(1)Jd(p+0<% f Npte™ 3 [1+0(¢)]d(p)~l+M,
n ¥4

dop=

ahol

d

” 3 oD+ 0@
M=0(Nn | g% 2 dp )<

-0

8
N 1
o [ ) ),
é

hiszen & tetszSlegesen kicsiny lehet, valasszuk tehat olyan kicsinyre, hogy 1 —7(8) >0
legyen.
Ha «, feliilr6l nem, de alulrél korlatos, akkor tekintsiik (16) helyett (17) integral-
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jat. Mint el&bb, bontsuk az integralt harom részre i
oo -
N 'N
V f + p— J =11+12+I3.
}2n J “Vin J o iom

Az I, 1ényeges rész integrandusat az el8bbi mddon sorbafejtve ugyancsak a (18)
kifejezésre jutunk, most azonban, mivel feliilr§l nem korlatos, a maradéktag O(a3¢p3?)
és az I, —~1 igaz voltat csak abban az esetben tudjuk kimutatni az el6bbi mddszerrel,
ha «26—+0, vagyis ha 6 =0(x~2). Legyen tehat pl. 6 =0(n""s) — ez elegendd a (4)
feltétel szerint, — és akkor 7, —~1, tovabba

142 (e“"—l { f
0

YN _ (1+6?)
l12| VZ (1 +325Nﬁ 6gl¢a<xw

de ll+%(ei¢_—l) l1+2%C
és a,/b=0(pe~") =0(n""2e~*'2) miatt
| I I = 0(}/ﬁe-1vaz/2+0(1/;)) :
tovabba
' N62 = Nn~*ls=qnls — oo, 4 3
mig _
Vn 1

Noz = ooNTo -0
és igy |I,] = o(1).
A tétel ezzel bizonyitast nyert. Megjegyzendd, azt, hogy az a, — < esetben a (16)
integralja 1-hez tart, a (4)-nél enyhébb feltétel mellett («2n='s —~0) bizonyitottuk be,
tehat még az e*~/n -y >0 esetben is igaz, hogy

Yu (1) ~ F(D).
F(¢) aszimptotikus értékét erre az esetre kiszamitva

Vo w(0) ~ F(t) ~ €97 12D

adédik, és mivel ez a Poisson-eloszlas momentum-generald fiiggvénye, &, y(f) hatar-
eloszlasa az 1/y kozépértékii Poisson-eloszlas, ami az irodalombdl jélismert eredmény
(lasd pl. [5]).
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