
EGY ELOSZTÁSI PROBLÉMÁRA VONATKOZÓ 
HATÁRELOSZLÁSTÉTEL ÚJ BIZONYÍTÁSA 

írta: BÉKÉSSY ANDRÁS 

IRWING WEISS bebizonyította a következő tételt [1]: На и számú urnában vélet-
lenszerűen elosztunk N golyót, olyan módon, hogy bármelyik golyó a többitől füg-
getlenül 1 In valószínűséggel eshet bármelyik urnába, továbbá, ha и és TV a végtelen-
hez tart, és lim N/n = a > 0 létezik, akkor az üresen maradó urnák C„.N száma 

aszimptotikusan normális eloszlású ne~* középértékkel és f W - " ' 2 É f — ( 1 + a ) e _ a 

szórással. 
RÉNYI ALFRÉD lényegesen enyhített feltételek mellett újból kimutatta a határ-

eloszlás normális voltát [2] ; tétele szerint a határeloszlás még akkor is normális, ha 

(1) N2ln-*°°, N/n— log я — — 

vagyis, ha lim N/n nem létezik, ill. nullához vagy végtelenhez tart, azonban N/n 

változását az (1) feltételek alulról, ill. felülről korlátozzák. A teljes tétel bizonyítása 
három, a felhasznált eszközök szempontjából lényegesen eltérő módszerrel történt: a) 
az úgynevezett nyeregpont módszerrel arra az esetre, amikor N/n alulról és felülről is 
korlátos ; b) a [3] cikkben kidolgozott módszerrel arra az esetre, amikor N/n alulról kor-
látos és N/n — log végül c) speciális valószínűségszámítási megfontolásoknak 
és a centrális határeloszlástételnek felhasználásával arra az esetre, amikor N/n felülről 
korlátos és N2/n — Mind a b), mind a c) bizonyítás fedi az a) esetet is, — amely 
lényegében I. WEISS tétele, — tehát éppen a „legerősebb" eszközzel, a nyeregpont 
módszerrel végrehajtott vizsgálat hozta a leggyengébb a) eredményt. Ezért RÉNYI A. 
azt sejtette, hogy az enyhített feltételekre vonatkozó teljes tétel bebizonyítható egysé-
ges módszerrel is, és az alábbiakban ezt a sejtést kívánom igazolni. 

A karakterisztikus függvények helyett az alábbiakban momentum-generáló 
függvényeket vezetünk be. Ennek előnye, hogy a tárgyalás áttekinthetőbb és kényel-
mesebb lesz. A momentum-generáló függvényeknek is — ha léteznek — I. H. CURTISS 
tételei szerint megvan az a folytonossági tulajdonságuk, ami a karakterisztikus függ-
vényeknek, nevezetesen, ha a {„ valószínűségi változók sorozatának momentum-
generáló függvényei egy ¥ (/) korlátos határfüggvényhez konvergálnak egy a 0 pontot 
belsejében tartalmazó és n — °°-re alulról korlátos hosszúságú — valós — intervallu-
mon, akkor ¥ ( / ) egy F(x) eloszlásfüggvény momentum-generáló függvénye és {„ 
eloszlásfüggvényeinek sorozata a folytonossági pontokban egyenletesen F(x)-hez tart. 

A Cn,N változóknak, az üres urnák számának különböző N értékekre vonatkozó 
ФП,1У(0 karakterisztikus függvényeit generáló függvény [2], (10) szerint 

(nz)N 

Gif, z) = 2 Ф,.*(01 J - = -
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ahol 

í>n>JV(0 = E { e W } , 

ha tehát karakterisztikus függvények helyett a 

К « ( 0 = Ф „ , * ( - / ' ) 

momentum-generáló függvényeket vesszük kiindulási alapul, akkor az ezeket generáló 
függvény (ez +e' — 1)" és 

ahol p — e' — 1. 

TÉTEL. Ha és n — 

(3) N2ln — oo 

és 

(4) 

akkor 
/ \ »Уне--

( 5 ) * ^ 2 / 2 > 

JV-t-1 
ahol «„ = — - = 

Az (5) relációból CURTISS említett tétele szerint következik, hogy 

* 

( Dj!n J y2n j 

A bizonyításhoz a (2) integrált átalakítjuk. Legyen b olyan pont, amelyben (2) 
logaritmikus deriváltja eltűnik, tehát amely az 

ne» N+l 
J. — FA eb+p 

vagy 

(6) b = an(l +pe-») 

egyenletnek tesz eleget. Az (5) egyenletnek mind pozitív, mind negatív p esetében 
egyetlen olyan valós pozitív gyöke van, amelyik p-vel nullához tart, ezt válasszuk 
kitüntetett nyeregpontnak és ezt jelöljük a következőkben i-vel. Legyen c — b-oq,, 
akkor 

(7) cec=pane-'\ 
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Legyen a (2) egyenlet integráljának integrációs útja a 0 középpontú b sugarú 
kör. Legyen tehát z = bei,f és emeljük ki az integrál alól az integrandusnak a b nyereg-
pontban felvett értékét. A (6) egyenlet felhasználásával a következő alakra jutunk: 

(8) 

ahol 

(9) , - 5 - < ' - ' > • - » nN b» Ï2nN' 

Az integrál (8) alakja kényelmes lesz annak az esetnek tárgyalásánál, amelynél 
a„ felülről korlátos, ha azonban a„ felülről nem korlátos, — de korlátos alulról —, 
akkor kényelmesebb integrációs útnak a b ponton átmenő, az imaginárius tengellyel 
párhuzamos, mindkét irányban a végtelenbe húzódó egyenest választani. Könnyen 
belátható, hogy ez az út megengedett, ekvivalens a (2) egyenletben meghatározott, a 
0 pontot körülvevő zárt görbével. Legyen tehát z = b + bicp és 

(10) Ф„,Л0 J [l
 (e-***-1)] dcp 

(1 +i<p)N + 1 • 

( n f n ) • 

Az F mennyiség a p = — 1 és a (6) egyenlettel definiált b mennyiségen 
keresztül függ, s, n és N értékétől, az aszimptotikus értékének meghatározására szol-
gáló számolás tehát teljesen elemi; először is a tétel (3), ill. (4) feltétele szerint p—0, 

tehát c/a„—0, ocnpe~"n= 0 (-7= j és ennélfogva a (7) egyenlet ismételt felhasználásá-

val 

(11) с=poLne~'Xn — p2a2e~2ln + 0 

Alkalmazzuk továbbá (9)-re a Stirling-iormulät, b helyett vezessük be c-t és akkor 

(12) logF=nc+(n-N) log ^ l + ^ + o ( l ) . 

Ha a. alulról korlátos, akkor (11) szerint c/a„ = 0 [ • \ tehát (12)-ből F 

aszimptotikus kifejezése: 

(13) « p^es2l2+sVne— 

minden nehézség nélkül adódik. Ha azonban a„ alulról nem korlátos, hanem csökke-
nését csak a (3) szerinti иа2 —°° feltétel korlátozza, akkor a (12)-ben szereplő 

n log ( 1 + — ) kifejezésnek o(l)- ig való kifejtése némi nehézséget okoz, mert с/ап  
V « л / 
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csak Q(\jajr í ) nagyságrendű. Ebben az esetben például az 

"l0é(1+í)= ' 
= n log (1 +pe-x"—p2a„e~2'") + 0 

1 

= « l o g ( 1 + / 0 + n log^l -

z j n 

p (1 — e'"") +anp2e-2Xt 

1 + P 

átalakítás vezet célhoz, mert p( 1 — e~Xn) már 0(\/\'h) nagyságrendű, és ennélfogva a 
logaritmikus kifejezések 0(l /w/«)-ig könnyen kifejthetők. Összevonások és egyszerű-
sítések után ugyancsak (13) adódik. 

(8) szerint tehát 

H,N ( „ ,/— ) 
\DjnJ 

(14) ф 

illetőleg (10) szerint 

(15) Ф, 

~ e ,s2/2 + sYne~ anID„ YN 

Ybt í 1 
b 

1 (e-b + bi<p Л 

e~iN'rdq> 

dcp 
(l+i<p)N+l ' 

ennélfogva még csak annyit kell megmutatni, hogy a tétel feltételei mellett 

(16) 

illetőleg 

(17) 

YN 

Ybt 

л 

J[ 1 -f — (g-b + be"» - 1 ) ] e -
iN(pd(p-+l, 

YN 

Ybi í 1 +-T1 (е-ь+ь"г - 1) 
b l dtp 

(1 +}<РУ + 1 
1. 

Az utóbbi állítások bizonyítását a nyeregpont-módszer (ill. Laplace-módszer) 
szokásos technikájával végezzük el, éspedig a (16) integrálra, ha a„ felülről, a (17) 
integrálra, ha alulról korlátos. 

Legyen a„ felülről korlátos. Osszuk a (16) integrált három részre: 

YN 

YI 

л ő л -ő 
i г f í + - £ f = / 

я J Ybi J Ybt J Ybt J 1 + / 2 + / 3 . 

ahol ô tetszőlegesen kicsiny, de rögzített pozitív szám, értékéről később rendelkezünk. 
Az / , integrál, amely a nyeregpont (a rp = 0 pont) közvetlen környezetét tartalmazza, 
a „lényeges" rész, az / 2 és / 3 az Д-hez képest kicsiny: 

Л - 1 , / 2 és / 3 = o ( l ) , 



333 békéssy a. : e g y e l o s z t á s i p r o b l é m á r a v o n a t k o z ó h a t á r e l o s z l á s t é t e l ú j b i z o n y í t á s a 

ugyanis 

и 
\1г\— m a x - 7 — 1 +> (e-b+b'"p-l) 

YNTÍ ... max — c o s & 
Smçsn \2 

1 
b 

YNu 
ä max —-=-g-"b(i-cos?))+n|pior„e-''í: 

ô s f S l l Y2 

ahol С valamilyen állandó, amely csak b felsó' korlátjától és ű-tól függ. Ha <xn felülró'l 
korlátos, akkor b is és 

| / 2 | S max — e L b J = o ( l ) , 

hiszen a„/ó — 1 és \p\-~0, 1— cos 9 pedig alulról korlátos, ha cp ё<5, míg bn~N. 
Az / , integrál integrandusának logaritmusát fejtsük ki <p hatványai szerint <p3-ig, 

az eredmény 

(18) - "inT- ( 1 + b - X) + 0(n«?jJ) 

és ennélfogva (a„ felülről korlátos lévén) 

a 
Nip2 

1 - Ш - f 
— ő 

YN F -FÍHOD«, / ^ Y 

É2tt J r \У2тс 

[l+o(l)] + 0(N?>3) 

Ntf-L 
Ncp3e 2 

dcp — 

[l + 0(?>)] , \ 
d<pj l+M, 

ahol 

a 

M = 0^N312 J 
-a 

a 

j 

3° 2 dcp J cp'e 

(a) ] 3e 2 dcp 

hiszen ö tetszőlegesen kicsiny lehet, válasszuk tehát olyan kicsinyre, hogy 1 — rj(ö) > 0 
legyen. 

Ha a„ felülről nem, de alulról korlátos, akkor tekintsük (16) helyett (17) integrál-
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ját. Mint előbb, bontsuk az integrált három részre 
Ô OO — Ö 

ÍN_ г , YN_ г , YÏÏ г = /  

V'2л J f2n J )'2л J 1 + I2 + h-

Az f lényeges rész integrandusát az előbbi módon sorbafejtve ugyancsak a (18) 
kifejezésre jutunk, most azonban, mivel felülről nem korlátos, a maradéktag 0(oc3<p3) 
és az f — 1 igaz voltát csak abban az esetben tudjuk kimutatni az előbbi módszerrel, 
ha a2(5 —0, vagyis ha <5 = 0 ( a - 2 ) . Legyen tehát pl. с> = 0(л~1 / з) — ez elegendő a (4) 
feltétel szerint, — és akkor — 1, továbbá 

YN _ (i+г2) 
1 2 L = M ~ V + W * Д * 

1 + 
T 

dtp 
1+<p2 

de 

és 

továbbá 

míg 

1 (ei(p — 1) 1 + 
2a„ 

<xjb = 0(pe-'») =0(n-He-'»l2) miatt 

I / 21 = 0 (f/Ve " N 3 2 / 2 + Л ) j ; 

Nö2 = Nn~2B = а„и3'5 -*• », 

1 Yn 
-0 

JVÓ2 odJ^N'Bo 
és így \I2\ = o ( l ) . 

A tétel ezzel bizonyítást nyert. Megjegyzendő, azt, hogy a z a „ - < » esetben a (16) 
integrálja l-hez tart, a (4)-nél enyhébb feltétel mellett (a2/i~' / s —0) bizonyítottuk be, 
tehát még az e"n/n — у > 0 esetben is igaz, hogy 

ft. jv(0 
F(t) aszimptotikus értékét erre az esetre kiszámítva 

adódik, és mivel ez a Рошои-eloszlás momentum-generáló függvénye, AN, N(0 hátár-
eloszlása az 1/y középértékű Poisson-closzlàs, ami az irodalomból jólismert eredmény 
(lásd pl. [5]). 
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