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BEVEZETES

A mértéktartd leképezések elmélete (szokas még ergodikus elméletnek, vagy
dinamikus rendszerek metrikus elméletének is nevezni) mint 6nallé disciplina a har-
mincas években alakult ki, amikor is bebizonyitottak az alapvetd ergodikus tételeket
és erre az Uj teriiletre behatoltak a spektral elmélet fogalmai és mddszerei. Hamarosan
nyilvinval6ova valt, hogy ez az elmélet nemcsak a dinamikus rendszerek klasszikus
elméletével (amelybdl keletkezett), hanem a valdszinlségszamitas, a szamelmélet és
funkcionalanalizis kiilonb6zd problémaival is szoros kapcsolatban all.

Azonban az \j elmélet eltt allé feladatok tilsigosan nehezeknek bizonyultak.
Ez vonatkozik mind az alkalmazasaira (elsGsorban a statisztikus mechanikaban), mind
a belsd, tisztan mértékelméleti feladataira. A nehézségek — melyek az alkalmaza-
sokra vonatkoznak — az ergodikussig effektiv kritériumainak hianyaban all egy-
részt, masrészt, hogy nem tudjuk kiszamitani dinamikus rendszerek spektrumat. Az
elmélet kdzponti belsG problémaja az izomorfizmus problémdja: milyen feltételek
esetén tartozik két mértéktartd leképezés egy metrikus tipusba? Ez a probléma leké-
pezéseknek csak egy igen sziik osztilyira — mely lényegében a diszkrét spektrumu
leképezésekbdl all — van megoldva. Folytonos spektrumi leképezésekre igen keveset
csinaltak. A legutobbi idSig még az sem volt ismeretes, hogy tisztan folytonos spekt-
rum esetén a metrikus tipust meghatdrozzak-e a leképezés spektral invariansai. Ezen
kérdés megoldasi kisérletei sokaig nem vezettek célhoz és ugy latszott abba is hagytak
a kisérletezést.

* Venexu mateMaTHyecKHx Hayk, Tom XV (1960), bimyck 4, 3—26.
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Az Ujabb fejlédés kezdetét A. N. KoLMOGOROV 1958-ban megjelent munkai [1],
2] jelentik. KoLMOGOROV bebizonyitotta olyan megszdmlalhaté multiplicitasd
Lebesgue spektrummal biré leképezések 1étezését, amelyek kiilonb6z6 metrikus tipus-
ba tartoznak. Az a modszer, amellyel ezt az eredményt kapta, nem kevésbé érdekes,
mint maga az eredmény. KOLMOGOROV a mértéktarto leképezéseknek egy 1ij metrikus
invariansat hatarozta meg — a leképezés entrdpidjat — felhasznalva az informacio-
elmélet eszkozeit. Ezen invarians segitségével sikeriilt felosztania a megszamlalhat6
multiplicitastt Lebesgue spektrummal rendelkez8 leképezések osztilyat kontinuum
szamossagl metrikusan invarians részosztalyra.

KoLMOGOROV munkait egy sor olyan mii kovette, amelyekben az 1ij invarianst
tanulmanyoztak, tokéletesitették és alkalmaztak mas problémakra. Uj fogalmak és
1j, érdekes problémak vetddtek fel. Ezért igy latszik lehet beszélni az egész elmélet
tjabb fejlédésérdl.

Ennek az djabb fellendiilésnek szenteltem jelen Gsszefoglalé munkamat. Ezt
azokbol az el6adasokbdl allitottam 6ssze, amelyeket a bakui funkcionalanalizis kon-
ferzncian (1959. 1X. 30) és a moszkvai matematikai tarsulatb: n (1659. X1, 17) tartottam,
Az osszefoglaloban megemlitett munkakat KoLMOGOROV [1] dolgozatat kivéve, mind
elGadtak a moszkvai egyetem ,,dinamikus rendszerek metrikus elmélete szeminariu-
man. Jelenleg ezen munkak majdnem kivétel nélkiil megjelentek, vagy sajté alatt
vannak. (Az 1958/59-es évrdl sz6l6 szeminariumi beszamol6 megtalalhaté [3]-ban.)
Az olvasé munkéjanak megkonnyitésére az els6 paragrafusban az izomorfizmus
problémajardl rovid elSzetes tajékoztatast nydjtunk. Régi eredményeket irodalmi uta-
las nélkiil kozliink, részletesebb targyalasuk megtalalhato [4], [5], [6]-ban, Gsszefog-
lal6 targyalasuk [7]-ben. Az ezutin kovetkezs tiz paragrafus teljesen az Gj eredmé-
nyeket és az 1ij problémakat tartalmazza.

1.§. AZ IZOMORFIZMUS PROBLEMAJA

1. 1. Alapvetdé meghatirozisok. Altalinos értelemben a mértéktartd leképezés
egy mértéktérnek egy masik mértéktérre vald olyan leképezése, melynél tetszSleges
mérhetd halmaz Gsképe mérhetd €s mértéke megegyezik a halmaz mértékével. Az
ilyen leképezéseket réviden homomorfizmusnak nevezziik.

Azt a kolcsOnosen egyértelmili homomorfizmust, mely rendelkezik azzal a tulaj-
donsaggal, hogy az inverz leképezés szintén homomorfizmus, izomorfizmusnak nevez-
zitkk. Ha a terek megegyeznek, a homomorfizmust endomorfizmusnak, az izomorfiz-
must aqutomorfizmusnak nevezziik. Az elmélet elsS feladata az automorfizmusok tar-
gyalasa. Rendszerint err6l van szé akkor, amikor mértéktartd leképezésekrSl beszélnek.

Az izomorf mdédon egymasra leképezhetd mértéktereket izomorfoknak nevezziik.
Az M tér T automorfizmusa és az M’ tér T’ automorfizmusa izomorf, ha létezik
az M térnek az M’ térre val6 olyan S izomorfizmusa, hogy 77 = STS~ 1.

A mértékelmélet egyik legfontosabb elve az, hogy a null mérték{i halmazokat
el lehet hagyni. Ennek az elvnek megfeleléen mind a tereket, mind az automorfiz-
musokat null mértékli halmazoktdl eltekintve kell tanulmanyozni, vagy rdviden
moduld null (mod 0). Példaul, nem az a fontos, hogy az M és M’ terek, vagy a rajtuk
értelmezett T és T’ automorfizmusok izomorfok-e, hanem az, hogy izomorffa tehe-
ték-e bizonyos M és M’-beli null mértéki{i halmazok elhagyasaval, ha a valasz pozitiv,
akkor az M és M’ tereket vagy a T és T’ automorfizmusokat moduld null izomorfok-
nak nevezziik,
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A mod 0 izomorf automorfizmusokrél azt mondjuk, hogy egy metrikus tipusba
tartoznak. Az izomorfizmus probléméaja, melyet ebben a paragrafusban vizsgalunk,
az automorfizmusoknak metrikus tipus szerinti osztalyozasaban all,

1.2. A Lebesgue-tér., Mérhetd felbontasok. Természetesen azokra a terekre,
amelyekben az automorfizmusok értelmezve vannak, bizonyos korlatozasokat kell
tenniink, hogy hasznéalhaté elméletet kapjunk. A kérdés tanulmanyozasa azt mutatta,
hogy amennyiben véges mértékii terekrdl van szo, célszerli Lebesgue-terekre szorit-
kozni. Lebesgue-térnek nevezziik az olyan | mértékii teret, amely izomorf mod 0 egy
intervallummal a rajta értelmezett Lebesgue mértékkel egyiitt, amely intervallumhoz
még véges vagy megszamlalhato sok pozitiv mértékii pont is hozzatartozhat, Ez elég
széles osztalya a tereknek, tartalmazza pl. az Gsszes normalt mértékii tereket; csak ez
utébbiak érdekesek a dinamikus rendszerek elméletében.

A Lebesgue-terek axiomatikus meghatarozasa és elmélete [8]-ban van kifejtve.
Nekiink itt csak a mérhetd felbontds, a faktor-tér, és a mértékek kanonikus rendszere
alapvet6 fogalmara van sziikséglink. A tovabbiakban M mindig Lebesgue-teret
jelent,

Az M tér egymdast nem metsz& nem iires halmazokra torténd { felbontasat mér-
hetdnek nevezziik, ha létezik megszamlalhat6 sok mérhet8 halmazbdl all6 olyan {B,}
a felbontas elemeibdl all6 halmazrendszer, hogy a felosztas tetszGleges két eleme
valamilyen a-ra B, és M — B, segitségével szétvalaszthat6. Mérhet§ felbontasokra
példaként szolgalhatnak az M térnek mds Lebesgue-terekre valé homomorf leképe-
zéseinél a pontok Gsképeire vald felbontasok.

Az M tér { felbontasdhoz tartozo faktor-terének nevezziik azt a mértékteret,
melynek pontjai a { felbontds elemei és a u, mérték a kbvetkez8képpen van értelmezve:
Legyen H az M térnek a { felbontas elemeibdl all6 M/{ térre torténd leképezése
oly mddon, hogy tetszdleges x ¢ M pont képe azon felosztasbeli elem legyen, melyhez
az adott pont tartozik; a Z halmaz mérhet8 M/{-ban, ha H~!Z mérhet8 M-ben, és
— értelmezés szerint — u(Z) = u(H~'Z). Ha a { felosztas mérhetd, akkor az M/{
faktortér Lebesgue-tér. Nyilvanvalo, hogy H az M térnek homomorfizmusa az M/{
térre.

A ( felosztashoz tartozd kanonikus mértékrendszernek nevezziik a kovetkezd két
tulajdonsaggal rendelkezd uc, C¢e M/{ mértékrendszert: 1. p. mérték C-ben, és a
C-tér a pe mértékkel Lebesgue-tér; 2, tetszGleges mérhet6 X c M halmazra az XC
halmaz mérhetS C-ben majdnem minden C € M/{ pontra, a u-(XC) fiiggvény mérhet6
M/(-an és

w(X) = [pe(XC)dpe.

M
Tetsz8leges mérhetd felbontasnak van kanonikus mértékrendszere, €s tetszleges két

Hc és pu¢ kanonikus mértékrendszer, mely egy és ugyanazon { felbontashoz tartozik,
azonos mod 0 (azaz pu. = ué majdnem minden C € M/{-ra).

1. 3. Metrikusan tranzitiv komponensekre bontds. A T automorfizmust metriku-
san tranzitivnak nevezziik, ha tetszéleges mérhet8, T-re nézve invarians, azaz TX =X
feltételnek eleget tev8, X c M halmaznak a mértéke vagy 0, vagy 1. Nyilvanvalo,
hogy az olyan tér, melyen metrikusan tranzitiv automorfizmus van értelmezve, vagy
nem tartalmaz pozitiv mértékii pontot, vagy véges sok azonos pozitiv mértékii pont-
bol all mod 0.

4 II1. Osztdly Kozleményei XI1I/4
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Ha a T automorfizmus nem metrikusan tranzitiv, akkor felbonthatd metrikusan
tranzitiv komponensekre a kovetkezG értelemben. Nevezzitk a { felbontast a 7T-re
nézve mozdulatlannak, ha Gsszes elemei invariansak 7-re nézve, és jeloljiik T¢-vel
azt a leképezést, melyet a T automorfizmus indukal a { felbontas C elemén. Ha a {
felbontas mozdulatlan és mérhet8, akkor T, a C tér automorfizmusa lesz (uc mérték-
kel). Ezt az automorfizmust a T automorfizmus C-n levé komponensének nevezziik,
Igaz, hogy az 6sszes mérhet§ felbontasok kozott, melyek 7-re nézve mozdulatlanok,
van egy legkisebb felbontas mod O és, hogy a T automorfizmusnak ezen felbontas
elemein értelmezett komponensei metrikusan tranzitivak. Ezek lesznek a T automor-
fizmus metrikusan tranzitiv komponensei.

Nyilvanvald, hogy az izomorfizmus problémajat elsGsorban a metrikusan tranzi-
tiv automorfizmusokra kell tekinteni és hogy éppen itt van az egész probléma suly-
pontja. A kovetkezd tétel az izomorfizmus altalanos problémajat teljesen vissza-
vezeti erre a specidlis esetre. Legyen { mozdulatlan felbontas, mely a 7 automorfiz-
must 7 komponensekre bontja; ha a T, automorfizmus metrikus tipusa ismert mint
az M|( faktortéren értelmezett fiiggvény, akkor a T automorfizmus metrikus tipusa
teljesen meg van hatarozva. .

1. 4. Spektral invariansok. A metrikusan tranzitiv automorfizmusok tanulma-
nyozasanak f6 eszkdze az operatorok spektral elmélete.

Legyen L,(M) az M-en abszolut értékben négyzetesen integralhaté komplex
értékli fluggvények unitér tere. L,(M)-en minden 7T automorfizmusnak megfelel
egy Uy unitér operator, mely a kovetkez6képpen van értelmezve:

Urf(x) = f(Tx), feLy(M), xc M.

Az Uy operator spektral invariansai a 7 automorfizmus metrikus tipusanak is inva-
riansai és ezeket az automorfizmus spektral invariansainak nevezzitk. Ha a T és T’
automorfizmushoz rendelt Uy és Ur, operatorok spektril invariansai megegyeznek
(azaz unitér ekvivalensek), a 7 és T’ automorfizmusokat spcktralisan izomorfnak
nevezziik. A T automorfizmus legegyszeriibb spektral invariansai az Uy operator sajat-
értékei. Az 1 mindig sajatérték: a konstansok mindig a megfelel§ sajatfiiggvények. Ha
az 1 sajatértéknek mas sajatfiiggvényei nincsenek, a 7 automorfizmust ergodikusnak
nevezziik. Majdnem nyilvanvald, hogy az ergodikussag ekvivalens a metrikus tranzi-
tivitassal, ily modon a metrikus tranzitivitas az automorfizmus spektral tulajdonsaga.
Ezzel szemben az automorfizmusnak metrikusan tranzitiv komponensekre torténd
felbontasanak invaridnsai nem spektral invariansok, példaul ha a T automorfizmus
két metrikusan tranzitiv automorfizmusra bomlik, ugy azon halmazok mértékeit,
melyeken ezek az automorfizmusok értelmezve vannak, nem lehet meghatarozni a
T automorfizmus spektral tulajdonsagai alapjin. Metrikusan tranzitiv automorfizmus
sajatértékei egyszeresek és multiplikativ csoportot alkotnak.

1. 5. Diszkrét és kvazi diszkrét spektrumi ergodikus automorfizmusok. Diszkrét
(azaz tisztan pontokbol al16) spektrum ergodikus automorfiamusok esetén a spektral
invariansok teljes mértékben megoldjak a metrikus osztalyozas problémajat: ha a T
és T’ automorfizmusok ergodikusak és egy és ugyanazon diszkrét spektrummal ren-
delkeznek, tigy ugyanazon metrikus tipushoz tartoznak; az egységkor keriiletén levs
komplex szamoknak tetszSleges, legfeljebb megszdmlalhatéd multiplikativ csoportja-
hoz létezik olyan diszkrét spektrumu ergodikus automorfizmus, melynek spektruma
egybeesik ezzel a csoporttal.
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Tetszbleges ergodikus automorfizmus esetén az izomorfizmus probléméja nem
oldhaté meg csak a spektral invaridnsok segitségével. Hogy err6l meggy6z§djiink,
feltételesen nevezzilk az Uy operator kdzonséges sajatértékeit és sajatfiiggvényeit
elsérendii kvdzisajdtértéknek és kuvdzisajatfiiggvénynek és az n=l-rendii kvdzisajdt-
értékeket és kvazisajdtfiiggvényeket értelmezziik a kdvetkezSképpen: az n — 1-edrendii
¢ kvazisajatfiiggvényt nevezzilkk m-edrendli kvazisajatértéknek, ha 1étezik olyan
FeLy(M), f#0, hogy :

Urf = of;

ebben az esetben f-et n-edrendi, a p kvazisajatértékhez tartoz kvazisajatfiiggvénynek
nevezziik. Ergodikus T automorfizmus esetén az n-edrendli kvazisajatértékek tetszG-
leges n esetén csoportot alkotnak és ha n=1 esetén ezen csoport minden eleméhez
hozzarendeljiik azt az n — l-edrendii kvazisajatértéket, melyhez tartozik, ugy ennek a
csoportnak a megel6z6be valé homomorfizmusat kapjuk. Az ily médon nyert névekvé
csoportok sorozatanak algebrai tipusa, ellatva a homomorfizmusokkal, a T automor-
fizmus metrikus invariansa. Egyszerii példa mutatja, hogy ez az invarians nem spektra-
lis.

Ha a kvazisajatfiiggvények L,(M)-ben teljes rendszert alkotnak, az automorfiz-
mus — megallapodas szerint — kvazi diszkrét spektrummal rendelkezik. A kvazi
diszkrét spektruma automorfizmusokat nemrég vizsgalta meg L. M. ABraMov [9],
aki egy teljes klasszifikald elméletet dolgozott ki azokra. ABRAMOV a feladat egysze-
rasitése érdekében vizsgalataibdl kizarta azokat az automorfizmusokat, melyeknek
sajatértékei kozott szerepelnek 1 gyokei, kivéve magat 1-et. Kideriilt, hogy ezen fel-
tétel esetén két kvazi diszkrét spektruma ergodikus automorfizmus abban és csak
abban az esetben tartozik egy metrikus tipusba, ha sajatértékeik megegyeznek és a
nekik megfelel$ csoportok és homomorfizmusok sorozata megfeleltetésbe hozhatd egy
izomorfizmussal, mely ezeket a sajatértékeket a helyiikon hagyja. Ervényes a magfelels
egzisztencia tétel is. Mint a kozonséges sajatfiiggvények, a kiilonbozd kvazisajat-
értékekhez tartozd kvazisajatfiiggvények ortogonalisak. Az Osszes kvazisajatfiiggvény
abszolut értékben 1-gyel egyenld.

1. 6. Tisztan folytonos spektrumii automorfizmusok . fgy nevezziik azokat az auto-
morfizmusokat, melyeknek a konstanson kiviil nincsen mas sajatfiiggvényiik. Ezek
tanulmanyozisa — az egész probléma legm2lyebb és legérdekesebb része. Eppen erre
vonatkozik az a fejlédés, melynek ezt az 8sszefoglalast is szenteltiik.

A legut6bbi id8ig (azaz KoLMogorov [1], [2] dolgozatanak megjelenéséig) nem
volt ismeretes, hogy léteznek-e spektralisan izomorf, de kiilénb6z8 metrikus tipusba
tartozé automorfizmusok tisztan folytonos spektrummal. Ezen problémanak negativ
megoldasa valodsziniitlennek tiint, a pozitiv megoldashoz 1j, nem spektralis invari-
ansokra lett volna sziikség. Uj invariansokat ajinlottak, de nem spektral voltuk
megallapitasa nem jart sikerrel.

Tisztan folytonos spektrumt automorfizmusok legegyszeriibb példait a valdszi-
niiségszamitasbol vették: ezek a Bernoulli-féle automorfizmusok: Legyen X Lebesgue
tér és M az X térnek mindkét irAnyban végtelen 6nmagaval valo direkt szorzata.
Az M tér pontjaiul a mindkét irAnyban végtelen {x,}, x,€¢X (n =0, £1, £2,...)
sorozatok szolgalnak. Az X allapothalmaz(i Bernoulli-féle automorfizmus az M tér-
nek a kovetkezSképpen értelmezett automorfizmusa lesz

T{x,}={x0}, X0 =X,~1.

4*
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Ha X nem egyetlen pontbdl all mod 0, akkor ez az automorfizmus tisztan folytonos
spektrumii, mely a kovetkezGképpen irhatd le: az L,(M) térnek a konstansra orto-
gonalis figgvényekbdl 4ll6 alterében létezik olyan teljes ortonormalt fiiggvényrend-
SZer {fo, n}» m=1,2, ...; n=0, 11, ..., hogy

UTfmn = fm, nt+1-

Az ilyen spektrumot megszamlalhaté multiplicitast Lebesgue spektrumnak nevezziik,
az elnevezés azzal magyarazhato, hogy konstansokbdl all6 egydimenzids altér orto-
gonalis kicgiszitd halmazan értelmezett Uy operator szétesik megszamlalhaté sok
operator ortogondlis Osszegére, amelyek unitér ekvivalensek a fiiggetlen valtozdval
vald szorzds operdtoraval az egységkor keriiletén abszolit értékben négyzetesen
integralhato fiiggvények terében a k6z6nséges Lebesgue mértékre nézve. Nyilvanvalo,
hogy az Osszes automorfizmusok megszdmlalhaté multiplicitasi Lebesgue spektrum
esetén spektralisan izomorfak egymassal,

A Bernoulli automorfizmusok csak egyike a valdsziniliségszamitasi automorfiz-
musok osztalyanak: minden idében diszkrét stacionarius folyamatnak megfelel egy
automorfizmus a folyamat trajektoridinak terében.

A példak masik fontos osztalyat a topolégikus algebra szolgaltatja. Legyen M
kompakt topoldgikus csoport megszamlalhato topoldgikus bazissal, u invarians mér-
ték M-ben és T az M topoldgikus csoport automorfizmusa. Az invarians mérték
egyértelmiiségének értelmében 7 az M mértéktér (u a mérték) automorfizmusa az
1. 1 pont értelmében. Ez az automorfizmus abban és csak abban az esetben ergodikus,
ha az M csoport karakterjeinek M diszkrét csoportjan a T-nek megfelel6 T* auto-
morfizmus aperiddikus (azaz a 7*" automorfizmusok egyikének sincs az M* csoport
egységelemén kiviil mozdulatlan pontja). Példaul az r-dimenzids torus egy automor-
fizmusa, mely egy a torus ciklikus koordinatiiban megadott egész szamokbdl allé
r-edrend{i matrixszal (£ 1 determinénssal) van megadva, akkor és csak akkor ergodikus,
ha ennek a matrixnak karakterisztikus értékei kozott nem szerepel 1-nek gyoke.
Kompakt kommutativ csoport tetszleges ergodikus automorfizmusa megszamlalhato
multiplicitasi Lebesgue spektrumi.

Bizonyos szempontbdl azonban a megszdmlalhaté multiplicitasi Lebesgue
spektrum kiilonleges eset. Jeldlje A a [0, 1] intervallum Osszes automorfizmusai
csoportjat, zérus mértékli halmazoktdl eltekintve, és a T,€A automorfizmus
kornyezetének tekintsiik azon T ¢ 9 automorfizmusok Gsszességét, melyek eleget tesz-
nek véges sok '

u[(ToAUTA) —T,ANTA]<e

alaku egyenl&tlenségnek, ahol 4 mérhet§ halmaz, ¢ pozitiv szdm. Ebben az esetben
a A topoldgikus csoport lesz megszamlalhato topoldgikus bazissal. A U topoldgikus
térben van metrika, melyre nézve a tér teljes, €s igaz, hogy a tisztan folytonos spek-
trummal rendelkez8 automorfizmusok mindeniitt stirli G;, a megszamlalhat6 multip-
licitasu Lebesgue spektrumu automorfizmusok pedig els6 kategoéridju halmazt alkot-
nak.

Nem ismeretes az, hogy altalaban milyen lehet egy automorfizmus folytonos
spektruma. Az egyetlen altalanos (majdnem trivialis) tétel azt mondja ki, hogy a
spektrum szimmetrikus a valds tengelyre nézve. Ha 1-t6l kiilonb6z6 sajatértékek is
vannak, akkor a spektrum invarians ezekkel a sajatértékekkel valo szorzasra nézve.
Masrészt barmilyen legyen is az egységkor keriiletén értelmezett Lebesgue — Stieltjes
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mérték, azon automorfizmusok, melyeknek spektral tipusa ali van rendelve ennek a
mértéknek A-ban els6 kategdriaju halmazt alkotnak. Nemrég 1. V. GirszaNov [10]
bebizonyitotta egyszerli tisztan folytonos spektrumi automorfizmusok 1étezését.
Eddig még az sem volt ismeretes, hogy léteznek-e véges multiplicitasi folytonos
spektrumt automorfizmusok. Maig sem ismeretes, hogy léteznek-¢ véges multipli-
citisu Lebesgue spektrumi automorfizmusok.

Nem spektral metrikus invariansra feltehetGleg példaként szolgilhat a keverés
fokszama. Azt mondjuk, hogy a T automorfizmus r-edfoku keverés, ha mérhet6 hal-
mazoknak tetsz8leges Xy, X, ..., X, rendszerére €s egészszamok komplexumainak
tetsz8leges (k9, ki,..., ky), (k9, kL,..., k3),... sorozatara, melyre lim min |k) —ki|=
=oo, fennall a ' ne O=icj=r

lim u( N Tk:,X‘) = [T n(X)
n-soo i=0 i=0

Osszefiiggés. Az egyszer(i keverés (azaz az els6fokit keverés) az automorfizmus spektral
tulajdonsaga. Az r > 1 fokszamu keverés valdsziniileg mar nem spektral tulajdonsag,
de bizonyitani ezt nem sikeriilt. A Bernoulli automorfizmusok és a kompakt kommu-
tativ csoportok ergodikus automorfizmusai tetszéleges fokszamu keverések. Az elsG-
foku keverések -ban els6 kategoridju halmazt alkotnak.

1. 7. Folyamatok. Az {S,}, — <1< folyamat a Lebesgue-tér automorfizmu-
sainak egy egyparaméteres csoportja. A dinamikus rendszerek klasszikus elméletének
éppen folyamatokkal (és nem egyes automorfizmusokkal) van dolga. A valésziniiség-
szamitasban is allandéan folyamatokkal talalkozunk: mig minden idGben diszkrét
stacionarius sztochasztikus folyamatnak egy automorfizmus felel meg a sztochasztikus
folyamat trajektoridinak terében, addig tetszdleges, idGben folytonos stacionarius
sztochasztikus folyamatnak megfelel egy folyamat a sztochasztikus folyamat trajek-
téridjanak terében.

Az {S,} folyamatot mérhetdnek nevezziik, ha tetszGleges mérhet§ X< M hal-
mazra az M tér és a (f) szamegyenes M X (t) direkt szorzatinak terében az (x, f)
pontok azon halmaza mérhetd lesz M X (f)-ben, melyekre S,x € X.
~ Minden folyamatnak nyilvanvalé médon megfelel a valds szamok additiv cso-
portjanak egy homomorfizmusa az U csoportra, és mérhet§ folyamat esetén ez a
homomorfizmus folytonos lesz. A valds szamok csoportjanak A-ba valo tetszSleges
homomorfizmusat folytonos folyamatnak nevezziik. Nem ismeretes, hogy tetszSleges
folytonos folyamat szirmaztathatd-e mérhetd folyamat segitségével.

Mivel a T automorfizmus tanulmanyozasa lényegében ezen automorfizmus altal
szarmaztatott {7} ciklikus csoport tanulminyozasa, ezért az egyes automorfizmusrol
a folyamatra vald attérés valdjaban csak automorfizmusok ciklikus csoportjardl az
egy paraméteres csoportra vald attérést jelenti. Ennek megfeleléen a folyamatok
— mind a mérhetSk, mind a folytonosak — elmélete alapjiban ugyanigy épiil fel,
mint az automorfizmusok elmélete. Tobbek k&zott lehet beszélni folyamatok izomor-
fizmusardl, metrikus tipusardl, metrikusan tranzitiv és metrikusan nem tranzitiv
folyamatokroél, metrikusan tranzitiv komponensekre valé bontasrol, folyamatok spekt-
ral invariansairo6l és spzktral izomorfizmusirdl, diszkrét €s kvazi diszkrét spektruma
folyamatokrdl, tisztan folytonos spsktrumi folyamatokrdl, megszamlalhaté multip-
licitas Lebesgue spektrumu folyamatokrdl, ilyen vagy olyan foku keverésrdl. A folya-
matok izomorfidja ugyanolyan allapotban van, mint az automorfizmusoké: megvan a
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diszkrét spektrumu ergodikus folyamatok metrikus osztilyozisa, de tisztin folytonos
spektrumi folyamatokrol kevés ismeretes.

Meérhetd folyamatok tanulmanyozasinak hatékony eszkdze a mérhetd folyama-
toknak specidlis folyamatok segitségével torténd elGallitasara vonatkozé tétel. Legyen
L Lebesgue tér A mértékkel, F pozitiv integralhat6 fiiggvény L-en és T az L tér
automorfizmusa. Jeloljiik M-el az L tér és (1) szamegyenes L X (1) direkt szorzatinak
azt az alterét, mely azon (x,#) pontokbdl all, melyekre 0 = u< F(x) és legyen
(x, u) € M-re:

(x,u+1t) ha —u=t< —u+F(x)
(T"x,u+t—F(x) —+-- —F(T""1x))

n—1 n
— kx) =< k -
S,(x, 1) = ha u-l-k%F(T x)_t<u+k§0F(T x), (n=1,2,...)

(T-"x, u+t+F(T-1x) + -+ + F(T-"x)

n n—1
ha —u— S F(T-*x)=st<—u— J F(T %), (n=1,2,...)
k=1 k=1

Ha az M-en levG mértéket ‘ FdJ-val osztva normaljuk, akkor M Lebesgue-tér lesz,

L
mig az {S,} csoport -~ mérhet§ folyamat M-ben. Ezt a folyamatot nevezzitk a T
automorfizmus és az F fiiggvény segitségével felépitett specidlis folyamatnak. Az elG-
allitasra vonatkozo tétel legegyszeriibb alakjaban azt allitja, hogy tetszGleges, moz-
dulatlan pont nélkiili mérhetS folyamat felbonthatd véges, vagy megszamlalhaté sok
specialis folyamatokkal izomorf (mod 0) komponensekre.

2.§. KOLMOGOROV MUNKAJ A

Mint mar emlitettiik, KoLMoGOROV [1], [2] 1958-ban bebizonyitotta megszam-
lalhatd Lebesgue spektrumu killonb6z8 metrikus tipusi automorfizmusok létezését.

Az 0j metrikus invarians, melynek segitségével ezt az eredményt kapta, a kovet-
kez8képpen irhatd le. Az M tér véges vagy megszamlathaté sok 4,, 4,, ... pozitiv
mértékii halmazra torténd { felbontds entropidjdt értelmezziik a

H(Q) =~ 2 n(4,) log u(4y)

képlettel (a logaritmus 2-es alapi) és jeloljiik Z-vel a véges entropiaju fe]bontésok
halmazat. Ha a {,, ..., {,, felbontasok Z-be tartoznak, akkor szorzatuk l'l {x (azaz
k=

aly, (5, ..., ¢, felbontasok Iegnagyobb ko6z6s részfelbontdsa) szintén Z-be tartozik.
TetszGleges T automorfizmusra és £ € Z-re legyen

, &= 1T T =TT 7%,
M) )
W, § =lim — H(E).

R—>oo
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Altalanos informaciéelméleti tételekbsl kdvetkezik, hogy ez a hatarérték létezik
és nem nagyobb, mint H (&) és hogy #(T, n) = h(T, &), ha n=¢& (azaz € az n felbontas
részfelbontasa). KOLMOGOROV megmutatta, hogy sokkal altalanosabban A(T, n) =
= W(T, &), ha n=E&;. Specialisan, ha van olyan £ € Z felbontas, hogy & =¢ mod 0,
ahol ¢ az M térnek a tér pontjaira vald felbontasat jelenti, akkor tetszéleges n€2Z
felbontasra h(T, &) = h(T, n). Ebben az esetben a A(T, &) fiiggvény minden a & =¢
feltételnek elegettevd & € Z felbontasra ugyanazt az értéket veszi fel. Ily modon ez az
érték a T automorfizmus metrikus invariansa.

Ezt az invaridnst KoLmoGorov h(T)-vel jelolte, olyan automorfizmusokra
pedig, melyre nézve nincs a ér=emod 0 feltételnek elegettevé £€Z felbontas,
legyen h,(T)=<. Példaként a Bernoulli automorfizmusokat tekintette (lasd 1. 6),
Legyen T Bernoulli automorfizmus, véges, vagy megszamlalhaté sok py, p,, ... mér-
tékii pontbdl all6 allapottérrel. Legyen az M tér £ felbontasa a kovetkezd feltétellel
értelmezve: az {x,} és {,} pontok a felbontés azonos eleméhez tartoznak, ha x, = y,.
Nyilvanvalo, hogy &r=¢ és

@) H() = - k7 pilog py.

Véges (2) entropia érték esetén, amint azt egyszer(i szamitasok mutatjak, A(T, &) =
= H(%), ésigy

3) h(T) = "?Pk log py.

Nem nehéz megmutatni, hogy ez a formula érvényben marad akkor is, ha a (2) entrd-
pia végtelen. Ily médon mar a Bernoulli automorfizmusok osztalyaban is a #, invariins
minden pozitiv értéket felvesz, a o értéket is beleértve. Kovetkezésképp kontinuum
sok olyan megszamlalhaté multiplicitisti Lebesgue spektrumi automorfizmus van,
melyek killonb6z8 metrikus tipusba tartoznak.

3.§. AUTOMORFIZMUS ENTROPIAJA

Az M tér tetszGleges

JI T*¢=¢ mod O

k=—o
feltételnek eleget tevd, pozitiv mértékii halmazokra torténd € felbontasat kialakiténak
(o6pasywowuil) nevezzilkk a T automorfizmusra nézve. Léteznek kialakité nélkiili
automorfizmusok, pl. a periédikus automorfizmusok. Nem ismeretes, léteznek-¢
kialakito nélkiili ergodikus automorfizmusok.

Ertelmezés szerint 4,(T) = oo abban és csak abban az esetben, ha a 7 automor-
fizmusnak nincs véges entrépiaji kialakitdja. Sajnos ez a feltétel nem elég effektiv,
mivel nem allnak rendelkezésiinkre megfelelG eszk6zok, melyek segitségével meg
lehetne allapitani kialakitok létezését vagy nem létezését. Igaz, hogy Kolmogorov
tétele szerint

hl(T) = sup h(Ta é)’ éEZ,

tehét a sup h(T, &) = - egyenlSségbdl kovetkezik a /,(T) = - egyenlSség (igy torté-
nik a (3) Osszefiiggés bizonyitasa, ha a jobb oldal végtelen). De ha, €és ez gyakran
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el6fordul, a T automorfizmus ergodikus és sup 2(T, &) < o és véges entrdpiaji kiala-
kitdt nem sikerill talalni, akkor /,(7)-t nem tudjuk kiszamitani. Példaként emlitjiik
a racionalis szamok csoportja karaktereinek csoportjan értelmezett ergodikus auto-
morfizmusokat (lasd 5. §).

J. G. SziNAJ [11] javasolta a Kolmogorov-féle invaridns meghatarozasanak meg-
valtoztatasat; tetsz6leges T automorfizmusra legyen

@ B(T) = suph(T, &),  E€Z

Nyilvanvald, hogy A(T)=h(T) és h(T)=h(T) ha h(T)<<. Ha T periddikus
automorfizmus #(7) =0, mig #,(T)=-. Nem ismeretes azonban, hogy léteznek-e
olyan ergodikus automorfizmusok, melyekre A(T) <o és A (T)=-=o. A p(, P2, ---
szdmokkal meghatarozott Bernoulli automorfizmus esetén (lasd 2. §)

h(T)=hy(T) = —ZPk log py.

SzINAJ javaslata igen szerencsésnek bizonyult, #(T)-t a T automorfizmus entropiaja-
nak nevezzuk
&
4.§. AZ ENTROPIA TULAJDONSAGAI

4.1. h(T™) = |n|h(T) (n tetszBleges egész) N
4. 2. h(SXT) = h(S)+h(T).

Itt S X T az S és T automorfizmusok direkt szorzata, azaz azon terek direkt szorzatan
értelmezett automorfizmus, melyeken az S és T automorfizmusok értelmezve vannak,
a kovetkezs osszefiiggéssel értelmezve S X T'(x, y) = (Sx, Ty).

4. 3. Ha az S automorfizmus a 7 automorfizmusnak homomorf képe (faktor
automorfizmusa), akkor A(S)=h(T). Az L tér S automorfizmusa az M tér T auto-
morfizmusanak homomorf képe, ha 1étezik az M térnek az L térre olyan R homomor-
fizmusa, hogy RT=SR. Az M tér T automorfizmusanak a { T-re invarians (7{ =¢{)
mérhet§ felbontas szerinti faktor automorfizmusdnak nevezziik azt a T, automorfiz-
must, melyet a T automorfizmus indukél az M/{ faktortéren. A T, faktor automor-
fizmus homomorf képe a T automorfizmusnak: az R homomorfizmus az M térnek
az M|{ faktor térre vald természetes homomorfizmusa lesz. Forditva, a T automor-
fizmus S homomorf képe izomorf a T automorfizmus azon { felbontis szerinti
faktor automorfizmusaval, mely az L tér pontjaira vald felbontisdnak Gsképéiil
szolgal az R homomorfizmus esetén, mely eleget tesz a RT= SR 0Osszefiiggésnek.

4.4, Ha az M tér { mérhetd felbontasa mozdulatlan a 7 automorfizmusra nézve,
és T a { felbontas C elemein a T komponensei (ergodikus vagy nem ergodikus),
akkor '

WT) = [ AT,
Mg

t Valéjaban SziNay h(T) értékét mint a h(T, &) fiiggvény felsd hatdrat erte]mezte a veges
mérhetd £ felbontdsok terén, ami ekvivalens (4)-el.
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4.5. Haa T 6lyan szarmaztatott automorfizmus, melyet az M tér T automor-

fizmusa indukil, az 4 C M altéren, mely eleget tesz a u(G T "A) =1 feltételnek,

h(T) -
akkor (T =——=.
() H(4)
Az ,altér” szé itt azt jelenti, hogy az 4 halmazt mint 6nalld teret tekintjiik

109

u(X) = W) mértékkel. A T szdrmaztatott automorfizmus a

Tx=Tr¥x,xcA

Osszefiiggéssel van értelmezve, ahol m(x) az a legkisebb természetes / szam, melyre
T'x€ A (ilyen ! majdnem minden x € 4-ra létezik). Ha a T automorfizmus ergodikus

a ( D T "A) =1 feltétel tetszSleges pozitiv mértékii 4 halmazra teljesiil és a T”

n= —co

szArmaztatott automorfizmus szintén ergodikus.

A 4. 1 tétel Szinay [11] dolgozataban a 4. 5 tétel ABRAMOV [12 ],[9] dolgozataiban,
a4.2,4.3¢és 4. 4 tételek azén [13] dolgozatomban talalhatok. A 4.1, 4. 2 és 4. 3 tételek
bizonyitasa egyszer(i, 4. 4 és 4. 5 mélyebb tételek.

A 4.5 tétellel szoros kapcsolatban van ABRAMOV egy masik tétele [12], [9], mely
szerint ergodikus automorfizmus entrépiaja egyenletesen oszlik el a térben. Pontosan
megfogalmazva: Legven tetszGleges pozitiv mértékii X halmazra és tetszSleges
A, A,, ... elemekbdl all6 £ € Z felbontasra

HENX)= _kZ:ﬂ(Aka) log u(4:N X)
(p(A,‘ N X) =0 esetén az 6sszeg megfelels tagja zérusnak veendc')'). Ekkor a

lim % HENX)

hatarérték tetszGleges T automorfizmusra létezik és minden ergodikus 7" automor-
fizmus esetén A(T, &) u(X) az értéke.

5.§. AZ ENTROPIA KISZAMITASA

" Ha a T automorfizmusnak van ¢ € Z kialakitdja, ugy entropidjit a h(T) = h(T, &)
Osszefiiggés alapjan szamithatjuk ki. Fentebb megmutattuk, hogyan alkalmazhaté ez
a mddszer Bernoulli automorfizmusokra, ha a (2) 6sszeg véges. Masodik példaként
tekintsiik torusok automorfizmusait. Ha T a kétdimenzids térus egy ergodikus auto-
morfizmusa, akkor ezt az automorfizmust ciklikus koordinitakban meghatirozd
egész szamokbdl alld6 matrixnak két valds sajatértéke van, melyek kozill az egyik
— mondjuk A; — abszolut értékben egynél nagyobb, a masik egynél kisebb, Mint
SziNay megmutatta

h(T) = log|4,].

Altaldban, ha T az r-dimenziés torus egy ergodikus automorfizmusa, melynek maét-
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rixa r kiilonbodz8 valds sajatértékkel rendelkezik €s ha /11,/12; ...» 4, az abszolut
értékben egynél nagyobbakat jelolik, akkor

p
h(T)= 2 log|].
i=1

Minden ilyen automorfizmusnak van véges entrépiaji kialakitdja (s6t véges
kialakitéja). #(T) kiszamitasa a kialakité célszerli kivalasztasaban és a megfeleld
h(T, &) fuggvényérték kiszamitasaban all.

crer

crer

nem sikeriilt talalni.
(A) Ha &, &,, ... olyan Z-beli felbontas sorozat, hogy

&L=é=..., ﬁ§,=smod0,

akkor az M tér tetszSleges T automorfizmusara

(B) Ha T az M tér egy automorfizmusa és &, &,, ... olyan Z-beli felbontés-
sorozat, hogy

G620 [ (] T*)=emod0,

= —o0

akkor
h(T)=lim h(T,¢&).
(C) Legyen T az M tér egy automorfizmusa és {y, {,, ... a tér mérhetd felbon-
tasainak olyan sorozata, hogy

T =ty (S0=..., ﬁ {,=& mod O.

Ha T, a T automorfizmus {, szerinti faktor automorfizmusa, akkor

h(T) =1lim h(T).

n—oo

Az (A) tétel a [13], a (B) tétel SziNay [14], a (C) tétel pedig ABrRAMOV [15] dolgo-
zatiban talalhaté meg. A (B) tétel tekinthet§ a (C) tétel specialis esetének (legyen

{a= ﬁ T*E, és alkalmazzuk KoLMOGOROV 2. §-beli tételét), mig (A) a (B) specialis
k

esetének tekinthetd. Az (A) tétel féként elméleti jelentSségll és olyan esetekben alkal-
mazzuk, amikor automorfizmusok egy egész seregének egyidejlleg kell kiszamitani az
entropiajat. Ezen a tételen alapul a 4. 4 és sok mas tétel bizonyitasa. Konkrét szami-
tasokra a (B) és (C) tételek alkalmasabbak.

Példaként tekintsiik a racionalis szamok additiv R csoportja — vagy tetszSleges
R’ alcsoportja — Kkarakterei csoportjn értelmezett tetszGleges T automorfizmust.
A T konjugilt automorfizmusa, mint az R’ alcsoport barmely automorfizmusa,
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valamilyen r racionalis szZimmal vald szorzis miiveletét jelenti, és r # +1 esetén a
T automorfizmus ergodikus, Legyen r=-_ ahol m és n relativ primek. Ha R" az

mn-es szdmrendszer racionalis szdmaibdl 4116 csoport, akkor a T automorfizmusnak
van véges kialakitdja, de komplikaltabb esetekben, specialisan R” = R esetén kialakitot
nem sikerdilt talalni és az entropia kiszdmitasira a (B) vagy (C) tételt kell hasznalni,
Mint ABRAMOV [15] megmutatta, minden esetben

h(T) = log max (|m], |n)).

6.§. NULL ENTROPIAJU AUTOMORFIZMUSOK

" _Amint [13] dolgozatomban megmutattam, a null entrdpidju automorfizmusok
A-ban (lasd 1. 6) egy mindeniitt siir{i G; halmazt alkotnak. Mas szavakkal: egy auto-
morfizmus ,,térvényszertien” (rendszerint) null entrépiaja.
felhasznalasa nélkiil is: a 7 automorfizmus entrépiaja abban és csak abban az eset-
ben egyenl§ nullaval, ha az M tér tetszéleges mérhet§ { felbontasa, amely -eleget
tesz a T¢ ={ feltételnek, eleget tesz a T ={ mod O feltételnek is, Hogy jobban meg-
értsiik ezt a tételt, megjegyezziik, hogy a T automorfizmus az M tér tetszSleges mér-
hetd { felbontas szerinti faktor terében egy a T{ ={ feltctelnek elegettevs T, endo-
morfizmust indukal, mely abban és csak abban az esetben lesz automorfizmus, ha
T¢={. Ily médon a T automorfizmusnak abban és csak abban az esetben lesz null
entrépiaja, ha az osszes faktor endomorfizmusai automorfizmusok mod 0.

Ugyanezen tétel harmadik megfogalmazasat kapjuk, ha mérhet& felbontasokrdl
a megfelelS mérheté halmazok algebrdira tériink at. Minden mérhetd { felbontisnak
megfelel az M 6sszes mérhet§ halmazaibdl allé I algebra egy részalgebraja, mely a
{ felbontas elemeinek Osszegeibl all. Az I algebra részalgebrdjinak nevezziik tet-
sz6leges mérhetG halmazokbol allé Gsszességet, mely tartalmazza M-et, és zart a
kivonas, megszamlalhaté G6sszeadas és megszamlalhaté metszetképzés miiveleteire, a
halmazokat null mérték{i halmazoktol eltekintve tekintjitkk. A mod 0 kiillonb6z8 mér-
hetd felbontasoknak az W algebra kiilénbdz8 részalgebrai felelnek meg és minden
részalgebra valamilyen mérhetd felbontasnak felel meg. lly médon a T automorfizmus
entrépidja akkor és csak akkor lesz nulla, ha az 9t algebra tetszSleges © olyan rész-
algebrijara, melyre T€ 2 €, teljesiil a TS =& feltétel is.

7.§. ENTROPIA ES SPEKTRUM

A kovetkezd (ugyancsak [13]-ban szerepld) tétel az entrépia és spektrum kdzotti
kapcsolatra mutat ra: pozitiv entrdpiajo 7 automorfizmus esetén az L,(M) térnek
van olyan invaridns altere, melyben az U; operator spektruma megszdmlalhatd
multiplicitast Lebesgue tipusi. Specidlisan: diszkrét spektrum( automorfizmusok
null entrépiaval birnak; szingularis spektrumi automorfizmus entrépiaja nullaval
egyenl§; megszamlalhat6 spektrumii automorfizmusok entrépidja szintén nullaval
egyenl§. '

A tétel megforditdsa nem igaz: null entrépidji automorfizmus spektruménak
szintén lehet megszamlalhaté multiplicitasi, Lebesgue tipusit komponense. Példa a
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tetszGleges kvazidiszkrét, de nem diszkrét spektrumi ergodikus automorfizmus, mely-
nek sajatértékei kozott nem szerepel 1-nek a gyoke, kivéve magit az 1-et. llyen auto-
morfizmus entrépidja nullaval egyenlS és a hozzarendelt U; operitornak a sajat-
fiiggvények altal kifeszitett altere L,(M )-beli ortogonalis kiegészits terében megszam-
lalhato multiplicitésﬁ Lebesgue spektruma van (ABRAMOV [9]).

citdsi Lebesgue spektrumu automorﬁzmusok Ilyen példat GirszaNOvV szerkesztett
(nem publikalta). GIRszANOV automorfizmusa minden fokon keverés,

8.§. KOLMOGO_ROV-FELE AUTOMORFIZMUSOK
ES TELJESEN POZITIV ENTROPIAJU AUTOMORFIZMUSOK

A T automorfizmust Kolmogorov-féle automorfizmusnak nevezziik, ha az M
algebranak Iétezik olyan S részalgebraja, hogy

%) TEHE, V T8=M, [ T'S=N,
ahol M az M algebranak két elembsl — M-bdl és az iires halmazbol - 4ll6 rész-
algebraja. \/ &, jeloli az Pt algebra legkisebb, az dsszes S,-at tartalmazd részalgeb-

rajat.

Automorfizmusoknak ezt az osztalyat KOLMOGOROV vezette be [1] dolgozataban
Ott , kvaziregularis” automorfizmusoknak nevezte Gket.

Kolmcg:riv automorfizmusra példa a Bernoulli automorfizmusok osztalya Az (5)

feltételnek eleget tevé & algebraként a ]] T7¢ felbontasnak megfelel§ részalgebra

n= —oo

szolgal, ahol £ a 2. §-ban mutatott kialakito.

A Kolmogorov automorfizmusok spektrumat [1}-ben vizsgaltak meg. Kitlint, hogy
az mindig megszamlalhaté multiplicitasi, Lebesgue tipusi. Mint [16] munkidmban
megmutattam, tetszGleges Kolmogorov automorfizmus keverés minden fokon.

A 6. §-ban mondottakbdl kévetkezik, hogy a Kolmogorov automorfizmus entro-
piaja pozitiv. Egy PINSZKER [17] altal bebizonyitott mélyebb tétel szerint a Kolmogorov
automorfizmusnak megfelel6 (T, ) fiiggvény szigortan pozitiv. Ez utébbi azt
jelenti, hogy tetszdleges, a trivialis mod 0 v felbontastél — mely az egyetlen M
elembdl 4ll — eltekintve, & € Z felbontasra (T, £) >0. PINSZKER tételét még a kovet-
kezGképpen is meg lehet fogalmazni: Kolmogorov automorﬁzmus tetszGleges faktor
automorfizmusanak pozitiv az entroplaja

PiNszKER hipotézise az, hogy igaz a tétel megfordltasa is: ha a h(T, &) fuggvény
szigoriian pozitiv, akkor T Kolmogorov automorfizmus. Ezzel kapcsolatban meg-
jegyzem, hogy szigortan pozitiv A(T, &) figgvényli automorfizmus spektruma meg-
szamlalhaté multiplicitasi Lebesgue tipusti és minden fokon keverés.

Szigortan pozitiv A(T, &) fliiggvényl automorfizmusokat réviden teljesen pozitiv
entrépidju automorfizmusoknak fogjuk nevezni (PINSZKER ,,gyengén regularisaknak™
nevezte Gket). Tanulméanyozasuk bizonyos értelemben egyszeriibb, mint a Kolmogo-
rov automorﬁzmusoke Nyi]vanvalo peldaul hogy teljesen pozitlv entrépiéjﬁ auto-

--------

sy
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fizmus, ugyanakkor Kolmogorov automorfizmusokra hasonld tételeket sem bizonyi-
tani, sem cafolni nem sikeriilt.

PinszKER érdekes eredményeket kapott tetszGleges automorfizmusokra nézve is.
Bebizonyitotta, hogy tetszSleges T automorfizmus null entrépiaju faktor automor-
fizmusai kozott van legnagyobb faktor automorfizmus, azaz olyan T, faktor auto-
morfizmus, hogy tetsz8leges null entrépidju T, faktor automorfizmusra fennall a
{={, mod 0 6sszefiiggés. Ezen legnagyobb null entrépiaju faktor automorfizmusnak
megfelel {, felbontds a neki megfelels €, részalgebra segitségével a kovetkezs-

képpen irhato le: Co az Wi algebra azon legkisebb részalgebraja, mely tartalmazza az
osszes

részalgebrékat, ahol & tetsz8leges részalgébraja az I algebranak. Emellett tetsz8leges
invaridns és mérhetd { felbontds, melynek a T, teljesen pozitiv entropidji faktor
automorfizmus felel meg, fiiggetlen {,-tdl; ez utdbbi azt jelenti, hogy tetszGleges a
{, felbontas elemeibdl alld, A, mérhetS halmaz és tetszSleges, a { felbontés elemeibdl
4116 mérhetd 4 halmaz esetén igaz a u(4, N A) = u(A,) u(A) osszefiiggés.

Ezzel a tétellel kapcsolatban PINszZKER megkérdezte, hogy lehetséges-e tetszsle-
ges ergodikus automorfizmust teljesen pozitiv entrépidja és null entrdpiaji automor-
fizmus direkt szorzatara bontani? Ez a hatdsos sejtése azonban nincs sem bizonyitva,
sem cafolva. Innen kiivetkezne hogy tetszc’)’leges pozitiv entropiaja ergodikus auto-

cre s

szerényebb allitas és ugyancsak nincs bizonyitva vagy cafolva.

9.§. PONTOS ENDOMORFIZMUSOK

A Kolmogorov-féle automorfizmusokkal szorosan Osszefiiggnek a pontos endo-
morfizmusok, melyeket [16] dolgozatomban részletesen tanulményoztam. Az M tér
T endomorfizmusat pontosnak nevezziik, ha

N T-"M=N.

n=0
Ez a feltétel ekvivalens a

lim u(TrX)=1

oo
Gsszefliggéssel, ahol X tetszbleges pozitiv mértékii halmaz mérhetd TX, T2JX, ...
képekkel. Az olyan tér, melyen pontos endomorfizmus van értelmezve, vagy nem
tartalmaz pozitiv mértéki{i pontot, vagy egyetlen pontbol all mod 0.

A pontos endomorfizmusok alapvetS tulajdonsagainak felsorolasahoz sziikség
van az 1.§ bizonyos meghatarozasainak endomorfizmusokra vald kiterjesztésére.
A T endomorfizmus metrikusan tranzitiv, ha tetsz6leges a T-1! X = X feltételnek eleget
tev6 halmaz 0, vagy 1 mértékdi. Az U; operator endomorfizmusra ugyanugy van értel-
mezve, mint automorfizmusra, de ha 7 nem automorfizmus, vagy mod 0 sem auto-
morfizmus, akkor U; nem unitér, hanem csak félunitér operator, azaz az L,(M)
térnek linearis izometrikus leképezése egy valddi részébe. Hogy a keverés fokszamanak
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or 7

endomorﬁzmusokra alkalmas értelmezését kapjuk, az 1. 6-ban szerepld értelmezésben

a T*X, halmazok helyett T- kX, halmazokat kell venni. A mod 0 nem egyetlen
pontbdl 4llo Lebesgue-tér tetszGleges pontos endomorfizmusa metrikusan tranzitiv,
minden fokban keverés és a kovetkez8 modon leirhatd spektrummal rendelkezik:
a konstansok terének ortogonalis kiegészitésében létezik olyan teljes ortonormalt
{funpsm=1,2,...;n=0, 1,2, ... fliggvényrendszer, hogy

UTfm,n = fm,n+1 .

A kovetkez8 konstrukcio az M tér tetszSlegesen megadott T endomorfizmusat
egy automorfizmussd alakitja. Legyen M’ olyan halmaza az {x,} sorozatoknak
(ahol x,€ M (n=1, 2, ...)), hogy Tx,,, =x,. Jeloljik megadott X < M halmaz esetén
X} -vel azon {x, }EM sorozatok halmazat, melyekre x,€ X és K,-vel az Osszes lehet-
séges X © M mérhet8 halmazoknak megfelel§ X, halmazok osszesseget Nyilvanvalo,

hogy a K,, K;, ... sorozat novekvs, €s hogy K= U K, halmaztest. Legyen a u’

fiiggvény K-n a p'(X;) = u(X) dsszefiiggéssel ertelmezve és terjesszilk ki ezt a fiigg-
vényt Lebesgue mértékké. M’ akkor Lebesgue-tér lesz, mig a T” leképezés, mely a

T{x,}={xn}s Xn=Xp4+1

Osszefiiggéssel van értelmezve az M’ térnek automorfizmusa lesz. Ezt az automor-
“fizmust nevezziik a T endomorfizmus természetes kiterjesztésének.

Egy endomorfizmus és természetes kiterjesztése egyidejlileg metrikusan tranziti-
vek vagy nem, és ugyanolyan fokon lesznek keverések. A Kolmogorov automorfiz-
musok és pontos endomorfizmusok kozotti kapesolat abban all, hogy egy pontos
endomorfizmus természetes kiterjesztése Kolmogorov automorfizmus és tetszdleges
Kolmogorov automorfizmus (mod O izomorfizmus pontossiaggal) természetes kiter-
jesztése valamely pontos endomorfizmusnak. Hogy ilyen endomorfizmust kapjunk, a
Kolmogorov automorfizmust fel kell bontani az (5) tulajdonsaggal rendelkez6 &
algebranak megfelelé mérhets felbontas szerint,

A h(T, &) fuggvény és h(T) entropia endomorfizmusra ugyanigy az (1) és (4)

n—1

képletekkel van értelmezve, mint automorfizmusra, csak &% felbontason a JJ T-%

k=0
felbontast kell érteni. Valodi endomorfizmus entrdpidja mindig pozitiv: A(T)=0
esetén 7" vagy automorfizmus, vagy automorfizmus mod 0. Ha T pontos endomor-
fizmus, a A(T, &) figgvény szigorian pozitiv. Endomorfizmus entrépiaja egyenld ter-
mészetes kiterjesztésének entropiajaval.

Endomorfizmusokra legegyszeriibb példak a Bernoulli endomorfizmusok. Ugyan-
tgy vannak értelmezve, mint a Bernoulli automorfizmusok, csak az M tér az egy irany-
ban végtelen {x,} sorozatokbdl all. Bernoulli endomorfizmus természetes kiterjesz-
tése Bernoulli automorfizmus lesz ugyanazon allapottérrel.

Masik példa a kétdimenzids térus endomorfizmusai. Legyen v az endomor-
fizmust ciklikus koordindtakban megadd egész szamokbdl 4llé masodrenddl matrix
determinansa. Ha |v|=1, az endomorfizmus pontos és entrépiaja log |v| lesz.?

2 Feltételezve, hogy mindkét sajatérték abszolit értékben nagyobb 1-nél. (A fordité megjegy-
zése.)
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Harmadik példaként tekintsiik a szdmelméleti Gauss-féle endomorfizmust, Legyen
M a [0, 1] intervallum irracionalis szdmainak

1 dx
H = In2 Il%—x

X

mértékkel ellatott tere és T M-nek 6nmagara valdé a Tx = (31?) képlettel értelmezett

leképezése, ahol (c) a ¢ szam tortrésze. Ismeretes {18], hogy T metrikusan tranzitiv
endomorfizmusa az M térnek. Ha minden x € M szimot lanctort elGallitasaval helyet-
tesitiink, az M tér atalakul a természetes szamokbdl allé (a,, a,, ...) sorozatok
terévé, mig T eltolassa alakul at, mely az (q,, a,, ...) sorozatot az (a,, as, ...) SOro-
zatba viszi at. A mértéket, természetesen at kell vinni M sorozatainak a terébe.
Hogy megkapjuk a T endomorfizmus természetes kiterjesztését, az egyoldalu (ay, a5, ...)
sorozatot kétoldala (..., a_,, a,, a,, ...) sorozattal kell felcserélni. 7 pontos endomor-
fizmusnak bizonyul és entrépidja

72

6(In2)?

lesz. Ez az Osszefiiggés szoros kapcsolatban van a lanctortek elméletében ismert
azon tétellel, mely szerint az x szam n-edik kozelitésében szereplG g,(x) nevezdre
majdnem mindeniitt igaz a

h(T) =

n2
lim }/g,(x) =¢'21n2

Osszefiiggés.

10.§. FOLYAMATOK

Nyilvanvald, hogy a folytonos {S,} folyamatot el84llité S, automorfizmusok
barmelyikének /(S,) entrépidja metrikus invariansa lesz a-{S,} folyamatnak. Mi a
kapcsolat ezen invariansok k6zott ? Hogyan kell értelmezni maganak az {S,} folyamat-

Természetes az a feltevés, hogy a 4. 1 tétellel analog
©® h(S) = |t,h(S))

Osszefiiggés fennall. Ha f racionalis, ez az Osszefiiggés a 4. 1 tételnek egycucsen kovet-
kezménye. Azonban irracionalis ¢ esetén a kérdés nem olyan egyszerii. KoLMOGO-
ROV, aki el8szér foglalkozott ezzel a problémaval, a probléma megoldasaig az {S,}

cres

h(S)
t

h({S,}) =sup ,1=0,

Bizonyos id6 mulva ABraMov [19] bebizonyitotta, hogy a (6) Gsszefiiggés tetszSleges
mérhet8 {S;} folyamatra igaz, tehat 4({S,}) = h(S,). Azutan PINSZKER bebizonyi-
totta a (6) sszefiiggést tetszbleges folytonos folyamatra (nem publikalta).
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PiNszkER bizonyitdsa konstruktiv, ABRAMOV bizonyitasa a specialis folyamatok
tanulmanyozasanak egyik részeredménye. ABRAMOV alapvetS eredménye abban all,
hogy ha az {S,} specialis folyamat a 7" automorfizmus és az F fiiggvény (1. 7 pont)
alapjan lett felépitve, akkor

nsy =) 2.
| Faa
L

Ennek a formuldnak sok alkalmazésa van. Specialisan belSle kdvetkezik a (6) dssze-
fliggés el8szor csak specialis folyamatokra, azutan a mérhetd folyamatoknak specialis
folyamatokkal torténd elGallitasara vonatkozd tétel (1. 7 pont) és a 4. 4 tétel alapjan
mérhets folyamatokra.

Tisztan folytonos spektrum esetén folyamatokra, ugyanugy, mint automorfiz-
musokra, a spektral izomorfidbdl nem kovetkezik az egy metrikus tipushoz vald
tartozds: tetszlleges pozitiv A-ra, h = o értéket is beleértve, létezik olyan megszam-
lalhaté multiplicitisi Lebesgue spektrum( mérhetS folyamat, melynek entrépidja A.
A megfelel6 példak mar KoLMOGOROV elsG dolgozatiban [1] szerepelnek. Ezek a
példak elméleti valdszinliségszamitasi mdodszerekkel késziiltek, de lehetséges egyszeril
izomorf el6allitdsuk specialis folyamatokkal (minden esetben a T bazisautomor-
fizmus, Bernoulli automorfizmus, mig az F fiiggvény konstans a 2. §-ban leirt £ felbon-
tas elemein). Entropiajuk kiszamitasat KoLmoGorov kezdte el és SziNas fejezte be
[14]. A Kolmogorov— Szingj-féle Osszefiiggések az ABramov altal késGbb talalt
altalanos [7] formulanak részei.

A folytonos {S,} folyamatot Kolmogorov folyamatnak (,,kvaziregularis” folyamat-
nak a Kolmogorov-féle terminoldgiaban [1]) nevezziik, ha létezik az It algebranak
olyan € részalgebraja, hogy

$SScS. S hart<t, V S§&6=M, N SE=N
— <t <o ~oo<f<oo .

KoLMoGorov [1] bebizonyitotta, hogy tetszdleges ilyen folyamat spektruma
homogén Lebesgue tipusi. SziNaj [20] bebizonyitotta, hogy tetszéleges mérhetd
KoLMoGorOV folyamat spektruma megszamlalhaté multiplicitasii. SziNa) bizonyi-
tasa felhasznalja mérhet§ folyamatoknak specialis folyamatokkal torténd elGallita-
sat; folytonos folyamatokra nem alkalmas. Kolmogorov folyamat minden fokon
keverés.

Bar a kvaziregularitas fogalma a valdsziniiségszamitisban vet8détt fel, a Kol-
mogorov-féle automorfizmusok és folyamatok a topoldgikus algebraban és a dinami-
kus rendszerek klasszikus elméletében is elGfordulnak. A legérdekesebb példa erre a
geodétikus folyamatok. Legyen V" teljes Riemann feliilet (a fels6 indexek a dimenzio-
szdmot jelolik) és M27-! a linearis elemek halmaza, azaz az (a, €) paroké, ahol
a < V" mig e V" a pontbeli érint&jének egységvektora. Minden («, e) linearis elemnek
megfelel egy geodetikus vonal, mely V"-en az a ponton keresztiil e irAnyba halad és
M?2n—1_ben a geodetikus folyamat az

S,(a, e) = (ats et)

formulaval van értelmezve, ahol (q,, €,) az a linearis elem, mely (a, €)-b6l adddik, ha
egységnyi sebességgel mozgunk ezen geodetikus vonal mentén ¢ ideig. M2~ '-ben a
u invarians mérték dy = dmdw 6sszefiiggéssel van értelmezve, ahol dm a V7 -beli



UJ FEJLODES A MERTEKTARTO LEKEPEZESEK ELMELETEBEN 357

n-dimenzids térfogatelem, mig dw az n — 1 dimenzids térfogatelem az érintGvektorok
egységgdmbién az adott pontban. A geodétikus folyamatok jelent8sége abban all,
hogy tanulmanyozasukhoz vezet a mechanika problémainak széles osztalya. Spektral
tulajdonsagaikat csak a legegyszeriibb esetben, negativ allando gorbiiletii V' feliiletek
esetén vizsgaltak. HEDLUND [21] és HopPF [22] megmutattak, hogy negativ allandé
gorbiiletli kompaket feliileteken a geodetikus folyamat ergodikus és elsGfokon keverés.
GELFAND és FoMiN [23] bebizonyitottak, hogy spektruma Lebesgue tipust és hogy
n=2 esetén ez a spektrum megszamlalhaté multiplicitasu. (Ezeket az eredményeket
1951-ben kaptak csoport reprezenticios modszerekkel.) SziNas [24] nemrég bebizo-
nyitotta, hogy negativ allando gorbiiletii kompakt felilleten tetszGleges geodétikus
folyamat Kolmogorov folyamat, specialisan spektruma megszamlalhaté multiplicitasa
Lebesgue tipust €s minden fokon keverés. Ugyanebben a [24] munkaban kiszamitja
ken a geodétikus folyamatok tanulmanyozasa. Nincs kizarva, hogy szintén Kolmo-
gorov folyamatoknak bizonyulnak és hogy ily médon megkezd8dik a klasszikus dina-
mikus rendszerek spektralelméletének kialakitasa. Mindeddig csupan az volt ismere-
tes, hogy a mindeniitt negativ gorbiileti kompakt feliilet (r =2) geodétikus folyamata
ergodikus (HoPF [22]). SzINAJ nemrég bebizonyitotta (nem publikalta), hogy ilyen
folyamat spektrumanak van megszamlalhatd multiplicitisi Lebesgue komponense.

11.§. UJ PROBLEMAK

11. 1. Az izomorfizmus problémaja. Legyenek T és T teljesen pozitiv entrépiaju
automorfizmusok; egy metrikus tipusba tartoznak-e, ha h(T) = A(T")?

A kérdés még sziikebb értelemben is feltehetS, példaul Ko/mogorov automorfiz-
musokra Z-beli kialakitoval. De lehet, hogy kezdetben helyes teljesen specialis eset-
ben, a Bernoulli automorfizmusokra felvetni. Itt bizonyos eredmények ismeretesek:
L. D. MESALKIN [25] bebizonyitotta, hogy ha a T és 7’ automorfizmusok olyan
P1sD2s s Py 68 P1, P2, ..., pr szdmokkal vannak értelmezve (lasd 2. §), melyek egy
és ugyanazon természetes szam negativ egész hatvanyai és #(T) = h(T"), akkor T és
‘11 1 1, 1 1 1 1
T T a0 i €S s o o o
4° 4° 4° 4 27 8> 8 8
szamokkal meghatarozott Bernoulli automorfizmusok azonos metrikus tipusba
tartoznak.

T’ egy metrikus tipusba tartoznak. Példaul az

11. 2. Bernoulli automorfizmusok. Bebizonyithaté (nem publikalt), hogy a véges
entrépiajit T automorfizmus abban és csak abban az esetben Bernoulli automorfiz-
mus, ha van oly £ € Z kialakitéja, melyre H(¢) = A(T).

Nines kizarva, hogy tetszGleges Kolmogorov automorfizmus egyben Bernoulli
automorfizmus, Igaz-e, hogy £ € Z kialakité létezése esetén fennall az

inf H(&) = h(T)
egyenlBség, ahol az infimum az Osszes £ € Z kialakitokra vonatkozik ?

11. 3. Kialakitok (vo. 3. §). Van-e minden ergodikus automorfizmusnak kialaki-
toja? Minden véges entropiaju ergodikus automorfizmusnak van-e véges entrépiaja
kialakitdja? Hogyan lehet ezeket a problémakat Kolmogorov automorfizmusokra

5 IIL Osztily Kdzleményei XI1/4
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megoldani? Létezik-e #(T) < « esetén legalabb olyan £ € Z felbontas, hogy A(T, &) =
= h(T)?

11. 4. Kolmogorov automorfizmusok és teljesen pozitiv entropidji automorfizmusok
(v6. 8. §). Tetszbleges, teljesen pozitiv entrdpidju automorfizmus Ko/mogorov automor-
fizmus-e? Egy Kolmogorov automorfizmus tetszéleges faktor automorfizmusa Kol-
mogorov automorfizmus-e? Kolmogorov automorfizmus inverze Kolmogorov auto-
morfizmus-e?

Minden pozitiv entropiajii ergodikus automorfizmusnak van-e teljesen pozitiv
entrépiéjl'x faktor automorﬁzmusa" Szétesik -¢ minden ergodikus automorﬁzmus egy

crer

11. 5. Kompakt kommutativ csoportok automorfizmusai. Egy kompakt kommu-
tativ csoport ergodikus automorﬁzmusa Kolmogorov automorfizmus-¢ ? Teljesen pozi-

Reszeredmenyek természetesen vannak. Példdul SziNas bebizonyitotta (nem
publikalt), hogy a kétdimenzids toérus ergodikus automorfizmusa Kolmogorov auto-
morfizmus. _

Helyes lenne a véges dimenzids torus ergodikus automorfizmusainak €s endomor-
fizmusainak entropiajat teljesen meghatarozni (lasd 5. és 9. §§). Masik, realisnak latszo
feladat a kétdimenzids torus ergodikus automorfizmusainak teljes metrikus osztalyo-
zasaban all. Az entrépia lesz-¢ itt az egyetlen invarians? Ezek az automorfizmusok
Bernoulli automorfizmusok lesznek-e ?

11. 6. Megszamlalhato multiplicitasi Lebesgue spektrumil automorfizmusok tere.
Jelolje € a [0, 1] intervallum azon automorfizmusainak terét, mzlyek spsktruma meg-
szamlalhaté multiplicitisi Lebesgue tipusq, és vezessiik be ¥-ben a

® o(S, T) = info (V)

metrikat, ahol az infimum az L,(M)-en értelmezett Ssszes V az Up=VU V! fel-
tételnek elegettevd unitér operatorokra terjesztend§ ki, mikozben a o fiiggvény értel-
mezése

O'(V) ;1 HV§’:+1f;‘H ’

ahol £, />, ... valamilyen teljes, normalt rendszer L,(M)-ben. Ezen metrikidban az
€ tér teljes és szeparabilis.

Erdekes lenne megvizsgalni a null entrépiaju és a masodfokon keverd automor-
fizmusok osztalyainak elhelyezkedését ¥-ben. Az elsd osztaly, ezt nem nehéz meg-
mutatni, G;. Mindeniitt siirii lesz-e? A masodik osztaly elsG kategéridju lesz-e?

A (8) metrika felhasznalhatd tetsz8leges spektral tipusi automorfizmusok tanul-
manyozasara,

11. 7. A ferde szorzat entropiaja. Legyenek L és L° Lebesgue terek, S az L tér
automorfizmusa és {Sx}, x€L az L’ tér automorfizmusainak egy mérhetd serege
(a mérhet8ség azt jelenti, hogy az L térnek az x — Sy leképezéssel az L’ tér automor-
fizmusainak terébe torténd leképezésénél a nyilt halmazok Osképei mérhetSk). Az
L és L’ terek M =L X L’ direkt szorzatan a T leképezést értelmezziik a

T(x,y)=(Sx, S;y)
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dsszefiiggéssel. Nem nehéz megmutatni, hogy T az M térnek automorfizmusa, vagy
legalabbis automorfizmussa valik az Sy automorfizmusok mindegyikének egy null
mértékii halmazon (a neki megfelel8) valé megfelel6 megvaltoztatasaval. Ez az auto-
morfizmus mod 0 egyértelmiien meg van hatarozva és S bdzisu Sx rétegzédésii ferde
szorzatnak nevezzik. .

A probléma a ferde szorzat entrépidjanak a bazis és a réteg karakterisztikai
alapjan torténd kiszamitasaban all. Egyszerli példakon lathatd, hogy A(T) értékét a
h(S) és h(Sy) értékek nem hatarozzak meg. Részeredmények ismeretesek : ha egyenes
szorzatrdl van sz6 (azaz St nem figg x-t6l), a 4. 2 tétel érvényes; ha S az azonossig
leképezése, a 4. 4 tétel érvényes; ha az dsszes Sy automorfizmusok eltolasok a kor
keriiletén vagy valamilyen mas kompakt kommutativ csoporton, akkor 4A(T)=h(S)
(ABramov [19], [9]). Az altalanos esetben érdekes becslések adodnak (ABraMOV [9]),
de pontos formula még nem ismeretes. !

Bar mostanaig a ferde szorzatokat fGleg példak készitésére hasznaltik, ennél
nagyobb jelentGségliek bizonyos értelemben: barmilyen legyen is az ergodikus 7
automorfizmus és barmilyen legyen a T7-re nézve invaridns { felbontas, a T
automorfizmus felbonthaté ferde szorzat alakba, melynek bazisaul a T faktorauto-
morfizmus szolgal (lasd 4.§). Hogy ilyen felbontast kapjunk, az M teret az M/(
faktortér és valamilyen L’ Lebesgue tér direkt szorzataként kell elGallitani és legyen

L=M[,, S=T,, Si=PsTP;' (x€L),

ahol P, az x XL’ rétegnek a P (x, y)=yp altal meghatirozott természetes vetiilete
L’-re. Az M = M|{ X L’ felbontas létezése kbvetkezik a mérhets felbontasok elméleten
ismert a fliggetlen kiegészitS létezésére vonatkozo altalanos tételbsl (lasd [8], hogy
ennek a tételnek a feltételei teljesiilnek, kovetkezik a { felbontas invarians voltabol és
a T automorfizmus ergodikussagabol). Ily médon a ferde szorzat entrépiajanak
kiszamitasara szolgald formula a 4. 3 tétel élesitése lenne.

11. 9. Egy egyenlétlenség. Igaz-¢, felcserélhetS T, S automorfizmusokra a A(ST)=

= h(S)+h(T) egyenlGtlenség?
Hasonld egyenlGtlenség nem lehet igaz retszéleges S, T automorfizmusokra.
-Valéban, mivel a null entrépiaju automorfizmusok A-ban egy mindeniitt slirli G,-at
alkotnak, tetszGleges automorfizmus két null entropiaji automorfizmus szorzata.

11. 9. Folyamat entropidja és spektruma. Kivinatos lenne olyan direkt bizonyi-
tast talalni a Kol/mogorov folyamat spektrumanak megsziamlalhaté multiplicitisara,
mely hasznalhat6 folytonos folyamatokra is (lasd 10. §).

Ezzel kapcsolatos egy masik probléma: van-e minden pozitiv entrépiaji folya-
matnak a spektrumaban megszamlalhatd multiplicitasu Lebesgue komponens?

11. 10. Specialis folyamatok. Konkrét specialis folyamatok tulajdonsagainak a
tanulmanyozasa jelentds nehézségekkel jar. Ezért kivanatos lenne olyan eléggé tag
feltételeket talalni, melyeket a T automorfizmustdl és az F fiiggvénytdl kell megkdve-
telni, hogy az altalunk szerkesztett specialis folyamat Kolmogorov folyamat legyen.

U Megjegyzés a korrektirdndl. Jelenleg ez a probléma teljesen megoldott.

5‘
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