KETVALTOZOS FUGGVENYEKROL (I)*

frta: A.SZ. KRONROD * !

Bevezetés

A két- és tobbvaltozos valds fiiggvények elméletének elég kiterjedt irodalma van.
Véleményem szerint azonban az ebben az irAnyban elért nagyszamu és gyakran igen
mély eredmény mégsem képez természetes elméletet. A jelen cikk egy a kétvaltozds
valés fiiggvények geometriai elméletébe vald bevezetés vazlata.

Vizsgalatunk targyai a kétvaltozos fiiggvények, de éppen nem mint két valtozo,
x és y, fiiggvényei, hanem mint valamely kétdimenzids tartomany pontjaiban megadott
fliggvények. Ezzel kapcsolatban a bevezetend§ fogalmaknak — linearis és sikbeli varia-
cio, linearis integral, a monotonitas fogalma stb. — ugy kell felépiilniiik, hogy ne
fiiggjenek a koordinatarendszer véletlen megvalasztasatol.

A tanulmanyozés soran kiderill, hogy a kétvaltozds fiiggvények tulajdonsagai
élesen széthasadnak. Koziiliik egyesek kisebb-nagyobb mértékben invariansnak bizo-
nyulnak az értelmezési tartomany 6nmagaba valé homeomorf transzformaciodival szem-
ben; ezek a tulajdonsagok kozel allnak az egyvaltozés fiiggvények tulajdonsagaihoz,
Kiilsnésen vildgosan mutatkozik meg a kétvaltozos fiiggvények bizonyos tulajdonsa-
gainak ,,egydimenzidssaga” azokban az eredményekben, amelyeket az I. fejezet
2. §-aban ismertetiink. Kideriil, hogy minden fiiggvénnyel kapcsolatban van egy
egydimenzids kontinuum, a fiiggvény egydimenzids fija. A fiiggvény szamos tulaj-
donsaginak vizsgilata visszavezethet§ az egydimenzids fan értelmezett megfelels
fiiggvény tulajdonsagainak vizsgalatara.

A kétvaltozos fiiggvények mas tulajdonsagai, ellenkezSleg, hatarozottan ,két-
dimenzigsak™. Lényegében ilyen tulajdonsidgokat tanulmanyozunk a llL. fejezetben.
Végiil kideriil, hogy vannak olyan fogalmak is, amelyek a fiiggvények ,,egydimenzids’
és ,,kétdimenzids” tulajdonsagaitdl is fiiggnek. IHyen példaul az a tétel, amely a kor-
latos sikbeli és linearis variacidju fiiggvények teljes differencidljinak majdnem min-
deniitt valod l1étezésérdl szol. Bizonyos mértékig ilyen kozbensd helyzetet foglalnak el
a IV. fejezet eredményei is.

Az els6 fejezet — ,,Nivohalmazok™ — célja annak az apparatusnak a meg-
alkotasa, amelynek segitségével a kétvaltozos fiiggvényeket tanulmanyozni fogjuk,

A masodik fejezetet — ,,Linedris variacio” — a kétvaltozos fiiggvények
egydimenzids” tulajdonsagainak szenteljiik; a linedris varidcid itt megalkotott fo-
galma majdnem azonos az egyvaltozos fiiggvény — pontosabban az egydimenzids
kontinuumon értelmezett fiiggvény — variaciojanak fogalmaval.

* Venext mMaTeMaTHUeCKHX Hayk, Tom V, somycx 1 (35), 24—134. A magyar nyelvit
forditas tobb részletben jelenik meg. Ez az (I) rész az eredeti cikk I. fejezete [ —2. §-at, valamint a
FUGGELEK-et és az irodalomjegyzéket tartalmazza.
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A harmadik fejezetben — ,,Sikbelivariacié” — a fiiggvények ,,kétdimenzids™
tulajdonsagait tanulmanyozzuk. Itt megalkotjuk a kétdimenziés tartomanyon értel-
mezett F(n) fiiggvény sikbeli W(F) variacidjanak fogalmat. A sikbeli variacié korla-
tossadga ekvivalensnek bizonyul az ismert Zonelli-féle varidcié korlatossagaval. Az
utébbi varidcié-fogalom azonban nem tesz eleget annak a legfontosabb kovetelmény-
nek, amely nézetem szerint a geometriéban minden fogalommal szemben természetes
modon tdmaszthatd: a Tonelli-féle variacio lényegesen fugg a derekszogu koordinata-
rendszer megvalasztasatél. Eppen ezért a Tonelli-féle variaciora elvileg nem nyerhe-
t6k olyanfajta tételek, mint a sikbeli variacid egyenlGsége a gradiens abszolit értéké-
nek integraljaval (abszolat folytonos fiiggvényeknél).

A Tonelli-féle variacié-fogalom nem-geometriai voltanak egy mélyebb kovetkez-
ménye abban 4ll, hogy nem alkalmazhato feliileti fiiggvényekre, ahol a sikbeli variacié
alkalmas segédeszkoz példaul a felszin fogalmanak vizsgalatara. Az alkalmazasok
szempontjabdl valdsziniileg a III. fejezet a legfontosabb.

A negyedik fejezet — ,,Linearis integral” — kissé kiilonleges helyzetet foglal
el. Itt vezetjik be kétvaltozos fiiggvény derivaltjanak, primitiv fiiggvényének és
,,ponttol pontig vett” integraljanak fogalmat. E fogalmak bevezetését a szerzG sziik-
ségesnek veli és a kapott eredmények ezt bizonyos mértékben igazoljak. De mig a
sikbeli és a linearis variacio konstrukcidja szamos okbdl véglegesnek latszik, a linearis
integral konstrukcidjaval a dolog masként all. Mégis az a koriilmény, hogy ennek a
nem tokéletes konstrukcidnak a segitségével néhany természetes és eddig fel nem
fedezett Osszefiiggést lehetett kapni, arra késztetett, hogy bevegyem ezt a fejezetet,
1gaz, kissé vazlatos formaban.

A szerz$ seholsem torekedett maximalis altalanossagra, felaldozva azt a szem-
1életesség érdekében. A figyelmes olvaso a cikk majdnem minden eredményét at fogja
tudni vinni olyan fiiggvényekre, amelyek példaul egy iranyithatd, folytonosan diffe-
rencialhaté, nem hatarolt kétdimenzios sokasigon vannak értelmezve (az 1., 1L. és
I11. fejezet eredményeit pedig hatarolt sokasagok esetére is). Tovabbi az eredmények
nagyrésze automatikusan atvihet6 n-valtozds fiiggvények esetére is. Itt azonban n>2
esetén természetes és szitkségszeri modon fellépnek a ,,k-dimenzids™ karakterisztikak
k=1,2,...,n), amelyeket k #1; n mellett én nem tudok eléggé geometriai mdédon
megszerkesztem, és ezért az n= 2 esetre szoritkoztam.

A nivohalmaznak mint a fiiggvényvizsgilat eszkozének fogalma felhasznalasra
keriilt mar G, M. ADELSZON — VELSzZKJjel kozosen irt [1] munkainkban, amelyek a
monogén fiiggvények analitikus voltanak direkt bizonyitasaval foglalkoznak. (Az
utébbi problémat N. N. Luzin vetette fel.) Eppen ezek a munkak vezettek el engem
a tobbvaltozds fiiggvények onmagukban vald tanulmanyozasihoz. A tébbvaltozos
fliggvények elmélete terén végzett munkassagomra, amely ennek a cikknek a meg-
irdsara vezetett, sokan gyakoroltak hatast. Bar nincs lehetGségem arra, hogy mind-
nyajukat felsoroljam, mégis felhasznilom az alkalmat és mély halamat fejezem ki
N. N. LuzinNnak, A. N. KoLMoGorovnak, Sz. L. SzoBoLsevnek, I. M. GELFANDnak
és D. E. MENYsovnak értékes tanacsaikért és Gtmutatisaikért. Tovabba §szintén
halas vagyok a tobbvaltozoés fiiggvények tandval foglalkozd szeminarium résztvevéi-
nek, kiilondsen E.V. GLIVENKOnak, R.Sz. GuTYErRnak, A.JA. DusovicKunek,
Sz. A. PLOoTNYIKOVAJAnak, A. F. FiLiprovnak és Sz. V. JaBLoNszkDnak, akikkel
folytatott beszélgetéseim lényeges haszonnal jartak szamomra.

Végiil egészen kiilon kell raimutatnom E. M. LANGYISZ szerepére. E. M. LAN-
GYIsz, aki allanddan figyelemmel kisérte munkidm minden részletét, az egész idG
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alatt jelentSs befolyast gyakorolt magira a mi irAnyéara is tanacsaival, felfogasival
és elképzeléseivel.

A cikkben felhasznalasra keriil az elemi topoldgia szdimos fogalma. Az olvasé
ezeket megismerheti P. Sz. ALEKSZANDROV [2] és HAUSDORFF [3] kényvébdl. A sziik-
séges topologiai fogalmak és eredmények 6sszeallitisa megtaldlhatd a
jelen bevezetést kovetd Filiggelékben*, magiban a szévegben pedig
hivatkozunk erre. a fiiggelékre. (A Fiiggelék definicidi és tételei latin, a
segédtételek gorog betiikkel vannak jelolve.)

Az egész cikk folyaman (az L. fejezet 2. §-a kivételével) az egyediili el6forduld
ponthalmazok a négyzet vagy a kétdimenzios gédmbfeliilet pontjaibdl 4116 halmazok.
A tovabbiakban gyakran nem fogjuk kiilon megemliteni ezt a koriilményt. A zart
négyzetet vagy a kétdimenzids gombfeliiletet mindig J-vel fogjuk jelolni. Két pont-
halmaz, M és N egymastol vald tavolsigit mindeniitt o(M, N) vagy |M, N| jeloli.
Specialisan ha & és { két pont, akkor ¢(&, () = |€ ¢| a koztik mért thvolsagot
jelenti. Az E halmaz kiegészitd halmazit CE-vel, E lezarasat pedig E-sal jeldljiik.
[, ¢] a &, ¢ pontokat OsszekotS zart egyenesszakasz, illetve f6koriv aszerint, amint
J négyzet vagy gombfeliilet.

It E, és L E, az {E,} halmazsorozat topoldgiai limes superiorat és limes inferiorat

jelenti (lasd az F definiciot a Fiiggelékben).

FUGGELEK*

Néhany topologiai segédeszkoz

A tovabbiakban, mint mindig, J a kétdimenzids gémbfeliiletet vagy az egység-
négyzetet jeldli. Ha a definicikban, segédtételekben és tételekben a tér jellegérl
nincs emlités, akkor kompaktumokrdl van szo.

A definicié. Az R tér E halmazit dsszefiiggdnek nevezziik, ha nem bonthato
fel két olyan E;, E, halmazra, hogy

E,NE, =0 é E NE, =0.
B definicid. Osszefiiggs kompaktum neve kontinuum.
C definicid. Nyilt osszefiiggd halmaz neve tartomdny.
o SEGEDTETEL. Osszefiiggd halmaz lezdrdsa dsszefiiggd.

B SEGEDTETEL. Ha valamely osszefiiggd halmaz mindegyik pontjdt befedi egy tar-
tomdny, akkor e tartomdnyok 0sszege dsszefiiggd.

D definicid. Az F halmaz a pontot tartalmazd komponensének nevezziik az a
pontot tartalmazod legnagyobb dsszefiiggdé &, E részhalmazt.

Y SEGEDTETEL. Bdrmely E halmaz és a€ E pont esetén taldlhaté az a pontot tar-
talmazo &, E komponens. Az &, komponens egyenlé az E halmaz a pontot tartalmazo
dsszes 0sszefiiggd részhalmazainak egyesitésével.

* Az eredeti cikktdl eltéréen, a FUGGELEK-et a BEVEZETES utan kézoljik. (Szerk.)



364 - .A. SZ. KRONROD

0 SEGEDTETEL, Zdrt halmaz komponense zdrt halmaz.

E definicid. Az FE halmaz elvdlasztja az A, B halmazokat (specialisan: az a, b
pontokat), ha tetszés szerinti, az 4, B halmazokat metsz6 K kontinuumra az EN K
metszet nem ires.

& SEGEDTETEL. Ha az ECJ zdrt halmaz nem vdlasztja el az a, b pontokat, akkor
taldlhat6 az a pontot b-vel 6sszekétd és az E halmazt nem metszo poligon (gombfeliilet
esetén a ,,poligon” f8korivekbdl all).

F definicidé. Legyen {E,} halmazokbdl 4116 sorozat. A sorozat topoldgiai limes
inferiordnak nevezzilk és az It E, jellel jeloljiik azon a pontok halmazat, amelyeknek
barmely U3 a kornyezete minden E, halmazt metsz, kivéve legfeljebb véges szamut.
A sorozat topologiai limes superiordnak nevezziik és az It E, jellel jeloljitk azon pontok

halmazat, amelyeknek barmely kérnyezete végtelen sok E, halmazt metsz.

{ SEGEDTETEL. Bdrmely halmazsorozat topoligiai limes superiora és limes mfen-
ora zdrt halmaz:.

A TETEL (ZORETTY). Ha egy J-beli Osszefiiggd halmazokbdl dllé {E,} sorozat ItE,
topolégiai limes inferiora nem iires, akkor az WE, topolégiai limes superior ésszefiiggd.

B TETEL (JANISZEWSKI). Legyen G valamely tartomdny és K olyan kontinuum,
amely G-t is, CG-t is metszi. Akkor a K(\G metszet mindegyik komponensének a
lezdrdsa metszi G hatdrdt.

C 1étEL. Ha G C J egy tartomdny és a ¢ G valamely pont J-ben, akkor G hatdrdnak
van olyan L komponense, amely elvdlasztja a-t és a G halmaz tetszés szerinti pontjdr.
Fz az L komponens egyértelmiien meghatdrozott.

Megjegyezziik, hogy a C tétel mar a téruszon nem igaz.

B’ TETEL. Legyen G CJ olyan tartomdny, amely elvdlasztja a CG halmaz a és b
pontjdt, L, és L, pedig G hatdrdnak olyan komponensei, amelyek G-t elvdlasztjik az a,
illetve a b ponttol. Legyen K az a, b pontokat tartalmazé kontinulim. Akkor KNG
tartalmaz legaldbb egy komponenst, amelynek lezdrdsa L,-t is, L,-t is metszi.

D TETEL. Ha a {K,} sorozat mindegyik tagja olyan J-beli halmaz, amely elvd-
lasztja az a, b pontokat, akkor a K=\t K, halmaz is elvdlasztja a-t és b-t.

E TETEL. Ha az FCJ zdrt halmaz elvdlasctia az a, b pontokat, akkor F-nek van
olyan F, komponense, amely szintén elvdlasztja a-t és b-t.

Nyilvanvald, hogy ez a tétel sem igaz mar a toruszon sem.
Sziikségiink lesz az E tételt altalanosité F tételre.

F TETEL. Legyen E-CJ zdrt halmaz és K, L ennek két kiilonbézé komponense.
Akkor vagy E—K—L nem valasztja el a K, L komponenseket, vagy taldlhato az. E
halmaznak K-tol és L-t6l kiilonbiz6 és Gket elvdlaszté S komponense. -

BizoNyiTAs: 1°. Legyen F zart halmaz és K az F halmaz valamely komponense.
Tetszés szerinti § >0 szamhoz talalhato olyan 6, >0, hogy az F halmaz §, -kornyezeté-
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nek K-t tartalmazo komponense a K halmaz §-kornyezetében fekszik. Ez dz A tételbgl
kovetkezik,

2°. Most legyen K és L az E halmaz két olyan komponense, amelyet E-nek
egyetlen, K-t6l és L-t6l kiilonb6zé komponense sem valaszt el. Legyen 6, =38, > ...,
hmé =0 és 0, < % 9(K, L). Legyenek a 61 >3 >... szdmok olyanok, hogy U,,

1]1 — az FE halmaz §, -kornyezetének K-t, ill. L-et tartalmazo komponense —
K, i]l L ¢6,-kornyezetében fekszik. Legyen B, és C, (n=2, 3, ...) rendre U, és V,
hataranak az U, halmazt B,_,-tdl, illetve a V,, halmazt C,,_l-t()’l elvalaszto kompo—
nense, €s C,; = B, az U, halmaz hataranak U,-t L-tdl elvalaszt6 komponense. Akkor
B,NE=0¢és C,NE=0. Ha E elvalasztja a B,, B,,,, vagy a C,, C,, halmazokat,
akkor E valamelyik, K-t6l és L-t6l kiillonbsz8 komponense az E tétel szerint elva-
lasztja az U, ,, V,,, halmazokat és ennélfogva elvalasztja K-t és L-et is. Ellenkezd
esetben talalhatok a B, halmazt B, -gyel, illetve a C, halmazt C,, , -gyel 6sszek6t8
L,, L; poligonok, amelyekre L, N E=0, L, NE=0. Legyen L¥ az L, poligonnak a
B, halmazzal valdé utolsé metszésponttdl a B,,, halmazzal val6 els§ metszéspontig
terjedd szakasza. Az L,* szakaszokat analdg modon képezziik. Akkoraz R= > L +

+2L*+ 2 B,+ 2 C,+K+L halmaz kontinuum; RN(E—~K—L)=0; és
RODK+L.

G TETEL. Tegyiik fel, hogy az egymdst nem metsz8 K, L kontinuumok elvdlasztjdk
a J-beli a és b pontot. Akkor vagy K elvdlasztia az a pontot L minden pontjdatdl, vagy
K elvdlasztja a b pontot L minden pontjitil. Az elsd esetben L elvdlasztja b-t K minden
pontjatol és ¢(a, K) < g(a, L), a mdsodikban pedig a-t vdlasztja el K minden pontjito!
és (b, K)<o(b, L).

H TETEL. Ha a K kontinuum nem vdlasztja szét J-t, akkor bdrmely U(K) kdrnye-

zetéhez taldlhaté olyan V(K) kiérnyezet, hogy V(K)c U(K) és V(K) szintén nem
vdlasztja szét J-t.

J TETEL. Legyen U C J valamely tartomdny, & és A pedig U hatdrdnak két pontja.
Ha & és 1 az U halmaz kiegészité halmazdnak ugyanahhoz a komponenséhez tartozik,
akkor & és A az U halmaz hatdrdnak is ugyanahhoz a komponenséhez tartozik.

J definicid. Szakasz homeomorf képét egyszerii ivnek nevezziik.

K definicié. A K kontinuum « pontjat lokalis 6sszefiiggési pontnak nevezziik,
ha barmely U(x) kornyezetéhez talalhaté olyan V(o) kornyezet, hogy V()N K az
U(x) N K metszet egyetlen komponensében fekszik. Ellenkezd esetben a lokalis dssze
nem fiiggési pont. Ha egy kontinuum csupa lokalis 6sszefiiggési pontbdl all, akkor
lokalisan osszefliiggdnek nevezziik.

K TETEL. Folytonos leképezésnél zdrt ( nyilt) halmaz teljes inverz képe zdrt
(nyilt) halmaz.

L TETEL. Lokdlisan dsszefiiggd kontinuum folytonos képe lokdlisan Osszefiiggd
kontinuum.

M TETEL. Legyen t az S kompaktumnak a T kontinuumra valé folytonos leképe-
zése. Ha mindegyik 1¢ T pont teljes inverz képe dsszefiiggd, akkor S kontinuum.,
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1. fejezet

NIVOHALMAZOK

1.§. Folytonos fiiggvény nivohalmazainak szerkezete

A fiiggvény nivéhalmazdnak fogalma egész ismertetésiink soran alapvetd szerepet
jatszik. Eppen ezért a folytonos fiiggvények nivohalmazai szerkezetének részletes
tanulmanyozasaval kezdjiik. Ebben az irdnyban az alapvet§ eredményeket az 1 — 3.
tételekben mondjuk ki. Helyénvalonak talaltuk azonban, hogy néhany segédtételt
(példaul a 9 —12. segédtételeket) is felvegyiink ebbe a paragrafusba, minthogy kisegit&
jellegiik ellenére a nivohalmazok altalanos tulajdonsagaival foglalkoznak. Mint mar
emlitettiik, a fiijggvények értelmezési tartomanyanak a kétdimenzids gombfeliiletet
vagy a négyzetet valasztottuk. Megjegyezziik, hogy ez az er§s megszoritas nem lénye-
ges és csak az elGadasmod egyszeriisége kedvéért vezettiik be.

1. definicié. Legyen F(n) a J tartorﬁényban értelmezett fliggvény. Az F(n)
fiiggvény E, nivéhalmazdnak nevezzilk mindazon & € J pontok halmazat, amelyekben

F(O)=t.

Az ,,E, nivéhalmaz” szavak helyett rovidség kedvéért néha a ,,t nivé” kifejezést
fogjuk hasznalni.

Az E, nivéhalmaz K komponense a topoldgidban szokasos médon értendd
(lasd a D definiciot). Néha rovidség kedvéért ,,az E, nivohalmaz komponense”
helyett azt fogjuk irni, hogy ,,a ¢ nivd komponense”, vagy egyszerlien azt, hogy
,,komponens”.

Ha F(n) folytonos fiiggvény, akkor a hozza tartozé E, nivéhalmazok (és egyttal
a d segédtétel szerint a nivohalmazok komponensei is) paronkint k6z6s pont nélkiili
zart halmazok.

Nem tudunk megadni semmi méas tulajdonsdgot, amellyel minden folytonos
fiiggvény valamennyi nivéhalmaza rendelkezne, a zartsagon kiviil. Valéban, barmely
D c J zart halmazhoz minden kiilonssebb faradsag nélkiil szerkeszthetd olyan foly-
tonos F(n) fiiggvény, amelynek D az egyik nivohalmaza. Megfelel példaul az F(n) =
= p(n, D) valasztas.

Talalhatunk azonban olyan tulajdonsagokat, amelyek igazak, mondjuk, meg-
szdmlalhatéan sok ¢ érték kivételével vagy nulla mértékii halmazt alkot6 ¢ értékek
kivételével minden E, nivéhalmazra. Ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy az adott
tulajdonsag fennall megszamlalhatoan sok kivétellel minden nivdra, illetve majdnem
minden nivéra. Az ilyen tulajdonsigokat tipikusaknak fogjuk mondani.

2. definicid. Az E, nivohalmaz K komponensét reguldrisnak nevezziik, ha a J
értelmezési tartomanyt két részre valasztja szét.

Kovetkezésképpen valamely nem regularis komponens vagy kettnél tobb részre
valasztja szét, vagy egyaltalan nem valasztja szét J-t.

1. SEGEDTETEL. Tegyiik fel, hogy a {K,} rendszerben szerepls mindegyik konti-
nuum legaldbb hdrom tartomdnyra vdlasztja szét a J négyzetet. Ha a K, kontinuumok
pdronkint nem metszik egymdst, akkor legfeljebb megszdmldlhatoan sokan lehetnek.
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BizonyiTAs: Rendeljiink hozz4 mindegyik K,-hoz egy csupa raciondlis koordi-
natdkkal rendelkez8 pontokbdl 4ll6 a, b, ¢ pontharmast, amelynek elemeit K, paron-
kint elvalasztja J-ben. Ha a K, kontinuumok rendszere nem lenne megszamlalhatd,
akkor taldlhaté lenne két kontinuum, K=K, és L=K,, amelyekhez ugyanazt az
a, b, ¢ pontharmast rendeltiik (megszamlalhaténal t6bb ilyen kontinuum is talalhaté
lenne). Megmutatjuk, hogy K és L metszi egymdast. Valéban, jelentse @', 5" és ¢’ a
K + L 6sszeg azon pontjait, amelyek a-hoz, b-hez és c-hez rendre a legk6zelebb van-
nak. (Ha ilyen pontokbdl nem egy van, valasszuk barmelyiket.) Az a’, b’, ¢" pontok
koziil valamelyik kett8 K-hoz tartozik, vagy valamelyik kettd L-hez tartozik. Megha-
tarozottsag kedvéért legyen a’ € K és b” € K. Ekkor az az R kontinuum, amely K-bol
és az [a, d’], [b, b’] szakaszokbdl all, nyilvanvaldan tartalmazza az a, b pontokat és
ezért metszi L-et, minthogy L szétvalasztja a-t és b-t. De az [a, &'}, [b, b] szakaszok
nem metszik az L kontinuumot, tehat K és L metszi egymast. A segédtételt bebizonyi-
tottuk.

Abban az esetben, amikor J gomb, a bizonyitids analég modon torténik,

Az 1. segédtétel értelmében az Gsszes nivohalmaz 6sszes olyan komponenseinek,
amelyek J-t kett6nél tobb tartomanyra valasztjak szét, szdma legfeljebb megszam-
lalhatéan végtelen (ugyanis magatol értet6dik, hogy ugyanazon nivé komponensei,
és még inkabb a kiillénb6z4 nivéhalmazok komponensei nem metszik egymast).
Ebbdl kovetkezik, hogy annal inkabb legfeljebb megszamlalhatéan végtelen azoknak
a nivoknak az Osszessége, amelyeknek van ilyen ,,nyolcas tipusi” komponensiik.
Ily médon a tipikus nem reguldris komponensek nem vdlasztjdk szét a J értelmezési
tartomdnyt. Viszont vannak olyan folytonos fiiggvények, amelyek mindegyik nivén
tartalmaznak szét nem valaszté komponenst.

Osztalyozni fogjuk a nivéhalmazok nem szétvalaszté komponenseit. Ehhez sziik-
ségiink lesz a kovetkezd segédtételre.

2. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény és K az E, nivéhalmaz egyik
komponense. Legyen U a K komponens valamely kirnyezete. A K komponensnek
taldlhato olyan V kérnyezete, hogy bdrmely nivohalmaznak bdrmely olyan komponense,

amely metszi V-t, teljesen benne van U-ban.

BizoNyiTAs: Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy van olyan a {#,} nivé-
sorozathoz tartozé {K,} komponens-sorozat, amelyre o(K, K,)~0 ha n—>o &
K,NCU#0. J kompaktsaga miatt kivalaszthaté a komponensek olyan K, rész-

sorozata, amelyre It K, 0. Ekkor az A tétel szerint az M =1t K, halmaz kontinuum.

Nyilvanvald, hogy MNK=0 és M N CU=0. Végiil az F(n) fiiggvény M mindegyik
pontjaban z-vel egyenl8, mert folytonos. Tehdt az M kontinuum teljesen benne van
FE,-ben, és igy az M-et tartalmaz6 komponens K. De M (1 CU #0, koévetkezésképpen
KN CU#0, ez pedig ellentmond annak a feltevésnek, hogy U a K kornyezete.

3. definicié. Legyen KC E, az E, nivohalmaz olyan komponense, amely nem
valasztja szét J-t. Akkor:

1. Tegyiik fel, hogy a K komponens barmely U kornyezetéhez talalhatd a ¢
nivénak olyan K’ komponense, amely U-ban fekszik és K-t CU minden pontjatdl
elvalasztja. Ebben az esetben a K komponenst koncentrikus szingularitdsi komponens-
nek nevezziik.
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2. Tegyiik fel, hogy van olyan L kontinuum, amely metszi K-t, de nem metszi
az E,— K halmazt, tovabba L nincs benne teljesen K-ban. Ekkor azt mondjuk, hogy
K fel—extremumot szolgdltaté komponens, mégpedig:

a) Hi neL esetén F(p)=t, akkor K félminimumot szolgdltaté komponens.
b) Ha n€L esetén F(n)=t, akkor K félmaximumot szolgdltaté komponens,

1. TETEL. Minden nem szétvdlaszto komponens vagy 1. konventrikus szingularitdsi,
vagy 2. félmaximumot szolgdltaté, vagy 3. félminimumot szolgdlitato komponens, és az
1, 2, 3. esetek kolcsondsen kizdrjik egymadst.

BizoNYiTAs: MindenekelStt megmutatjuk, hogy az 1. és 2. eset kolcsdndsen
kizarja egymast. Valdban, legyen K fél-extrémumot szolgéltaté komponens és L az a
kontinuum, amelyr8l a 3. definicidoban sz6 van. Minthogy L nem tartozik teljesen
K-hoz, van olyan a pont, amelyre a€ LV CK. K zart halmaz, igy o(a, K) =46 =0.
Tekintsiik a K komponens §-kornyezetét, U-t. Legyen K’ U a ¢ nivd olyan kompo-
nense, amely K-t elvalasztja CU-t6l. De a€ CU és L kontinuum. Ezért a B’ tétel
szerint L N K’ 0 szemben a feltevéssel. Tehat 1. és 2. (és hasonldan 1. és 3.) kizarja
egymast, Megmutatjuk, hogy a 2, 3. esetek szintén kodlcsénosen kizarjak egymast,
Valdban, tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellentétben talalhatd két kontinuum, L, és
L,, amely a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

a) L, és L, metszi a J-t nem szétvalasztd K < E, komponenst;
b) egyikiik sem fekszik teljesen K-ban;

c) sem L;, sem L, nem metszi az E, — K halmazt, és végiil

d) F(n)=t,haneL,, F(n)=t,hanelL,.

FeltételeinkbdSl kovetkezik, hogy talalhatok olyan &, &, pontok, amelyekre
& €L, —K, &L, —K, és igy F(&)=>t, F(&)<t A &, &, pontokat az E, zart
halmaz, tehat (lasd az E tételt) £, valamely komponense is elvalasztja. De ez a kompo-
nens csak K lehet, mert az L, + L, + K kontinuum E, egyetlen mas komponensét
sem metszi és tartalmazza a &, £, pontokat. Ilyen mddon ellentmondasra jutottunk,
ugyanis K nem szétvalaszté komponens.

Tehat az 1., 2., 3. esetek kolesondsen kizarjak egymdast. Megmutatjuk, hogy a
lehetGségek ezzel kimeriilnek. Legyen K a t nivo valamely nem szétvalasztd €s nem
koncentrikus szingularitasi komponense, U pedig K-nak oly kicsiny kornyezete, hogy
nincs olyan K’c E, komponens, amely U-ban fekszik és elvalasztja K-t és CU-t.
Legyen V' U K-nak olyan kérnyezete, amelyre CV 6sszefiiggé halmaz. A H tétel
értelmében ilyen kornyezet 1étezik. Legyen D =E,+ CV. Jelentse K* és R a zart D
halmaz K-t, illetve CV-t tartalmazé komponensét. K* » R, mert ellenkezd esetben
JANISZEWSKI tétele (B tétel) szerint a K* () V metszet K-t tartalmaz6 komponensének,
K**-nak lennének torlddasi pontjai V hataran, ez pedig lehetetlen, mert K** C E, és
igy K** = K=K*. Tovabba az U-ra vonatkozé feltevés szerint nincs olyan K’ c D
komponens, amely kiilonbdzik R-t8l és K*-t6l és elvalasztja K*-ot és R-et, mert
ebbenazesetben K’ elvalasztanda K= K* és CUc CV halmazokatés K'c D—RCE,.
Tehat az F tétel értelmében van olyan L kontinuum, amelyre: 1. LNK=0; 2.
LNR#0; 3. LN(D—K—R) = 0. Legyen W a K komponens olyan koérnyezete,

hogy W V, és hogy abbdl, hogy K az E, halmaz komponense és KN W =0, kovet-
kezzék a K V 8sszefiiggés.
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Ilyen kornyezet a 2. segédtétel szerint 1étezik.

Megemlitjiik, hogy RN W = 0. Valdban, ellenkezd esetben esetben az RNV
metszetnek az a€ RN W pontot tartalmazé Q komponense a B tétel szerint rendel-
keznék torlédasi pontokkal ¥ hataran, kovetkezésképpen a 0 C E, halmaz teljesen

benne fekiidnék E,-nek valamely, CV-t és W-t metsz8 komponensében, ami W valasz-
tasa folytan lehetetlen.

Legyen L’ az L\ W metszet olyan komponense, amely tartalmaz K-beli ponto-
kat. Akkor L’ nem metszi R-et, tehat L, N(E,—K) =0, ugyanis L'c L és
LO(E,—K—R) =0.

Masrészt a B tétel szerint L’ NCW 0. De ha ez igy van, akkor L’-nak talal-

haté olyan b pontja, amely nem tartozik F,-hez, mert ellenkez§ esetben L'cK és
KN CW #0 lenne. A b pontban F(b) #1, és igy K fél-extrémumot szolgaltaté kompo-

nens: valéban, L’-nak vannak K-hoz nem tartozé pontjai, az L’ kontinuum nem
metszi az E, — K halmazt, kovetkezésképpen vagy L’ — K minden pontjaban F(n) >t,
vagy mindezekben a pontokban F(y)<t. Az az eset, amikor L’ bizonyos pontjaiban
F(n)=>t, mas pontjaiban pedig F(n) <t, ki van zarva, ugyanis két ilyen a, ¢ pontot a
¢t nivo, és igy ennek a nivonak valamely K’ komponense is elvilasztana. De K’ # K
(mert K nem szétvalasztdé komponens) és (I_f + K)N K’ = 0, tehat K’ nem valasztja

el a-t és c-t, minthogy ezek mindketten az L” + K kontinuumhoz tartoznak.

Ity médon K fél-extrémumot szolgaltatdé komponens, és az 1. tételt bebizonyi-
tottuk.

Az 1. tétel osztalyozza a nem szétvalaszté komponenseket. Mi azonban nem
harom, hanem 6t esetet fogunk megkiilonboztetni. Nevezetesen, a félmaximumot
szolgaltatd komponensek kozill killonvalasztjuk a maximumot szolgdltaté komponen-
seket, vagyis azokat a K komponenseket, amelyeknek minden a € K pontja kézonséges
lokalis maximum-hely a tigabb értelemben, azaz a valamely V'(a) kérnyezetében az
F(n) fiiggvény nem haladja meg az F(a) értéket. Analég mddon a félminimumot
szolgaltaté komponensek kozill kiilonvalasztjuk a minimumot szolgdltatokat.

Az 1, tétel segitségével bizonyos értelemben osztalyozni tudjuk a regularis kom-
ponenseket. A komponenseknek ezt az osztalyozisit azonban valamely régzitett &
pontra vonatkozodan fogjuk elvégezni.

Bevezetiink néhany jellést.

- Legyen & rogzitett pont és K valamely nivohalmaznak egy &-t nem tartalmazd,
regularis komponense. Akkor K a J értelmezési tartomanyt két J,, J, tartoméanyra
(J13&) osztja.

4. definicid. Nevezziik: a) a K< E, komponens K* belsé karakterisztikdjdnak
a K* = J, + K zart halmazt, b) a K komponens K** kiilsé karakterisztikdjdnak a

K** = J, 4+ K zArt halmazt. Ertelmezziik az £*(y), F**(y) fiiggvényeket a kdvetkezs-

képpen:
* F(l’]), ha '1€J2,
Frn) = t, ha nEK*;

F(ﬂ)a ha ﬂEJu
rew={ " e exe



370 A. $Z. KRONROD

A belsd és kiilsS karakterisztika az F* illetve F** filiggvény ¢ nivojanak egy-egy
komponense, mégpedig nem szétvalaszté komponense. Igy az 1. tétel értelmében -
mindegyikiik a kovetkez§ 6t tipus valamelyikéhez tartozik : maximumot szolgiltatd,
félmaximumot (de nem maximumot) szolgaltatd, minimumot szolgaltatd, félminimu-
mot (de nem minimumot) szolgaltaté és koncentrikus szingularitasi komponens.
Ennek megfeleléen a ¢ pontot nem tartalmazé és reguliris K komponenst azon
25 tipus valamelyikéhez fogjuk sorolni, amelyeket igy nyeriink, hogy a K* szimara
fennallé 6t lehet8séget kombindljuk a K** szdmara fennallé 6t lehetSséggel.

1ly médon a kévetkezSt kapjuk:

2. TETEL. Valamely nivéhalmaznak a & pontot nem tartalmazé és reguldris K
komponense az 1. dbrdn feltiintetett 25 tipus valamelyikéhez tartozik.

Konnyen lathaté (1. abra), hogy a regularis komponenseknek mind a 25 tipusa
megvaldsul.

5. definici6. A regularis komponenst (a ¢ pontra nézve) névekedési kompo-
nensnek nevezzilk, ha belsé karakterisztikaja minimumot vagy félminimumot szol-
galtatd, kiilsé karakterisztikdja pedig maximumot vagy félmaximumot szolgaltatd
komponens.

A regularis komponenst fogydsi komponensnek nevezziik (a & pontra vonatkoz6-
lag), ha bels6 karakterisztikaja maximumot vagy félmaximumot szolgaltatd, kiilsé
karakterisztikdja pedig minimumot vagy félminimumot szolgaltaté komponens.

6. definici6. Legyen K az F(y) folytonos fiiggvény ¢ nivdjanak valamely regu-
laris komponense. Tegyiik fel, hogy a K komponens J-t a J,, J, tartomanyokra
osztja. K-t kvdzi-extrémdlis komponensnek nevezziik, ha talilhatd két olyan R,, R,
kontinuum, amely metszi K-t és a J;, J, tartominyok koziil a megfelelt, tovabba
amelyekre vagy F(n)=t minden n€ R, + R, pontban, vagy F(n)=¢ minden ilyen
pontban.

3. SEGEDTETEL. Minden F(n) folytonos fiiggvény legfeljebb megszdmldlhatéan sok
nivon tartalmaz kvdzi-extrémdlis komponenst.

BrzonyiT4s. Legyen K a ¢ nivé kvazi-extrémailis komponense, R, és R, pzdig
azok a kontinuumok, amelyekr5l a kvazi-extrémalis komponens dzfinicidjiban szd
volt. Legyen az a, € R, "\J,, a, € R, (\J, pontokban F(a,) #¢, F(a,)#t. Ekkor az
a,, a, pontok elég kicsiny, koralaka Uy, ill. U, kdrayezetét véve F(y)#t, hanc Uy +
+ U,. Valasszunk U, -bsn és U ,-ben egy-egy racionilis koordinitija b, , b, pontot, és
egészitsitk ki az R kontinuumot az [a, , b,], az R, kontinuumot az [a,, b,] szakasszal.
Minthogy sem [a,, b,], sem [a,, b,] nem tartalmaz E,-bzli pontokat, az igy kieg4szi-
tett kontinuumok ugyanazokkal a 6. definiciéban posztulalt tulajdonsigokkal rendel-
keznek, mint az R, R, kontinuumok, ezért feltehetjilk, hogy mir maguk az R,, R,
kontinuumok tartalmaznak egy-egy racionalis koordinatija pontot és ezekre az
a,€J,,a,€J, pontokra vagy F(a;)<t és F(a,)<t, vagy F(a) >t é F(a,)=>t.
Meghatarozottsag kedvéért feltehetjiik, hogy F(a,) <t, F(a,)<t, mert az ellentétes
eset visszavezethetS erre a — F(y) fliggvényre valo Attérés segitségével.

Legyen tehat azon nivék halmaza, amelyeknek van kvazi-extrémilis (F(a,) <t,
F(a,) <t tulajdonsagi) komponensiik, nem megszamlalhaté. Ekkor tekintettel arra,
hogy a racionalis koordinatiju pontokbdl all6 parok halmaza megszamlalhato,
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talalhat6 két kiilonbozd t és t” nivohoz tartozd K és K’ kvazi-extrémalis komponens,
amelyre az a, , ai és a,, a5 pontok paronkint egybeesnek: a, =ai, a, =a3 és F(a,) <t,
F(ai)<t, F(a,)<t, F(a3)<t'.

Meghatarozottsag kedvéért legyen t<t’. Legyen R; és R, két, a,-et és a,-t
rendre tartalmaz6 és K-t metsz6 kontinuum; akkor a D = R, + K+ R, halmaz
kontinuum, amely tartalmazza a, -et és a,-t. Minthogy K’ elvalasztja az a; = ai€Ji

K* : Fél- e Fel- Koncentrikus
: Maximom | o imum | Minimum minimum |szingutaritds
K *
Maximum
i : $
Fel- :
maximum
Minimum
< 43 K
W «a i
minimum . > w
1
A
‘Koncentrikys ' f
szingularitds @ %
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és az a, = a3 €J3 pontot, a K’ kontinuum metszi D-t. Ez azonban lehetetlen, mert
egyrészt feltevés szerint a D halmazon F(n) seholsem haladja meg a <t értéket,
masrészt viszont K'-n az F(n) fiiggvény ¢’-vel egyenld. A kapott ellentmondas bizo-
nyitja a segédtétel helyességét.

4. SEGEDTETEL. Legyen F(n) tetszés szerinti fiiggvény. A maxfmum-helyet ( mini-
mum-helyet ) tartalmazo nivék halmaza legfeljebb megszdamldlhato.

BizoNyiTAs: Meghatarozottsag kedvéért tegyitk fel, hogy a maximum-helyet
tartalmazo nivok halmaza nem megszamlalhaté. Minden @ maximum-helyhez rendel-
jiink hozza egy a k6zéppontu és olyan kicsiny raciondlis sugart kort, hogy a kérben
mindeniitt fennalljon az F(n) = F(a) egyenlStlenség. Ha a maximum-helyet tartalmazé
nivok halmaza nem megszamlalhat6, valamely racionalis r-hez megszamlalhaténal
tobb olyan, kiillonbsz8 nivokhoz tartozé maximum-hely talalhatd, amelyhez r sugara
kort rendeltiink. EbbSl kovetkezik, hogy talilhato két olyan, kiilonbézé nivéhoz tar-
tozd a, a’ maximum-hely, amelyek r-nél kdzelebb vannak egymashoz és amelyekhez
r sugard koroket rendeltiink. De akkor F(a)= F(a’) és F(a') = F(a), amibSl F(a) =
= F(a’) kovetkezik, ellentétben feltevésiinkkel. A nyert ellentmondas igazolja segéd-
tételiinket.

5. SEGEDTETEL. Legyen az F(y) fiiggvény folytonos és K a t nivé olyan nem szét-
vdlaszto komponense, amelynek legaldbb egy pontja nem extrémum-hely. Akkor a t
nivonak végtelen sok szétvdlaszté komponense van.

BizoNYiTAs: Valdban, ellenkezd esetben talalhatd volna olyan d >0 szim, hogy
a K kontinuum J-kdrnyezete nem tartalmazza ezen szétvilasztd komponensek egyet-
len pontjat sem. Tegyiik fel, hogy az a € K pont nem extrémum-hely, b és ¢ pedig az a
hely J-kornyezetének két olyan pontja, amelyekre F(b) < F(a) és F(c)> F(a). A b, ¢
pontokat az E, halmaz és igy ennek valamely K’ komponense is elvalasztja, ennél-
fogva K’ 6-nal kisebb tavolsdgra van K-t6l (ugyanis K’ metszi a [bc] szakaszt), ez
viszont ellentmond kiindulasunknak ¢és ezaltal bizonyitja, hogy az E, halmaznak
végtelen sok szétvalasztdé komponense van.

7. definicid. Legyen K a ¢ nivd regularis komponense, amely a J értelmezési
tartomanyt a J,, J, tartomanyokra osztja fel. A K komponenst teljesen reguldrisnak

nevezzik, ha K=J, —J,=J, —J,.
6. SEGEDTETEL. Legyen {K,} a J-ben fekvd kontinuumok olyan rendszere, amelyre
a) mindegyik K, kontinuum a J tartomdnyt JV, J$? tartomdnyokravdlasztja szét:
b) K,NKz=0;
¢) K,— (D —JM) 0.
Akkor a {K,} rendszer legfeljebb megszdmldlhatd.

BizoNYiTAs: Legyen &,€K,—(J{—JM). Akkor ¢(&,, J{D)=5,>0, ahol &,
‘Z .
Legyen #5,€J racionalis koordinataji pont. Mindegyik K, kontinuumhoz rendel-
jiik hozza a (&,, n,) pontpart. Ha a segédtétel allitasaval ellentétben a K, kontinuumok
rendszere nem lenne megszamlalhatd, akkor taldlhaté lenne két olyan K,, K, konti-

racionalis szam. Legyen &, olyan racionélis koordinataju pont, hogy ¢(&,, 21) <
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nuum, hogy &, =&, n,=n, és 6,=0;. Legyen c a [£,, n,] szakasznak n,-tdl &, felé
haladva az els8 metszéspontja a K, + K, dsszeggel. Meghatarozottsag kedvéért tegyiik
fel, hogy c€K,. Akkor J§V —J{V nem vélasztja el c-t és y,-t, de elvalasztja &,-t és
n.-t, ennélfogva elvélasztja c-t €s &,-t. Masrészt azonban a K, + O, kontinuum, ahol
Za
_ 2
nem metszi a J}‘)—J,‘,U halmazt. A nyert ellentmondéasbdl kovetkezik segédtételiink
helyessége.

A 6. segédtételbsl adodik, hogy reguldris, de nem teljesen reguldris komponens
legfeljebb megszdmlidlhatoan végtelen sok lehet. Annél inkabb legfeljebb megszamlal-
hat6 azoknak a nivoknak az 6sszessége, amelyek tartalmaznak ilyen komponenseket.

0, a &, kbzéppontu, sugari zart korlemez, tartalmazza a ¢, &, pontokat és nyilvin

1. SEGEDTETEL. Egymudst pdronkint nem metszd, a sikot szétvdlaszté és az adott J
zdrt négyzetben fekvd kontinuumok koziil legfeljebb megszdmldlhatdan sok olyan lehet,
amely tartalmaz J hatdrdn fekvé pontot.

BizoNyiTAs: Valdban, ha a széban forgd kontinuumok rendszere nem megszam-
lalhato, akkor a J négyzetnek van olyan oldala, amelyet megszamlalhaténal t5bb ilyen
kontinuum metsz. Tiikrézziink minden ilyen L kontinuumot erre az oldalra nézve.
Legyen L tiikorképe L’. Ekkor az L+ L’ halmaz kontinuum, amely a sikot legalabb
harom részre valasztja szét. Ha tovabba L nem metszi M-et, akkor L + L’ nem metszi
az M + M’ kontinuumot. lly mbdon az 1. segédtétel ellenére megszamlalhatdnal t5bb
olyan egymast nem metsz§ kontinuumot kapnank, amelyek koziil mindegyik a sikot
kett6nél tobb részre valasztja szét. Ez az ellentmondas bizonyitja a segédtételt.

A 7. segédtételbdl specialisan kovetkezik, hogy a J négyzetben értelmezett F(n)
folytonos fiiggvénynek legfeljebb megszamlalhatéan sok nivQja tartalmaz a sikot szét-
valasztd és J hatarat metsz6 komponenst.

8. definicid. A K kontinuum « pontjat eldgazdsi pontnak nevezziik, ha K-nak
van harom olyan részkontinuuma, amelyek koziil egyik sem all egyediil az « pontbdl
és amelyeknek paronkint o az egyetlen kozds pontjuk.

8. SEGEDTETEL (V. M. KOMAREVSZKU [4]). Eldgazdsi pontot tartalmazé és egy-
mdst pdronkint nem metszé sikbeli kontinuumok bdrmely rendszere legfeljebb megszdm-
ldlhato.

BizonyiTAs. Legyen K valamely kontinuum, o ennek egy elagazisi pontja,
K., K, és K, pedig K olyan részkontinuumai, amilyenekrél a 8. definiciéban sz6 van.
Legyen tovabba Q az a pontot tartalmazd nyilt kdrlemez; Ki, Kz és K3 a K, NQ,
K, NQ, K;NQ halmazoknak az o pontot tartalmazé komponensei, S az Q halmaz
hatara, végiil a, €K1 S, a, € K5N S, a; € K3N S, Akkor a K’ =K| + K3 + K3 kon-
tinuum az Q halmazt legalabb harom tartoményra valasztja szét. Valdban, az S
kérvonal a1a,, a3da;, aza, iveinek mindegyikén taldlhaté a CK’ halmaznak egy-egy
pontja, mert ellenkezé esetben a K1, K2, K3 kontinuumok kéziil valamelyik kett8nek
lenne koz6s pontja S-en. Legyen b, €a.a; N CK', by €aza, N CK’ és by cara, N CK’.
Megmutatjuk, hogy a b,, b,, b; pontokat a K’ kontinuum péronkint elvalasztja Q-
ban. Csakugyan, tegyiik fel, hogy példaul b; és b, nincs elvalasztva. Akkor talalhatd
olyan L egyszer(i iv, amely 6sszekoti b, -et és b,-t, teljesen 2-ban fekszik és nem
metszi a K’ kontinuumot. Jelentse S” az S-sel koncentrikus és kétszer akkora sugarii

6 III. Osztdly Koézleményei XI1/4
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korvonalat. Legyen b1 és b3 a b, -nek és b, -nek megfelel két pont az S” kérvonalon.

Akkor L a [by, bi], [b,, b3] szakaszokkal és az S’ kdrvonal bib; ivével egyiittegy M
topoldgikus kort képez, amely a sikot Jordan tétele szerint szétvalasztja és amely
nem metszi a K’ kontinuumot. M elvalasztja az a,, @, pontokat, mert M az a, pontot
elvalasztja a végtelent§l, az a, pontot pedig nem. Ez azonban nem Iehetséges,minthogy
a, és a; a K’ kontinuumhoz tartozik. Tehat X” az Q halmazt valoban legalabb harom
tartomanyra valasztja szét,

Legyen most n a K, kontinuum elagazasi pontja. Legyen 6 a K, K,, K; rész-
kontinuumok atmérdi koziil a legkisebb, n” pedig racionalis koordinatakkal rendelke-
zG8 és n-tol legfeljebb % tavolsagra levg pont. Legyen Q, 5" kdzéppontu és r,<-2—
sugarl kor, ahol r, racionélis szam. Akkor, amint megmutattuk, van olyan K, ck,
részkontinuum, amely az Q, kort legalabb harom tartomanyra valasztja szét. Az 1,
segédtétel értelmében ugyanaz az Q kor legfeljebb megszamlalhatéan sok K, konti.
nuumnak felelhet meg. Minthogy azonban mindazoknak a kordknek a halmaza,
amelyeknek sugara és k6zéppontjuk mindkét koordinataja racionalis, legfeljebb meg.
szamlalhatd, az 6sszes K, kontinuumok rendszere szintén legfeljebb megszamlalhatd,

Gombfeliileten elhelyezked6 kontinuumok esetére a bizonyitds automatikusan
atvihetd.

A 8. segédtételbdl kovetkezik, hogy a nivéhalmazok elagazasi pontokkal ren-
delkez8 komponensei legfeljebb megszdmlalhaté halmazt alkotnak, és még inkabb
legfeljebb megszamlalhaté azoknak a nivoknak a halmaza, amelyeknek van ilyen
komponensiik.

Osszefoglalva az 6sszes el6z8 eredményeket, a nivéhalmazok tipikus szerkezeté-
rél kimondhatjuk a kovetkezS tételt:

3. TETEL. Legyen F() a J négyzetben (illetve gombfeliileten) értelmezett foly-
tonos fiiggvény. Akkor:

1. Legfeljebb megszdmldlhatéan sok nivé tartalmaz extrémum-helyet és reguldris
kvdzi-extrémdlis komponenst.

2. Legfeljebb megszamldlhatéan sok nivé tartalmaz a J tartomdnyt kettonél tobb
részre oszto komponenst, eldgazdsi ponttal rendelkezd komponenst és reguldris, de nem
teljesen reguldris komponenst. Ha J négyzet, akkor a sikot szétvdlaszto és J hatdrdt
metszd komponensek is legfeljebb megszdmldlhatéan végtelen sok nivohalmazban lépnek
Sel.

3. Minden egyéb nivo vagy csupa reguldris komponensbél dll, vagy egy a J tarto-
mdnyt szét nem vdlaszté komponenssel egyiitt végtelen sok reguldris komponenst tar-
talmaz.

4. A J tartomdnyt szét nem vdlaszté komponensek és a reguldris komponensek
tipusokba sorolhatdk az 1. és 2. tételnek megfelelben.

E paragrafus befejezéseként bebizonyitunk harom segédtételt, amelyet t&bbszor
is fel fogunk hasznalni.

9. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény, & és { pedig J tetszés szerinti
pontjai. Ha a t nivé elvdlasztja a &, { pontokat, akkor e nivé komponensei kiozt taldlhato
E-hez legkizelebb fekvd, a &, { pontokat elvdlaszto komponens.
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BizonyiTAs. A G. tétel szerint a &, { pontokat elvalasztd 6sszes komponensek
rendezettek, vagyis barmely kettS koziil az egyik kozelebb van &-hez, mint a masik,
és az utobbit elvalasztja E-t8l. Legyen {K,} a ¢ nivé &, { pontokat elvalaszté kompo-
nenseinek olyan sorozata, hogy K,-nek &-t6l mért tavolsaga az alsé hatarhoz tart,
ha n — . Akkor J kompaktsaga kovetkeztében e komponensek valamely részsoroza-
tanak topoldgiai limes inferiora nem iires. Feltehetjiik, hogy maga a {K,} sorozat mar

igy van megvalasztva. Akkor a K=[tK, halmaz kontinuum, tovabba (F(n) folyto-

nossaga miatt) az egész K egy nivohoz tartozik. Kdvetkezésképpen a K kontinuum

az E, nivéhalmaz valamelyik K komponenséhez tartozik (bar lehetséges, hogy nem
azonos az egész komponenssel). Az A és D tétel értelmében a K kontinuum és annal

inkabba K> K komponens elvalasztja a &, { pontokat. A K komponens a legkdze-

lebb van £-hez, mert ha a ¢ nivo egy masik K’ komponense a K komponenst elva-
lasztja &-t61, akkor g(&, K)<g(¢, K) és igy ¢(&, K,) nem tartana az alsé hatarhoz n
novekedésével, ugyanis g(&, K)=lim ¢(&, K,).

Megjegyezziik még, hogy ha F (&) #t, akkor a K kompone'ns nem tartalmazza a
¢ pontot. Ellenkez8 esetben K3 ¢&.

10. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény és &, a J tartomdny tetszés
szerinti pontjai. Legyen K valamely t # F(&) nivonak a &, { pontokat elvdlaszté kompo-
nensei kéziil a {-hoz legkozelebb fekvd, és legyen K reguldris komponens. Ebben az
esetben ha t < F({), akkor a K* belsé karakterisztika félminimumot szolgdltato kom-
ponens, ha pedig t > F(0), akkor K* félmaximumot szolgdltato komponens (mindig a
& pontra vonatkozélag ).

Analog médon, ha K’ a t nivé &, { pontokat elvdlaszté komponensei kiziil a E-hez
legkizelebbi, akkor attél fiiggden, hogy t < F(E) vagy t=> F(€), a K** kiils6 karak-
terisztika félminimumot, illetve félmaximumot szolgdltato komponens lesz (E-re vonat-
kozolag ).

BizoNyiTAs: Legyen K a ¢ nivénak a { ponthoz legkdzelebb fekvé komponense
és t < F({) (a 9. segédtétel értelmében talalhaté ilyen komponens). Legyen a K kom-
ponens regularis és tegyiik fel, hogy a segédtétel llitasaval ellentétben a K* karak-
terisztika nem félminimumot szolgaltaté komponens. Ekkor két eset lehetséges:

a) K* koncentrikus szingularitasi komponens. Ez lehetetlen, mert akkor a ¢
nivonak volna olyan K’ komponense, amely elvalasztja K*-ot és az U D K* kdrnyezet
kiegészit§ halmazat. De ha az U kornyezet elég kicsiny, ugyhogy { ¢ CU, akkor K’
elvalasztja a K* komponenst a { ponttdl, ugyanis K’ elvalasztja K*-ot CU-t6l. Ez
nem lehetséges, mert K a ¢ nivonak a { ponthoz legkdzelebb fekvé komponense.

b) K* félmaximumot szolgaltatd komponens. Legyen R olyan kontinuum,
amely metszi K*-ot, nem metszi az E,— K* halmazt és tartalmaz egy a pontot,
amelyre F*(a)<t. Akkor az a, { pontokat a ¢ nivé elvalasztja (ugyanis ¢ < F*({) =
= F({)). Az E tétel értelmében talalhatd az a, { pontokat elvalaszté K’ E, kompo-
nens. De akkor tekintettel arra, hogy K’ elvalasztja az a, { pontokat, K’ kiilonbozik
K*-t6l, mert K* szét nem valasztd komponens. K’ N R =0, igy K’ nem valasztja el
a K* komponenst és az a pontot. De akkor K’ elvalasztja a { pontot és K*-ot, mert
kiilonben K’ nem valaszthatna el az a, { pontokat. Kovetkezésképpen K’ elvalasztja
a &, { pontokat és kozelebb fekszik {-hoz, mint K, ez pedig lehetetlen.

6*
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Tehat K* félminimumot szolgiltatd komponens.
A 10. segédtétel fenn maradt harom esete analdog moédon bizonyithaté be.

11. SEGEDTETEL. Legyen K, és K, az F(n) folytonos fiiggvény valamely t nivéjd-
nak két komponense. Akkor taldlhato egy maximdlis 5,>0 szdm, amelyre vagy a
t+ 06y, vagy at—d, nivo elvdlasztjaa K, , K, komponenseket. Haa t 6 nivé elvdlasztja
K, -et és K,-t, akkor bdrmely & szdmra (0 <6 <0) a t + 0" nivé elvdlasztja a K, K,
komponenseket.

BizonyiTAs: MindenekelStt megjegyezziik, hogy ha a ¢+ nivd elvilasztja a
K,, K, komponenseket, akkor a 71+ nivd is elvalasztja K,-et és K,-t minden
0 <0’ <d mellett. Valoban, az E tétel szerint talalhaté a K, K, komponenseket elva-
lasztd L C E,+; komponens. Ekkor E, ;. elvalasztja egyrészt K, -et L-t8l, masrészt
K,-t L-t8], és az E,+; halmaznak van legalabb két olyan komponense, amely elva-
lasztja K, -et és L-et, illetve K,-t és L-et és egynttal elvalasztja K, -et és K, -t,

Most tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellentétben semmilyen § >0 szim mellett a
t+ 4, t — 6 nivok nem valasztjak el a K;, K, komponenseket. Akkor talalhat6 olyan,
kontinuumokbdl allé {R,} sorozat, amelynek minden tagja metszi K, -et is, K,-t is,
és amelyre R, N (E:+ 1 +Et 1) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy az R, halmazon ¢ — -i— <F)<t+ % Szokasos mddon

az {R,} sorozatbdl valasszunk ki egy olyan részsorozatot, amelynek topoldgiai limes
inferiora nem iires. Tegyiik fel, hogy maga az {R,} sorozat mar ilyen. Akkor az

R=1t R, halmaz kontinuum, és R metszi K, -et is, K, -t is. Az R kontinuumon F(n)=t,
s .

vagyis RC E,, és igy a K,, K, komponensek azonosak. Tehat van olyan d =0, hogy
E, ;s elvalasztja a K, , K, komponenseket. Egy maximalis 6, szam létezése J kompakt-
sagabodl és az A, D tételekbdl kovetkezik,

2. §. Kétvaltozés fiiggvény komponens-tere (egydimenzids faja)

A tobbvaltozds fiiggvények sok tulajdonsaga teljesen analdg az egyvaltozos fiigg-
vények, vagy pontosabban, az egydimenziés kontinuumon értelmezett fiiggvények
tulajdonsagaival. Kideriil, hogy magaa fiiggvény szolgaltat nekiink ilyen egydimenzios
kontinuumot: ilyen a fliggvény ,,egydimenzios fdja”, vagyis a fiiggvény nivéhalmazai-
nak komponenseibdl alkotott tér a természetes topologiaval. Ebben a paragrafusban
tobbvaltozos fiiggvények egydimenzids fajanak megszerkesztésével és tanulmanyoza-
saval foglalkozunk. A 2. § anyaga valamivel elvontabb, mint az 6sszes tobbié. Bar az
¢ paragrafusban kapott eredményeket késébb felhasznaljuk, sziikség esetén az egész
2. § elhagyhat6 lenne, igaz, egyes bizonyitasok meghosszabbodasa aran. A kétvélto-
z0s fiiggvények tulajdonsagainak ,,egydimenziésakra™ és , kétdimenzidsakra” vald
elkiiloniilése azonban szememben elvi jelentSségli ténynek latszik. Ebbdl a szempont-
bdl az egydimenzids fa bevezetése éppen hogy lényeges: segitségével a fliggvények
egydimenzids tulajdonsigai kiilonosen vilagosan valaszthatok ki.

Legyen tehat F(n) kétvaltozos, vagy ha Ggy tetszik, a kétdimenziés gémbfeliileten
értelmezett folytonos fiiggvény. Rogton megjegyezzitk, hogy az egész paragrafus
folyaman nem lesz fontos szamunkra a filiggvény J értelmezési tartomanyanak nem-
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csak a pontos alakja, hanem még a dimenzidja sem, Ggyhogy az olvasé, ha akarja,
az F(n) fiuggvényt képzelheti az n-dimenzids kockan, az n-dimenzids gémbfeliileten
stb. értelmezett folytonos fiiggvénynek.

Minden F(n) fiiggvénynek meg fogunk feleltetni egy T topologlkus teret,
amelyet az F(y) fiiggvény egydimenzids fajanak fogunk elnevezni (kés6bb kideriil,
hogy T egydimenzids kontinuum). Pontoknak az F(n) fiiggvény E, nivohalmazainak
komponenseit vessziik. Tr-en a topoldgiat a kovetkez6képpen adjuk meg: legyen
U(K)cJ olyan nyilt halmaz, amely tartalmazza az E, nivéhalmaz K komponensét,
A teljesen U(K)-ban fekvS és a Ty tér pontjainak tekintett komponensek halmazat
a T, tér K pontja kornyezetének fogjuk tekinteni. A topoldgiat egy kornyezetrendszer
megadasa segitségével vezettilk be. Meg kell mutatni, hogy a bevezetett topoldgia
eleget tesz a topologikus tér axidomiinak. Két ilyen axiéma van:

1. Barmely adott p € T pont tetszés szerinti két kornyezetének metszete tartal-
mazza a p pont valamely kdrnyezetét.

2. Ha a g pont a p pont U(p) kdrnyezetéhez tartozik, akkor g-nak van olyan
U(gq) kornyezete, amely U(p)-ben fekszik.

Ennek a két axiomanak a Ty térben vald teljesiilése konnyen kovetkezik abbdl,
hogy J-ben két nyilt halmaz metszete nyilt halmaz, és a 2. segédtételbdl.

Tehat minden J-n értelmezett F(n) folytonos fiiggvénynek megfeleltettiink egy
T, topoldgikus teret. Ennek kapcsan a J térnek a T térre vald tp természetes leképe-
zését nyerjiikk. Ha & a J tér valamely pontja, akkor legyen definicid szerint 7,(£) =K,
ahol K egy nivohalmaz valamely komponense mint a Ty tér pontja. Ha M a J tér
valamely halmaza, akkor 7.(M) jelenti M képét a Ty térben. Ha L a Ty térben fekvs
halmaz, akkor szokasos mddon t7 1(L) jeloli L teljes inverz képét J-ben. Azonkiviil
gyakran az l¢ jelolést fogjuk hasznalni tx(¢)-re, vagyis a K3 & komponensre mint a
T tér pontjara, tovabbi a K, jelolést ugyanarra a K komponensre, de most a J tér
ponthalmazanak tekintve.

12. SEGEDTETEL. A tp leképezés folytonos.

BizonyiTAs: Legyen [ a T, tér valamely pontja, K=15!(/) és £€ K. Legyen
U(l) az | pont tetszés szerinti kornyezete Tr-ben, U(K) pedig K-nak az U(/) halmazt
generald kornyezete J-ben. Akkor U(K)> K3 €&, és a 2. segédtétel szerint talalhatd
olyan V (€)c U(K) kornyezet, hogy minden a V(£) kdrnyezetet metsz6 K” kompo-
nens teljesen U(K)-ban fekszik. De akkor n€ V(&) esetén tx(n)c U()), ami U(/)
onkényes megvalasztasa folytan éppen azt jelenti, hogy a 7 leképezés folytonos.

Minthogy J lokalisan Osszefiiggd kontinuum (lasd a K definiciét), az L tételbdl
rogton kevetkezik az alabbi tétel:

4. TETEL. A J halmazon értelmezett F(n) folytonos fiiggvény Ty egydimenzios fdja
lokdlisan Osszefiiggd kontinuum.

13. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény, Ty az F(n) fiiggvény egy-
dimenzids fdja, Iy és'l, pedig Ty tetszés szerinti pontjai. Legyen R mindazon kompo-
nensek dsszege J-ben, amelyek elvdlasztidk a Ko =15 '(ly), K, =15 '(l,) komponense-
ket. Akkor o =1 (R) az egyetlen olyan egyszerii iv Typ-ben, amelynek 1, és |, a két
végpontja. A ¢ iv maximdlis, vagyis teljesen benne van bdarmely az l,, l; pontokat tar-
talmazo L€ Ty kontinuumban.

BrzonyitAs: A G tétel szerint a ¢ halmaz rendezett, ha a rendezést gy értel-
mezziik, hogy /, o esetén 1<l azt jelenti, hogy 7 1(/) a 75 (/) komponenst elva-
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lasztja K, -t6l. Megmutatjuk, hogy ilyen rendezés mellett o hasonld egy szakaszhoz.
Ehhez elég belatni, hogy o rendelkezik a kovetkezd négy tulajdonsiggal:

1. Van olyan [°, hogy tetszés szerinti /€a —I° pontra [°</.

2. ¢ elemeinek barmely /< [/?< ... monoton sorozatihoz talilhaté limesz-
elem, vagyis olyan o-beli / elem, hogy /9< [ (s=1,2,...) és hogy barmely /' ¢€o
elemre I'</ esetén elég nagy s értékekre I'< [,

3. o szeparabilis halmaz, vagyis van olyan megszdmlalhaté {/;} halmaz, hogy I°
kivételével barmely /€ o elemhez taldlhat6 olyan monoton {/,,} részsorozat, amelynek
I limesz-eleme.

4. o barmely [ és I’>>1 eleméhez talalhat6 olyan I”, amelyre I< "< I,

Az 1. tulajdonsag magatdl teljesiil: az /° elsG elem szerepét I, jatssza.

A 2. tulajdonsag konnyen kovetkezik az A, D tételekbdl és J kompaktsagabol.

Valéban, legyen [(DV< [ < .. ; legyen K® =151(]%)) és legyen az {1(3)} sorozat
olyan ritka, hogy It lt K® 0, Legyen K = Ith, a megfelel6 komponens K> K, tovabba

legyen l—rF(K). Nyllvanvalo, hogy t-(K®)< I minden s-re. Azonkiviil ha I'<<] és
minden s-re I’ > [®), akkor az L=15!(/") és a K, halmazt mindegyik K és ezzel

egyiitt topoldgiai limes superioruk is elvalasztja, igy a KDl_th komponens még

inkabb elvilasztja Gket. De akkor K elvalasztja L-et K,-tdl és 75(K)< tp(L) ellen-
tétben a feltevéssel. Tehat az 1. és 2. tulajdonsagot bebizonyitottuk.

Most bizonyitsuk be a 3. tulajdonsagot. A G tétel szerint két kiilonb6z6 és R-hez
tartozd K, L komponens kiillonb6z§ tavolsagra van K;-t6l. Legyen D az a valds
szdmokbol allé6 halmaz, amelynek elemei K,-nak az R-beli komponensektSl mért
thvolsagai. Legyen D* — D megszamlalhato és D-ben mindeniitt siirii halmaz. Legyen
{K,} azoknak az R-hez tartozé komponenseknek a halmaza, amelyeknek Ko-t6l
mért tavolsagai D*-beli szamok. Megmutatjuk, hogy {tx(K,)} a keresett megszAm-
lalhatd és mindeniitt slir halmaz. Legyen /€0. Legyen &€ K, és I]EL—TF 1) két
olyan pont, amelyre ¢(&, n) = ¢(K,, L). Legyen tovabba d, <d, <<... a D* halmaz
elemeibdl all6 és a (K, L) szamhoz tartd sorozat. Valasszuk ki az R-hez tartozd
komponenseknek egy K7, ..., K%, ... sorozatat, amelyre o(K,, K%) = d,. Legyen 1,
a Ky komponens n-hoz legkézelebbi metszéspontja a [£, ] szakasszal. Ilyen van,
mert K} elvalasztia a K,, L komponenseket. Nyilvain d,=o(¢, n,), és igy

hm o(n,, 1) =0. Kovetkezésképpen nEItK,’.", tehat LBItK* De ebbdl kovetkezik,

hogy az [ elem a {t;(K)} sorozatnak hmesze

Végiil a 4. tulajdonsag a 11. segédtétel miatt teljestil.

Most legyen 0 a ¢ halmaznak a [0,1] szakaszra valé hasonld leképezése, vagyis
0(!) a o halmazon értelmezett fiiggvény, amelyre 0(/,) =0, 8(/,) =1, amelyre tovabbi
0() <0(') ha I<I'. Megmutatjuk, hogy a 8 fiiggvény a Ty tér ¢ halmazanak a [0, 1]
szakaszra valo /zomeomorf leképezését valdsitja meg. Valoban, legyen /€0 és =0
el6re megadott szam. Legyenek I’ € o, I’ €6 olyan komponensek, amelyekre 8(/) =
=0()—e, 6(") =0()+e. Legyen UaJ ternek a 17 {07 1(I"") komponensek altal
hatarolt tartomanya. Akkor U a Ty térben egy U tartomanyt general, amelynek ~o'-val
valé metszete az I'<< I<I” dsszefiiggésnek eleget tevd [ pontokbol all és igy ¢ UNe
esetén |0(/) — (/)| <e. Ezzel bebizonyitottuk 8(/) folytonossagat. Megmutatjuk, hogy
az inverz leképezés folytonossaga is fennall. A 2. segédtétel értelmében elég meg-
mutatni, hogy 0(/,) ~0(!) esetén ¢(X,, K) 0, ahol K=15(]), K,=15'(/,). Legyen
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a feltevéssel ellentétben (K, K, )>5 >0. A {K,} sorozatot tekinthetjiik olyan ritka-
nak, hogy ltK #0. Legyen Ka ltK halmazt tartalmazé komponens. Akkor vagy

o(K, K)>0 vagy K= K. Az utébbi ellentmond a oK, K,)=0 fe]tetelnek Legyen
o(K, K) = 6, >0. Akkor 0(K) = O(K), ami lehetetlen, mert K#K és vagy K<K

vagy K<K. A 13, segédtétel elsS felét bebizonyitottuk: o egyszerii iv.

Most legyen Lc Ty olyan kontinuum, amely tartalmazza az /,, /; pontokat.
Akkor az S =17 (L) halmaz a K és az M tétel szerint kontinuum J-ben és S K, + K.
De akkor S metszi a Ky, K, komponenseket elvalaszté barmelyik komponenst, €s igy
L=1-(S)D06 = 1:(R), ugyanis R az dsszes ilyen komponensek 6sszege. Tehat LDa,
vagyis a ¢ egyszer{l iv minimalis. Most legyen ¢"C Ty olyan egyszerli iv, amelynek
végpontjai [, és ;. Akkor ¢ Do, Legyen [€6’ —0o. Legyen ¢ a ¢ iv [-t6l I;-ig
terjedd része, és I, a ¢ és o’ iv elsG kbzos pontja l-t8l /, felé haladva. Akkor az [y/,,
I,, Ll iveknek [, az egyetlen kozds pontjuk, vagyis /, elagazisi pont és ¢’ nem
egyszerii {v.

A 13, segédtételt teljesen bebizonyitottuk.

A topoldgiabdl ismeretes, hogy azok a lokalisan &sszefiiggd kontinuumok,
amelyek nem tartalmaznak topoldgikus kort, egydimenzidsak, Ty pedig a 13. segéd-
tétel értelmében nyilvanvaléan nem tartalmaz topologikus kort. Ez igazolja az ,,egy-
dimenzids fa” elnevezés jogossigat. Az is ismeretes, hogy minden lokalisan Ossze-
fiiggd és topoldgikus kort nem tartalmazé kontinuum homeomorf mddon leképez-
hetd egy sikbeli kontinuumra. Ezeket a tényeket nem fogjuk felhasznalni és bizonyi-
tasukat elhagyjuk.

9. definicié. Legyen K valamely kontinuum és a ennek egy pontja. Az a pont
indexének nevezziik azoknak az n szdmoknak a felsé hatdrdt, amelyekre talilhato
K-nak n szdmut olyan, tébb pontbdl dllé részkontinuuma, hogy bdrmelyik kettének a az
egyetlen kozos pontja.

f0. definicié. A K kontinuum n=3 index{i pontjat eldgazdsi pontnak, 1
index{i pontjat pedig végpontnak nevezziik (vo. 8. definicid).

S. TETEL. Az F(n) folytonos fiiggvény nem reguldris komponenseinek a fiiggvény
T egydimenzios fdjdin a kovetkezok felelnek meg:

a) az értelmezési tartomdnyt n=3 részre szétvdlaszto komponenseknek eldgazdsi
pontok ugyanazzal az n indexszel, és megforditva,

b) az értelmezési tartomdnyt szét nem vdlaszto komponenseknek a fa végpontjai,
és megforditva.

BizonyiTAs: Tegyiik fel, hogy az E, nivéhalmaz K komponense a J tartomany-
aznszamu G,, G,, ..., G, tartomanyra valasztja szét (lehet n = = is). Be kell bizonyit
tanunk, hogy K-nak mint a 7 kontinuum pontjanak indexe szintén n.

A G+ K zart halmazok mindegyike barmely pontjaval egyiitt ¢ pont egész
komponensét is tartalmazza. Ezeknek a halmazoknak a metszete K. A T, térben
mindegyik G, + K halmaznak megfelel egy nem egyetlen pontbdl allé kontinuum, és
a K komponens mint a T tér pontja ¢ kontinuumok egyetlen metszéspontja. Tehat
K indexe Tp-ben legalabb n.

~ Bizonyitsuk be allitisunk masodik felét. Legyen / eldgazasi pont a T térben, és
K=1Z!(/). Legyenek L, L,, ..., L, egynél tobb pontbol allé, egymast paronkint
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I-ben és csak /-ben metsz8 kontinuumok a Ty térben. Bebizonyitjuk, hogy a K
komponens a J tartomanyt legalabb »n részre osztja. Valdban, legyen D,=15 (L)
(s=1, 2, ..., n). Megmutatjuk, hogy r#s esetén K elvalasztja a D,— K, D,— K hal-
mazokat. Legyen a€ D, — K, B € D,— K és R olyan kontinuum, amely tartalmazza az
a, f pontokat, de nem metszi a K komponenst., Legyen M =1 (R). Nyilvanvald,
hogy ‘M az I pontot nem tartalmazd kontinuum. Ez azonban azt jelenti, hogy az
l,, Iy pontok Tp-ben OsszekothetSk az / pontot nem tartalmazé M kontinuummal.
A 13. segédtétel értelmében talalhaté az [,, /; pontokat tartalmazé minimalis o egy-
szerl iv. Akkor o © M nem tartalmazza /-et, mert M nem tartalmazza /-et. Masrészt
L,+ L, tartalmazza a o ivet, tehat ¢/, mert ha o/, akkor egy elég kicsiny U(l)
kornyezet sem metszi a o ivet, akkor pedig L, — U(l) és L, — U(/) egymast nem metsz§
zart halmazok (mivel feltevés szerint L, és L, egyetlen metszéspontja /), vagyis az
LeL,—U(), ;e Ly— U(l) pontok nem kothetSk 6sszea o L, + L~ U(/) egyszeri
ivvel.

Tehat ha K indexe a T térben n, akkor a K komponens a J tartomanyt legalibb
n részre osztja. Megmutattuk, hogy a K komponensnek mint a 7 tér pontjinak
indexe egyenl§ azoknak a tartomanyoknak a szamaval, amelyekre K felosztja a J
halmazt. Ebbdl kovetkezik a bebizonyitando tétel a) és b) 4llitasa.

14. seEGEDTETEL: Legyen F(n) folytonos fiiggvény a szokdsos J értelmezési tarto-
mdnyon és K e fiiggvény valamelyik E, nivéhalmazdnak egy szétvdlaszto komponense.
Legyen J, azok koziil a tartomdnyok kéziil az egyik, amelyekre K felosztja J-t. Akkor
J-ben taldlhato szét nem vdlaszté komponens.

BizoNyiTAs: Indirekt bizonyitast fogunk végezni. Rendezzitk kézonséges {r.}
sorozatba J mindazon pontjait, amelyeknek mindkét koordinatajuk racionalis.
Legyen £4¢J,. Legyen K, =K. Tegyiik fel, hogy a K, K,, ..., K,, komponensek ¢s
al,,Jy, ..., J, tartomanyok mar értelmezve vannak oly mddon, hogy K| elvalasztja
a J, tartomanyt K,_,-t6l, tovabba K, J,_,. Az r,€J, pontok kozill jeloljitk meg
azokat, amelyeket legalabb egy K J, komponens nem valaszt el K,-t6l. Rogzitsiik
koziliik a legkisebb indexii r(n) pontot és valasszunk K, ,,-nek egy J,-ben fekvs
¢és az r(n) pontot a K, komponenst6l el nem valaszté komponenst, J, ;. -nek pedig
egy olyan tartomanyt, amelyet K, , ; elvalaszt K,-tSl. Folytassuk eljarasunkat minden

n természetes szamra. Most legyen a {K, } részsorozat olyan ritka, hogy It K, #0-
Legyen K’ = EKHM, tovabba K> K’ egy nivohalmaz komponense. Nyilvanvalo, hogy

Kc 7., és K nem valasztja szét J-t; valdban, ellenkezd esetben legyen J, olyan
n

tartomany, amelyet K elvilaszt mindegyik K,-tSl. Legyen K < J, tetszés szerinti

komponens. Talalhaté olyan r,c J, pont, amelyet K nem valaszt el K-t és egyuttal
az osszes K, komponenstdl sem. Ez azonban azt jelenti, hogy r(n) indexe valamzaly
n-re nem volt minimalis.

15. SEGEDTETEL: Folytonos fiiggvény egydimenzids fija a végpontok halmazdibol
és legfeljebb megszdamldlhatéan sok olyan egyszerii vbél dll, amelyek egymist pdron-
kint legfeljebb egy pontban, méghozzd eldgazdsi pontban metszik.

BizoNYyiTAs: Rendezziik kozonséges sorozatba a J tartomdany racionélis koordi-
nataju pontjaibdl képezhets sszes parokat. Osszesen megszamlalhatéan sok ilyen
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par van. Minden olyan parnak, amelynek elemei nem tartoznak ugyanahhoz a kom-
ponenshez, feleltessiik meg az F(n) fiiggvény valamely nivohalmazinak a pontpart
elvalasztd egyik komponensét. Legyenek ezek a megjeldlt komponensek K, ..., K,,...,
K, pedig egy, a J tartomanyt szét nem valaszté komponens. Legyen Iy =1(K,).
A K, komponens szétvalasztja J-t. Legyen J, azon tartomanyok egyike, amelyeket K,
elvalaszt K,-t6l. Akkor J,-ben talalhaté a J tartomanyt szét nem vélaszté L, kompo-
nens. Képezziik most az emlitett megszamlalhatdéan sok Tr-beli egyszerii ivet a kvet-
kez8képpen. Legyen I, =1,(K,). Legyen 6¢? az l, és I, pontot dsszekdtd minimalis

egyszerii iv Tp-ben. Tovabba legyen o, =09, és o, az az egyszerii iv, amely az [,
s-1

pontot a a? és > o, halmaz [,-tG] szamitott elsG metszéspontjaval koti 6ssze. Azt
k=1

&llitom, hogy az egész T tér a végpontok és a o, egyszerii ivek Osszege. Valdban,
tegyiik fel, hogy az /€ T, pont nem végpont és K=17 (/). Akkor nyilvan létezik
olyan megjelolt K, komponens, amelyet K elvilaszt K,-t6l. Legyen L, a K -nek meg-
felel§ szét nem valaszté komponens. Nyilvanvald, hogy 693/, mert 69 tartalmazza Ty
mindazon pontjait, amelyek a & pontot és az L, komponenst elvalaszté komponen-

seknek felelnek meg. Tehdt > 09 tartalmazza T minden olyan pontjit, amely nem
k_l
-1 s—1

végpont. Vilagos azonban, hogy o C20k+0',, ugyanis a Zak+a kontinuum
k=1

tartalmazza az [, I, pontokat, és igy tartalmazza az e pontokat &sszekotd minimalis
egyszerdi iveit is.

Azt kell még megmutatni, hogy a o, g,, ivek kozds pontjai elagazasi pontok.
o, is, o, is tartalmaz egy / ill. /,, végpontot. Legyen /€0, o,. Szerkesztés szerint /
az egyetlen k6zos pontjuk. Ha / az egynél tobb pontbdl all6 oy, o,, ivek koziil vala-
melyiknek nem végpontja, akkor / nyilvan eldgazasi pont. Ha viszont / a o, és o,
fvnek is végpontja, akkor / kiillonbozik az Iy, I;, [, pontoktdl, mert ellenkezd esetben
a T, kontinuum / végpontjan két, nem az / pontra 8sszehizddo és egyetlen k6zos
ponttal rendelkez8 kontinuum haladna 4t, ez pedig ellentmond a végpont definicio-
janak. Tehat /=1, 1,,1,. Legyen s<m. Akkor az / pont mint a o, iv végpontja

biztosan hozza tartozik a 5’ o, halmazhoz, és igy l€o, (r<s<m).

Tehat / hozza tartozik harom kiilonbozd, egynel tébb pontbdl all6 1., I, I,, kon-
tinuumhoz és 0, o, =0,N0, =0, 0o, =1, vagyis [ elagazasi pont. A 15. segedtetelt
bebizonyitottuk.

A 15, segédtétel lehet&vé teszi, hogy a T fat elGallithassuk megszamlalhatéan
sok, végpontokat elagazasi pontokkal Ssszek6t8 egyszerii ivnek és a végpontok hal-
mazanak Osszegeként, ahol az egyszerii ivek paronkint vagy nem metszik egymast,
vagy egyetlen kozos pontban, amely egyuttal eldgazasi pont, metszik egynast. Az
ilyen felbontas nyilvan nem egyértelm(i (lasd a 2. abrat, amelyen ugyanazon fa fel-
bontasanak tobb valtozata szerepel). Azonkivill az egyszerii ivekhez nem tartozd
végpontok halmaza lehet 1ényegesen nem iires. Erre példa az ismert ,,vasit” kon-
tinuum, amelynek szerkezete a 3. abrabol vilagosan lathatd. A ,,vasut” végpontjai-
nak halmaza nyilvan kontinuum szdmossagu, viszont megszamlilhatéan sok egyszeri
fvnek csak megszamlalhatéan sok végpontja van.

Egy fa barmelyik olyan felbontasat, amely megfelel a 15. segédtétel feltételeinek,
szabdlyos felbontdsnak nevezziik. Jegyezzilk meg, hogy topologialilag egyforma faja
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eléggé kiilonbozs fiiggvényeknek is lehet. Tgy a kétvaltozéds fiiggvények koziil az
osszes ,,forgasi fliggvény” egydimenzids faja egyszerii iv. Ezért képezhetiink olyan
fiiggvényosztalyokat, hogy ugyanabba az osztalyba tartozé fiiggvények egymasra
vonatkozo viselkedése nagyon hasonlitson az egyvaltozos fiiggvények viselkedéséhez.

o

/)%/\\ \\

2. 4bra

11. definicié. Legyen F(y) folytonos és egyetlen gombben sem alland6
fiiggvény. E fiiggvény értelmezési tartomanyanak nivéhalmazok komponenseire vald
felbontasat az F(n) fiiggvénynek megfelelS teljes felbontdsnak fogjuk nevezni. A ¢(n)
fliggvény az F(n) fiiggvény linedris tipusdhoz tartozik, ha az értelmezési tartomany
neki megfeleld felbontasa az F(n)-nak megfelelS felbontasbol Gsszeragasztassal kelet-
kezik, vagyis ha abbdl, hogy a ¢() fiiggvény valamely nivohalmazanak valamelyik
komponense metszi az F(n) figgvény valamely nivohalmazanak egyik komponensét,
kovetkezik, hogy teljesen tartalmazza azt.

Nyilvanvald, hogy ha F(i) teljes felbontast 1étesit, és a ¢@(n) fliggvény F(n)
linearis tipusahoz tartozik, akkor a Ty egydimenzids fat le lehet kepezm a T, egy-
- dimenziés faba folytonosan és tgy, hogy Te
minden olyan részkontinuuma, amely 7T,,-nek egy
pontjaba megy at, a J térben ugyanazt a hal-
mazt értelmezze, mint 7,-nek ez a pontja. Azo-
kat az F(n) fuggvényeket, amelyek egyetlen
gombben sem allanddk és ennélfogva teljes fel-
bontést létesitenek, rovidség kedvéért elemiek-
nek fogjuk nevezni.

Ha F(n) elemi fiiggvény, akkor az F(n)
linearis tipusdhoz tartozé osszes fiiggvények
egyiitt gytir(it alkotnak, vagyis két, F(n) linearis
tipusahoz tartozo6 fiiggvény Osszege, kiilonbsége
és szorzata ismét ugyanehhez a linedris tipus-
hoz tartozik.

Valoban, legyen F(n) elemi fiiggvény, és az
F,(n), F,(n) fuggvények tartozzanak F(n) linearis
tipusdhoz. Legyen o¢(n) = Fy(n) £ Fy(n) ¢&s
3. 4bra Y(n) = Fi(n)-Fo(). A o), ¥(n) fiiggvények
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folytonosak. Legyen tovabba K az F(y) fiiggvény valamely nivohalmazinak
tetszés szerinti komponense. Akkor feltevés szerint a K halmazon az F,(n), F,(n)
fiiggvények és velitk egyiitt Osszegiik, kiilonbségiik és szorzatuk is allando. Ez
pedig azt jelenti, hogy @(n) és Y () az F(n) fiiggvény linearis tipusdhoz tartozik.

Tegyiik fel tovabba, hogy az F(n) linearis tipusahoz tartozé fiiggvények vala-
mely {F,(n)} sorozata egyenletesen tart Fy(n)-hoz. Akkor, minthogy mindegyik F,(r)
fiiggvény allandd a K halmazon, limeszitkk — az Fy(n) folytonos fiiggvény - szintén
allandd a K komponensen és igy F(y) linearis tipusahoz tartozik. Végiil a ¢ () =const
fliggvény nivéhalmaza J, tehat ¢ () =const barmely elemi fiiggvény linearis tipusdhoz
hozza tartozik.

6. TETEL: Legyen F(n) elemi fiiggvény. Az F(n) linedris tipusdhoz tartozé folytonos
fiiggvények olyan Ky gytiriit alkotnak, amely tartalmazza a konstans fiiggvényt és
amely az egyenletes kontergencidra nézve zdrt.

A Hy gylirit izomorf az F(n) fiiggvény Ty egydimenzios fdjan értelmezett dsszes
Jolytonos fiiggvények K. gyiirtijével.

BizonyiTAs: Csak az emlitett gy(iriik izomorf voltat kell belatnunk, a tébbit mar
bebizonyitottuk. A d{ gylirlibeli ¢ () fiiggvényeket megfeleltetjiik a Hp. gyliriihoz
tartozd ¢*(n) fuggvényeknek a o*[t:(n)] = @(n) képlet segitségével. Mivel ¢(n)
folytonos fiiggvény, ¢*(/) is folytonos; valSban, legyen e=>0. Véilasszuk ki a K
kcmponensnek egy olyan kis U(K) kérnyezetét, amelyben ¢(y) ingadozasa nem
haladja meg az ¢ értéket. Akkor nyilvanvalod, hogy U(K) a Ty térben egy U(/) kor-
nyezetet general, és ¢*(/) ingadozasa U(/)-ben szintén legfeljebb e. Forditva, legyen
¢*(l) a Tr fan értelmezett tetszés szerinti folytonos fliggvény. Megmutatjuk, hogy
o(n) = ¢*[te(n)] az F(n) linearis tipusahoz tartozé folytonos fiiggvény. Legyen £ =>0
és legyen &, a K=15(l,) komponens egyik pontja. Akkor a Ty térben az I, =/,
pontnak van olyan kicsiny U(/,) kdrnyezete, amelyben ¢*(/) ingadozésa nem nagyobb
g-nal.

Legyen U(K) a K komponensnek az U(/,) kdrnyezetet generald kdrnyezete a J
térben. Legyen V(K) a K komponens olyan kornyezete, hogy F(n) barmely nivo-
halmazanak a V(K) kornyezetet metszd barmely K’ komponense benne van U(K)-
ban. U(K) létezése a 2. segédtételbsl kovetkezik. Nyilvanvalo, hogy a V(K) halmazon
a ¢(n) fiiggvény ingadozasa legfeljebb &, és ez @(n) folytonossagat bizonyitja.

Magibdl a @(n) fiiggvény értelmezésébdl folyik, hogy ¢(n) allandd F(n) barmely
nivéhalmazanak tetszés szerinti K komponensén, ami éppen azt jelenti, hogy ¢(#)
az F(n) fiiggvény linearis tipusahoz tartozik.

Tehat kolcsondsen egyértelmil megfeleltetést 1étesitettiink a Hy és a Hp. gylirl
kozott. Megmutatjuk, hogy ez a megfeleltetés izomorfizmus.

Legyen @,(1) € Hp, @,(n) €IHp és of(), ¢3() a megfelel§ fiiggvények Hp.-ban.
Legyen tovabba @ (1) = ¢,(n) = @2(1) és ¥ (1) = @1(n)-@2(n). Legyenek @*(I) és yr*())
a megfeleld fiiggvények H p«-ban. Akkor

e*ltrm] = () = @) L p2(n) = @ilee(m)] L @ilre(n)]

Y*tem] = Y () = 1) 92(n) = @iles(n)]- p2lre(n)].
Ezzel a Ky, Hr. gylirlik izomorf voltit és egyben a 6. tételt bebizonyitottuk.,

és

'
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A 6, tétel azzal, hogy kétvdltozds fiiggvények olyan gyiiriiit valasztja ki, amelyek
izomorfok bizonyos egydimenzids halmazon értelmezett fuggvényekbdl dllo gyiiriikkel,
éppen a kétvaltozds fiiggvények egyes tulajdonsdgainak ,,linearissdgat” mutatja.

Az egydimenzios fa segitségével a kétvaltozods fiiggvények sok tulajdonsaginak
vizsgalatat vissza lehet vezetni egydimenzids alakzatokon értelmezett fiiggvények
tulajdonsigainak tanulmanyozésara. EbbSl a célbdl a J tartomdnyon értelmezett
minden folytonos F(n) fiiggvénynek megfeleltetiink egy, az F(n) fiiggvény Ty egydimen-
Ziés fajdn értelmezett F*(l) fiiggvényt az F*[tp(n)] = F(n) képlet utjdn.

Mindjart jegyezziik meg, hogy F*(/) nem allandd egyetlen, egynél tobb pontbdl
4ll6 o T egyszerli iven sem. Valoban, tegylik fel, hogy a o Ty iven az F*(/)
fiiggvény allandé. Az R=1f }(6) halmaz a K, M tételek értelmében kontinuum.
Az R kontinuumon F(y) allandé, tehat R egy nivéhalmaz valamelyik komponen-
sének részhalmaza, ebbdl viszont kovetkezik, hogy a o iv egyetlen pontbdl all.

Most megvizsgaljuk, hogyan lehet a fa fogalmanak segitségével atfogalmazni a
nivéhalmazok komponenseinek altalunk megadott osztalyozasat.

Legyen F(n) folytonos fiiggvény, T e fiiggvény egydimenzids faja, F*(/) az
F(n)-nak megfelel6 fiiggvény Te-en, & €J rdgzitett pont, I, =1(£) pedig T megfelels
pontja. Ha az F(y) fiiggvény E, nivohalmazédnak K komponense nem valasztja szét
a J tartomanyt, akkor, mint az 5. tételben megmutattuk, a 7 fa e komponensnek
megfelel§ /. pontja végpont. Ha /; az F*(/) fiiggvény maximum-helye (minimum-
helye), akkor K, maximumot (minimumot) szolgaltaté komponens. Ha viszont a K
komponens nem szolgaltat maximumot (minimumot), akkor az /; pont se maximum-
hely (minimum-hely). Kossiik dssze az [, és /; pontot a minimalis o egyszerii ivvel.
Harom eset lehetséges:

a) Az [, pont az F*(I) fiiggvény szigortt maximum-helye a o iven.

b) Az I, pont az F*(I) fiiggvény szigori minimum-helye a ¢ iven.

c) Az I, pont az F*(/) fiiggvénynek nem szigori maximum-helye és nem is
szigori minimum-helye a ¢ iven.

Az els6 két esetben I, tetszés szerinti kdrnyezetében biztosan taldlhat6 eligazasi
pont, tovabba olyan [’ pont, amely nem tartozik o-hoz, és amelyre az a) esetben
F*(I') > F*(l,), a b) esetben F*(I') < F*(l;). Az a) esetben K félmaximumot szolgal-
tatd, a b) esetben pedig félminimumot szolgaltaté komponens. Mindkét esetben
a o iv elég kicsiny szakaszanak J-beli inverz képe olyan kontinuum a J tarto-
manyban, amely tartalmazza a K komponenst és mar nem metszi az E,— K
halmazt. Most tegyiikk fel, hogy a c¢) esettel van dolgunk. Legyen U(K)
a K komponens barmily kicsiny koérnyezete. Mindig taldlhatunk a J tarto-
manyt szét nem valaszté U’(K)c U(K) koérnyezetet. Legyen U’(/;) az [, pont U’'(K)
&ltal generalt kornyezete Tp-ben. Legyen tovabba [’ a ¢ iv U’(I)-ben fekvd és olyan
pontja, hogy F*(I) = F*(/). A K’ = 15 '(I') komponens a J térben elvalasztja a
CU’(K) és a K halmazt. Valoban, legyen { a CU’(K) halmaz tetszés szerinti pontja,
és (o€ CU(K)N1F (o). A { pontot U’'(K) nem valasztja el {,-tdl, még kevésbé a
K’ c U’(K) komponens. De K’ elvalasztja a K komponenst és a {, € CU’(K) (17 (o)
pontot és igy elvalasztja K-tdl a { pontot is. Ily médon a K komponens barmely
U(K) kornyezetében talalhaté ugyanannak a nivonak olyan komponense, amely K-t
elvalasztja CU(K)-t6l; ez definici6 szerint azt jelenti, hogy K koncentrikus szingula-
ritastt komponens.

Tovabba konnyli megadni a regularis komponensek osztalyozasat. Ha K az F(n)
fiiggvény E, nivohalmazanak regularis komponense, akkor a T fa megfelelS I pontja
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Tr-ct két részre vélasztja szét. Egyikiiket elhagyva, a maradékul kapott kontinuum
olyan fa, amelynek / mar végpontja. A 2. tételben ismertetett osztilyozis ebbdl
azonnal megkaphato.

A fa fogalmanak segitségével kénnyill atfogalmazni a & pontra nézve névekedési
és fogyasi kcmponens fogalmat,

Legyen / a Ty fa regularls pontja, vagyis / nem végpont és nem elagazasi pont
Ha valamely /, végpontti és /-et belsé pontként tartalmazé egyszerii iven / ndvekedési
(fogyési) pont [, fel6l szamitva, akkor a K=17!(/) komponens a ¢ pontra nézve
novekedési (illetve fogyasi) kemponens a régi értelemben.

Még csak azt jegyezzilk meg, hogy ha a Tp-hez tartozé o, o’ egyszeri ivek mind-
egyike aregularis / pontot belsS pontként tartalmazza, akkor talalhat6 olyan6” c 6 N o’
egyszerii iv, amelynek / szintén bels§ pontja. Valoban, legyen /; és [, a ¢ iv, I és I3
pedig a ¢’ iv két olyan pontja, hogy az / pont a ¢ iven /; és /,, a ¢’ iven pedig I{ és I3
kozott helyezkedik el. Akkor vagy az [,/ és /31, vagy az [{] és [,/ minimdlis egyszerii
iveknek van /-en kiviil legalabb egy koz0s pontjuk mert kiilénben az [/, /11, 151
egyszer(i iveknek / lenne az egyetlen kozos pontjuk és [ elagazasi pont lenne. Feltehet-
jiik, hogy ;{11131 1. De akkor az ivek minimalis volta miatt [, /o1l é I;ID Il
Analég médon talalhaté olyan I pont, hogy az [/ minimalis iv benne van /,/-ben
és Ll-ben. Ekkor I'l” a keresett iv. Ily médon / novekedési vagy fogyasi pont (a
rogzitett [, pontra nézve) vagy szabalytalan pont az / pontot bels§ pontként tartal-

maz6 (/; végpont() dsszes o egyszer(i iveken egyidejlileg. Az elmondottak a kovetkezd
tételben fcglalhaték Ossze:

7. TETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény, Ty e fiiggvény egydimenzids fdja és |
valamely reguldris K komponensnek megfelelé pont Tp-ben. Legyen & az F(n) fiiggvény
J értelmezési tartomdnydnak rogzitett ponlja és ly=1.(8). Ha K az F(n) fiiggvény
novekedesi (fogydsi) komponense E-re mézve, akkor 1 az F*(l) fiigguény nivekedési

cgydsi) pontja l.-re nézre bmnfely, az I, pontot végpontkeént, l-et pedig belsd pontként .
gyasi) p ¢ ¢ p

tartclmazo o Ty egyszerii iven.

Ha K a J tartomanyt szét nem valaszté komponens, akkor a megfeleld /€ Ty
pont a) az F*(/) fiiggvény lokalis maximum-helye (minimum-helye) az l-et tartalmazod
barmely o Ty egyszerli iven, ha K félmaximumot (félminimumot) szolgaltatéd
komponens; b) nem lokalis maximum-hely és nem is lokalis minimum-hely, ha K
koncentrikus szingularitasi komponens.

A 7. tételt lényegesen fel fogjuk hasznalni a linearis variacié bevezetéséhez
sziikséges multiplicitas-fiiggvények mérhetSségének bizonyitasa soran (I1. fejezet 1. és

2.§).
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