SZABADSAGFOKREDUKCIO ES KOVETKEZMENYEI
LINEARISAN RUGALMAS SZERKEZETEK
ANALIZISEBEN

CZEGLEDI GYULA

Linedarisan rugalmas szerkezetek dinamikai analizisében a szdmitdsi modell sza-
badsigfokdt lehetséges tisztdn matematikai eszkoziokkel csokkenteni. A dolgozat véges
szabadsagfokd modellek szabadsagfokredukciéjira két eljardst mutat be, dsszehason-
litva elemzi el6nyeiket és hdtrinyaikat. Bemutatott tulajdonsdgaikat egy egyszerii
szimpéldan szemlélteti. Végezetiil kitér a kontinuus modellek esetében a szabadsigfok-
csokkentés egy nemkivinatos kovetkezményére.

1. Bevezetés

Az altalinos gépészet, a jarmiiipar, a konnyiiszerkezetes épitésméd, az
akusztika kiilonféle szerkezeti rezgési problémainak megoldasa altaldban a
rezgési sajatfrekvenciak és rezgésképek ismeretét igényli. Bizonyos szerkezete-
ken ezek a mennyiségek analitikus médszerekkel kénnyen meghatarozhaték.
Mis esetekben a feladat matematikai megfogalmazisa soran olyan egyenlete-
ket kapunk, melyek a fiiggetlen viltozék szazait, vagy ezreit tartalmazzik.
Ilyen nagyméretii feladat kezelése a rendelkezésre all6 modern szimitas-
technika mellett sem mindig problémamentes. A késébbiekben leirandék
mellett ezért is célszeriinek latszik olyan technikak alkalmazasa, amelyek segit-
ségével a viltozdk szama csokkenthetd. E médszereket 6sszefoglaléan szabad-
sagfokredukciénak (ritkdbban szabadsagfokkondenzaciénak, esetleg siirités-
nek) nevezik (lasd pl. [1]).

Anélkiil, hogy a matematikai modellalkotas problémakérével részleteiben
foglalkoznink, megillapithatjuk, hogy az osztott paraméterdi modellek (pl.
lemezek, rudak stb.) helyett diszkrét paraméteri modellek valasztasa eleve
szabadsagfokredukciét jelent, hiszen végtelen szabadsagfok helyett véges
szabadsagfokkal dolgozunk. A modellalkotas soran felléps szabadsagfokreduk-
ciét — bar ez isigen érdekes probléma — most kizarjuk vizsgalédasunk korébél.

2. Véges szabadsagfokid modellek

A vizsgalt csillapitatlan, linearisan rugalmas, koncentralt paraméteri
elemeket tartalmazé modell legyen n szabadsagfoki. Szabad rezgés esetében a
modell mozgéasegyenlete az ismert formaban
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Mx = —Cx,

ahol az n elemi x oszlopmatrix a modell elmozdulas-koordinatait, a kvadratikus
M és € matrixok a tehetetlenségi — ill. a rugalmassagi jellemzGket tartalmaz-
zdk. x = s sin wt alakd megoldast feltételezve, a

Cs = w2Ms 1)

joél ismert sajatértékfeladathoz jutunk, ahol az ugyancsak n elemi s oczlop-
matrix az elmozdulds-koordinatak s; (i =1, ..., n) amplitidéit foglalja
magaba.

Ha az (1)-ben foglalt sajatértékfeladat méretének csokkentését tiizziik
magunk elé célul, akkor — bar csak a tisztin matematikai lehetdségeket te-
kintve is — t6bb utat kovethetiink. E célkitiizést egyébként mis és mas ok
indokolhatja. Lehet példaul csak kényelmi szempont a magyarazat, vagy bizo-
nyos esetekben a fizikai tartalom jobb kidomboritisa a célunk. Ezeknél azon-
ban jéval fontosabb a végeselem médszer alkalmazisanil gyakran fellépd
kényszerits korillmény, amely a feladat 6riasi méretében nyilvinul meg. Az n
olykor tobb szaz vagy ezer. A korlatozott gépi technika mellett bizonyos val-
tozék eliminécidja, igy a szabadsagfoknak matematikai tton térténd csokken-
tése elkeriilhetetlen.

A szabadsagfokredukeié lehetséges médjai koziil most kettSt emeliink ki.
Az egyik az, amely alakilag az (1)-ben felirt lineéris sajatértékfeladathoz ha-
sonlé csokkentett rendszamnii feladatot eredményez; a masik nemlinearis sajat-
értékfeladatra vezet. Az elsdt részletesen a 2.1 pontban, a masodikat a 2.2 pont-
ban mutatjuk be. A cimekbe foglalt linearis, ill. nemlinearis szavak a redukcié
eredményére utalnak. A 2.3 pont e két elvi eljarasra tartalmaz egy egyszerd
szampéldat.

2.1 Linedris szabadsdgfokredukcié [5,6]

A szabadségfok csokkentésének ez a médja lényegében kozelits technika.
Sajatja, hogy az eredeti modellhez tisztan matematikai eszkézokkel es6kkentett
szabadsagfokd masik modellt rendel hozza, igy matematikai eszkozokkel a
modell szabadsagfokat fizikai értelemben is csokkenti. Ezzel a médszerrel az
eredeti feladat alacsonyabb frekvencia-spektrumat feliilr6l kozeliti. Ilyen el-
jarast kévetett pl. Hurry [2], CrAIG és BamproN [3], GERADIN [4]. A leg-
hatasosabbat AnpERsON, IroNs és ZIENKIEWICZ javasolta [5]. Ez azokat az
elmozdulasokat kiiszoboli ki, melyek nem gyakorolnak lényeges befolyast a
kinetikus energiara.

Legyenek az elimindlandé elmozdulasok az m elemii v vektorba tomaoritve.

Alkalmas sor- és oszlopeserék utén az (1) egyenlet mindig atirhaté az alabbi
alakba:
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ol
Gy, Gy, v M, M, v

vagy részletezve:

Chu + Cpv = 0*Mju + ©?M,,v, (3a)
Cou + Cyv = w®Myu + 02M,,v (3b)

(3b)-bél
v = (E — 0*xMy)™! C5(0’My, — G;y) u, (4)

ahol E m-edrendd egységmatrix.
A (4) jobb oldalanak elsS tényezdje — ha a konvergencia fennall — az

(E — 0?CzMy) ! = E + 0?C33M,, + (0*C3iMp)* + . . . (5)
alakba irhaté. (4) és (5) segitségével a (3a) egyenlet a
Cu = w?Mu + w-ban magasabb kitev§jii tagok (6)

format o6lti, ahol

C= C11 - C12C;21C21 (7)

M= M;; + € C3'M,, (350G, — CpC3M G571 Cyy (8)

a redukalt rugé, ill. tomegmatrixok.
A (6) kifejezésbdl az w-ban magasabb kitev§ji tagok elhagyasa utan
linearis kozelitést kapunk az (1) eredeti feladatra:

Cu = 6)2ﬁu, 9)

ahol &? a redukalt feladat sajatértékét jelenti.

A (9) kifejezésnek az az elénye, hogy egy kozonséges kétmatrixos sajat-
értékfeladatot kell megoldani, amelyre konyvtari programok allnak rendel-
kezésre.

Kimutathaté [6], hogy a (9) redukalt feladat @, sajatértékei az (1) eredeti
feladat w; sajatértékeire felsé korlatokat adnak mindaddig, amig az (5) jobb
oldala konvergal. Ez igaz, ha

w; < fiy (10)
ahol y, a
Cpv = p*Mpv (11)
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dn. belsd sajatértékfeladat elsd (legkisebb) sajatértéke. Kimutathaté tovabba,
ha (11) sajatértékei rendre

m< << g

o} < pi < ph < o,

akkor

ahol w}illetve w? az (1) eredeti feladat legkisebb, illetve legnagyobb sajatértéke.
A belsé feladat sajatértékspektruma tehat az eredetiében helyezkedik el.
Az w, = p, hatdreset akkor fordulhat el, ha az w,;-hez tartozé s, sajatvektor
mindazon helyein nullik 4llnak, amelyeket az eliminicié sordn megtartottunk.
Ez viszont azt jelenti, hogy az eredeti rendszer két olyan részrendszerre bont-
haté, amelyek 6nmagukban is — fiiggetleniil a masiktél — szabadon rezeghet-
nek. Mivel a gyakorlati szerkezeteken ez csak elvétve fordulhat el§, ezért
feltételezhetjiik, hogy p, > w,. Egy adott w -re nézve a konvergencia, igy a
feliilr§l torténd kozelités annal jobb, minél kisebb w; a y,-nél, azaz y, minél
nagyobb. Célszerdi tehit az eliminilandé elmozduldsokat a szerkezet legkisebb
dinamikus rugalmassiggal biré teriileteirgl valasztani.

2.2 Nemlinedris szabadsdgfokredukcié 1]

A redukciénak ez a mdédja csak matematikai értelemben csokkenti a
fokszamot, azaz az egyenletekben explicit szerepeltetett szabadsagfokok szdma
kisebb, mint n. Ennél a médszernél az eredeti modellhez nem rendeliink hozza
egy djabb, fizikailag is csokkentett fokszamd modellt, mint azt az el5z8 pont-
ban tettiik. Jelen eljardssal egy nemlinedris sajatérték feladatot kapunk.
Megoldasa nagyobb iddigénnyel jir, de a pontossiag novelésének nincs elvi
akadélya, ellentétben az el6zGekben bemutatott eljarassal. Egy, a késGbbiek-
ben részletezendd nemkivanatos mellékhatas azonban itt is fellép.

A médszer részletesebb bemutatasa céljabél induljunk ki ismét az (1)
Osszefiiggésbal. Atrendezés, és az

S=C— o™ (12)
jelolés bevezetése utan irhaté, hogy

Ss = 0, (13)

ahol S a szerkezet teljes dinamikai merevségmatrixa. Az eliminalandé elmozdu-
lasokat most is a v m-edrend{i oszlopmatrixba, a megmaradékat az n-edrendi
u-ba gytijtve, alkalmas sor-, ill. oszlopcserék utan a (13) egyenlet az

Il w0
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alakban irhaté. Részletezve:
S;ju + Sy =0, (15a)
Spu + Spv = 0. (15b)

Ha det Sy, = 0, a (15b) egyenletbdl v-t kifejezve, és (15a)-ba helyettesitve:

(811 — 5125%S;) u = 0.
Az

§=8,, — 8125538, (16)

jeloléssel

Su=10 17)

redukalt feladatot kapjuk, ahol S a rendszer redukalt dinamikai merevség-
mitrixa. A rendszim n helyett mar csak n—m.

(16)-bél nyilvanvalg, hogy S elemei a rendszer w? sajatkorfrekvenciajanak
tobbé mar nem linearis fiiggvényei, hanem ®? polinémjainak hanyadosai.
Han, m — oo, egyes esetekben S elemei w?-nek trigonometrikus és hiperbolikus
figgvényeiként fejezhetSk ki [7].

A szamitisok soran S elgallitasa a (16)-ban levd invertalas miatt csak
szamszerid w értéknél lehetséges. Ez egyben lesz{ikiti az alkalmazhaté szamolasi
algoritmusok korét is.

A (17) egyenlet kétféleképp teljesiilhet:

det S =0, (18a)

vagy
u=0. (18b)

A redukalt feladatnal a (18b) osszefiiggés is lehet értelmes, hiszen a (17) egyen-
let az eredeti rendszernek mar csak n—m szabadsagfokiat tartalmazza, és igy
(18b) fennallasa esetén is létezhetik rezgés. Ezek a sajatfrekvencidk — ha
ilyenek léteznek — és a hozzajuk tartozé rezgésképek is a (15) egyenletek fel-
hasznélasaval szamithaték ki. gy tehat a rendszer teljes dinamikai merevség-
matrixanak ismeretére van sziikség.

A (15b) egyenlet alapjan egyébként belathaté, hogy u = 0 esetén — a
v = 0 trivialis esetet kizarva — S nincs értelmezve, a det S frekvencia figg-
vény ezen a helyen szingularis. A (18b) egyenletet kielégit6 sajatkorfrekvenciak
tehat csak a (18a)-b6l nem szamithaték ki.

Sok esetben eleve csak a redukalt feladat felirasira van médunk, igy
frekvenciaegyenletként csak a (18a) Gsszefiiggés all rendelkezésre. Az e pont-
ban tirgyalt szabadsagfokredukciénak viszont van egy specialis kovetkezmé-

I
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nye: a (18a) frekvenciaegyenletbdl nem mindig szamithaté ki az 8sszes sajat-
frekvencia, a frekvenciahalmazban ,,lyukak’ maradhatnak. Amint a kévetkezs
pontban bemutatésra keriil§ egyszer szimpélda is illusztralja, ez a jelenség
akkor kévetkezik be, ha a rendszernek létezik olyan sajatkorfrekvencidja,
amely egyben sajatkorfrekvenciaja valamely részrendszernek (vagy rész-
rendszereknek) is komyezetéhez valé kapcsolédasi pontjaikat rogzitettnek
gondolva. Azt varhatnank, hogy ezeket a sajatkorfrekvencidkat a (18b) egyen-
let felhasznalasaval ki tudjuk szdmitani. A legtobb esetben viszont ez is csak a
trivialis megoldast adja, azaz u = 0-hoz v = 0. Ily médon csak azok a sajat-
frekvencidk szamithaték ki — a (15) egyenletek ismeretében —, melyekkel
valé rezgésnél u =10, de v=0.

Diszkrét modelinél annak eldontése, hogy vajon a szamitas soran nem
maradtak-e ki sajatfrekvenciak, viszonylag kénnyd. A sajatfrekvencidk szdma-
nak, figyelembe véve a multiplicitisokat is, meg kell egyezni az eredeti feladat
szabadsagfokaval. Kontinuumok esetén ez mér bonyolultabb kérdés.

2.3 Szimpélda

Az 1. 4bran abréazolt egyszerii lancszeril rezgdrendszer segitségével ki-
vanjuk illusztralni a 2.1 és 2.2 pontokban részletezett redukciés médszereket.
A rezgdrendszer tomeg- és rugdjellemzdit dgy valasztottuk meg, hogy a példa
alkalmas legyen az eljarasok vazolt hidnyossidgainak szemléltetésére is.

)

Cc c C
m =3 kps?m' ¢, =1.102 mkp™

TITIT T Uiy rrsrocerysrnsirncre >, m =2 kpsz m-1 cZ :0’5.10-2 mkp-l
lX1 | x2 | %3 2 1
’ . . my =15 kps? m™ ¢, =2.10"2 mkp"

¢, =1.107% mkp”

1. ébra

A harom szabadsigfokkal rendelkez§ rendszer teljes rugs- és tomeg-
maétrixai:

- 1
C = L_|_i _—— 0 1 M= m 0 0 1. (19)
131 Cy €
1 |1 1 1
—_— =4 = 0 m O
¢y Co C3 C3
1
0 - l-f-l 0 0 my
| Ca 03 64 - | ]
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Az 1. abran kozolt szdmadatokkal a rendszer sajatkorfrekvenciai: w, =
=551 w,=10s"1és wy = 10)/2 s~1. A tovabbiakban a masodik sajatkér-
frekvencia kiilonleges jelent&séggel bir, mert a hozza tartozé sajatvektor:
8;=[1 0 —2], azaz a 2. tomeg nyugalomban van.

Alkalmazzuk el§sz6r a 2.1 pontban bemutatott lineiris szabadsagfok-
redukciét. Mas és mis valtozét eliminalva rendre meghatarozzuk a (7) és (8)
redukalt rugé-, ill. tomegmatrixokat, el8allitjuk és megoldjuk a (9) redukalt
sajatériékfeladatot és a (11) belsé sajatértékfeladatot. A részletek elhagyasaval
eredményeinket az 1. tablazatban foglaltuk ssze.

1. tablazat

Elimindlt | Belst feladat Redubdlt | A kozelités
valtozé i 1. sajétértéke, sajétértékei, jésaga,
sorszama | My I %
5,2963 - 6
1 10 (10,3416)  —
S T
5,0305 0,6
3 10 (13.5051) ' =
1és3 10 5,3452 7

A tablazatban a zaréjelbe tett 2. sajatértékek a (10) szerinti korlatok
tillépése miatt nem fogadhaték el koézelité értékekként. Lathats, hogy 2.
valtozé eliminaciéja soran a 2. sajatérték pontosan kiszamithatd, hiszen a
hozza tartozé rezgésalakban a 2. tomeg rezgési amplitiidéja nulla, igy a reduk-
ci6 a rendszer kinetikus energiajat érintetleniil hagyja, mig mis esetekben
mindig megvaltoztatja.

Ha a 2.2 pontban vazolt nemlineéris szabadsigfokredukciéval dolgozunk,
a (19) C és M matrixaibél eldallitjuk a rendszer teljes dinamikai merevség-
matrixat, majd valtozé-eliminaciét hajtunk végre. ElGszor az elsd tomeghez
tartozé rezgésamplitidét kiiszéboljik ki. A (18a) alatti frekvenciafiiggvényt
abrazoltuk a 2. iAbran. Tovabbi szabadsagfokredukciéval a 3. tomeg rezgés-
amplitidéjat is kiejtve, a 3. abran rajzolt frekvenciafiiggvényhez jutunk.

Az abrakbél is kitiinik, hogy a nemlinearis szabadsagfokredukciéval els-
allitott frekvenciaegyenlet gydkei értékre nézve pontosan megadjik az eredeti
feladat sajatértékeit, de a frekvenciahalmazban lyukak maradhatnak. Jelen
feladatnal az w, = 10 s—1 sajatkérfrekvenciat a (18a) szerinti osszefiiggéshdl
nem lehet kiszamitani, a (18b) alapjin is csak a 3. abra esetében (lasd béveb-

ben [1]).
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3. Kontinuum modellek

Osszetett rendszerek rezgésanalizisének egy lehetséges elvi médja a
kovetkezd (1. pl. [8]-ban a 3. és 4. pont). A végtelen szabadsagfoki szerkezetet
csomépontok felvételével olyan részrendszerekre bontjuk, melyek szabad vagy
gerjesztett rezgését leiré mezdfiiggvényei ismertek. A részrendszereknek a
szerkezet csomépontjaihoz kapesolédé pontjait péluspontoknak nevezziik.
A merzéfiiggvények segitségével, w korfrekvenciaji rezgést feltételezve minden
egyes részrendszerre eldéllithaték a péluspontok s; elmozdulasvektorai és a
poluspontokra haté — a részrendszer szempontjabél kiilsének mindsiils — q;
er6hatasvektorok. Ezek a vektoregyenletek a rezgés paraméteres egyenlet-
rendszerét alkotjak, ahol a paraméter a mezéfiiggvények tetszdleges konstan-
sait tartalmazé vektor. A paramétereket kikiiszobolve az egyenletekbsl koz-
vetlen 6sszefiiggést nyeriink a péluspontokra haté kiilsé er6hatasok és e pontok
elmozdulasai kozt. Ez a 1épés viszont a 2.2 pontban ismertetett nemlinearis
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szabadsagfokredukciét jelent, hiszen az egyenletekben a tovabbiakban szere-
peltetett szabadsagfok a péluspontok véges szabadsigfokainak osszegével
egyenld. A fentiek eredményeként nyert Gsszefiiggés:

S8 = q; (20)

ahol gi az i-edik részrendszer redukalt dinamikai merevségmatrixa. Megjegyez-

ziik, hogy kozvetlen fizikai meggondolisok alapjan régton az S;-t irjuk fel, igy
eleve a redukalt dinamikai merevségmétrixbél indulunk ki.

E médszer sorin az_S,--b61 épitjiik fel az egész szerkezet S redukalt dinami-
kai merevségmatrixat, igy a szamitds sordn a frekvenciahalmaz mindazon
eleme kimarad, mely sajatfrekvenciaja valamely részrendszernek, ha mereven
megfogott pélusokkal rezeg.

Annak a kérdésnek az eldéntésére, hogy vajon valamely w* frekvencia
alatt nem maradt-e ki sajatfrekvencia, WiTTrICK és WiLLIAMS [7] egy szdmi-
tasi algoritmust kozol.

A fenti hianyossagok elkeriilése miatt célszeriibb olyan médszert valasz-
tani, amely nem alkalmaz szabadsigfokredukciét, igy a kimaradé sajatfrek-
vencia elvileg kizart. (1. pl. [8] 5. pont).
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Reduktion der Freiheitsgrade und ihre Folgen in der Analyse der linear elastischen
Konstruktionen, In der dynamischen Analyse linear elastischer Konstruktionen ist es méglich
mit rein mathematischen Mitteln den Freiheitsgrad des Rechnungsmodells zu vermindern.
Die Abhandlung vermittelt zwei Verfahren zur Reduktion des Freiheitsgrades von Modellen
mit endlichen Freiheitsgraden, vergleicht sie und analysiert ihre Vor- und Nachteile. Ihre an-
gefithrten Eigenschaften sind an einem einfachen Rechenbeispiel dargestellt. SchlieBlich weist
die Abhandlung auf eine unerwiinschte Folge der Verminderung der Freiheitsgrade im Falle
von Kontinuummeodellen hin.

Penykumst crenend cBo0OOAbI U €€ NOCNEACTBUSA B aHaNU3e JUHEHHO-YNPYIUX KOHCTPY K-
uui. TIpn THHAMHYECKOM aHaJIM3e JIHHEHHO-yNPYrux KOHCTPYKUMI CTeneHb CBOGOABI MOIENIH
TIPUMEHSIEH Ot JIUIs1 pacyéTa MOYKHO PeNyLHPOBATh — TOJNBKO M MaTeMaTHueCKH. CTaTbsl MOKa3bl-
BaeT JiBa METOJa sl PEAYKLMH CTeneHH CBOOOARI, Y MoJenel C KOHEeYHoii creneHbio CBOOOIbI,
CpaBHHBasi MX, aHANH3HPYeT HMX TNpEUMYUIECTBA M HefocTaTKH. ITokasaHHbie CBOHCTBA aBTOp
MOSICHSAIET C IIOMOMIBIO MPOCTOr0 MpeJMeTa. B KOHIe KOHLIOB CTaThsl OCTAHABJIMBAETCS HA OJHOM
HEBBITOHOM IMOCJIEJCTBHH PEAYKLIUH CTeneHH CBOOO/b Y HempepbiBHbIX MOJEIEH.
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