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L I N E Á R I S A N R U G A L M A S S Z E R K E Z E T E K 

A N A L Í Z I S É B E N 

CZEGLÉDI G Y U L A 

Lineárisan rugalmas szerkezetek dinamikai analízisében a számítási modell sza-
badságfoká t lehetséges t i sz tán matemat ikai eszközökkel csökkenteni . A dolgozat véges 
szabadságfokú modellek szabadságfokredukciójára ké t eljárást m u t a t be, összehason-
lítva elemzi előnyeiket és há t ránya ika t . B e m u t a t o t t tu la jdonsága ika t egy egyszerű 
számpéldán szemlélteti. Végezetül kitér a kon t inuus modellek esetében a szabadságfok-
csökkentés egy nemkívánatos következményére. 

1. Bevezetés 

Az á l ta lános gépészet , a j á rmű ipa r , a könnyűsze rkeze tes épí tésmód, az 
akusz t ika különfé le szerkezet i rezgési p rob l émá inak megoldása á l ta lában a 
rezgési s a j á t f r e k v e n c i á k és rezgésképek i smere t é t igényli. B izonyos szerkezete-
ken ezek a mennyiségek ana l i t ikus módszerekkel könnyen m e g h a t á r o z h a t ó k . 
Más ese tekben a fe lada t m a t e m a t i k a i megfoga lmazása során o lyan egyenlete-
ke t k a p u n k , melyek a függe t len vál tozók száza i t , vagy ezrei t t a r t a l m a z z á k . 
I lyen n a g y m é r e t ű fe lada t kezelése a rendelkezésre álló m o d e r n számítás-
technika mel le t t sem mindig p rob lémamen tes . A későbbiekben le í randók 
mel le t t ezért is célszerűnek látszik olyan t e c h n i k á k a lka lmazása , amelyek segít-
ségével a vá l tozók száma csökkenthe tő . E módszereke t összefoglalóan szabad-
ságfokredukc iónak ( r i t kábban szabadságfokkondenzác iónak , esetleg sűrí tés-
nek) nevezik (lásd pl. [1]). 

Anélkül , hogy a m a t e m a t i k a i model la lkotás p rob lémaköréve l részleteiben 
fogla lkoznánk, m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy az o s z t o t t p a r a m é t e r ű modellek (pl . 
lemezek, r u d a k stb.) he lye t t d iszkrét p a r a m é t e r ű modellek vá lasz tása eleve 
szabadságfokredukc ió t j e len t , hiszen végte len szabadságfok he lye t t véges 
szabadságfokka l dolgozunk. A model la lkotás so rán fellépő szabadságfokreduk-
ciót — b á r ez is igen érdekes p rob léma — most k i z á r j u k v izsgálódásunk köréből . 

2. Véges szabadságfokú modellek 

A vizsgál t cs i l lapí ta t lan , l ineárisan r u g a l m a s , koncen t r á l t p a r a m é t e r ű 
elemeket t a r t a l m a z ó modell legyen n szabadságfokú . Szabad rezgés esetében a 
modell mozgásegyenle te az i smer t fo rmában 
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Mx = — Cx, 

ahol az n e l emű x osz lopmát r ix a modell e lmozdulás -koord iná tá i t , a k v a d r a t i k u s 
M és С m á t r i x o k a tehe te t lenség i — ill. a ruga lmassági je l lemzőket t a r t a l m a z -
zák. x = s s in cot alakú mego ldás t fe l té te lezve, a 

Cs = со 2Ms (1) 

jól i smert s a j á t é r t é k f e l a d a t h o z j u t u n k , aho l az u g y a n c s a k n elemű s oszlop-
mát r ix az e lmozdulás -koord iná ták Sj (i = 1, . . . , n) ampl i túdó i t fog la l j a 
magába . 

H a az ( l ) -ben fogla l t s a j á t é r t é k f e l a d a t mére tének csökkentésé t t ű z z ü k 
magunk elé célul, akkor — bá r csak a t i s z t á n m a t e m a t i k a i lehetőségeket te-
k in tve is — több u ta t k ö v e t h e t ü n k . E célki tűzést e g y é b k é n t más és m á s ok 
i n d o k o l h a t j a . Lehet pé ldául csak kényelmi szempont a m a g y a r á z a t , v a g y bizo-
nyos e se t ekben a fizikai t a r t a l o m jobb k idombor í t á sa a cé lunk. Ezeknél azon-
ban jóva l fon tosabb a végeselem módszer a lka lmazásáná l gyak ran fel lépő 
kényszer í tő körülmény, a m e l y a fe lada t óriási mére tében nyi lvánul meg. Az n 
olykor t ö b b száz vagy ezer . A kor lá tozo t t gépi t echn ika mellet t b izonyos vál-
tozók e l iminációja , így a s z a b a d s á g f o k n a k m a t e m a t i k a i ú t o n tö r ténő csökken-
tése e lkerülhete t len . 

A szabadság fokredukc ió lehetséges m ó d j a i közül m o s t ke t tő t e m e l ü n k ki. 
Az egyik az, amely a lak i lag az ( l ) -ben fe l í r t lineáris s a j á t é r t é k f e l a d a t h o z ha-
sonló c s ö k k e n t e t t r e n d s z á m ú fe lada to t e redményez ; a más ik nemlineár is s a j á t -
é r t ék fe l ada t r a vezet. Az e l ső t részletesen a 2.1 pon tban , a másodika t a 2.2 pon t -
ban m u t a t j u k be. A c í m e k b e foglalt l ineár is , ill. neml ineár i s szavak a redukc ió 
e redményére u ta lnak . A 2 .3 pont e k é t elvi e l járásra t a r t a l m a z egy egyszerű 
számpé ldá t . 

2.1 Lineáris szabadságfokredukció [5,6] 

A szabadságfok csökkentésének ez a m ó d j a l ényegében közelítő t echn ika . 
S a j á t j a , h o g y az eredeti model lhez t i s z t án ma tema t ika i eszközökkel c s ö k k e n t e t t 
s zabadságfokú másik m o d e l l t rendel hozzá , így m a t e m a t i k a i eszközökkel a 
modell szabadságfoká t f i z i ka i é r te lemben is csökkent i . Ezzel a módszerre l az 
eredeti f e l a d a t a lacsonyabb f r ekvenc ia - spek t rumát felülről közelíti . I l yen el-
j á r á s t k ö v e t e t t p l . H U R T Y [ 2 ] , C R A I G é s B A M P T O N [ 3 ] , G E R A D I N [ 4 ] . A l e g -

h a t á s o s a b b a t ANDERSON, IRONS és ZIENKIEWICZ j a v a s o l t a [5] . E z a z o k a t az 
e lmozdulásoka t küszöböli k i . melyek n e m gyakoro lnak lényeges be fo lyás t a 
k ine t ikus energiára. 

Legyenek az e l iminá landó e lmozdulások az m e l emű v vek to rba t ömör í t ve . 
Alkalmas sor- és oszlopcserék u t án az (1) egyenlet m i n d i g á t í rha tó az alábbi 
a lakba: 
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v a g y r é sz l e t ezve : 

(3b)-ből 

C n u -f- C12v = co 2 M n u -f- co2M12v, 

C 2 1 u -)- C 2 2 v = CO2M21U -)- CO2M22V 

v = (E - CO2C^,1M22) ~ 1 (CO2M21 - C21) u , 

(2) 

(3a) 

(3b) 

(4) 

ahol E m - e d r e n d ű e g y s é g m á t r i x . 
A (4) j o b b o l d a l á n a k első t é n y e z ő j e — h a a konve rgenc i a f e n n á l l — az 

(E - c o ^ M , , , ) - 1 = E + co 2C^M 2 2 + (со2C^M22)2 + . . . 

a l a k b a í r h a t ó . (4) és (5) segí t ségével a (3a) egyen le t a 

Cu = co2Mu -)- co-ban m a g a s a b b k i t e v ő j ű t a g o k 

f o r m á t ö l t i , ahol 

С = С,, C.oCnoC,,, 

es 

M — М ц -f- Cj2C22 M ^ C ^ C ^ С j 2C221 M ̂ 2̂ 22 C21 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

a r e d u k á l t r u g ó , ill. t ö m e g m á t r i x o k . 
A (6) ki fe jezésből az co-ban m a g a s a b b k i t e v ő j ű t a g o k e lhagyása u t á n 

l ineáris köze l í t é s t k a p u n k az (1) e rede t i f e l a d a t r a : 

Cu = co2Mu, (9) 

ahol cö2 a r e d u k á l t f e l a d a t s a j á t é r t é k é t j e l e n t i . 
A (9) k i fe jezésnek az az e lőnye , h o g y egy közönséges k é t m á t r i x o s s a j á t -

é r t é k f e l a d a t o t kell mego ldan i , ame ly re k ö n y v t á r i p r o g r a m o k á l lnak rende l -
kezésre . 

K i m u t a t h a t ó [6], h o g y a (9) r e d u k á l t f e l a d a t &>, s a j á t é r t é k e i az (1) e r e d e t i 
f e l a d a t со, s a j á t é r t é k e i r e fe l ső k o r l á t o k a t a d n a k m i n d a d d i g , a m í g az (5) j o b b 
oldala k o n v e r g á l . E z igaz, h a 

со, < f in (10) 
ahol /Xj a 

C22v = ( U 2 M 2 2 V ( 1 1 ) 



1 1 8 CZECLÉDI GYULA 

ú n . belső s a j á t é r t é k f e l a d a t első (legkisebb) s a j á t é r t éke . K i m u t a t h a t ó t o v á b b á , 
h a (11) s a j á t é r t é k e i rendre 

(4<. ^ l<. ^ Pm, 
akkor 

Wf <[ <. <. COm 

ahol со 1 i l l e tve шг
п az (1) e r e d e t i f e lada t legkisebb, i l le tve l egnagyobb s a j á t é r t é k e . 

A belső f e l a d a t s a j á t é r t é k s p e k t r u m a t e h á t az e rede t i ében helyezkedik el. 
A z со! = h a t á r e s e t a k k o r fo rdu lha t elő, h a az co^hez t a r t o z ó Sj s a j á t v e k t o r 
mindazon he lye in nullák á l l n a k , amelyeke t az el imináció során m e g t a r t o t t u n k . 
E z viszont a z t je lent i , h o g y az eredeti r endsze r két o lyan részrendszerre bon t -
ha tó , a m e l y e k ö n m a g u k b a n is — függe t l enü l a más ik tó l — szabadon rezeghet -
nek . Mivel a gyakor la t i szerkeze teken ez csak e lvé tve fo rdu lha t elő, ezér t 
f e l t é t e l ezhe t jük , hogy fx1 > wv Egy a d o t t со,-re nézve a konvergencia , így a 
felülről t ö r t é n ő közelítés a n n á l jobb , miné l kisebb со,- a / i j-nél, azaz /хх minél 
nagyobb . Célszerű t ehá t az e l iminá landó e lmozdulásoka t a szerkezet legkisebb 
d inamikus ruga lmasságga l b í ró terü le te i rő l vá lasz tan i . 

2.2 Nemlineáris szabadságfokredukció [1] 

A r e d u k c i ó n a k ez a m ó d j a csak m a t e m a t i k a i é r t e l emben csökken t i a 
fokszámot , azaz az egyen le t ekben explici t sze repe l te te t t szabadságfokok s z á m a 
kisebb, m i n t re. Enné l a módsze rné l az e rede t i model lhez n e m rende lünk hozzá 
egy ú j a b b , f iz ika i lag is c s ö k k e n t e t t f o k s z á m ú model l t , m i n t az t az előző pon t -
b a n t e t t ü k . J e l en e l j á rássa l egy neml ineár i s s a j á t é r t é k f e l ada to t k a p u n k . 
Megoldása n a g y o b b idő igénnye l j á r , de a pontosság növelésének nincs elvi 
akadá lya , e l l en té tben az e lőzőekben b e m u t a t o t t e l já rássa l . Egy , a későbbiek-
ben rész le tezendő n e m k í v á n a t o s me l l ékha tás azonban i t t is fellép. 

A m ó d s z e r rész le tesebb b e m u t a t á s a cél jából i n d u l j u n k ki i smét az (1) 
összefüggésből . Át rendezés , és az 

S = С - co2M (12) 

jelölés beveze tése u t á n í r h a t ó , hogy 

Ss = 0, (13) 

ahol S a sze rkeze t tel jes d i n a m i k a i merevségmá t r ixa . Az e l iminá landó e lmozdu-
lásokat m o s t is a V rei-edrendű osz lopmát r ixba , a m e g m a r a d ó k a t az N-edrendű 
u-ba g y ű j t v e , a lkalmas sor- , ill. oszlopcserék u t á n a (13) egyenlet az 

Sil ^12 
S2 1 S22 

u 

V 

= 0 
(14) 
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a l akban í rható . Részle tezve: 

(15a) 

(15b) 

H a de t Sgj =7̂  0, a (15b) egyenletből v- t kifejezve, és (15a)-ba he lye t t es í tve : 

(S j j S ^ S ^ S o j ) u = 0 . 
Az 

S = S n S12S22
1S21 (16) 

jelöléssel 

Su = О (17) 

r eduká l t fe lada to t k a p j u k , ahol S a rendszer r e d u k á l t d inamika i merevség-
má t r ixa . A rendszám n helyet t m á r csak n — m. 

(16)-ból ny i lvánva ló , hogy S elemei a rendszer со2 s a j á t k ö r f r e k v e n c i á j á n a k 
többé m á r nem l ineár is függvényei , hanem со2 po l inomja inak hányadosa i . 
Ha n, m —>• oo, egyes ese tekben S elemei co2-nek t r igonomet r ikus és h iperbol ikus 
függvénye ikén t f e j ezhe tők ki [7]. 

A számítások so rán S előáll í tása a (16)-ban levő inver tá lás m i a t t csak 
számszerű w értéknél lehetséges. Ez egyben leszűkít i az a lka lmazha tó számolási 
a lgor i tmusok körét is. 

A (17) egyenlet ké t fé leképp te l j e sü lhe t : 

de t S = 0, (18a) 
vagy 

u = 0. (18b) 

A r e d u k á l t fe lada tná l a (18b) összefüggés is lehet ér te lmes, hiszen a (17) egyen-
let az e rede t i rendszernek már csak n—m szabadságfoká t t a r t a lmazza , és így 
(18b) fennál lása esetén is létezhetik rezgés. Ezek a s a j á t f r ekvenc iák — h a 
ilyenek lé teznek — és a hozzá juk t a r t o z ó rezgésképek is a (15) egyenletek fel-
haszná lásáva l s z á m í t h a t ó k ki. Így t e h á t a rendszer te l jes d inamika i merevség-
m á t r i x á n a k ismeretére v a n szükség. 

A (15b) egyenlet a l ap j án egyébkén t be l á tha tó , hogy u = 0 esetén — a 
V = 0 t r iv iá l i s esetet k i zá rva — S nincs ér te lmezve, a det S f rekvenc ia függ-
vény ezen a helyen szinguláris . A (18b) egyenletet kielégítő s a j á tkö r f r ekvenc i ák 
t ehá t csak a (18a)-ból n e m számí tha tók ki. 

Sok esetben eleve csak a r e d u k á l t fe ladat fe l í rására v a n módunk , így 
f rekvenciaegyenle tként csak a (18a) összefüggés áll rendelkezésre. Az e pon t -
ban t á r g y a l t szabadságfokredukc iónak viszont v a n egy speciális köve tkezmé-

S11U + S12V = 

S 2 iU + S22V = 0 . 
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n y e : a (18a) f rekvenc iaegyen le tbő l nem mind ig s zámí tha tó ki az összes sa já t -
f rekvencia , a f r e k v e n c i a h a l m a z b a n „ l y u k a k " m a r a d h a t n a k . Amin t a köve tkező 
p o n t b a n b e m u t a t á s r a kerülő egyszerű számpé lda is i l luszt rá l ja , ez a jelenség 
akko r köve tkez ik be, ha a rendszernek létezik olyan s a j á t k ö r f r e k v e n c i á j a , 
ame ly egyben s a j á t k ö r f r e k v e n c i á j a va l ame ly részrendszernek (vagy rész-
rendszereknek) is környezetéhez való kapcsolódási p o n t j a i k a t rögz í t e t tnek 
gondolva. Az t v á r h a t n á n k , hogy ezeket a s a j á t k ö r f r e k v e n c i á k a t a (18b) egyen-
l e t fe lhasználásával ki t u d j u k számí tan i . A leg több ese tben viszont ez is csak a 
t r iviál is mego ldás t ad ja , azaz u = 0-hoz v = 0. I ly módon csak azok a sa já t -
f rekvenc iák s z á m í t h a t ó k ki — a (15) egyenle tek i smere tében —, melyekkel 
va ló rezgésnél u = 0, de v ^ 0. 

Diszkrét modellnél a n n a k eldöntése, hogy v a j o n a számítás során nem 
marad t ak -e ki s a j á t f r ekvenc i ák , v iszonylag k ö n n y ű . A s a j á t f r e k v e n c i á k számá-
n a k , f igye lembe véve a mul t ip l ic i t ásoka t is, meg kell egyezni az eredet i f e lada t 
szabadságfokáva l . K o n t i n u u m o k esetén ez m á r bonyo lu l t abb kérdés . 

2.3 Számpélda 

Az 1. á b r á n ábrázol t egyszerű láncszerű rezgőrendszer segítségével kí-
v á n j u k i l lusz t rá ln i a 2.1 és 2.2 p o n t o k b a n részletezet t redukciós módszereke t . 
A rezgőrendszer tömeg- és rugóje l lemzői t úgy v á l a s z t o t t u k meg, hogy a példa 
alkalmas legyen az el járások vázol t h iányossága inak szemlél tetésére is. 

f-W-l m, m2 m3 руул-| 

Xl *2 Хз 

-1 m, = 3 k p s z m 
m2 = 2 k p s 2 m~1 

m3 =1 .5 k p s 2 m"1 

1. ábra 

-1 с , = 1 . 1СГ2 mkp 
c 2 = 0,5.10~2 mkp-i 
c 3 = 2 .10" 2 mkp"1 

c 4 =1 . 1 0 - 2 mkp"1 

A h á r o m szabadságfokka l rendelkező rendszer te l jes rugó- és tömeg-
mát r ixa i : 

С = A + l 
1 

0 II 

£ -

m1 0 0 
c1 c2 «2 

1 
i + i 

1 
0 m 2 0 

c
2
 c3 C 3 

0 
1 

C 3 C 3 C 4 - J 

0 0 m3 

(19) 
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Az 1. á b r á n közölt s z á m a d a t o k k a l a rendszer s a j á tkö r f r ekvenc i á i : w-̂  = 
= 5 s _ 1 , eo2 = 10 s - 1 és coa — 10 j/2 s - 1 . A t o v á b b i a k b a n a második s a j á t k ö r -
f rekvencia különleges je lentőséggel b í r , m e r t a hozzá t a r tozó s a j á t v e k t o r : 
s | = [1 0 —2] , azaz a 2 . t ö m e g n y u g a l o m b a n van. 

Alka lmazzuk először a 2.1 p o n t b a n b e m u t a t o t t l ineár is szabadságfok-
redukciót . Más és más v á l t o z ó t e l iminálva rendre megha t á rozzuk a (7) és (8) 
redukál t rugó- , ill. t ö m e g m á t r i x o k a t , e lőá l l í t juk és m e g o l d j u k a (9) r e d u k á l t 
s a j á t é r t ék fe l ada to t és a (11) belső sa j á t é r t ék fe l ada to t . A részletek e lhagyásáva l 
e redménye inke t az 1. t á b l á z a t b a n fog la l tuk össze. 

I . t á b l á z a t 

Eliminait 
vá l tozó 

sorszáma 

Belső feladat 
1. sajátértéke, 

IH 

Redukál t 
feladat 

sajátértékei, 
ш 

A közel í tés 
j ó s á g a , 

о/ /о 

1 10 
5 ,2963 

( 1 0 , 3 4 1 6 ) 
6 

2 1 1 , 1 8 0 3 
5 ,1988 

10 ,0000 
4 
0 

3 10 
5 ,0305 

( 1 3 , 5 0 5 1 ) 
0 , 6 

1 és 3 10 5 ,3452 7 

A t á b l á z a t b a n a zá ró je lbe t e t t 2. s a j á t é r t ékek a (10) szerinti k o r l á t o k 
túllépése m i a t t nem f o g a d h a t ó k el köze l í tő é r t ékekkén t . Lá tha tó , h o g y 2. 
változó el iminációja so rán a 2. s a j á t é r t é k pontosan k i számí tha tó , h i szen a 
h o z z á t a r t o z ó rezgésa lakban a 2. tömeg rezgési a m p l i t ú d ó j a nulla, így a r e d u k -
ció a r endsze r k inet ikus energ iá já t é r in te t l enü l h a g y j a , míg más e se t ekben 
mindig m e g v á l t o z t a t j a . 

H a a 2.2 pon tban v á z o l t nemlineáris szabadságfokredukcióval do lgozunk , 
a (19) С és M mát r ixa ibó l előáll í t juk a rendszer t e l j es d inamikai merevség-
má t r ixá t , m a j d vál tozó-el iminációt h a j t u n k végre. E lőször az első t ö m e g h e z 
ta r tozó rezgésampl i túdó t küszöböl jük k i . A (18a) a l a t t i f r ekvenc i a függvény t 
ábrázol tuk a 2. ábrán. T o v á b b i szabadságfokredukc ióva l a 3. tömeg rezgés-
a m p l i t ú d ó j á t is kiej tve, a 3. áb rán ra j zo l t f r ekvenc ia függvényhez j u t u n k . 

Az á b r á k b ó l is k i t ű n i k , hogy a neml ineár i s szabadságfokredukc ióva l elő-
ál l í tot t f rekvenc iaegyen le t gyökei é r tékre nézve p o n t o s a n megadják az e rede t i 
fe ladat s a j á t é r t éke i t , de a f r ekvenc iaha lmazban l y u k a k m a r a d h a t n a k . J e l e n 
fe lada tná l az ai2 = 10 s a j á t k ö r f r e k v e n c i á t a (18a) szer in t i összefüggésből 
nem lehet k iszámítani , a (18b) a lapján is csak a 3. á b r a esetében (lásd bőveb-
ben [1]). 
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3. K o n t i n u u m model lek 

ö s s z e t e t t rendszerek rezgésanal íz isének egy lehetséges elvi m ó d j a a 
köve tkező (1. pl . [8]-ban a 3. és 4. pont) . A vég te len szabadságfokú szerkezete t 
csomópontok felvételével o lyan részrendszerekre bon t juk , m e l y e k szabad v a g y 
ger jesz te t t rezgésé t leíró mezőfüggvényei i smer t ek . A részrendszereknek a 
szerkezet csomópont ja ihoz kapcsolódó p o n t j a i t pó lu spon toknak nevezzük. 
A mezőfüggvények segítségével, со kö r f r ekvenc i á jú rezgést fe l té te lezve m i n d e n 
egyes részrendszerre e lőá l l í tha tók a pó luspon tok s, e lmozdulásvektora i és a 
pó luspon tok ra h a t ó — a részrendszer s z e m p o n t j á b ó l kü l sőnek minősülő — q,-
e rőha t á svek to rok . Ezek a vek to regyen le t ek a rezgés p a r a m é t e r e s egyenlet-
rendszeré t a l k o t j á k , ahol a p a r a m é t e r a mezőfüggvények te tszőleges kons t an -
sa i t t a r t a l m a z ó vek to r . A p a r a m é t e r e k e t k iküszöbölve az egyenle tekből köz-
ve t l en összefüggést nyerünk a pó luspon tokra h a t ó külső e r ő h a t á s o k és e p o n t o k 
elmozdulásai köz t . Ez a lépés viszont a 2.2 p o n t b a n i s m e r t e t e t t nemlineáris 
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szabadságfokredukc ió t j e len t , hiszen az egyenle tekben a t o v á b b i a k b a n szere-
pe l t e t e t t szabadságfok a pó luspon tok véges szabadság foka inak összegével 
egyenlő. A fen t iek e r edményekén t nyer t összefüggés: 

S A = q„ (20) 

ahol S, az i-edik részrendszer r e d u k á l t d inamika i merevségmá t r ixa . Megjegyez-
zük, hogy közvet len fizikai meggondolások a l a p j á n rögtön az S,-t í r juk fel, í gy 
eleve a r eduká l t d inamikai merevségmát r ixbó l indu lunk ki. 

E módszer során az S,-ből é p í t j ü k fel az egész szerkezet S r eduká l t d inami -
kai merevségmát r ixá t , így a számítás során a f r ekvenc i aha lmaz mindazon 
eleme k i m a r a d , mely s a j á t f r e k v e n c i á j a va l ame ly részrendszernek, ha mereven 
megfogot t pólusokkal rezeg. 

A n n a k a kérdésnek az eldöntésére , hogy v a j o n v a l a m e l y w* f rekvencia 
a l a t t nem m a r a d t - e ki s a j á t f r ekvenc i a , W I T T R I C K és W i l l i a m s [ 7 ] egy számí-
tás i a lgor i tmust közöl. 

A fent i h iányosságok elkerülése mia t t célszerűbb olyan módszer t válasz-
t an i , amely nem alkalmaz szabadságfokredukc ió t , így a k i m a r a d ó s a j á t f r e k -
vencia elvileg k izár t . (1. pl. [8] 5. pont ) . 

I R O D A L O M 

1. CZEGLÉDI , G Y . : E i n i g e B e m e r k u n g e n zu r F r e i h e i t s g r a d r e d u k t i o n v o n l i n e a r - e l a s t i s c h e n 
m e c h a n i s c h e n M o d e l l e n . Periodica Polytechnica Electrical Engineering 1 9 (1975) , 2 5 7 — 
266 

2. H U R T Y . W . C. : D y n a m i c A n a l y s i s o f S t r u c t u r a l S y s t e m s u s i n g C o m p o n e n t Modes . AI A A 
Journal 3 ( 1 9 6 5 ) , 6 7 8 - 6 8 5 

3. CRAIG , R . R . — BAMPTON , M . С. C . : C o u p l i n g o f S t r u c t u r e s f o r D y n a m i c A n a l y s i s , AI A A 
Journal 6 ( 1968 ) , 1 3 1 3 - 1 3 1 9 

4. G E R A D I N , M . : A n a l y s e d y n a m i q u e de s t r u c t u r e s c o m p l e x e s p a r c o m b i n a i s o n l i n é a i r e d e 
m o d e s s t a t i q u e s , U n i v e r s i t é d e L i è g e , R a p p o r t V F - 5 , L T A S ( 1 9 6 9 ) 

5. A N D E R S O N , R . G. — I R O N S , B . M . — Z I E N K I E W I C Z , O . C . : V i b r a t i o n a n d S t a b i l i t y o f P l a t e s 
U s i n g F i n i t e E l e m e n t s , Int. Journal of Solids and Structures 4 ( 1 9 6 8 ) , 1031 — 1 0 5 5 

6. G E R A D I N , M . : E r r o r B o u n d s f o r E i g e n v a l u e A n a l y s i s b y E l i m i n a t i o n o f V a r i a b l e s , Journal 

of Sound and Vibration 19 ( 1 9 7 1 ) , 1 1 1 - 1 3 2 
7. W I T T R I C K , W . H . — W I L L I A M S , F . W . : A Gene ra l A l g o r i t h m fo r C o m p u t i n g N a t u r a l F r e -

quenc ies o f E l a s t i c S t r u c t u r e s , Quart. Journ. Mech. and Applied Math., X X I V ( 1 9 7 1 ) , 
2 6 3 - 2 8 4 

8. CZEGLÉDI. G Y . : N ä h e r u n g s v e r f a h r e n z u r B e s t i m m u n g d e r E i g e n k r e i s f r e q u e n z e n v o n S t a b -
w e r k e n , Periodica Polytechnica Electrical Engineering 1 8 (1974) , 1 9 1 — 2 0 2 

Deg ree o f f r e e d o m r e d u c t i o n a n d i t s consequences i n t h e a n a l y s i s o f l i n e a r l y e l a s t i c 
s t r u c t u r e s . I n t h e d y n a m i c a n a l y s i s o f l i n e a r l y e las t i c s t r u c t u r e s t h e d e g r e e o f f r e e d o m o f t h e 
c a l c u l a t i o n m o d e l m a y be r e d u c e d b y p u r e l y m a t h e m a t i c a l m e a n s . T w o m e t h o d s are i n t r o d u c e d 
f o r t h e degree o f f r e e d o m r e d u c t i o n o f f i n i t e degree o f f r e e d o m mode ls , c o m p l e t e d w i t h a c o m -
p a r i s o n o f t h e i r a d v a n t a g e s a n d d i s a d v a n t a g e s . T h e c h a r a c t e r i s t i c s t h u s e x p l a i n e d are i l l u s t r -
a t e d b y a s i m p l e n u m e r i c a l e x a m p l e . F i n a l l y , a n u n d e s i r a b l e c o n s e q u e n c e o f t h e degree o f 
f r e e d o m r e d u c t i o n is p o i n t e d o u t i n t h e case o f c o n t i n u o u s mode l s . 



1 2 4 CZEGLÉDI GYULA 

R e d u k t i o n der F r e i h e i t s g r a d e u n d i h r e F o l g e n i n der A n a l y s e der l i n e a r e l a s t i s c h e n 
K o n s t r u k t i o n e n . I n der d y n a m i s c h e n A n a l y s e l i n e a r e las t i scher K o n s t r u k t i o n e n i s t es m ö g l i c h 
m i t r e i n m a t h e m a t i s c h e n M i t t e l n den F r e i h e i t s g r a d des R e c h n u n g s m o d e l l s z u v e r m i n d e r n . 
D i e A b h a n d l u n g v e r m i t t e l t z w e i V e r f a h r e n z u r R e d u k t i o n des F r e i h e i t s g r a d e s v o n M o d e l l e n 
m i t e n d l i c h e n F r e i h e i t s g r a d e n , v e r g l e i c h t sie u n d a n a l y s i e r t i h r e V o r - u n d N a c h t e i l e . I h r e an -
g e f ü h r t e n E i g e n s c h a f t e n s i n d a n e i n e m e i n f a c h e n R e c h e n b e i s p i e l d a r g e s t e l l t . S c h l i e ß l i c h w e i s t 
d i e A b h a n d l u n g a u f eine u n e r w ü n s c h t e F o l g e d e r V e r m i n d e r u n g d e r F r e i h e i t s g r a d e i m F a l l e 
v o n K o n t i n u u m m o d e l l e n h i n . 

Редукция степени свободы и её последствия в анализе линейно-упругих конструк-
ций. При динамическом анализе линейно-упругих конструкций степень свободы модели 
применяеной для расчёта можно редуцировать — только и математически. Статья показы-
вает два метода для редукции степени свободы, у моделей с конечной степенью свободы, 
сравнивая их, анализирует их преимущества и недостатки. Показанные свойства автор 
поясняет с помощью простого предмета. В конце концов статья останавливается на одном 
невыгодном последствии редукции степени свободы у непрерывных моделей. 
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