HAJLiTO’l;“T VASBETON RI’JDELEM NEMLINEARIS
SZAMITASA KOLLOKACIOS MODSZERREL

DRASKOCZY ANDRAS*

A tanulmény hajlitott vasbeton ridelem nemlinedris kozelitd szdmitdsira tesz
javaslatot. Az eljdras a meggorbiilt ridtengelyt hetedfoki pelinommal kozeliti. A nyo-
matékok és gorbiiletek egymasnak valé megfelelését — bilinedrisnak tekintett Gssze-
fiiggés alapjan — a ridtengely négy pontjdban irja el és két pontban a nyomaték-
és gorbiiletfiiggvény elsd derivaltjat is egyezteti. Az adott ridvégi elmozdulisoknak
megfeleld befogasi nyomatékok kétismeretlenes egyenletrendszerbdl szdmithaték. A ja-
vasolt eljards azirodalombél ismert numerikus iterativ kozelit§ médszerekbe beillesztve,
azok hatékonysdgat tovibb novelheti.

1. Bevezetés

Az utébbi években szamos kutatéhelyen foglalkoznak a vasbeton szerke-
zetek nemlinearis viselkedését jol kovetd szamitasi médszerek kidolgozasaval.
A probléma vasbetonelméleti és szamitastechnikai kérdéseket vet fel. Jelen
tanulméiny els§sorban szimitastechnikai vonatkozasi.

2. A ,kezdeti fesziiltségek™ modszere

A nemlineéris viselkedés kovetésére alkalmas egyik iterativ numerikus
mdédszer az 1n. ,kezdeti fesziiltségek” moédszere (imitial stress method).**

E kozelitd médszer lényege, hogy a szerkezet elmozdulasait minden ite-
raciés ciklusban a kezdeti merevségi viszonyokbdl és a korabbi ciklusok soran
még ki nem egyensiilyozott terhekbdl hatarozzuk meg.

Az elmozdulasok és igénybevételek. illetve az elmozdulasok és a kiilsé
terhek nemlineiris osszefiiggését a szamitds sordn az 1. 4brin lathat6 séma
szerint kozelitjik.

A mdédszer igen jelentds szamitastechnikai elonye, hogy elkeriilhetévé
teszi a véaltozé merevségek lépésenkénti djraszamitasat. A szerkezet alakvilto-

* Draskéczy Andras, 1092 Budapest, Erdé u. 80.
** A mbdszer angol elnevezése kezdeti fesziiltségként tulajdonképpen azokat a belss-
erbket jeloli meg, amelyek az n-edik lépésben linearisan szidmitott belsSerdk és az u, elmozdula-
soknak megfelel tényleges belsSerék kozotti kiilonbségnek felelnek meg.
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zasi egyenletrendszerének egyiitthatématrixat ezaltal csak egyszer kell fel-
allitani és invertalni, ami jelentds gépids-megtakaritast eredményez, és igy
a gyakorlati alkalmazhatésag realisabba valik.

A ,kezdeti fesziiltségek’ médszerének alkalmazisa soran minden itera-
ciés ciklusban meg kell hatarozni, hogy a szerkezet az adott elmozdulasi alla-
potban milyen kiilsé terheket képes egyensilyozni. (Ez a 1épés jelenti a linea-
ris szamitas iteraciés ciklusonkénti korrekcigjat: az 1. abran nyillal jelolt
szakaszok.) Az egyensilyozott kiils§ terheket az adott elmozdulasi allapot-
ban a szerkezetben miik6dd igénybevételekbél hatarozhatjuk meg.

3. A tanulmany targya, kozelit6 feltevések

A tanulmany sikbeli vasbeton keretszerkezetek hajlitott ridelemeiben
adott ridvégi elmozdulasok mellett ébredd igénybevételek szamitastechnikai-
lag kedvezd kozelité szamitasat targyalja. A javasolt médszerrel az elemi me-
revségi matrixok ciklusonkénti djraszamitéasa kikiiszobo6lhet6: a ridvégi nyo-
matékok egy — max. nyolc kombinaciéban megoldandé — kétismeretlenes
egyenletrendszer megoldasaval szamithaték.

A szamitas soran az alabbi kozelité feltételezéseket fogadjuk el:

1. A derékeré hatasat elhanyagoljuk;

2. A sik keresztmetszetek torvényét érvényesnek tekintjik.

3. A nyomatékok és gorbiiletek kozotti dsszefiiggést bilinearis fiiggvény-
nyel kozelitjiik, amelynek toréspontja az acélbetétek megfoly4sahoz, masodik
szakaszdnak végpontja pedig a beton torési osszenyomddasanak eléréséhez
tartozik. (Ezzel egyiittal a keresztmetszetek alulvasalt voltat is feltételezziik.)

4. A 3. ponttal 6sszhangban a beton hizészilardsagat elhanyagoljuk.
(A nyomaték-gorbiilet osszefiiggést egyébként csak trilineédris fiiggvénnyel
kozelithetnénk.)
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5. Feltessziik, hogy a ridvégi igénybevételek jo kozelitd értékét kap-

juk, ha
a) a nyomatékokat és gorbiileteket a ridtengely négy pontjaban — a két
ridvégen és két belsd pontban — a bilinearis nyomaték-gorbiilet osszefiiggés

értelmében egyeztetjiik, és
b} a ridvégeken a gorbiletfiiggvény elsd derivaltjat is elGirjuk a

x'(x) = m; -[M'(x) i=1,2,3,4

osszefiiggés értelmében, ahol m a hajlékonysagot jelenti. (Korabbi numerikus
vizsgalatok azt mutattdk, hogy a nyomatékok és gorbiiletek négy pontban
valé egyeztetése linearis esetben j6 kozelitést eredményez, a folyasi jelenség
kovetésére azonban ez 6nmagiban nem elegends.)

6. Az 5. ponttal sszhangban a ridtengely alakjat leirs, folytonosnak
feltételezett alakvaltozasi fiiggvényt hetedfoku polinomnak vélasztjuk. Ugyan-
is a hat kollokaciés egyenlet és a négy alakvaltozasi peremfeltétel tiz fiiggetlen
ismeretlen meghatarozasara elegend§, és mivel a feladat statikailag kétszere-
sen hatarozatlan, az alakvaltozési fiiggvénynek nyolc ismeretlen paramétere
lehet.

Megjegyzendd, hogy masodfokd nyomatékfiiggvény és bilinedris nyo-
maték-gorbiilet Gsszefiiggés mellett, az alakvaltozott ridtengely negyedfokd
— egymashoz érintSlegesen csatlakozé — parabolaszakaszokbdl all.

A szamitasi algoritmus emellett arra a specialis esetre vonatkozik,
amikor is a ridtengely mentén egyenletesen megoszlé teher miikodik. Ez a fel-
tevés azonban nem érinti a médszer lényegét és a gyakorlati alkalmazas sordn
altalaban helytallg.

4. A kollokaciés modszer alkalmazasa

4.1 A ridelem viselkedését leiré egyenletek

— A nyomatékfiiggvényt a két ismeretlen radvégi nyomatékkal adjuk meg,
egyenletesen megoszlé terhelés esetére:

M(x) = M, [1 - 7 ) + M, li — 0,5qx(I — x)

— A nyomatékok és gorbiiletek kizotti osszeftiggést leiré bilinearis fiiggvény:
#(x) = m; M(x) + k; i=12,3,4
— i =1, 3: berepedt rugalmas allapot: |M| < |M%,|

x4 x4
m. — Hr . k=0, m, = Hr ;s k, =0
3T e’ 1 . 1
Hr < Hr
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— i = 2, 4: berepedt képlékeny illapot: |My, | << |M| < |M,|
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3. dbra

— Az alakvdltozdsokat kozelit fiiggvényt egy olyan derékszogli (x,y)
koordinata rendszerben adjuk meg, amelynek kezddpontja az alakvaltozott
ridtengely balvégével (4) egybeesik és x tengelyének irdnya a rid kezdeti
— egyenes — tengelyvonaldval parhuzamos:

¥y(x) = ax? + bx® 4 cx® | dx* + ex? { fx% + gx + h.

Ismeretlenek az alakvaltozasi fiiggvény paraméterei és a két ridvégi nyomaték
(0sszesen 10 érték).
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4.2. Feltételi egyenletek

Az ismeretlenek meghatirozdsira a kovetkezd feltételi egyenleteket ir-
hatjuk fel:
Peremfeltételek:

Lylx=10) =0
2.y (x =0) =g,

3.y(x=1) =vg —v,
4.y'(x=1) =g

Kollokaciés egyenletek:

5.9 (x = 0) = 4 = mAM, + kf (=1,2,3,4)
. — 2
6.y”,(x — O) — 7!,’4 —_ rn;AMl,4 — mlA MB M; O,Sql (i == 1, 2, 3, 4')
7.9 (x = al)= u(x = al) = miM, + K t=12,3,4)
8.9" (x = fl) = x(x = Bl) = miM, + K (i=1,23,4
9.y" (x=1) = xg = mEMp + kP (=1,2,3,4)
_ 2
10.y” (x = 1) = x — mB e MIA + 0,5¢! (=1,2,3,4)

4.3 A megoldds lépései

Az 1—-10. feltételi egyenletek célszeriien hirom csoportba sorolhaték:

a) az x = 0 helyre vonatkoz6 egyenletekb§l az alakvaltozasi fiiggvény
¢, [, 8, h paramétereit az ismeretlen ridvégi nyomatékok fiiggvényében koz-
vetleniil szamithatjuk.

b) az x =l helyre vonatkozé egyenletekb§l az alakvaltozasi egyenlet
tovabbi ismeretlen paraméterei — ugyancsak a ridvégi nyomatékok fiiggvé-
nyében — meghatirozhaték. A paraméterekre vonatkozéan ezek az egyenle-
tek egy linearis egyenletrendszert alkotnak.

c¢) ha végiil az x = ol és x = Bl helyre vonatkozé egyenletekbe behelyet-
tesitjiik az alakvaltozasi fiiggvény el6z8ek soran meghatdrozott paramétereit,
az ismeretlen ridvégi nyomatékokra egy kétismeretlenes egyenletrendszert
nyeriink.

a) A balvégre vonatkozé feltételi egyenletek:

Ly(x=0) =h=0,
2.y'(x=0) =g=qa
9
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5. (x =0) =2f=m My + k-

o miM K
2 2
6.y"'(x — 0) — 6e = mA MB - MA - 0,5 ql2
i 1 )
o Ms— My — 05
- H
6l

b) A jobbvégre vonatkozé feltételi egyenletek:

3.y(x=1) =al” +bl® + cl>+ dl* + el®* + fI1> + gl = vy — v,,

4.y'(x =1) = Tal® + 6bl5 4 5cl* + 4dI® + 3el2 4 2fl + g = @p,

9.y"(x = Iy = 42al5 + 30bI4 + 20cP® + 12dI2 + 6l + 2f = mP My + kP,
10. y"""(x = 1) = 210al* 4 120613 -+ 60cl? -+ 24dl 4 6e =

p . Mp— My+0542

=m(-
l

A fenti egyenletek az a, b, ¢, d ismeretlenekre nézve lineéris egyenletrendszert
alkotnak.

Matrixalakban:
K -k=j,
ahol K= I7 18 15 14
718 6l° 514 43

4205 3014 2003 1212
21014 1208 6012 241

k* = [a, b, ¢, d]
és g = @4 helyettesitéssel, valamint a

A =vg—vy— @al,
dp = ¢p — @a

jelolések bevezetésével (Av és Ap a rddvégek relativ elmozdulasa és elfordu-

lasa):
j=r dv — el® — fI? n

Ap — 3el? — 2fl1

mfMg + kB — 6el — 2f

g Mp— M, + 0542

m; 6e
- l -
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Célszerii a fenti egyenletrendszer megoldasat analitikusan el8allitani, hogy
informaciékat szerezhessiink a ridvégi nyomatékokra — ezen eredmények
birtokdban — felirhaté kétismeretlenes egyenletrendszerrdl.

Az egyenletrendszer megoldéasa:

k=r —201""4v + 101=%Ap + el + 4f1-5 — 21-%(mB My + kf) +
4 1I"3mB(Mg — M, + 0,5q12)
700-%4v — 341-54¢ — 4el=3 — 15f1-4 4 6,51 { MPmg + kP) —
— - mB(Mp — M, + 0,5q1%)
— 84154y + 391 4Ap + 6el—2 4- 20f1-3 — TI-3(mPMy + kB) +
+ I3mP(Mg — M, -+ 0,5qI?)
351-44p — 151-31g — del-1 — 10f1-2 + 2,51-A(mE M, + k) +
L + I72mP(Mp — M, + 0,5¢1%) 4.

Helyettesitsiik be ezeket az értékeket a 7. és 8. egyenletbe. (A két egyenlet
nagyfokui hasonlésiga miatt a részletes behelyettesitést csak a 7. egyenlettel
végezziik el, és az egyszertibb irasméd érdekében egyrittal

mPMp + kP = xp
5 My— M, +05q2

m; - = ¥pB

l

helyettesitéseket is végziink.)
Av A
— 84Oa57~ —}—420a5—l— + 42c%el + 168’ f — 84 P xp + Tadlxy +

02040 42

+ 2100 ot —~120atel—450 ¢4+ 195 a® x5 — 15a 4]y —

12

— 1680a3% + 7800(3% +120a%el 4+ 400a® f — 140 &® %5+ 10a®lxs -+

+ 420&2% — 1800:2—47l — 48a%el — 12002 f + 30a? 2y — 2a2l g +

+ 6ael + 2 f=
=mi[Ma(l —a) + Mpa + 0,5q%(a? — )] + k. (7)

Bevezetve a kovetkezd jeloléseket:

;= —840a® + 2100 ® — 168023 420 a2,
= 4200® — 1020 x* + 7803 — 180 «?,

9*
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oy = Ta® — 20xt 4+ 203 — 82 4 a, .
oy = 8405 — 225x' L 200 — 60a? -+ 1,

oy = — 84a® + 195t — 1403 4 30c?

otg = Ta® — 15at + 1003 — 242

o =1—a,
oy = a? — o,

és behelyettesitve az e és f paraméterek értékét, valamint a xp, » g kifejezése-
ket; rendezés utan a kovetkez6t kapjuk:

M, (—aym + a,mp — agmP — oy m?) + (7")
+ Mplagmf + asmfP + agmP -— amf) =
4 ’

= —a, lezv — aczl—(p — ok — askB + 0,5 gli(aymP — agmP4oagm?) -k}

A 8. egyenlet ehhez hasonléan:

My (—8, m{ + Bs m{t — Bs mf — Ba mf) + (8”)
+ Mg (.BsmiA + ﬂsm,ﬁ + ﬂsmF - ﬂmf) =

A A
= —ﬂl lzv _ﬁ‘_,._;’i_ 54 sz - ﬁssz +

+ 0,541 (B, mf — Bsmi -+ B mf) + K,

ahol 8, 5 p-tél fiiggd, o, g-cal egyezd alakui és egyiitthatéju kifejezéseket
jelentenek.

4.4 A ridelem vdrhato viselkedésébdl kiovetkezo egyszeriisitést lehetdségek

A fenti kétismeretlenes egyenletrendszert elvileg 44 = 256 kombinacié-
ban kellene megoldani a kollokalt keresztmetszetek egymastdl fiiggetlen kiilon-
b628 lehetséges allapotinak megfelelden. A kollokéciés pontok helyére vonat-
kozéan azonban gyakorlati megfontolasok alapjin elfogadhatjuk a kiovetkezs
feltevéseket:

1. A ridvégeken a nyomaték elGjele negativ: a negativ nyomatékra
érvényes nyomaték-gorbiilet &sszefiiggést hasznilhatjuk (3. és 4. szakasz
a 2. abran).

Feltehetd ugyanis, hogy a gyakorlati esetek tilnyomé részében a csomé-
ponti elmozdulasokbél ébredd nyomatékok abszolit értékben kisebbek a ter-
helésbél keletkezd nyomatékoknal:

\MZ7| < M| (M| < (M-
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2. Az x = ol koordinataji keresztmetszet nyomatéka negativ elGjeli
és az acélbetétek megfolyasa ebben a keresztmetszetben nem kovetkezik be.
a értékének megfelels felvételével ez a feltétel biztosithaté.

3. Az x = Bl koordinatajui keresztmetszetben a nyomaték elGjele pozitiv
és itt az acélbetétek megfolyasat is megengedjiik (1. és 2. szakasz a 2, abran).

Gyakorlati esetekben a négy pont kéziil hiromban (a ridvégeken és az
x = al helyen) ugyanazt a nyomaték-gorbiilet fiiggvényt hasznalhatjuk.

A fenti — a rid varhaté viselkedését tiikroz6 — korlatozasok mellett
az egyenletrendszert csak max. nyolc kombinaciéban kell megoldani. A helyes
eredményt az a kombinéicié szolgiltatja, amelynél az egyes keresztmetszetek
feltételezett allapota és az eredmény 6sszhangban van.

Ha egyik kombinacié sem ad jé eredményt és ezen a belsd lokaciés pon-
tok helyének alkalmas valtoztatisa sem segit, a rid egyensilya az adott
teherbirasi és alakvaltozasi korlatozé feltételek mellett nem biztosithaté.

4.5 Linedris eset

Ha az acélbetétek megfolyasa még egyik keresztmetszetben sem kovet-
kezik be, a (77, 8”) egyenletrendszer egyszeriisodik, mivel:

M= h=k =k =0,

M \(—agmi' 4 amg' — agmf — azmg) +

+ Mg(aymf' + aymf + agmP — am§) =
Av

2
*’Wft(_ﬂ:smé4 + 134'":3q - ﬂsmaB — ﬂ,mf) +
+ ‘MB(ﬂS"'? + .Bsm:‘s3 + ﬂsmf — ﬂM‘f) =

4 A Yy
= —Fr-y — Fa ]+ O5q(Bemdt — fomf - fym). (8")

= al

A 11
— a2_1(ﬁ + 0,5qP(agmg' — agmi® + axgm3), (7"

Ily médon M ,-ra és Mg-re olyan linearis egyenletrendszert kapunk, amelynek
megoldasa — allandé ridkeresztmetszet esetében — kell hogy a linearis rugal-
massagtan ismert Osszefiiggését adja.

Ha a ridkeresztmetszet allandé

m$ = mi=ml=mf = m.
»m”’-et kiemelve, majd mindkét egyenletet ,,m”-mel elosztva:

M a9 + Mget,y = —al-é)— — azz—él—ql + 0,5ql% &y, )
ml? ml
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AV A
My + MpBig= —f1—— B+ 0,5q28,,, (8")
ml? ml
ahol
oy = —ay + %y — g — &y = 10a?(Ta® — 1922 + 172 — 3)
o= 3 + a5 + g — & = 1002(—Ta® + 1622 — 1la + 2)
%y = oty — g + g = 102%(—0,522 + x — 0,5)

(Bg—1, hasonléan)

Egyszerien belathats, hogy a (7', 8!V) egyenletrendszernek nincs egyértelmd
megoldasa, ha két kollokaciés pont egybeesik (¢ =0; a =1; f=0; g = 1;
a = f).

Kimutathaté, hogy az M ,, My nyomatékok « és f§ értékére nézve inva-
riansak és az egyenletrendszer megolddsa a linedris rugalmassigtan dsszefiig-
géseihez vezet:

2
M,=6 Av‘ _2_AV’_+L

mi? ml 127
Av A ql?
Mp,= —6 44
B ml2 ml 12
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Nichtlineare Berechnung eines hiegebeanspruchten Stahlbeton-Stabelementes nach der
Kollokationsmethode. Der Aufsatz enthilt einen Vorschlag fiir die nichtlineare Niherungs-
berechnung eines biegebeanspruchten Stahlbeton-Stabelementes. Im Verfahren wird die ge-
kriimmte Stabachse mit einem Polynom siebenten Grades angeniihert. Die einander zugeord-
neten Momente und Kriimmungen miissen — auf Grund des als bilateral angenommenen
Zusammenhanges — in vier Punkten der Stabachse und die ersten Derivate der Momenten-
und Kriimmungsfunktion in zwei Punkten iibereinstimmen. Die den gegebenen Verschiebun-
gen des Stabendes entsprechenden Einspannmomente konnen aus einem Gleichungssystem
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mit zwei Unbekannten errechnet werden. Das vorgeschlagene Verfahren ist in die aus der
Literatur bekannten numerischen, iterativen Nidherungsverfahren eingereiht und kann die
Wirksamkeit dieser weitersteigern.

Henuueiinpiil pacyéT H30rHY TOro cTanefeTOHHOro CTPEKHA € KONITOKAUMOHHLIM METOXOM
B crartbe npepnaraercsi npulaH>XeHHbIH METO/L HA HeJTHHEHHbIH pacyéT Ha H3rHOe >Kene300eToH-
HOTO CTEP)KHA. MeTox npHOIMIKAET 3arHYTYI0 0Cb CTEP)KHSI C NMOTHHOMOM Ce[bMOi CTENeHH;
ApeanHCHIBaeT B3aHMHO COOTBETCTBHE MOMEHTOB H KPHBH3HeH — Ha OCHOBE JBYJIHHeHHOH
CBSI3H — B YETHIPAX MECTAaX OCH CTEP)KHS H TOXKEe COrJIaCOBAET NepBY0 NPOH3BOHYIO Gy HKLIUHK
MOMEHTOB H KPHBH3Hel. MOMEHTbI 3aKpemJieHHs1 MOAXOAsSIHe 3aJaHHbIM IEepeMEellicHHsIM Ha
Kpaiie CTep)KHS1 MOTYT BHIMBICJIHTBL M3 CHCTEMbl ypaBHEHHii C [ByMs1 Heu3BecTHHMH. [Tpemto-
JKEHHbIH MEeTOJ MO)KET YBEJMYHTL 3QPEKTHBHOCTL PaTHYHLIX HTEPATHBHBIX MPHOIHKEHHBIX
METOI0B H3BECTHBIX H3 JIHTEpPATYPHIL.
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