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A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

A r u g a l m a s H í d s z e r k e z e t e k á l l a p o t v á l t o z á s á n a k m e g h a t á r o z á s á t n a g y e l m o z -
d u l á s o k esetén v i s s z a v e z e t j ü k e g y n e m l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s á r a . A n e m -
l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r t a c s o m ó p o n t o k r a f e l í r t e g y e n s ú l y i és a r u d a k r a f e l í r t k o m p a t i -
b i l i t á s i e g y e n l e t e k a l k o t j á k . E g y - e g y r ú d a l a k j á t a r ú d v é g i i g é n y b e v é t e l e k i s m e r e t é b e n 
e g y h a t e g y e n l e t b ő l á l l ó d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r r e l m e g h a t á r o z o t t k e z d e t i é r t é k -
f e l a d a t m e g o l d á s á v a l k a p j u k . 

1. Bevezetés 

A BME É p í t ő m é r n ö k k a r i Mechanika Tanszékén a „ R u g a l m a s anyagú 
rúdsze rkeze tek és há lók s t a t ika i és s tabi l i tás i v izsgála ta "c ímű a l t éma kere-
t é b e n folyó k u t a t á s o k főbb e redménye i t a [6] t a n u l m á n y ismerte t i . 

Ruga lmas rúdszerkeze tek á l lapot je l lemzőinek megha t á rozá sá r a [1] olyan 
módsze r t m u t a t be, amellyel ez tetszőleges pontossággal elérhető. A módszer 
lényege, hogy az egyensúlyi és kompat ib i l i t ás i fe l té te leke t nemlineár is egyen-
le t rendszer f o r m á j á b a n fogalmazza meg, és ebből der iválással k a p j a a [2]-ben 
i s m e r t e t e t t n e k megfelelő á l lapotvá l tozás i d i f ferenciá legyenlet r endszer t . Egy 
i s m e r t belső erőkkel t e rhe l t r ú d a l a k j á n a k megha t á rozásá t [3], egy r ú d ér in tő 
merevségi m á t r i x á t [4] m u t a t j a be részletesebben. 

E b b e n a do lgoza tban röv iden i s m e r t e t j ü k azoka t a vá l tozásoka t , ame-
lyek a következő célok elérése é rdekében t ö r t é n t e k : 

a) A módszer k i te r jesz tése o lyan rúdszerkeze tekre , melyeken a r u d a k 
keresz tmetsze te inek s ú l y p o n t j a és nyírás i k ö z é p p o n t j a nem fe l té t lenül esik 
egybe . 

b) A rúd a l a k j á t megha tá rozó kezde t i ér ték fe lada t o lyan megfogalmazása , 
hogy az t az eddigi 12 he lye t t egy 6 egyenletből álló d i f ferenciá legyenle t rend-
szer ha t á rozza meg. 

c ) Az á l lapot je l lemzők oly módon való ér telmezése, hogy konzerva t ív 
t ehe r esetében minden f iz ikai lag lehetséges á l l apo tban az ér intő merevségi 
m á t r i x sz immetr ikus legyen. 

* D r . G á s p á r Z s o l t , 1025 B u d a p e s t , К а р у u . 40 /b . 
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2. A rúd a l a k j á n a k megha tá rozása 

A vizsgált r ú d á l ta lános e se tben feszül t ségmentes á l l a p o t b a n is t é rgörbe 
t e n g e l y ű , vál tozó ke re sz tme t sze tű , a c somópon tokhoz e x c e n t r i k u s a n kapcso-
lód ik . Fe l té te lezzük , hogy az a n y a g l ineár isan ruga lmas , a ke re sz tme t sze t ek 
a l a k t a r t ó k és síkok m a r a d n a k , v a l a m i n t a r u d a k csak végein t e rhe l t ek . 

A terhele t len r ú d a l ak ja j e l l emezhe tő a t enge ly m e n t é n vá l tozó A para -
m é t e r függvényében egy e0(A) f a j l a g o s el tolódás és egy Yo(A) f a j l agos e l fordu-
l á svek to r r a l (1. [3]). A k i n e m a t i k a i teher , vagyis a nem feszül t ség mia t t létre-
j ö v ő deformáció is hason lóképp je l l emezhe tő ел.(А), yJA) . A f a j l agos ruga lmas 
de fo rmác ió t az 

ee(A) = F 0 (A)T(g(A))B(v(A))s 

összefüggéssel s z á m í t h a t j u k , aho l s a rúd v é g p o n t j á n a k h a t igénybevé te lé t 
t a r t a l m a z ó vek to r , ami t а В á t v i t e l i m á t r i x r e d u k á l a A p a r a m é t e r ű p o n t r a . 
Az a n t i m e t r i k u s В a A p a r a m é t e r ű pon t k o o r d i n á t á i t t a r t a l m a z z a . A helyi 
igénybevé te leke t a T (két f o r g a t ó m á t r i x b ó l álló h iperd iagonál ) m á t r i x t r ansz -
f o r m á l j a a lokális rendszerbe , a m e l y n e k tenge lye i a f ő i r á n y o k b a m u t a t n a k . 
A f o r g a t ó m á t r i x o k a g e l fo rdu lá svek to r függvénye i , mely v e k t o r a A p o n t h o z 
t a r t o z ó lokális koo rd iná t a - r endsze rnek a végpon t i koord iná t a - r endsze rbe va ló 
f o r g a t á s á t a d j a meg . (A T(g) k a p c s o l a t o t lásd [4] (2) kép le tében . ) 

Az F0(A) f a j l a g o s h a j l é k o n y s á g i m á t r i x inve rzé t [3] (4) kép le te m u t a t j a . 
J e l ö l j ü k a ke resz tmetsze t ny í r á s i k ö z é p p o n t j á n a k a ke re sz tme t sze t lokális 
koo rd iná t a - r endsze rében é rvényes koo rd iná t á i t f2 S(A)-val és | 3 S (A)-val . Ezeknek 
a zérus tó l való e l térése f i g y e l e m b e vehe tő , h a az inve r t á l á s e lő t t a m á t r i x 
ny í róerőkhöz t a r t o z ó második és h a r m a d i k so rának —| 3 S (A)-szorosát , ill. 
!2 S(A)-szorosát h o z z á a d j u k a c s a v a r ó n y o m a t é k h o z t a r t ozó negyed ik sorhoz. 

A fa j lagos e l to lódásoka t v i ssza kell f o rga tn i a végpon t i koo rd iná t a - r end -
szerbe , hogy m e g k a p j u k a k o o r d i n á t a - n ö v e k m é n y e k e t . Az e l fo rdu lásvek to rok-
ná l azok nem a d d i t í v vol ta m i a t t egy t o v á b b i t r ansz fo rmác ió is szükséges: 

v(A) К T*(g(A)) í + C/í + *e j 
Lg(A)j . H(g(A)) 1 -Yo Y к. .Ye J' 

(1) 

ahol E h a r m a d r e n d ű egységmát r ix és H elemei: 

2;g 

A = 
!gjU + cos ]gj) 

2 sin |g]. 
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Az (1) di f ferenciálegyenlet rendszerhez a végpont i excen t r ikus kapcso la to t 
je l lemző eb és gb vektorok a d j á k meg a kezde t i é r téket . A kezde t i é r t ék fe l ada to t 
megoldva, k a p j u k a v(i) és g (Г) v ek to roka t . Je lo i j e e a és ga a kezdőpont i excen t -
r ikus kapcso l a toka t je l lemző vek to roka t . E k k o r a 

v w = - y ( l ) - T * ( g ( l ) ) e a , 

g „ = - & ( T ( T * ( g ( l ) ) - g a ) - T ( g ( l ) ) ) (2) 

vek torok m e g a d j á k azoka t a koord iná ta - t r ansz fo rmác ióka t , amelyek a kezdő-
pont i W koord iná ta - rendsze r t a végpont i V koord iná ta - rendszerbe viszik á t . 
(Az § f ü g g v é n y értelmezését lásd [4] (24) képletében.) 

3. Egyensúlyi és kompatibi l i tási egyenletek 

A f e l a d a t : egy a d o t t q vek tor ra l j e l l emze t t csomópont i e rőkből álló t e h e r 
és az €k(A), YfcU) függvényvek to rokka l j e l l emze t t k inema t ika i t eher ese tében 
keletkező á l lapot je l lemzők megha tá rozása . 

Legyen i smer t az á l lapot je l lemzők egy közelítése, vagyis a köve tkező 
h ipe rvek to rok : 

X m e l y n e k elemei a csomópontok he lyvektora i , 
f m e l y n e k elemei a csomópont i koord iná ta - rendszerek e l fordulásá t meg-

adó vek to rok , 
s m e l y n e k elemei a r u d a k végéhez def in iá l t belső erők vek to ra . 
Az egyensúlyhoz és kompa t ib i l i t á shoz A eltolódás, ep elfordulás és о 

belső e r ő n ö v e k m é n y kell. Í g y a kereset t á l l apo to t az x -f- A csomópont i koor -
d iná ták , az s -f~ a belső erők, va lamin t az egyes csomópont i koord iná t a - r end-
szerek e l fo rdu lásá t az 

JF(T(<p,)T(fy)) 

összefüggéssel m e g h a t á r o z h a t ó fo rgásvek to rok jellemzik. A j . c somópon t 
egyensúlyá t a 

^B* - Aka) В*(хкь - xka) T* (fkb) T*(<pkb) (sk + ak) -
(Ál) 

_ J - T * (fkb) T*(cpk6)(sk + «*) + q, = 0 ( 3 ) 

( И ) 

egyenlet fe jez i ki, ahol az első összegzésben azok a rudak szerepelnek, amelyek 
a k e z d ő p o n t j u k k a l kapcsolódnak a j . c somóponthoz , míg a másod ikban azok , 
melyek a v é g p o n t j u k k a l . 

A k. r ú d r a felírt kompat ib i l i t á s i egyenle tek azt fejezik ki, hogy a r ú d 
bei l leszthető a ké t csomópont e lmozdul t koord iná ta - rendszere közé: 
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T(<pfcb) • T(f№) • (xfca + Aka - xkB - Akb) + ykw(sk + Oft) = 0, (4) 

9 (T( ë k w ) • Т(срЛо) • T (f f t0) • T» (fft6) • Т*(фк Ь)) = 0, (5) 

ahol gkw a k . r ú d n a k az ak -j- ok belső erőkkel a (1) kép le t t e l m e g h a t á r o z o t t 
értéke, és a ^ jel a r údvég i koord iná ta rendszerben va ló fel írást jelöli, t e h á t 
például 

f/ía = T(fftft) • ffca • 

4 . Megoldási módszer 

A c somópon tok ra fe l í r t (3), v a l a m i n t a r u d a k r a fe l í r t (4) és (5) t í p u s ú 
egyenletek e g y ü t t egy neml ineár i s egyenle t rendszer t a lko tnak . 

Az á l lapo tvá l tozás i je l lemzők inf in i tez imál is vá l tozása , v a l a m i n t az 
egyensúlyi és kompat ib i l i t á s i egyenletek behelyet tes í tés i ér tékeinek vá l t ozása 
között a nemlineár is r endsze r J acob i -má t r i xa ad j a meg a kapcso la to t : 

D G du + de 

L F do dc 

ahol de és dc az egyensúlyi és kompat ib i l i t ás i h iba megvál tozása , v a l a m i n t d u 
a dA ; és d<py vek tor okból ál ló h ipervektor . A D, G és L m á t r i x o k b a n a deri-
válások képle tszerűleg e lvégezhetők, az F előáll í tásához numer ikus der ivá lás ra 
van szükség. 

Az á l l apo tvá l tozók megha tá rozása a következő lépésekben t ö r t é n i k : 
a) Az igénybevéte lek közelítő é r tékéből r u d a n k é n t megoldjuk az (1) 

kezdeti é r t é k fe lada to t . 
b) Az egzakt (3) — (5) t ípusú egyenle tekkel k i s z á m í t j u k az e egyensúlyi 

és с kompat ib i l i t á s i h i b á t . 
c) H a a hibák a megengede t t é r t ékné l n a g y o b b a k , akkor (6) l ineár is 

összefüggést véges vá l t ozás r a a lka lmazva , k i számí t juk u és a ér tékét . 
d) Az u és a v e k t o r o k a lap ján m ó d o s í t j u k az x, f és s közelítő é r t ékeke t és 

az e l járás t megisméte l jük . 
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Prec ise a n a l y s i s o f t he c h a n g e o f s ta te o f e l a s t i c b a r s t r u c t u r e s . I n t h e case o f m a j o r d i s -
p l a c e m e n t s , d e t e r m i n a t i o n o f t h e c h a n g e o f s t a t e o f e l a s t i c b a r s t r u c t u r e s is r e d u c e d t o t h e 
s o l u t i o n o f a n o n l i n e a r e q u a t i o n s y s t e m . T h i s n o n l i n e a r e q u a t i o n s y s t e m c o n s i s t s o f e q u i l i b r i u m 
e q u a t i o n s o f t h e j u n c t i o n p o i n t s , a n d c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s r e l a t e d t o t h e ba rs . T h e f o r m 
o f t h e i n d i v i d u a l b a r s is o b t a i n e d , i f t h e b a r e n d s t resses a n d l o a d v a l u e s a re k n o w n , w i t h t h e 
s o l u t i o n o f a n i n i t i a l v a l u e p r o b l e m d e f i n e d b y a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s y s t e m c o n s i s t i n g o f 
s i x e q u a t i o n s . 

E x a k t e A n a l y s e der Z u s t a n d s ä n d e r u n g e l a s t i s c h e r S t a b k o n s t r u k t i o n e n . D i e B e s t i m m u n g 
d e r Z u s t a n d s ä n d e r u n g v o n e l a s t i s c h e n S t a b k o n s t r u k t i o n e n k a n n i m F a l l e g r o ß e r V e r s c h i e b u n -
g e n a u f d ie L ö s u n g eines n i c h t l i n e a r e n G l e i c h u n g s s y s t e m s z u r ü c k g e f ü h r t w e r d e n . D a s n i c h t -
l i n e a r e G l e i c h u n g s s y s t e m b e s t e h t a u s d e n f ü r d i e K n o t e n p u n k t e a u f g e s c h r i e b e n e n G l e i c h g e -
w i c h t s - u n d aus d e n f ü r d ie S t ä b e a u f g e s c h r i e b e n e n K o m p a t i b i l i t ä t s g l e i c h u n g e n . I n K e n n t n i s 
d e r a m S t a b e n d e a u f t r e t e n d e n B e a n s p r u c h u n g e n k a n n d i e F o r m eines S t a b e s als L ö s u n g e ines 
A n f a n g s w e r t p r o b l e m s e r m i t t e l t w e r d e n , das d u r c h e i n aus sechs G l e i c h u n g e n b e s t e h e n d e s 
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m b e s t i m m t i s t . 

Точный анализ изменения состояния упругих стержневых систем. Определение из-
менения состояния упругих стержневых систем в случае больших перемещений возвра-
щается на решение системы нелинейных уравнений. Система нелинейных уравнений сос-
тавлена из уравнений равновесия узлов и из уравнений совместности стержней. Зная на-
грузки на концах стержни деформацию одной стержни получим из решения задачи на-
чального значения определена системой шести дифференциальных уравнений. 
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