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M A R C Z A L L Á S Z L Ó * - S O L T É S Z P É T E R * * - J A N C S E C Z S Á N D O R * * * 

E z a c i k k az a lapgerendák méretezésére haszná l t e l járások r ö v i d á t tek in tése u t á n 
a Repn i kov -módsze ren a lapu ló számí tás t i smer te t i részletesen. A z ágyazás i tényező és 
ruga lmas fé l té r k o m b i n á c i ó j á n a lapu ló el járás t a l a j f i z i k a i magya ráza ta u t á n a ma tema-
t i k a i mode l l ismertetése k ö v e t k e z i k . A z egyenle t rendszer felírása a l a p j á n p rog ram ké-
szül t egy H P 9830 A t í p u s ú gépre, ame lynek segítségével lehetővé v á l t a t a l a j f i z i k a i 
j e l l e m z ő k , v a l a m i n t az épü le t a d a t a i n a k v á l t o z t a t á s á v a l a talpfeszül tségeloszlás, a 
ruga lmas vona l - és a n y o m a t é k i igénybevé te l t anu lmányozása . Befe jezésül a c i k k n é h á n y 
áb rá t közö l , ame lyeken a fen t e m l í t e t t vá l tozások j ó l k ö v e t h e t ő k . 

1. A gyakor l a tban eddig a lka lmazo t t e l járások 

A ruga lmas t a r t ó n a k t e k i n t e t t a lapgerenda tervezésekor a legfontosabb 
fe lada t az i smer t terhelés köve tkez tében a t a r t ó a l a t t keletkező feszültségek 
(ún. ta lpfeszül tségek) eloszlásának megha tá rozása . E talpfeszültség-eloszlás 
i smere tében a t a r t ó süllyedési és nyomaték i igénybevéte le m á r egyszerűen 
számolha tók . 

A ta lpfeszül t ségek számí tásakor a lka lmazo t t t a l a j modellek egészen a 
legutóbbi évt izedig ké t lényegesen el térő csopor t ra oszlot tak. Míg az egyik 
modell a t a l a j t rugók soroza tából álló ún. ruga lmas á g y a z a t n a k tek in t i , addig 
a második mode l l t ípusban a t a l a j min t ruga lmas — és á l t a l ában homogén, 
izotrop fél tér szerepel. Az eml í t e t t modelleken a l apu ló számítási e l járások igen 
ismer tek , így csak az a lapgondola tok vázlatos b e m u t a t á s á r a és n é h á n y kr i t ika i 
észrevételre szor í tkozunk, melyek egyben indoko l j ák az ún. k o m b i n á l t t a l a j -
modellek a lka lmazásá t . 

A ruga lmas ágyaza t model l jé t (1. ábra) először WINKLER és ZIMMERMANN 
a lka lmaz ták , fel té telezve, hogy az a d o t t p o n t b a n bekövetkező süllyedés ará-
nyos az o t t m ű k ö d ő ta lpfeszül t ség ér tékével : 

P 
y = X p = — . 

s 

* D r . Marcza l László, 1023 Bp . , A p o s t o l u. 13/c. 
* * D r . Soltész Péter , 1083 B p . , T ö m ő u . B / l . 

* * * Jancsecz Sándor , 1031 B p . , Sóvár i u . 36. 
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I t t a ks = l / a állandót nevez ték el ágyazás i t ényezőnek . Ezen egyenle t és a 
t a r tó i s m e r t differenciálegyenletének e g y ü t t e s megoldása ad ta a ta lpfeszül tsé-
geket és a sül lyedéseket . Az eljárás továbbfe j l e sz t é sének egyik fő i r á n y á t az 
je len te t te , h o g y a ks ágyazás i t ényező t a hely függvényében v á l t o z ó k é n t vet-
ték fel. í g y sem küszöbölhe tő ki a z o n b a n a modell a l a p v e t ő h iányossága , neve-
zetesen az, hogy a szomszédos elemek ( rugók) kö lcsönha tásának f igye lembevé-
telére n inc s lehetőség. 

A r u g a l m a s fé l tér-model l re a l a p u l ó el járások a r u g a l m a s s á g t a n ún. 
Boussinesque-féle képle te in a lapulnak , amelyek a d o t t ruga lmassági modulusú 

k.econst. 
y " " / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / ; / / / / / / / / , 

1. ábra. A z ágyazás i t é n y e z ő k számí tás m o d e l l j e 

és Poisson- tényezőjű t a l a j sül lyedéseinek számí tására a lka lmazha tók . Noha 
ezek az e l j á r á sok a sül lyedéseket n e m c s a k a közvet len vizsgált p o n t terhelése 
a lapján, h a n e m a tel jes t e rhe l t felület f igyelembevéte lével , az e g y m á s r a h a t á s 
a lapján h a t á r o z z á k meg (2. ábra), még is a ruga lmasság tanban a d ó d ó végtelen 
nagy feszül tségér tékek és egyéb, a t a p a s z t a l a t t ó l élesen elütő je lenségek a mo-
dell l ényeges hiányosságai t m u t a t j á k . E modell a lka lmazásakor a számí tások 
technikai kivitelezése s z e m p o n t j á b ó l a d n a k lényegesen eltérő e l j á r á s t pl. a 
t a r tó t f i n i t i z á ló Ohde-módszer , vagy a ta lpfeszül tségeket h a t v á n y s o r , i l letve 
polinom f o r m á j á b a n ke reső Gorbunov-Poszadov e l j á rá s . 

E l s ő s o rban a kü lönböző terhelési p o n t o k kö lcsönha tásának , t e h á t a t a l a j 
nyírással , csavarással s zemben m u t a t o t t e l lenál lásának f igye lembevéte le cél-
jából f e j l e sz t e t t e ki PASTERNAK az ú n . két-ágyazási tényezős e l j á r á s t . I t t az 
első t é n y e z ő a ta la j függőleges v i s szaha t á sá t jellemzi w e lmozdulásra , 

a = Cj w, 

míg a C j - tő l független C2 kons tans az e lnyíródásból a d ó d ó t a l a j r eakc ió t jel lemzi 
(3. áb ra ) : 

dw 
t = Co . 

дх 

Á l t a l á n o s vé lemény , hogy a k o m b i n á l t e l j á rások megjelenéséig t a l án 
PASTERNAK modellje köze l í te t te meg l eg jobban A va lóságot . 
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P, PJ P 3 

i l 1 alaplemez 

• . ' . • ' • ' • • ' • ' . ' . 'F • • ' . ' . . ' • • rugalmas-izotóp 
.' ; ; > - v • ; féltér. : ;. 

gerer.dalartó 

2. ábra. A r u g a l m a s f é l t é r e n a l a p u l ó s z á m í t á s 

G = c,w 

; ) ~í } 

w y f á w 

_A_ Эх w 

3. ábra. M o d e l l P a s t e r n a k s z á m í t á s i e l j á r á s á h o z 

2. Repnikov kombinál t model l je 

2.1 A mechanikai modell bemutatása 

REPNIKOV alapfe l tevésében a t a l a j t részben ruga lmas (rugós) ágyazat -
n a k , részben pedig ruga lmas f é l t é rnek tekint i , azaz model l je az eddig haszná l t 
ké t f ő ta la jmodel l pá rhuzamos kapcso lásának t ek in the tő . A t a l a j r a j u t ó ter-
helés eszerint ké t részére oszlik: az egyik rész az ágyaza t rugói t terhel i kp, 
a más ik (1 — k)p nagyságú része pedig a ruga lmas fé l térre j u t . A ?. a r á n y ér téke 
r u g a l m a s t a r t ó esetén a hely függvénye , és megha tá rozása azál ta l vál ik lehe-
tővé , hogy a részterhelések h a t á s á r a az egyes ágyaza t i e lemeken bekövetkező 
sül lyedéseknek meg kell egyezniük. 
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Az ágyazat i elemek e g y ü t t h a t ó i t i smer tnek tételezi fel az e l járás . Ezek 
megha tá rozás i lehetőségeire most n e m t é rh e tü n k ki. Célunk vol t a REPNIKOV 
ál ta l váz la tosan m e g a d o t t e l járás k o n k r é t esetekre való a lka lmazásának kidol-
gozása, az e redmények értékelése és azok összevetése a h a g y o m á n y o s módsze-
rekke l adódó eredményekkel . Az a l ább i akban vázo landó e l j á rás számítógépes 
kezelésével kapo t t e redménye ink i l lusz t rá lására a 4. á b r á n egy ötszintes panel-
ház a l apgerendá ja a l a t t fellépő ta lpfeszül t ségeket m u t a t j u k be négyféle e l járás 
szer in t . A lege l fogadhatóbb a Repnikov-e lv a l ap ján számol t eloszlás. 

1= 5 X 3.30 = 16.50 m 

© Ágyazási tényezSs e l járás (k s =0,2 k p / c m 3 ) 
© Rugalmas féltér Gorbunov-Poszadov szerint 
® Rugalmas fé l tér Ohde-Kany szerint (E = 170 kp /cm 2 ) 
© Kombinált e l já rás Repnyik«v a lap ján 

4. ábra. T a l p f e s z ü l t s é g e l o s z l á s o k a k ü l ö n f é l e s z á m í t á s i e l j á r á s o k s z e r i n t 

A ma tema t ika i modell b e m u t a t á s a előtt megeml í t jük , hogy eltérő f izikai 
a lapfel tevésekből k i indu lva j u t o t t ugyanehhez a t a l a j model lhez GIBSON. Fel-
tevése szerint a t a l a j ruga lmas fé l tér , melynek ruga lmasság i modu lusa egy 
á l landó £ t 0 értékről indu lva a mélységgel l ineárisan nő: 

E{z) = El0 + 3mz. 

3 m a növekedés mér téke . Fe l t éve még, hogy a t a l a j Poisson- tényezője 0,5, a 
ruga lmassági egyenletek megoldásával m e g m u t a t t a , hogy model l je ekvivalens 
e g y ks = 2 m ágyazás i tényezős ruga lmas ágyaza tbó l és egy Et0 rugalmassági 
modu lusű rugalmas fé l térből álló kombiná l t modellel . Ez éppen REPNIKOV 
model l je . 
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A számítási e redmények mel l e t t ez az első p i l l ana t r a meghökken tő egybe-
esés is a r r a utal , hogy a kombiná l t model l a lka lmazása a r u g a l m a s a n ágyazot t 
t a r t ó k számí tásának elméletében ú j sz in te t je lent . 

2.2 A módszer matematikai modellje 

N o h a a módszer t különböző t í p u s ú terhelések f igyelembevéte lére is á t -
a l a k í t o t t u k , most csak az egyenletes terhelés ese té t vizsgál juk. Legyen t e h á t 
az egyenle tes terhèlés F0 (kp/cm2). 

A módszer az ismeret len t a lp feszü l t ség- függvény t a G o r b u n o v — P o s z a d o v 

e l j á ráshoz hasonlóan polinom a l a k b a n keresi. (A polinom f o k s z á m a jelen 

ese tben 6): 

q = b0 + 6 2 | 2 + 6 4 | 4 + 6,1«. (1) 

( I t t I = x/l a dimenzió nélküli koord iná t a . ) 

E feszül tségpol inom e g y ü t t h a t ó i n a k segítségével fe l í rható a t a r t ó re la t ív 

b e h a j l á s a . 
У - J o = — 

M 0 £2 I b O ~~ F o £4 , Ь 2 £ 6 

2Z2 S 1 - 2 - 3 - 4 * ^ 3 - 4 - 5 - 6 
(2) 

I t t y 0 — a t a r t ó k ö z é p p o n t j á n a k ( f = 0 ) e l m o z d u l á s a 
A — a t a r t ó m e r e v s é g e , m e l y g e r e n d a e s e t é n Е,ЦВ, l e m e z ese tén p e d i g E,II[B( 1 — / / f ) ] 
В — a t a r t ó szélessége 
/ÍJ — a t a r t ó P o i s s o n - t é n y e z ő j e 
Л / 0 — a t a r t ó k ö z é p p o n t j á b a n é b r e d ő n y o m a t é k , m e l y r e 

M0 = P 
bo — F 0 6j b^ 6, 

2 4 6 8 
(3) 

REPNIKOV model l jének a lapgondola ta ér te lmében a q ta lpfeszül tség megoszlik 
a Wink le r - ágyaza ton és a ruga lmas félsíkon. E megoszlás a r á n y a előre nem 
i smer t , és függvénye a helynek. E z é r t a ruga lmas félsíkra eső részt ú j a b b 
i smere t len e g y ü t t h a t ó s polinom a l a k j á b a n keressük: 

qE = a0 + a2P + a 4 f 4 + a,f®. (4) 

Célunk az a0, 2, 4, e e g y ü t t h a t ó k megha tá rozása . A rugalmas fé l s íknak a (4) 
ta lpfeszül t ség h a t á s á r a bekövetkező felszínsüllyedése abszolút é r t é k b e n nem 
í rha tó fe l . A viszonylagos e lmozdulások azonban egy h a t á r o z a t l a n ál landó 
erejéig fe l í rha tok — pl . az ismert F l a m a n t - f o r m u l a in tegrálásaiból . A képle teket 
össze te t t ségük mia t t n e m közöljük, a n n á l inkább, m e r t az el járás az elmozdulá-
sokat is pol inom f o r m á b a n k ívánja meg . Ennek é rdekében t ehá t az in tegrá lások 
u t á n a d ó d ó meglehetősen összetett sü l lyedésfüggvény pol inommal közel í tendő. 
Ezzel egyidejűleg i t t n e m elegendő a viszonylagos elmozdulás, abszo lú t érté-
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kekre v a n szükség. Ez m e g k a p h a t ó pl. ha a felszínsüllyedést a t a r t ó végétől 
kifelé I/2 t ávolságra (f == 1,5) zé rusnak í r j uk elő. 

E t echn ika i lépéseket nem részletezve a (4) feszültség á l t a l előidézett 
süllyedés a következő f o r m á b a n í r h a t ó : 

« = 4 / ( 1 ~ K K ) + m2(a f) Г- + m4(a,) £4 + me(o,) f 6 ] . (5) 
nEJ0 

I t t t e h á t az m0, 2, 4, g kifejezesek m a r az Я/ — к i smer t függvényé i , fi/0, Et0 

a ruga lmas közeg pa ramé te re i . 
Az (5) fo rmula sü l lyedés függvénye meg kell egyezzék a Winkle r -ágyaza t 

süllyedéseivel, ami t az erre a komponens re j u t ó qk = q — qE feszül tség idéz 
elő. H a t e h á t к a Wink le r -ágyaza t ágyazás i t ényező je , akkor 

qk = — к V , 

qk = — fe'm0(a,) — k'm2faj) I 2 — fc'm4(a,) £4 — k'm6(a,) £6 , (6) 
ahol 

h , k4l(l-f4o)  
лЕю 

Végül a g = qE -f- egyenlőségben az azonos h a t v á n y ű tagok e g y ü t t h a t ó i n a k 
összevetéséből 

bo = ao~ k ' m o - ( a i ) ' 

b2 = a 2 — k ' m 2 •(«,), (7) 

64 = a4 — k' mi-faj), 

be = °6 — me'(«<)• 

Így minden i smere t len t az a,- i smeret lenekkel f e j e z t ü n k ki. E z e k számára 
négy egyenle te t kell megadni . E g y egyenlet adód ik a t a r tó s t a t i k a i egyen-
súlyából : 

J * ( a „ + o 2 f 2 + a 4 í 4 + « 6 f 6 ) d í ~ fc' £ X 

X [ m 0 ( a , ) + m 2 ( a , ) £ 2 + ш 4 ( а , ) I 4 + m 6 f a / ) £ " ] d £ = F 0 . 

A tovább i há rom egyenle te t úgy k a p j u k , ha a t a r t ó (2) a la t t i r e l a t ív elmozdu-

lásait egyenlővé tesszük a ta la j fe lsz ín (5) szerinti ho rpadásáva l : 

У - Уо = v - ®o • 

E két po l inom megyegyezéséhez az szükséges, hogy minden l - h a t v á n y együt t -
ha tó j a megegyezzék. E z ad há rom egyenle te t az о,- é r tékekre , ugyan i s a bt, M0 
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i smeret lenek (3), ill. (7) szer int ki fe jezhetők az a,- ér tékekkel . Az egyenle t rend-
szer megoldása u t á n visszafelé ha ladva a képle teken m e g k a p h a t ó m i n d e n 
k í v á n t vá l tozó. 

3. A számí tás gyakor la t i végreha j tása , a z eredmények értékelése 

A m a t e m a t i k a i model l a l ap ján p r o g r a m o t kész í t e t tünk egy Hewle t t— 
P a c k a r d 9830 A t ip . számí tógépre és a t e rvezés i gyakor l a tban előforduló ese-
t e k r e v izsgál tuk a talpfeszültség-eloszlás, r u g a l m a s vonal és a nyoma ték i igény-
bevéte l vá l tozásá t . 

Az 5. á b r a a ta lpfeszül tségek a l a k u l á s á t m u t a t j a a merevségi s z á m 
függvényében . Az egyes görbék különböző ta la j j e l l emzők szer in t vá lnak szé t . 
Legerősebb a vá l tozás akkor , ha a ruga lmas fé l t é r re je l lemző El0 érték a leg-
nagyobb . E k k o r a szélső és középső ta lpfeszül tségér ték a r á n y a a legmerevebb 
alapozású épü le tné l eléri az 1,8-as ér téket . 

Csökken a ta lpfeszü l t ségben m u t a t k o z ó egyenetlenség a merevség csök-
kenésével, a k á r a t a l a j , a k á r az épület merevségé t vesszük alapul . É r d e m e s 
viszont megjegyezni , hogy a t a l a j rugalmas a lakvál tozás i je l lemzői sokkal j o b -
b a n befolyásol ják a ta lpfeszül tséget , mint az épü le t minősége. Az 5. á b r á n p l . 
az épület merevségének 1 / i részére kellett c sökkenn i ahhoz, h o g y a ta lpfeszül t -
ség p = 12,5 Mp/m 2-ről 11,0 Mp/m 2 - re c sökken jen . Ugyanaz t az ér téket k a p j u k 
akkor is, ha a merevség vá l toza t l an , de a t a l a j Eí0- modulusa 2000 Mp/m2-ről 
1500 Mp/m2-re csökken, vagyis eredeti é r tékéhez képest 2 5 % - k a l csökkent . 

Mindez a r r a f igye lmez te t , hogy a t a l a j j e l l emzők p o n t o s a b b és megbízha-
t ó b b megha tá rozásá ra n a g y o b b súly t kell f e k t e t n i . 

5 . ábra. T a l p f e s z ü l t s é g e k a l aku lása a m e r e v s é g f ü g g v é n y é b e n 

1 4 
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merevség A = -g- [Mpm2/m] 

középső szélső 

6. ábra. A z a l a p g e r e n d a s ü l l y e d é s i v o n a l á n a k a l a k u l á s a a merevség 
f ü g g v é n y é b e n 

A 6. á b r a a besül lyedéseket á b r á z o l j a hasonló pa ramé te rek f ü g g v é n y é -
ben. Vizsgá l juk először az épüle tmerevség ha t á sá t . A kü l ső és középső besüly-
lyedések k ö z t i különbség, ami megha t á rozza a t a r t ó görbüle té t a merevség 
csökkenésével egyre n a g y o b b lesz. Az á b r a a lapján t u l a j d o n k é p p e n m e g h a t á -
rozható, m e d d i g szabad az alapozás s zempon t j ábó l mér tékadó merevsége t 
csökkenteni , hogy ne l é p j ü k túl a k r i t i k u s á thaj lás i , i l l . görbületi sugáré r t é -
keket . 

Az á b r a kapcsán ú j r a hangsúlyozni kell a t a l a j t ó l való függőség dön tő 
szerepét. A ta la j j e l l emzők függvényében a süllyedés vá l tozása jóval n a g y o b b , 
mint a szerkezet i merevségből adódó v á l t o z á s . 
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A 7. ábra a t a r t ó r a h a t ó maximál is n y o m a t é k vá l tozásá t szemlélteti . I t t 
m á r n a g y o b b szerephez j u t a t a r t ó merevsége. H a pl. a merevség a negyedére 
csökken, a n y o m a t é k b a n t a p a s z t a l t csökkenés je len tős , az e redet inek kb. a fe -
lére csökken az igénybevéte l . T o v á b b r a is f enná l l a t a la j j e l l emzők vá l tozásának 
je lentős ha tása , a vá l tozás c saknem lineáris. E z u tóbbi megál lap í tás pe r sze 
nem veze the t a r r a , hogy a t a l a j t u l a jdonsága i t va lami fé leképpen befolyásolni 
lehetne , csupán a pon tos megha tá rozás j e len tőségé t hangsúlyozza . 

merevség A = % ^ [ M p m z / m l b 
7. ábra. A n y o m a t é k i i g é n y b e v é t e l a l a k u l á s a a m e r e v s é g f ü g g v é n y é b e n 

A 8. ábra t u l a j d o n k é p p e n az épület mére t e inek h a t á s á t érzékeltet i . I t t 
á l landó ta la j je l lemzők és a d o t t épüle tmerevség esetében v izsgál tuk a vá l -
tozás t . 

El0 = 1500 Mp/m 2  

к, = 110 Mp/m 3 

A = 1,64 X 10« Mpm 2 /m 

ada tok mel le t t jó l l á t h a t ó , hogy az épület hosszának növekedésével a t a l p -
feszültség l— 90,0 m, vagyis 2 • / = 180 m hossz esetében már te l jesen egyenle-
tes a ta lpfeszül tség, függe t lenül a t a l a j je l lemzőitől . 

Végeredményben megá l l ap í tha tó , hogy a számí tás i e l j á rás jó l a lkalmaz-
h a t ó a tervezői gyako r l a tban . A b e m u t a t o t t görbék értékes t á j é k o z t a t á s t ad-
nak egyrészt a tervezés fej lesztési szempont ja ihoz , másrészt az adatszolgál ta-
tási megbízha tóság fokozására . 

1 4 * 



2 1 2 MARCZALI LÁSZLÓ é» misai 

Megjegyezzük, hogy a kombiná l t model lek e lméle tének továbbfe j lesz té -
sében és a modellekhez t a r t o z ó ágyazat i pa r amé te r ek kísér let i megha tá rozásá -
b a n szov je t ku t a tók é r t e k el ü j a b b e redményeke t . (PRAHIMOV, UVAROV, 
B A R V A S O V . ) 
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8. ábra. A t a l p f e s z ü l t s é g e k a l a k u l á s a az é p ü l e t h o s s z á n a k n ö v e k e d é s é v e l 
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Применение комбинированного расчета для проектирования балок, помещенных на 
поверхности грунта. После короткого обзора разных методов расчета гибких балок на 
упругом основании, в статье рассматривается более подробно вычислительный метод, осно-
ванный на модели J1. Н. Репникова. Комбинированная модель основания, совмещающая 
деформационные свойства среды Винклера и упругого полупространства, представляется 
в отношении механики глунтов. Составление программы на ЭВМ дало возможность для 
изучения влияний деформационных характеристик основания и параметров зданий на 
реактивное давление грунта, на перемещения и на изгибающие моменты в балке. Резуль-
таты, полученные в конкретном случае, изображаются на рисунках. 
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