ALGEBRAI RENDSZEREKEN ERTELMEZETT
FUGGVENYEGYENLETEK, IL

Az asszociativitas fiiggvényegyenleteinek altalanositasai

Irta: HOSSZU MIKLOS

Binér, ternér stb. rendszereken értelmezett fiiggvényegyenletek szokisos megol-
dasi modszereit vizsgilva azonnal szembetiinik, hogy az altalanos torekvés mindig
az, hogy az illet albegrai struktiirat valamely specialis tulajdonsagi csoport segit-
ségével allitsuk el§, vagyis, hogy az illetd fiiggvényegyenletet az asszociativitas

F[F(x,y), z] = F[x, F(», 2)]

figgvényegyenletére vezessiik vissza. Példaként a dolgozat elsG részében [8] felsorolt
egyenleteket emlithetnénk, amelyek megoldasai, mint lattuk, valamely csoport bizo-
nyos izotopjaiként* jelentkeztek.

Minthogy tehat az algebrai struktiurak ko6zott kozponti szerepet jatszanak a
csoportok, azért az algebrai rendszereken értelmezett fiiggvényegyenletek vizsgalata
kozben is rendszerezG elvnek tekinthetjiik azt, hogy legfontosabb feladat az asszo-
cliativitas fiiggvényegyenletének ,,kornyezetét™ felderiteni. E tOrekvés jegyében alap-
vetd 1€pést tett elGre a [4] dolgozat, mely az asszociativitasi egyenlet

) F[G(x,y), z] = H[x, K(y,2)]

altalanositasat oldotta meg, a szerepl§ fiiggvényekrdl feltételezve, hogy valamennyien
kvazicsoport miiveletek, azaz mindkét valtozdban invertalhatok. Gyakran van azon-
ban sziikség arra, hogy az (1) egyenletet olyan koriilmények kozott vizsgaljuk, midén
a szereplS fiiggvények csak részben, nem mindegyik valtozdjukban invertalhatdk.
Erre az esetre vezethet$ vissza pl. a ternér kvazicsoportokon értelmezhetd asszociativ
torvények vizsgalata; ezzel a kérdéssel a 4. §. foglalkozik.

Az invertalhat6sag enyhitése mellett a megoldas érdekében bizonyos valtozok
szerint az invertalhatdsagot célszer( fenntartani. Két f6 eset valik szét ilyen szempont
alapjan: a fiiggvények abban a valtozoban invertalhatdk, melyek az (1) egyenletben
kozvetleniil, vagy kdzvetve az x valtozot, illetve az y valtoz6t tartalmazzak. Az 1. §.
és 2. §. ezzel a két f6 esettel foglalkozik.

Alkalmazasként a 3. §. a poliadikus csoportokat vizsgalja.

Végiil az 5. §. az (1) egyenlet megoldasat mutatja meg az F(x, y) = G(y, x) =
= H(y, x) = K(x, y) specialis esetben, minden invertalthatosagi feltétel nélkiil, csupan
az F(x,y) = z egyenlet x valtozé szerinti (nem feltétleniil egyértelmii) megoldhato-
sagat koveteljitk meg. Ekkor az (1) egyenlet

F[F(x, u),v] = F[F(x,v), u]

lag.
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-ra redukalédik, tehat az egyenlet azt fejezi ki, hogy az x — F,x 8¢ F(x, u) leképezések
Ssszessége, mely az u paraméternek is fiiggvénye, csupa felcserélhets leképezést
tartalmaz [7]. A megoldasi médszer remélhetGvé teszi az invertalhatdsagi feltételek

enyhithet8ségét az altalanositott asszociativitas (1) egyenletének egyéb specialis esetei-

ben is. Ezek kivizsgalasa tovabbi feladat.

1. §. Az x valtozot kozvetleniil vagy kozvetve tartalmazo valtozokban
intervdlhaté6 megoldasok

Vizsgaljuk az
) F[G(x, u),v] = H[x, K(u; v)]

egyenlet megoldasat a
K:UXV—~P, H:XXP->Q, G:XXU-Y, F:YXV~->0

ismeretlen fiiggvényekre vonatkozolag.

Hogy a megoldas gondolatmenetét viligosabban attekinthessiik, nem mondjuk
ki el8re az invertalhatosagi meliékfeltételeket, amelyek az egyes lépések jogossagat
majd alatimasztjak, hanem utélag foglaljuk Ossze mindazt, amit a bizonyitas soran
felhasznaltunk.

Rogzitsiik (17)-ben u =a-t és vezessitk be a

¥)) yx 8f G (x, a), %, 97 K(a, 1)
jelolést, akkor - ,
F(yx,v) = H(x, %),
tehat az y = yx valtozoval
3) F(y,v) = H(3™'p, ,0).
Helyettesitsiik ezt (1")-be, akkor a kapott
H[y='G(x, u), #,(v)] = H[x, K(u,v)]

egyenletbdl v =5 rogzitessel az el6z6khdz hasonloan

G(x, w=yy~ ' H(x, %yu),
o) 2t ELH(t, ¢), %t &K1, b),

[c=K(a, b)]
adoédik, tehat fennall

H[»~'H(x, »qu), %,v] = H|x, K(u,v)].
Végiil x =y~ 1z-t helyettesitve, »,u és »,v helyett Uj u, v valtozo6t irva és bevezetve a
T(t, )4 H(y~ 1, u): QX P~ Q °
) I(u, ) L K (7 'u, %5 'v):PXP—~P
fiiggvényeket, a transzformacio:
6) T[T(x, u),v] = T[x, I(u, v)]; x€Q; u,veP
jol ismert fiiggvényegyenletéhez jutunk [1, 5].
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Az igy nyert egyenletiink azt fejezi ki, hogy az u€ P paramétertdl fiiggs
x—>Tx ¥ T(x, u)

transzformacidk sereget alkotnak, azaz két kiilonb6z6 paraméterrel egymasutan
végrehajtott transzformacio helyettesithetS egyetlen olyan transzformacioval, melynek
paramétere csupan az el6z8 két transzformacié paraméterétdl fiigg, Ha effektiv transz-
formacio-sereget tekintiink, azaz feltessziik, hogy a paraméterek P értelmezési tar-
tomanya csupa lényeges paramétert tartalmaz, azaz

@) T(x, u) Z T(x,v) [H(x,u) # H(x,v)], ha u=v,

akkor a paraméterek
uov et I(u, v)

kompozicids torvénye asszociativ:
(uov)ow = uo(vow),
ami nyilvan kovetkezik a (6) ismételt alkalmazaisival nyert

T(uov)wx:T wa=TuTvax:TuT x:Tuo(vow)x> XEQ

uov vow

azonossagbol. Tehat P° félcsoport.
Az eddigieket Osszefoglalva, (2), (4), (5), (7) alapjin a kovetkezd tételt lehet
kimondani:

1. TETEL. Legyenek valamely rogzitett uc U, b€V és c=K(a, b)€ P esetén
x->G(x,a), H(x,c),
1>t LK (2, B), x#,t % K(a,t)

invertdlhato leképezések, tovdbbd
H(x,u) 2 H(x,v), ha usv,
akkor az

(1) F[G(x,u),v] = H[x, Ku,v)]; x€X, ucU, veV

fiiggvényegyenletnek minden K: U X V — P megolddsdhoz taldlhaté olyan a P-n értelme-
zett asszociativ I{u, v) miivelet, amellyel fenndll:

K(u,v) = I(xu, %,0).

Ha pedig P(K) kvazicsoport, akkor természetesen P(I) csoport. Ekkor azonban
a (6) alatti x -~ 7T,.x transzformacidk ekvivalensek a P(I) csoport valamely S alcso-
portja szerinti Sop (p € P) jobb mellékosztalyok [5]

® Sop~>T,(sop)&i(Sop)ou, ucP
tranzildcidival, feltéve, hogy az x - T,x transzformacié-sereg tranzitiv, azaz fennall
(9) TPx = Q; X GQ-

Ez ut6bbi tranzitivitasi feltétel nélkiil is megallapithaté, hogy Q ilyen tranzitivi-
tasi tartoményok Osszege:
Q= U Qi Qi=Tpx;,
i
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amelyek mindegyikén x —7px ekvivalens valamely hasonlé alaku, esetleg mas S
alcsoporttal képezett mellékosztalyok tranzlacidival. ’

Ha specialisan pl. van olyan x, érték, hogy H(x,, P)= Q, akkor tekintetbe véve
T (5) alatti értelmezését, a (9) tranzivitasi feltétel is teljesiil, tehat T'(x, u)-hoz lehet
talalni olyan S alcsoportot, hogy T(x, ) minden x € Q esetén ekvivalens legyen az
S szerinti jobb-mellékosztalyok egyikének (8) tranzlacidjaval. Ezen S alcsoport,
konjugaltsagtol eltekintve, egyértelmilen meg van hatarozva T-vel, éspedig valamely
Xo € Q elem stacioner operdtorainak alcsoportja, melyekre fennall

(1.2.10) T(xg, S)=x.

Konnyen belithatd, hogy ezen x, az Sop mellékosztalyok koziil éppen magaval
S-sel ekvivalens, ugyanis éppen erre érvényes, hogy
S—+TeS = SoS = S.
A stacioner operatorok S alcsoportjanak (10) értelmezése alapjan nyilvanvalo,
hogy ha megkoveteljitk az
an u—~T(xq, u), illetve H(yx'xq, u)
leképezés invertalhatdsagat legalabb egy x, € Q esetén, akkor S csak az egységelembél
fog allni. Ekkor tehat (8)-bol megkapjuk T'(x, u) legaltalanosabb alakjat:
t(xou)y=T(tx, u),
12) -
T(x, u)=1(t"txou),
amely tetsz8leges invertalhaté t fiiggvénnyel és tetszleges asszociativ uov = I(u, v)-
vel valéban ki is elégiti (6)-ot, vagyis a legaltalanosabb megoldast szolgaltatja a (11)
alatti leképezések invertalhatdsagi feltétele mellett.
Egy (12) el8allitast ad6 t fiiggvény ténylegesen megadhatd T'(x, u)-val, ehhez
csupan (6)-ba kell x =x,-t helyettesiteni. Ekkor lathato, hogy pl.
(13) TugT(xO; u)=H(x1, u)’ x1=X_1x0’ uEP

megfelel a célnak.

Megjegyezziik, hogy a (11) alatti lekepezesek invertalhatésaga mar maga utan
von]a a (7) effektivitasi kovetelmény teljesiilését is. Igy a (3), (4) (5), (12) (13) formulak
és az 1. tétel alapjan kimondhatjuk a kovetkezét:

2. TETEL. Legyenek valamely rogzitett ac U, beV, ¢ = K(a,b)eP és x,€X
eseten
x—yx ¥ G(x, a), yx L H(x, ¢),

w—,u 3 K(u, b),
v— 2,09 K(a, v),
t >t H(x, 1)

invertdlhato leképezések. Akkor az (1) fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb megolddsa
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felirhato
F(y,v) =t(t~1yy~ Iy ox,0),
(14) G(x, u) =yx~'t(x~xx oxyu),

H(x, wy=1(1"1yx0ow),
K(u,v) =»uox,v
alakban, ahol uov a P-n értelmezett tetszéleges asszociativ miivelet, amely az inver-

tdlhatosdgi kovetelmények folytdn rogzitett u=c, H(x,,c), illetve v=c eseten a
mdsodik vdltozoban invertdlhato.

A (14) megoldast g =t~ 1yy—1, y =1~ y-vel kissé rovidebb alakban is irhatjuk:

F(y,v) =t(pyox,v),
, G(xs u) =‘P_1(l//x°”1")’
= H(x, w)=r(¥xom),
K(u, v) =xuo0x,0.

A (15) formulaban F, G, H, K nyilvan tetsz8leges ¢, ¥, 1, %, %,-vel ki is elé-
giti (1")-et, ha wov asszociativ:

(Ux o0 xu)0x,v.= @xo(xguon,v).

Kovetkezmény. A Q(L) kvazicsoportokon értelmezett (1) asszociativitasi egyenlet
mindegyik L= F, G, H, K megoldasa ugyanazon csoportmiivelet izotépja [4].

2. §. Az y valtozét kozvetleniil vagy kozvetve tartalmazé valtozokban
invertalhato megoldasok

Eddig az altalanositott
(1) F[G(x,y), z] = H[x, K(y,2)]

egyenletet fokozatosan specializaltuk. Most mar ismerve (1) megoldasat kvazicso-
portokon, ismét induljunk el az altalanositas 1tjan, az eddigi iranytél azonban elté-
réen. Az eddig hasznalt invertalbhatdsagi feltételekre vezet altalanositas lényege
abban allt, hogy (1)-ben az x valtozdt kozvetleniil vagy kdzvetve tartalmazé valtozok
szerinti invertalhatdsagat fenntartottuk, az y, z valtozot pedig az x-t6l eltérSen mas
értelmezési tartomanybdl valasztottuk. gy Iényegében a (6) transzformacio figgvény-
egyenlet altalanositasat adé egyenletre jutunk. Most az invertalhatdsagi kovetel-
ményt enyhitsiik olyan médon, hogy (1)-ben az y-t kozvetleniil vagy kdzvetve tartal-
mazdé valtozdk szerinti invertalhatosagot koveteljitk meg, e valtozo rogzitése mellett a
masik valtozoban pedig csupan a tranzitivitast.

A valtozdk értelmezési tartomanyat és a fliggvények értékkészletét is valasszuk
a lehetG8ség szerint mind killonb6zének. Igy az

FIQXZ-R, G:XXY~0,
H:XXP~R, K:YXZ~P
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fiiggvényekre vonatkozodlag felirt (1)-hez jutunk. Az
' u—Fu,z), y-G(x,p),
v>H(x,v), y~K(y,2)

leképezések invertalhatdsaga folytan (melyek koziil elég lenne H, K invertalhatésagat
és G tranzitivitasat kirdni, mert ezekbdl és (1) fennallasabol mar kovetkeznék a tobbiek
invertalhatdsiga), a Q, P, R halmazok az altalanossdg sérelme nélkiil azonosithatok
Y-nal.
Probiémank tehat az egyszeriibb irasméd kedvéért rogton egyszerlisithets az (1)
egyenletnek az
F:YXZ-Y, G:XXY~Y,

HXXY-Y, K:YXZ-~Y

ismeretlen fiiggvényekre vonatkozd megoldasava.
Vezessiik be ezutan az

x€X,=G(X,y0)=y, 2z€Z,=K(yo, 2)=y
sszefiiggéssel értelmezett X, Z, halmazokat!. A
G(X’ yO) = Y: K(yo, Z) =Y

tranzitivitasi feltétel teljesiilése esetén X,,, Z, nyilvan minden y € Y-ra értelmezve van
és
X=Ux,, Z= U Z,.
. yeY yEY
Erteimezziik ezutin a

G(t,)) &G (X,, ), K(y, ) LK (y, Z)),
F(y, &L F(y, Z), H(t, )& H(X,, )
figgvényeket, melyekrdl a kovetkezd észrevételeket tehetjirk:
I. F, H,G, K: YXX~Y egyértékii fiiggvények;
IL. létezik 1o, 5o € Y, melyre y ~G(to, ¥), K(, 5,) invertalhatok;
1L -G, yo), K(yo, 1) invertalhatok;
IV. y—F(», so), H(t,, ) invertalhatok;
V. F[G(t, »,s] = E[r, K(y, 8], t,y,s€Y.

Ezek kozil 1. rogton belathatd, ha pl. alkalmas x-szel felirjuk az
F(y,s) = F(», Z) = F[G(x, yo), Z,) = H[x, K(o, Z)] = H(x,5)

fiiggvényt, mely s-nek valoban egyértékii fuggvénye s nyilvan y-npak is. Hasonlé
érvényes H-ra is. G egyértékiisége pedig y — F(y, z) invertalhatdsaga alapjan abbdl

1 Tehdt pl. X, az X azon x elemeinek Osszességét jeloli, melyekre G(x, yo) = » teljesiil.
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kovetkezik, hogy
FIG(t, ), z21=FIG(X,, »), z21= H[X,, K (3, 2)] = H[t, K(y, 2)]

egy-egyértékii fuggvénye mind r-nek, mind y-nak, s hasonlo all K-ra is.
I1. Nyilvanvaléd az értelmezés és az y -~ G (x, y), K(y, z) invertalhatésaga alapjan,
I11. alatt fennall

G(y, y0)=G(X,, yo) =y

és hasonléan K(yq,y)=y is.
IV. Ggy mutathatd ki, hogy pl. alkalmas x - G(x, y,)-val az

F(p, s0)=F(p, Zo) = FIG(x, o), Zy)) = HIx, K (¥, Zs)] = H(x, 50)

fiiggvény x valtozdban vald invertalhatdsagat felhasznaljuk, és hasonloan jarunk el
H(ty, y)-nal is.

Végil V. magatol értetddik, ha 1-ben x = X,, z = Z -et helyettesitiink.

Az [—V. észrevételek alapjan alkalmazhato a 2. tétel, amelybdl azt kapjuk,

hogy pl. _
Flu,)=Fu, Z)

valamely, az ¥ = R-en értelmezett a o b asszociativ miivelet fGizotopja:
F(u, Z,) = yuodt.
Tehat értelmezve a z € Z, elemekre a nem feltétlen invertilhato

z—ez=t, z¢€Z,
leképezést,
F(u,z) = yuodez = yuoyz

adddik, és teljesen hasonldan
H(x,v) = pxox,

ahol @ szintén nem feltétlen invertalhato, de », éppugy mint y, biztosan az.
Végiil visszahelyettesitéssel megkapjuk a

G(x, )=y gxooy)
K(y,z)=x"'(oyoyz)
Osszefiiggéseket is.

Az invertalhatésagi kovetelmények maguk utan vonjak, hogy a kifejezésben sze-
repl8 y, %, o leképezések invertalhatdk, tovabba a G(x, y,), K(y,, z) tranzivitasabol
kovetkezik, hogy @, ¥ képtartomanya az egész R. Az

y—-G(x,y), Ky 2)

leképezésekre kirdtt invertalhatdsagi feltételbdl pedig az R° félcsoportra vonatkozo-
lag az az invertilhatdsagi megszoritas kovetkezik, hogy

r—~gxor, royz

is invertalhato, tetszbleges rogzitett x, illetve z esetén; vagyis R° csoport, minthogy
@, ¥ képtartomanya az egész R.
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Végezetiil, eltekintve a Q, P, R, Y halmazoknak csupan a kénnyebb attekinthe-
tGség kedvéért tortént azonositasatol, teljes altalanossdgban kimondhatjuk a koévet-
kezét:

3. TETEL. Legyenek riogzitett x€ X, z€ Z esetén

J"’K(y, Z)s v —’H(xa l))
invertdalhato leképezések, és

G(x’ Y) = G(X’ yO) = Q’ K(y09 Z) - P-
Akkor az
F:OQXZ—~R, G:XXY~-0Q,
H:XXP—-R, K:YXZ-~P i
fiiggvényekre értelmezett ,

€] F[G(x, y), z] = H[x, K(y,2)]
fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb megolddsa:

F(u,z) =vyuoyz
S G(x,y)=y"1(pxooy),
z H(x, v)=g@xoxy,
K(y, 2)==""(oyoy2),

ahol R° az R halmazon értelmezett tetszéleges csoport, y, », 6 a Q, P, illetve Y halma-
zok tetszéleges 1 —1 leképezései R-re, ¢ és Y pedig X, illetve Z tetszéleges leképezései
R-re.

Megjegyezziik, hogy a bizonyitas gondolatmenete nyilvin megengedi azt az
altalanositast is, hogy az
y—=K(y,2), v~H(x,v)

leképezések invertalhatosagat csak bizonyos rogzitett x,, z, esetén koveteljiik meg.

Akkor természetesen R° csupan félcsoport, de a megoldasi formulaban szerepld
fiiggvényekre vonatkozé invertalhatosagi feltételek nehezen attekinthet@vé valnak.

3. §. Az asszociativitas fiiggvényegyenletének altalanositasa
multinér kvazicsoportokon
Maguk a kvazicsoportok is altalanosithatok pl. ugy, hogy binér miivelet helyett

ternér stb. miiveletet tekintiink. Igy a kvazicsoportokon binér miiveletekre értelme-
zett fliggvényegyenletek ko6zott kozponti szerepet jatszd (1) egyenletnek megfelels

F[G(x,y,2), u,v] = H[x, K(p, z, u),v] = N[x, y, N(z, u,v)]

altalanositashoz jutunk. S6t, feladva azt az elvet is, hogy az egyenletben csak azonos
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valtézoszamu fiiggvények forduljanak el8, tobb valtozdval mindjart az
(16) FIG(xy, X5y ey Xp)y Xpi g5 coey Xy] =

= H[x15x2a"'3xq’ K(xq+19"'9xn):|s :(p>q)

altalanositast tekinthetjiik [9].

A megoldas érdekében tegyiik fel, hogy F, H az elsd, illetve utolsé valtozd-
jukban invertalhatok.

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be az

u=(xg, ..., xq)e o9,
V=(Xg415 -+e» Xp)€QP7Y,
W=(Xp415 0er X)) EQ"P,
valtozokat, mellyel (16) igy irhaté:
F[G(u, v), w]l= H[u, K(v, w)],
ucQl, veQr-9, weQ"-r,
Ekkor (17)-b8l a w=w,, illetve u=u, rogzitéssel lathatd, hogy
G(u,v)=0"'Hu, k)],
K(v, w)=p~1Flg(v), w],
ax %L F(x, wg), Bx 9 H(ug, x), ‘XE Q,
k() &K (v, wg), g(v) & G(ug, v), vEQPY,
Ezzel (17) a kovetkezd alakot olti:
Fla= Hlu, k)], wh=H {u, B~ F[g(0), w]},
u€ Q0 vEQPI, weQrk.
Az u= Uy, w=wy, rogzitéssel (17)-bsl : -
Bk() = ag(v), g@) = a~'pk(v),

adddik, tehat egyenletiink az y =k (v) valtozé bevezetésével és a

G(u, y) 8 a=1H(u, y), K(y, v) % B~ F(a= 16y, w)

(a7

ahol

jeloléssel _ _
. F[G(u, y), w]=H[u, K(y, w)],
ueQl, yeQ, weQn-r
alakot olt.
Ha a 3. tétel

G (o, 0)=G (0% yo)=0, K(yo, @""")=0
feltételei, valamint az _
y—K(y,w), H(u, y)
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fiiggvényre vonatkozd invertalhatosagi feltételek teljesiilnek, akkor
F(x,w) = yxoyw,
H(u, x) = quoxx,
amelyet (17)-be helyettesitve, a valtozék alkalmas rogzitése utdn rogton megkapjuk a
G(u, v)=y"(guoov),

K@, w)y=3x"1(gvoyw)
formulakat is.
Az eddigi gondolatmenet alapjan oOsszefoglalva a felhasznalt invertalhatdsagi,
illetve tranzivitasi feltételeket, kimondjuk a kovetkezdt:

4. TETEL. Ha valamely .
F(xq, wo) = H(ug, yo)
dsszefiiggést kielégits, rogzitett xo€ Q, wo € Q"=2, Ug € Q4, yo € Q elemekre teljesiil a
K(Qp—q’ xO) = H(”O > Q) = H(Qq, y()) = (XO’ Qn—p) = Q
feltétel, és ha az
x—»F(x, W), H(M, X) (Q - Q)
leképezések tetszdlegesen rogzitett u€ Q4, w€ Q"~F esetén invertdlhatdk, akkor az

F[G(u, v), wl= H[u, K(v, w)],

(17 uC QY DEQIT, WEQT Y,
illetve részletezve az
(16) F[G(xy, ..., x,), Xpris o X =

= H[xy, o0 X K(Xgi 15 o0 Xu)], (p=>q),
fiiggvényegyenlet megolddsdnak legdltaldnosabb alakja
F(x, w)=yxoyw,
G(u, v) =y~ (guoov),
( H(u, x) =quoxx,

N . K(u, x) =%~ (ovoyw),
illetve részletesen
F(X, Xph 1y ooy X)) =YX 0U(Xp 415 ens Xp),

G(xls ---axp) ='Y'1[(P(x19 (AR Xq)oo-(xq-i—la "'3xp)],
H(xy, ooy x5 X)) =@(Xy, o0y X)) 0 %X,
K(xq+1’ "'7xn) =%—1[a(xq+1a R ] xp)ol//(xp-i-li (R E) xn)];
ahol x oy tetszbleges csoportmiivelet a Q halmazon, és
7> XQ—’Q

tetszéleges invertdlhato leképezések,

(p:Qq_'Q’ lp:Qn—p_,Q’ O—:Qp—q_,Q

tetszoleges leképezések Q-ra.
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4.§. Ternér csoportok ' ,

A 4, tételbdl specialisan megkapjuk
{18) F[G(x1 » X235 X3)s X4, x5] = H[Xl » Xz, K(x3, x4, -xs)]
megoldasat is:
F(x, x4, X5) =yXx0Y(xy, Xs5),
G(xy, X3, X3) =77 g (xy, x;) 0 053],
H(xy, X3, x3)=@(xy, x3) 02x,
K(x3, x4, x5)=n"1ox;30 ‘#(Xm‘xs)]-

Ha itt tovabbi specializalassal

(19) F=G=H=K,
akkor

F(x,y,2) = K(x,»,2) = yx0y(y,2) = g(x,y)oxz
folytan

@(x,y) = yxoP(p, zo)o(xzo)~! = yxoyy,
kovetkezGleg

Y(y,z) = xyonz.
Ezekkel az F= G = K egyenl8ség ilyen lesz:
) yxoyyonz=y"'(yxoxyoaz)=x"'(oxoxyonz),
tehat a yx =xz=e (ahol e a Q° egységeleme) helyettesitésbdl nyilvanvaldan .

Yy = Yoci, %y = €309,
azaz végeredményben

F(x,y,2) =G = H =K = xoc,0yyoc,0z = xogyoz,

amely valoban tetszi’i]eges &: Q —~ Q leképezéssel ki is elégiti (18)-at és (19)-et.
A poliadikus (példankban ternér) csoportok értelmezésében (18) mellett még
(3, 10]

(20) FLF(xys x5, X3), X4, Xs5] = F[xy, F(x2, X3, X4), Xs5]
fennallasat is meg szoktak kovetelni. Ekkor ’

X[ 08X, 0X308X,0X5 = X{ O&(X,08X;0X,)0Xs
csak gy all fenn, ha '
21) exog~lyoez = g(xoyoz),

vagyis ha teljesiil az, hogy
_ eX = aoox,
ahol x a Q° tetsz8leges, az
wa =a, aux =a 'oxoa

feltételeket kielégité automorfizmusa. Ez utobbi allitasok helyességét (21) alapjan
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tudjuk belatni. Helyettesitsiik ugyanis ott z helyébe a Q° csoport e egységelemét,
akkor azt latjuk, hogy

22 e(xoy) = exoay,

ahol
aydefe=1yoge,

vagyis (22)-ben az x =e helyettesitésbdl nyilvan

ay = (ee)~1oey,

amely Q°-nak valdéban automorfizmusa, amint ezt a (22) egyenlet mutatja, ha mindkét
oldalt beszorozzuk balrdl (ee)~1-gyel. Hasonlitsuk most &ssze az e-ra kapott két
utobbi kifejezést, akkor
ey = aoay = a~'(yoa),
ahol
adfee.

igy, minthogy « automorfizmus, régton adodik:
aaoany = yoa,
aay = (@a)~toyoa.
Azt kell tehat még kimutatni, hogy aa =a. Ez pedig rogton kovetkezik o és az ¢
imeénti értelmezésébdl:
ga = ¢~ laoge = g~ geca = a.

Végeredményben tehat F kifejezhets ¢ helyett a-val:

F(x,y,z) = xoagouayoz.
Konnyii meggy6z8dni arrdl, hogy az ilyen Fa Q° tetszSleges az

oa = a,a0x = a~'oxoa

feltételeknek eleget tev6 a automorfizmusaval ki is elégiti (20)-at. Kimondhatjuk
tehat a 4. tétel alabbi folyomanyat:

5. TETEL. Egy Q halmazon értelmezett
FiOXOX0~0,
mindegyik vdltozéban invertdlhatd, asszociativ ternér miivelet legdltaldnosabb alakja
F(x,y,2z) = xoaocayoz,
ahol xoy a Q halmazon értelmezett tetszbleges csoportmiivelet, melynek o tetszéleges,
ag = a, aax = a loxoa

Sfeltételeket kielégité automorfizmusa, és itt a € Q valamely rigzitett elem, a=' pedig-
az a elem inverzét jeloli a Q° csoportban.
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Megjegyezziik, hogy az xoy csoportmiiveletet és az « automorfizmust az F
ternér miivelet nem egyértelmiien hatdrozza meg, hanem csupan az

xoz=F(x,a"1,2)
ay=F(a~',y,e)
Bsszefiiggés alapjan, ahol b=e~!, e€ Q tetszGlegesen valaszthatd
{ F(x, b,e)=F(e, b, x)=x,
F(x, e, b)=F(b, b, x)

tulajdonsagui elemek. Az e és b elemeknek ezek a tulajdonsagai az

(23)

(24) xoe=eox=x, qaxca-'=a " lcx
egyenletek fennallisihoz elengedhetetlenek, s ha viszont (23) fenndll, akkor mar
(xo0y)oz = xo(yo2z),
aa~! = a-!, a(xoy) = axcay

is minden feltétel nélkiil teljesiil, nemcsak (24). llyen specialis a, b elemek létezése
egyébként a 4. tétel imént leirt kdvetkezménye alapjan biztos. -

5.§. Egy megjegyzés a felcserélheté leképezésekrol
Y.
Tekintsilk a Q halmaz x —~ F,x leképezéseinek Osszességét, melyek egy ucP
paramétertd] figgnek. A leképezések felcserélhetdsége azt jelenti, hogy fenndll
(25 F,Fx = F,Fx, XEQ;u,vEP.

Ezen egyenlet legaltalanosabb megoldésat fogjuk megadni olyan feltétel mellett, hogy
az y = F,x egyenletnek tetszSleges, rogzitett x, y € Q esetben van legalabb egy (nem
feltétlen egyértelmii) u€ P megoldasa, amit roviden ugy fejezhetiink ki, hogy az
x— F,x leképezések Osszessége tranzitiv, azaz

©) . Fpx = Q.

6. TETEL. Egy Q halmaz x - F,x (u€P) felcserélhetd leképezéseinek tranzitiv
Osszessége mindig felirhato az s
Fx = x4+ ou, X€Q, uepP

alakban, ahol ,,+” a Q halmazon értelmezett Abel-féle csoportmiivelet, ¢ pedig a
P-nek Q-ra valo leképezése [7].

Bizonyitds. Valasszunk egy rogzitett x, € O-t és értelmezzitkk a Q halmazon az
x+y<Fy

miiveletet, ahol u a P olyan eleme, amelyre fennall F,x, =x. Az x +y miivelet értel-
mezése nyilvan fliggetlen attodl, hogy P-nek melyik

FuxO = Fu,xO = X
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tulajdonsagi u, «’ elemeit valasztjuk ki, ugyanis ekkor alkalmas v-vel y = F,x,, ésigy
a felcserélhetGség miatt

]:uy= FquxO = FuFuXO = FvF;x’XO = FusFuxO = Fu9y

érvényes barmely y € Q esetén.
Kimutatjuk, hogy Q* Abel-féle -csoport. Valdban, alkalmas u,v elemekkel

x+y:Fuy=FuFux0:FDE4XO=F0x=y+x,
x+(y+z) = F(y+2) = F,Fz = F,Fz = p+(x+2),
Q_l_a = FPa = Q’

amelyekb6l nyilvanvaldan kovetkezik allitdsunk.
Igy végeredményben x + y értelmezése alapjan azt kapjuk, hogy

F(y,u) =x+y =y+x =y+qu,
ahol
. x = gu 2t F(x,, u).

Egyszer{i szamolassal meg lehet gy6zGdni arrdl, hogy az ilyen alakd F tetszSle-
ges x+y kommutativ csoportmiivelettel és tetsz6leges ¢:P —~ Q leképezéssel ki is
elégiti az eredeti fiiggvényegyenletet.?

Feltételezve, hogy Q topoldgikus tér, melyen F,x folytonos, x +y az értelmezése
alapjan az y valtozénak folytonos fiiggvénye, s minthogy x +y kommutativ, ezért
x-nek is folytonos fiiggvénye; akkor tehat Q+ topologikus csoport. Minthogy egy
valés intervallumon értelmezett folytonos csoport mindig izomorf a valds additiv
csoporttal [1], abban a specialis esetben, amikor Q egy valos intervalium, a kovetkezst
nyerjiik:

Kivetkezmény: Egy valds intervallumon folytonos és felcserélhets leképezések-
nek tranzitiv dsszessége izomorf a tranzlaciokkal, azaz

x> Fx=f"1f(x)+¢@)]

alakban irhaté, ahol f(x) az adott intervallumot a valds egyenesre leképez§ folytonos
1—1 fiiggvény.
Minthogy a tranzlacio fiiggvényegyenletének

F[F(x, ;l),v] = F(x,u®v), x€Q; u,veP

altalanositasa kommutativ u @v gruppoidok esetén szintén kozvetleniil visszavezethetS
(25)-re, hiszen akkor
FFx=F,px=F,@x=FFx,

2 Fucnus LAszLd megjegyezte, hogy a tranzitivitds helyett elég lenne feltételezni csupan azt,
hogy Q az F, leképezésekre nézve irreducibilis, azaz Q-nak nincs olyan Q’ valddi része, melyre
F.Q' € Q’ teljesiil minden u € P-re. Ekkor ugyanis tetszdleges x, y € Q-hoz létezik olyan u,, uz, ...
..., U € P elemrendszer, hogy y = F,,, F.,... F.,.x, mert az F,, F,, ... F,,x alaku elemek nem lehetnek
benne Q egyetlen valddi részében sem, éppen az irreducibilitds miatt. Ezutan x + y ugyanugy értel-
mezhetd, mint a tétel fenti bizonyitasdban, csupan u helyett kell egy u1, 4z, ..., 4 elemrendszert
tekinteni.
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ezért a 6. tétel hasznosnak latszik a tranzlacié altalanositisanak megoldasanal is
[6]. A tranzlacid egyenlete pl. fontos szerepet jatszik a tortrendd iteraltak értelmezésé-
nél [2]. Az el6bbi megjegyzés tehat arra vilagit ra, hogy ekkor is az iteraltak felcserél-

70 1

het8sége jatszik dontd szerepet.
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