A FINSLER-FELE FIBRALT TEREK ELMELETEHEZ"

irta: SOOS GYULA

Bevezetés

A differencialhaté fibralt terek elmélete (1. pl. {7], [8], [10]) a differencialgeo-
metria legijabb fejezete. Az elmélet alapja az EHRESMANNtOl ([4]) szdrmazo, a
principalis fibralt terek felett értelmezett linearis Osszefiiggés fogalma, amely vissza-
titkkrozi, altalanos formaban s szigori fogalmazasban a CARTAN és mas geometerek
altal vizsgalt kiilonboz6 differencialhatd sokasagok ko6zos geometriai tartalmat,
mas szavakkal, a differencidlgeometriai struktuirat.

Ezt az elméletet amiatt, hogy tekintetbe veszi a differencidlgeometriai struk-
tura hordozdjanak, a bazistérnek topoldgiai tulajdonsigait és eszkozeit is ennek
megfelelen valasztja meg, szokas globalis differencidlgeometrianak is nevezni.

Ez a dolgozat, az EHRESMANN-féle gondolatmenet szellemében a FINSLER-féle
fibralt terek (1. II. 2. 1. Def.) problematikajaval foglalkozik. A globalis megalapozast
megneheziti ezeknek a tereknek tobbrétii, specifikus szerkezete. Az EHRESMANN-
modszer formalis alkalmazasa azzal a veszéllyel jarna, hogy elhalvanyulna, helyeseb-
ben nem domborodnék ki jellegzetesen a mindenek elStt valé geometriai lényeg,
holott az ditaldnossal szemben itt a specidlis szerkezeti tulajdonsagokban gazdagabb
voltan van a hangsily. Ezt szem el8tt tartva vizsgilataimban arra térekedtem, hogy
a rendelkezésre alld lehetGségekkel, a meglev és megalkotandd mddszerekkel ugy
éljek, hogy az elsGdleges cél mindig a geometriai lényeg megragadasa legyen és hogy
ennek elérését masodlagos tényezdk elStérbe keriilése ne hatraltassa.

Ezért az 1. fejezetben, minimalis méretezésben, csak a legsziikségesebb tudni-
valok Osszefoglalasara szoritkozom. Ami az elért eredményeket illeti, a II. fejezetbdl
talan elsGsorban a linearis Osszefiiggés 1j, esetiinkben legcélszeriibb bevezetését, az
érint§ terek erre alapuld direkt szétbontdsat, a FINSLER-nyalab torzid- és gorbiilet-
elméletének teljesen geometriai (infinitezimalis meggondolasokt6l mentes) megalapo-
zasat emelném ki.

A TII. fejezet a FINSLER-nyalab automorfizmusaival (a linearis Osszefiiggést
megdrzé differencidlhaté homeomorfizmusaival) foglalkozik mddszeresen. E fejezet-
ben a figyelmet az érints térben operald endomorfizmus-csoport bevezetésére legyen
szabad felhivhom. Ez a csoport sajatos médon tiikrdzi vissza a tér gorbiileti viszo-
nyait és remélhetGen hasznosnak bizonyul bizonyos problémak vizsgalataban.

A dolgozat felépitése axiomatikusnak tekinthet8. A globalis megalapozas mesz-
szemenden leegyszeriisitett, attekinthet6 targyalasmédot tesz lehetGvé, a klasszikus
tenzorkalkulus alkalmazasara csak ott keriilt sor, ahol ezt a probléma természete
indokolta.

A fibralt terek s a rokon teriiletek magyar terminoldgiaja még nem alakult ki,
ezért elkeriilhetetlenné valt egy sor kifejezés magyar megfelelGjének megvalasztasa
s tovabbi Uj elnevezések bevezetése. Nem allitom, hogy a javasolt elnevezések meg-
valasztasa minden esetben szerencsés modon tortént.

2 III. Osztaly Kozleményei XIII/1
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1. DIFFERENCIALHATO SOKASAGOK

1. A differencialhato struktira

Alapsokasdgnak nevezzitk az M topologikus teret, ha rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

B 1.: M Hausdorff-féle, dsszefiiggd topologikus tér, dim M =n,
B 2.: M lokalisan euklideszi.

Ez utdbbi tulajdonsig annyit jelent, hogy M barmely x pontjanak létezik olyan U
kornyezete, amely az R" n-dimenzios euklideszi tér K” nyilt egységgémbjével homeo-
morf. (K" helyett természetesen barmilyen vele homeomorf £C R" halmaz is vehetd.)

Jelolje ¢y a B 2. alapjan létezd
gu: U—E,CR', Ey=K"

homeomorfizmust. A ¢u(x)€ E, pont derékszogli koordinatai legyenek rendre
(x!, x%, ..., x") = (x'). Megallapodas szerint az (xf) szdmrendszert az x € U pont
koordindtainak nevezzik. Az

x—>xi(x)ER (i=1,2,..,n)

leképezés az i-edik koordindtafiiggvény. Az {U; @y; Ey} harmast lokdlis koordindta-
rendszernek nevezziik, U a lokalis koordinatarendszer tartomdnya. A B 2. kovetel-
mény kovetkezményeként azt kaptuk, hogy M barmely pontja eleme valamely
koordinatakrnyezetnek.
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Ha xeUnV, a gy, illetve ¢, homeomorfizmusok segitségével az alabbi homeo-
morfizmus értelmezhetd:

puopyt 1 p(UnV)>gu(UnV)
Mivel ¢y:U—~Ey, @p:V—~E,, ezért
puogpy! 1 Ey~Ey,

az UnYV metszet E,-be esG képét Ey-ba es§ képébe képezi le homeomorf mddon.
Ha x}{(x) az U, x(x) a V felett érvényes koordinatafiiggvények, UnV felett a
pyo oyt leképezés az

(LD xp (¥) =g}, (xy (x))

fiiggvényrendszerrel irhato le. Az (1. 1) fiiggvényrendszert lokdlis koordindtatransz-
Sformdcionak nevezzitk. Ez a transzformacié Cr-osztalyu, ha ¢t€ Cr és Jy, =0, ahol

) .
Jyy = det Py az (1. 1) rendszer Jacobi-determinansa.

oxy,

Legyen A = {U,; gy ; Ey la €1} lokalis koordinatarendszerek valamely hal-
maza. M-t az M alapsokasag Cr-atlaszanak nevezziik, ha U kielégiti az alabbi két
kovetelményt:

AP: Az Uyk lefedik M-et: |J U,=M.
. ael
AY: Ha U, Uz és U,nUg=®d, akkor
¢U¢O(p5ﬁlecr és JUlIUB#O‘

1. 1. DEFINiCIO. Az Mt = {M, AW} kettGst Cr-osztalyh differencidlhaté sokasdg-
nak nevezziik. Az M alapsokasag a differencialhatd sokasag hordozdja, az A atlasz
pedig M koordindtarendszere.

Tekintsiik az 4 = {AY, 6 € £} halmazt, azaz, az M alapsokasag C’-osztalyi
atlaszainak rendszereit. AL ~ A AL ekvivalens A -val, (AL, AP € 4), ha e két
atlasz egyesitése ismét A-hoz tartozik. Az AW = {U,; ¢,; EJu€l} és az AV =
= {Us; ¢p; Es|BE€I’} Cr-atlaszok egyesitésén az '

{Us Uk; @u> 935 Eo Ej|a€l, Bel’}

atlaszt értjitk. Konnyil igazolni, hogy ez a relacié ekvivalencia-relacid. Jeloljon A®
egy ekvivalencia-osztalyt.

1. 2. DEFINICIO. Az {M, AD} kettSst differencidlhato struktirdnak nevezziik M
folott. Azt mondjuk, hogy {M, D} & {M, A} ugyanazt a differencialhaté struk-
tarat realizaljak, ha A € 40 és N € 40,

Ugyanaz az M alapsokasag egyidejiileg tobb, nem-ekvivalens struktira hordo-
z6ja lehet. A Cr-osztaly r rendszdma nyilvan barmilyen pozitiv egész lehet. Ha
r=oo, vagy r =w, a differencialhatd sokasagot korldtlanul differencidlhatonak, vagy
analitikusnak nevezziik. A tovabbiakban megallapodunk abban, hogy a tekintett
sokasagok altalaban C=-osztalydak.

2%
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Az M ={M, A} differencialhatd sokasagot iranyithatonak nevezziik (az AT
atlaszra nézve), ha barmely UnV #@ esetén Jyp =0, (vagy Jyy <0).

)

2. Lokalis érintévektor. ErintGtér, dudlis érintdtér

Legyen f valos értékdi fiiggvény M folott:
f: M-—~R, x—f(x)ER.

Jelélje fy az f lesziikitését az U koordindtakérnyezetre: f = f|U. E kornyezetben
nyilvan
@.1) SoX)=£T (31 (), x2(x), ..., x"(x)),
ahol x'(x) az U feletti i-edik koordinatafiiggvény.

Az f fiiggvény Cr-osztdlyd, ha barmely U folstt a (2. 1) elGallitasban felléps
[t figgvény az (x¥) lokalis valtozok Cr-osztalyu fiiggvénye. Nyilvanvald, hogy ha
f€Craz U™ atlaszra vonatkozdan, ugyanilyen tulajdonsaga barmely, A® -rel ekviva-
lens atlasz alapulvétele esetén is, azaz, e fogalomalkotas fiiggetlen a koordinéta-
rendszer megvalasztisatol.

Jeloljitkk & ,,-mel az M sokasag folott értelmezett differencialhatéd fiiggvények
halmazat. & -lal jeloljiik az x, kornyezetében differencialhato fiiggvények csaladjat.
F ., nyilvan gyiirii.

2. 1. pEFINiCI6. Az M sokasag x, tamadé-pontu L., lokdlis érintévektora
olyan
L

! FrrR L (f)ER,
leképezés, amelyre az alabbiak teljesiilnek:
LTV 1.: L, (k)=0, k=const.,
LTV 2.: L, (ki fi+kafz) = k(Lo (f1) +k L (), \
LTV 3.: L (f8) = g(x0) Ly(f) +/(x0) Ly ,(8),
(ky, ky=const., f, 8, f6€EF ).

T,,-lal jelslve az {L, } halmazt, kimutatjuk, hogy T, vektortér a valos szamok
teste felett, tovabba azt, hogy dim T, =dim M =n. T, -ban az additiv struktirat az

(L1; Ly)—~Ly+Ly : (Li+Ly)(f) = Li(f)+ L(f)
(k, L)—~kL : (kL)(f) = kL(f)

relaciokkal értelmezziik. T, neutrélis eleme a 0(f) =0 vektor. i
T,, n-dimenzids voltat az alabbiakban bizonyitjuk. Legyen f;, € #,, . Ertelmezziik
az f; fiiggvényeket a kdvetkez6 modon

SO X xbE L xam) — £, X X L, X
x"—.xg
(22) .fi(xl, x2’ seey x") = ha xi#x;'),

l <6f>xo, ha xi_:x(i), (i=1,2’._"n)

oxi
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ahol x! az x¢eU,xy pedig az x,€U lokalis kobrdinétéi. Nyilvan fie &
(i=1,2,...,n). Azonnal latni, hogy az

X0 ?

Solets ey 2 = SHE) (65 x)+£(x0)
elGallitas érvényes. Szamitsuk ki L, (f)-et. Az LTV kovetelmények alkalmazasaval
L (f)=L(Zfir—x0))= 3 Lo, (o (5 —xp)) =
= 2 [ = xQ)eo Ly () + (f)xo Lo (¥ = x5 =

) .
= > -2 Xt
P (axi>x° on(v)y

of
ox;

mivel (2. 2) miatt (f),, = ( ) és L (x'—xb) = L, (x'). Az

Lan=3(Z) 1., ez,

" kifejezésbdl, avagy, operator-irdsmédra térve at, az

0 .
2.3) Lo,==3 (§> Ly ()

alakbol nyilvanvald, hogy L, -t ismerjiik, ha ismeretesek az x! koordinatafiiggvények
feletti értékei. Az )
L, (x)=¢€eR

szamokat az L, vektor (U-ra vonatkozd) lokalis komponenseinek nevezziik. Ezek
felhasznalasaval (2. 3) a

f 0
.4 — i
2.4) L,=3¢ ( ax')x,,
alakban irhaté. Az )
J .
(2. 5) (%xo—<5;>xo, (l—-l, 2, ...,n)

operatorok nyilvan lokalis érintGvektorok az x, pontban. (2. 4)-bél, tovabba abbdl,
hogy ezek a vektorok x,-ban linearisan fiiggetlenek, koévetkezik, hogy a (2. 5)
rendszer T, bdzisa, azaz, dim T, =n. Nevezziik a (2. 5) vektorrendszert rermészetes
bdzisnak, vagy természetes n-élnek. T, barmely mas n-élje, {¢,li=1,2, ..., n},

(2:6) e;=RS < 9 ) (R)EGL(n, R),

oxs

alakban adhaté meg. (GL(n, R) az n-edrendii, valds elemii regularis matrixok cso-
portja). Az -

(2 7) {ei}xoz(R?)
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hozzarendelés nyilvan kolcsondsen egyértelmii. R, -lal a tovabbiakban az x, tAmadé-
pontﬁ n-élek halmazat jeloljiik.
1%, jelolje a T, vektortér dudlis terét, azaz, T, linearis formainak terét. Kimutat-

juk, hogy dim Txo _n tovabba azt, hogy T, barmely bazisdhoz kanonikus médon
T%,-nak egy un. dualis bazisa tartozik. lrjuk evegbol az
S~L(f)€R, €T,,.feF

leképezést {f, L) alakban. Ha f-t rogzitjitk s L befutja T_ o elemeit, az

wi(L) =<f, L) = L(f)ER
egyenlettel értelmezett w , linearis fiiggvény T, felett, azaz, w, € T,. Ezt a formét az
feZ,, altal indukalt linearis formanak nevezzuk Tegyiik f helyébe rendre az x'
koordinétafiiggvényeket. Az
2.9 w'(L)=w_(L)=L(x)=&" i=1,2,...,n

modon értelmezett formakrdl kimutathato, hogy Tx, bazisat alkotjak. (2. 8) szerint
' az a forma, amely L-hez annak i-edik lokéalis komponensét rendeli. (Ez a tulajdon-
sag w® definicidjaként szolgalhat.) Specidlisan ha L=1L, :

W

2.9 wi(L)=5ij., (5;=1, ha i=j, egyébként nulla),

hiszen L lokalis komponensei az {L} természetes bazisra vonatkozéan nyilvan &f.
k)

[€)]
A hagyomanyt kovetve megtartjuk az

2. 10) o' = (dx)),,
jelolést. (2. 9) igy is irhato
f 0 )

A {dx'},, bazist a (2. 11) tulajdonsag miatt a { 6()7:"} bazis dudlis bdzisdnak, kobd-
xo
zisdnak nevezziik. Ty, egy tetszGleges w eleme ezek szerint

w = Zo(dxl),,

alakban irhatd. Az «; szamok w lokdlis komponensei.

2.2. pEFIN[CIO. A T, illetve a T%, vektortér az M sokasag érints-, illetve
dudlis érintétere az x, pontban. T, elemeit kontravaridns, T%, elemeit kovaridns
érint§vektoroknak nevezziik.

Ha {e;},,€R,,, a

(2.12) 0’'(e)=0{, 0icT%,

relacioval értelmezett {0/}, rendszert a {e;}, bazis dualis bazisanak, dualis n-éljének
nevezziik, A dudlis n-élek halmazat R% -lal jeloljiik. Nyilvan

=R{(dx%),,, (R})CGL(n, R).
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Ha ei:Rﬁ"<g—am> és (2.12) fennall, azonnal latni, hogy
Xop
R’inkr{l=5;;

azaz R=R-!, ha R=(R)EGL(n, R).

Az eddigiek sordn x, az M sokasig rogzitett, egyébként tetszSleges pontja volt.
A 2. pontban elmondottak r6viden igy Osszegezheték: Az M alapsokasiagon a
differencialhaté struktira az

x—Tx, x>T¥ x—R., x—R:
hozzarendeléseket teszi lehet§vé.

2. 3. DEFINiC16. A T(M) = U T, és T*(M) = |J T¥, illetve az R(M) =
xeEM
= | R, és dz R*(M) = U R* halmazokat rendre az M sokasag érinté-, dudlis
VEM
érintényaldbjanak, ill. n-él es dualls n-éinyaldbjdinak nevezziik.

Latni fogjuk, hogy ezek a nyalabok egy késGbb értelmezend§ altalanosabb
fogalomnak, a differencidlhatd fibralt térneck szdmunkra legfontosabb specialis
esetei.

'
3. Vektormezé. Differencialforma. (Pfaff-forma)
3. 1. DEFINICIO. Az M sokasdg Y vektormezdje olyan fiiggvény, amelynek értel-
mezési tartomanya M, értékei pedig lokalis érintGvektorok, pontosabban
Y: x-Y, xeM, Y. eT,.

Y, az Y mez6 ,értéke” az x, pontban.
Barmely Y vektormezohoz illetve f€F fuggvenyhez egyértelmien egy Y(f)
fliggvény rendelhetS az alabbi értelmezés szerint:

Y(f) 1 x=Y(f)ER

Az Y vektormezd differencidlhaté, ha Y(f) differencialhatd, azaz, ha Y(f)€F
Legyen Y, (f)=Y(f)IU, akkor a 2. pontban eimondottak alapjan

=3 Lrei=3 Ly,

azaz Y differencidlhatosaga az y‘=Y(x) fliggvények (Y komponens-fiiggvényei)
differencialhatésagat jelenti. Ha nem is emlitjiikk kifejezetten, a tovabbiak soran
vektormez&n mindig differencialhat6 vektormezét értiink.

Az X és Y vektormezGk Osszegén az

(3.1 X+ =XNH+Y(HeFy
relacioval értelmezett X+ Y mezét, az ¥ mez8 @Y skalarszorosan, (p€F,), a
(3.2 (@Y)(f) = ¢- Y(/)eFy

tulajdonsaggal jeltemzett mezGt értjiik.
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Ha B,,-mel M vektormezd8inek halmazat jeloljiik, akkor (3. 1) és (3. 2) alapjan
vilagos, hogy 8B,,: modulus, pontosabban % ,-modulus. Ha skalaris szorzoként fiigg-
vények helyett csak szimokat engediink meg, B,, nyilvan vektortér, (altalaban vég-
telen dimenziojit) az R test folott.

3. 2. pERINICIO. Az X és Y vektormez8k kommutdtordn (zardjeles kifejezésen) az
[X, Y] szimbolummal jel6lt s az

X, Y1(f) = X(Y() - Y(X (/)

moédon értelmezett mezét értjiik. [X, Y] tulajdonsagai:
a) [X, Y] = —[X, Y], tehat [X, X] =0,
b) [[X, Y1, Z]+[1Y, Z], X]+[[Z, X], Y] = 0. (Jacobi-identitas).

Az (X, Y)—~{[X, Y] miivelet bevezetésével B, az R test felett Lie-algebrdt alkot.
%8B, Lie-algebra, illetve modulus-struktiraja k6zott osszefiiggést a

(3.3 /X, gY] = fglX, Y1+ (X-8) Y —g-(Y/) X
formula adja meg.

A vektormezd értelmezéséhez analég mddon definialhaté a formamez8, a
differencialforma fogalma. Differencidlformdnak neveziink minden

w:x—~w, €T
hozzarendelést. Ha Y €B,,, értelmezhetjiik az
(3.4) ‘ o(X):x~w(Y,)ER

fiiggvényt. Megkivanjuk, hogy w(X) €% ,,. Az w, és w, formak w, + w, Osszegét, s
w-nak ¢ skalarszorosat az

(3.5) (01 +0)(X) = 0(X) +0,(X), (go)(X) = ¢g-0(X)

definialo relaciokkal értelmezziik. Ha By ={w}, akkor (3.5) alapjan Bi:F, -
modulusnak tekinthet6. Az w forma w, lesziikitése nyilvan

Wy = 2 a)i(dxi)

alakban irhaté, hiszen a dx’ formak (az U koordinatakdrnyezet felett) linearisan
filggetlenek.

Barmely f€ %, fiiggvényhez tartozik egy w, € Bj; differencialforma az
(3.6) w(X) = X(f)

definicié alapjan. Az w, forma f teljes differencidlja. Bevezetve a hagyomanyos
w,; =df jelolést, (3. 6) igy is irhatd

3.7 dNx) = xX(f).
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4. Tenzorok, kiils¢ differencialformak

Vegyiikk az M sokasag T,, illetve TF érintStereinek s, illetve r példanyat s
készitsiik el a
Tr=TeX ... XTe X TEX ... X T%

(r-szer) (s-szer)

szorzatot. Az M sokasag (s, r)-tipusu (masképpen: s-szeresen kovaridns, r-szeresen
kontravarians) 7, tenzora az x pontban a ¥, direkt szorzaton értelmezett, valds ér-
tékli multilinearis fiiggvény:

tx(Xla"-er ’ wl;'--sws)ER’
ahol X;€T,, w;€TL. Az (s, r)-tipust ¢, tenzorok (R folott) vektorteret alkotnak,

amelyet T3-sel jeldliink. T, illetve T elemei nyilvan az (0, 1)-, ill. (1, 0)-tipust
tenzorokkal azonosithatok.

-

4, 1. DEFINICIO. Az M sokasag (s, r)-tipusu tenzormezdje olyan t fliggvény,
amelynek értelmezési tartomanya M, értékei pedig (lokalis) tenzorok:

t: x—t.€T;.

A t mezGt differencialhaténak mondjuk, ha ¢ lokalis komponensei (¢; kompo-
nensei) a koordinatak differencialhaté fiiggvényei.
A kiils8 differencialforma értelmezéséhez vegyiik a B,, modulus r példinyanak
direkt szorzatat:
V=08 X ... X By

Az M tér w r-edfoku kiilsé differencidlformdjdn, roviden: r-formdjdn V-nek
F \-be vald olyan leképezését értjiik, amelyre teljesiil
DF 1.: w(X,, ..., X)€%, alternald, azaz
w(Xo:(l)9 LRAS] Xo‘(r)) = (Sign J) w(Xl 3 ey Xr);
DF2.: o(X,, ey X,) multilinearis (r — 1 szamu valtozo6t rogzitve a leképezés
Plaff-format eredményez).

(Asignocao: (1,..,1)—~(a(l), ..., o(r) permutaciok halmazan értelmezett fiigg-
vény: sign ¢ = £ 1 aszerint, hogy ¢ paros, avagy paratlan).

Az r-formak @ halmazin az w, + w,, fw miiveletek értelmezése nyilvanvalo.

Ha 0, €D és w, €D, akkor w; Aw,-vel a két forma (ismert moédon értelme-
zett) kiilsé szorzatat jeloljik: w, Aw, er*s, A D! teret W -gal, PO-t F,-mel
azonositva, a kiilsé derivdlds d operacidja az aldbbi modon értelmezhets:

ED 1.: Ha fe # (=0, akkor df=f teljes differencialja.

ED2.: dw¢d*! ha we@r;a d:@r -8+ leképezés linearis.

ED3.: d(w;Aw;) = (dw) Awy +(— 1Yo Adw,, (w0, €FY), 0, €2),

ED4.: d(dw)=0.

Ismeretes, hogy az ED kovetelmények a d operatort egyértelmiien meghataroz--
zak.
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Az r-formakon még az alabbi két operaciot szokas értelmezni.
Ha X¢%,, és w kiils6 forma, w-nak X-re vonatkozd L(X)w un. Lie-derivdltja
ismét forméat eredményez. Az L(X) linearis operdtor definiald relacioi:

LD1.: LX) = X()EF ., fEF y,
LD2.: L(X)(do) = d(L(X)w),

LD 3.: Ha w; és w, r-, illetve s-forma, L(X)(w; Aw,) =(L(X)w)Aw,+
+ o, AL(X)w,).

Az i(X):w—i(X)w linearis operatort X-re vonatkozd belsG szorzasnak s
i(X)w-t az w forma s az X mez6 belsd szorzatdnak nevezziik, ha i(X) eleget tesz az
alabbi kovetelményeknek:

IP1: i(X)f=0, fCFy, -
IP2.: i(X)o=w(X), ha o Plaff-forma (Id.: (3. 4)),

IP3.: Ha wo; é o, g-, illetve r-forma, i(X)(w,;Aw,) = (i(X)w)Aw, +
+(— Do A(i(X)w,).
Felsoroljuk a d, L(X), i(X) operatorok legfontosabb tulajdonsagait:

4.1 L([X, Y]) = LX) L(Y) - L(Y) L(X)
4.2) L(X)i(Y)—i(Y)L(X) = i([X, Y])
4.3) LX) = i(X)d+di(X)
(ez a relacié L(X) definicidjanak is tekinthetd)
4.4 (X)i(X)=0.

A DF definicioban szereplé (X, ..., X,) az i(X) segitségével igy irhatd:
1, . .
WXy, s X,):FI(Xl)z(Xz)...z(X,)a).

Ha o Pfaff-forma (1-forma), akkor
, 1
4.3 (dw)y(X,, X;) =X, (W(Xz))—Xz (w(Xl)) 7 (X, X3]).

5. Differencialhaté leképezések.
Egyparaméteres globalis és lokalis transzformacié-csoportok

5. 1. DEFINiCIO. Legyenek Wi ={M, A} és M ={M’, A’} differencialhatd soka-

sagok. A
g: MM, x>qg(x)eM’

leképezést differencidlhatonak nevezzikk az x €M pontban, ha barmely f €%
fiiggvényre fennall: f(@(x))€Z .. (F,, illetve Fx, az M sokasag x, illetve az M’
sokasag ¢(x) pontja kornyezetében értelmezett differencialhaté fiiggvények gyfirije.).
A ¢ leképezés differencialhatd, ha minden x € M pontban differencialhaté. Ha ¢ az
M-et homeomorf mddon képezi le M’-re, ¢ és ¢~ differencialhatdk, -t differencidl-
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hato homeomorfizmusnak (diffeomorfizmusnak ) nevezziik. (Ekkor nyilvan dim M =
=dim M")) :

Lokalis koordinatak bevezetésével a definicié igy formulazhat6: ha (xf) koor-
dinatarendszer x-nek U koérnyezetében és (x'') a ¢(x) valamely U’ kornyezetében,
akkor az x — ¢(x) leképezés az

5.1 xT=gi(xt, ..., x")

fliggvényrendszerrel adhatd meg. A ¢ leképezés differencialhaté akkor és csak akkor,
ha a ¢i(x) fliggvények differencidlhatéak az x' valtozdk szerint.

A ¢ leképezés, mint latni fogjuk, a 7, érintStérnek T,,,,-be valo linearis leképe-
zését indukalja. Legyen Y, €T, és f € Foxy. AZ

(5.2 Y (f)=Y:(f o)

relacioval értelmezett /" — Y,y (f7) leképezés nyilvan lokalis érintSvektor ¢(x)-ben:
Yooy € Tuw - Ezt a vektort az Y, vektor g-képének nevezziik s igy jeloljiik:

(5.3) Yoo, =0x(Yx)=gpx-Yx.

A @r . T, Ty leképezés nyilvan linedris, kovetkezésképpen T,-et Tg.,,-be
homomorf médon képezi le.

A @ leképezés reguldris, ha barmely x pontban @3 monomorf (kernel gy =0).
Ha ¢ diffeomorfizmus, ¢; a megfelel§ érintStereket egymasra izomorf mddon
képezi le. Lokalis koordinatak felhasznalasaval (5. 3) igy irhato:

p . O i=1,..,dimM
G4 T =% s=1, ..., dim M,
tehiit o . () . . .
ehat ¢y regularis, ha a 30) matrix rangja maximalis.

Szokas a ¢’ leképezést ¢ linedris bovitésének (vagy ¢ differencidljinak, ¢’ =dp)
is nevezni.
Ha w € Tj» (dualis érintStér a g(x) pontban), a piw € Ty format a

(Pro)(Yo) = w((p,Q(Yx)) =w(px-Yx)

relacigval definialjuk. Ez a definicié koénnyen kiterjeszthetd w € &r esetére is. A ¢¥:
1Tyt — T linearis leképezést ¢ dudlis bévitésének (¢ kodifferencidljanak: ¢* =5¢)
nevezziik. Ha

p: MM é Yy: M --M",

akkor yop : M->M""és

(5.5 o)y =y'og, (Wop)* = g*oy*,
tovabba '
(5. 6) d-g* = g*-d,

ahol d a kiils§ differencialas operatora.
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A fenti fogalomalkotasok nyilvan érvényesek M =M’ esetében is. Killondsen
fontosak azok az (egy paramétertdl fiiggd) differencidlhaté leképezései M-nek,
amelyek M vektormezGivel allanak szoros Gsszefiiggésben.

5.2. DEFINicIO. M ©nmagaba valé differencidlhaté leképezéseinek ¢,,
(— o <t<= o) serege M egyparaméteres globdlis transzformdcio-csoportja, ha teljestil-
nek az alabbi feltételek:

GTG 1.: Rogrzitett teseténa ¢, 1 M—~M, x—~p/(x) leképezés differencialhatd
(o =identikus leképezés).

GTG2.: A (1, ) ERX M~ (x) €M leképezés mindkét véltozdban differen-
cialhato.
GTG3.: @,y = @,0¢,, 5, tER.

A @, csoporthoz kanonikus médon egy X¢€,, vektormezd rendelhet§ az

(XF) () =lim = [ 5) — 9]

modon. Azt mondjuk, hogy X-et ¢, indukdlja. Az fc %, figgvény ¢,-invaridns, ha.
Xf=0.

Ha X az M tetsz6leges vektormez&je, nem létezik altaldban olyan ¢, globilis
csoport, amely X-et a fenti értelemben indukalja. Létezik azonban egy egypara-
méteres lokdlis transzformdcié-csoport, amelyet X generdl. Pontosabb fogalmazasban:
az M sokasag barmely x pontjahoz talalhaté egy U kornyezet és egy e=¢g(x)=0
szam, tovabba leképezéseknek egy ¢, || <& serege az alabbi tulajdonsagokkal:

LTG 1.: Rogzitett || <eesetén a ¢, :  U— @ (U) leképezés differencialhato,

LTG2.: A(t,x) > g (x) 1 I, XU—-g@, (U) leképezés a valtozdktdl differencial-
haté6 mddon figg, 7. =(—z¢, ¢).

LTG3.: Ha t,s¢€l, és t+s¢€l,, akkor teljesil ¢ 0, = @i, (feltéve, hogy
X, (Pt(x) € U)-

[smeretes, hogy ha X|U = Zf"% , akkor a ¢, sereget a

.7 - %=fi((pi(l‘), s 1(N)

egyenletrendszer ¢i(f, x) megolddsa szolgaltatja a ¢ (0; x) =x* kezdeti feltételek
mellett. A {¢i(t; x)} = ¢(x) leképezés lesz a lokalis csoport #-hez tartozé leképezése.
Ezt a leképezést, nyilvanvalé okokbdl, szokas

(5. 8) p(t;x) = x(H) = exp(tX)x
modon is jelolni. LTG 3. ezek szerint az
exp (sX)oexp (1X)x = exp[(s+)X]x

relacioval fejezhet§ ki. Az exp (¢X) linearis folytatasait exp (tX)-vel, illetve exp (rX)*-
gal jeloljiik.
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X és Y legyen két vektormezd M f6lott. Az
5.9) x() =exp(—tY)exp(—tX)exp (tY)exp (tX)x

gorbét, egy, a Lie-csoportok elméletébdl ismert fogalom analogonjaként az (X, ¥)
kettGshoz tartozd ,kommutator-gdrbének™ nevezziik. Ismeretes, hogy az (5.9)
érintGvektora a t =0 pontban:

(5.10) Xo=2([X, Y]o),

azaz, az X és Y mez6k kommutator-mez§je értékének kétszerese a gorbe kezdGpont-
jaban.

II. A FINSLER-FELE FIBRALT TER

1. Differenciathato fibralt terek*

Az ¢l6z6 fejezetben a
T(M)= U T,
xgEM
halmazt az M differencidlhaté sokasag érintGnyalabjanak neveztiik. Most kimutat-
juk, hogy ez a halmaz, természetes modon, differencialhaté struktiraval lathatd el
s igy T(M) differencialhat6 sokasagga tehetS. Ertelmezziik evégbdl a

1.1 n: T(M)-M
leképezést, az Un. projekciot, az alabbi médon: ha L, € T(M) lokalis érintdvektor,
n(L,) = x€M,

azaz, a 7 leképezés a lokalis érintGvektorokhoz azok tamadasi pontjat rendeli.
Nevezziink két lokalis vektort ekvivalensnek, ha projekciéjuk azonos:

(Lx ~ Yx’)q(x Ex,)'

Ez a relacié nyilvan ekvivalencia-relacid, s azonnal lathato, hogy az L, -et
tartalmazo ekvivalencia-osztaly éppen n~'(x)=7T,, azaz, a lokalis érintGtér az x
pontban. A n—1(x) halmazt x feletti fibrumnak nevezziik. K 6vetkezésképpen T(M) =

= U n~x), azaz, a T(M) fibrumok egyesitési halmazaként foghaté fel s mint
xeM

ilyen, specidlis esete a fibrdlt tér néven ismert fogalomalkotasnak. MielStt ezt a

fogalmat teljes altalanossagban értelmeznénk, mutassunk ra a 7(M) halmaz néhany

foritos tulajdonsagara. Legyen Uc M és tekintsiik T(M)-nek U feletti részét, azaz, az
U=n"1U)= |y n~1(x)cT(M)
xcU

halmazt. Ezt a halmazt koordinatakdrnyezetté tehetjiik, ha a koordinatafiiggvénye-
ket az

- .0
(1'2) Lx_’(xsy)’ (szzy 'a?)

* [71, (14], [5].
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hozzarendeléssel értelmezziik. Kissé altalanosabb fogalmazassal élve, a kovetkezket
mondhatjuk. Az x és x’ feletti fibrumok, mint topologikus terek, nyilvin homeomor-
fak, k6zos homeomorfjuk az F n-dimenzids (absztrakt) vektortér (mint topologikus
tér). Az F teret fibrum-tipusnak nevezziik. Valasszunk ebben a térben egy {&'} bazist.
Az (1. 2) formulaban fellépd )¢ szamokkal (x legyen most rogzitett) elkészithetjik
az =Xy, vektort. Mikdzben L, befutja a n—1(x) =T, fibrum elemeit, addig az /
vektorok nyilvan kitoltik F-et. Ha most x befutja U-t, nyilvanvalo, hogy n—1(U) az
U X F direkt szorzattal homeomorf, mas szavakkal a T(M), mint topologikus tér,
lokalisan, (de nem globalisan) direkt szorzatra esik szét, lokdlisan trividlis. Ha
{U,; w€l} az M lefedése, akkor a fentiek alapjan az {U; ==n—1(U,)} rendszer lefedi
T(M)-et. A
P - UaXF"’n_l(Ua)

homeomorfizmusokat koordindta-homeomorfizmusoknak nevezziik. Legyen x€U,,
akkor a
o, x - (x) X F->n=1(x) [xX F=F]}

homeomorfizmus F-et az x feletti fibrumba viszi at, kovetkezésképpen a
(pl;’;oq)a’x : F—F, xeU,nU,

homeomorfizmus az F fibrum-tipus transzformdcio-csoportjanak valamely eleme
(esetiinkben a GL(n, R) csoport eleme). A T(M) sokasag felépitésében tehat az
alabbi matematikai elemek fordulnak elé: T(M), M, =, F, GL(n, R), ® ={g,}. E pél-
dat szem elGtt tartva értelmezhetjitk a differencialhato fibralt tér fogalmat.

1. 1. DEFINiCIO. A B={B, M, p, F, G, ®} kollekcidt differencidlhato fibrdlt tér-
nek nevezzitkk M folott, ha teljesiilnek az alabbi kovetelmények:

1. B : a fibrdlt tér, differencialhaté sokasag;

2. M: a bdzistér, differencidlhato sokasag;

3. p : aprojekcio, B-t differencialhaté modon képezi le M-re: p:B—~M;

4, F : a fibrum-tipus, differencialhato sokasag;

5. G : a strukturdlis csoport, mint F transzformacidé-csoportja, Lie-csoport;
6. @ : a koordindta-homeomorfizmusok rendszere, ® ={¢y |U,C M, a €1},

elemei kielégitik a kovetkezd kirovasokat:

a) a gy, : U,XF-p~Y(Uy)c B leképezések differencialhaté homeo-
morfizmusok ;

b) ha x€ U,, y€ F, akkor (po gy (x, ) =x;

¢) ha ¢y, , @y, € P, akkor a @y,  : XX F—p~'(x)= F, (fibrum) médon
értelmezett leképezésekbdl szarmaztathatd <p{,,1 ,x9Qu,, x: F—F,
x €U, nUj transzformaciok a G strukturalis csoport elemei;

d) a p~Y(U,)-k lefedik B-t.

Az M sokasig érintGvektorainak Osszessége tehat egy § ={T(M), n, M, F,
GL(n, R), ®} szimbdlumu fibralt tér. Ugyancsak fibralt tér az n-élek halmaza is.
Lattuk, hogy egy adott x pontban az n-élek R, halmaza a GL(n, R) =G, csoporttal
allt kolcsondsen egyértelmii kapcsolatban. Az R(M) fibralt tér szimbdéluma tehat

SR:{R(Ad):» M,P, Gn, Gn,l}'}s



A FINSLER-FELE FIBRALT TEREK ELMELETEHEZ 31

ahol R(M) a fibralt tér, az n-élek halmaza, p az a leképezés, amely egy n-élhez annak
érintési pontjat rendeli, fibrumtipusa a G,, strukturalis csoportja ugyancsak G,,
amely onmagan operal az ismert modon.

Azokat a fibralt tereket, amelyek fibrum-tipusa homeomorf a strukturalis cso-
porttal, principdlis fibrdit tereknek szokas nevezni. Ezek a terek, éppen egyszeriibb
struktirajuk miatt, fontos szerepet jatszanak a fibralt terek elméletében.

2. Az M sokasaghoz rendelt Finsler-féle fibralt tér

Kiindulasult ekintsitk az M differencialhaté sokasagot, Ralamint M felett a
V=T(M) érintényaldbot. E paragrafusban a V bazissokasagon egy fibralt teret
kivanunk értelmezni, amely a tovabbiakban fundamentalis szerepet jatszik. A GL(n,R)
csoportot roviden G,-nel jeloljiik, egy elemét R-rel. A V felett értelmezendé Q™
fibralt tér (pontatlan fogalmazasban) agy all elG, hogy V minden v =(x, y) pontjahoz
fibrumként az n-élek Osszességét rendeljilk. A Q tér tehat principalis fibralt tér lesz.

2. 1. pDEFINiCIO. Az # ={Q,p, V, G,, G,, ¥} principlis fibralt teret az M
sokasag V érintGnyalabjahoz tartozd Finsler-féle fibrdlt térnek, roviden: Finsler-
nyaldbnak nevezziik.

Az M sokasag {U,} lefedésébdl kiindulva az &#-nyalab (vagy ami lényegében
ugyanaz), a Q tér konstrualasa a kovetkezéképpen torténik. A {rn—1(U,), a €1}
rendszer, ezt az el6z8 pontban mar lattuk, lefedi V-t. Az U,=n—1(U,) jel6lést hasz-
nalva tekintsiik az

2.1 Uz=p~'(n~"(U))<Q
halmazt. A Q tér koordinatafiiggvényeit a
Vo1 UiXGu=Uf,  Ya€¥
homeomorfizmusok segitségével értelmezziik. Ha (x, y)€U,, R€G,, a
2.2) Val(x, »), R}~ (x Vs Rl R i) ]
Oxs Oxs

hozzarendelés, ahol RS, az R€G, matrix elemei, koordinitarendszer bevezetését
teszi lehet6vé. Ha (x, y)-t rogzitjiikk s R valtozik, megkapjuk a Q sokasag (x, y)
feletti G, ), fibrumat.

A p leképezés a (2. 2) lokalis koordinatarendszerben

(2.3 p(q) = p(x,y; R) = (x, )€V

alakt, ahol (bar szabalytalanul), a g=(x, y; R) jeldiéssel Q-nak az (x, y)eV, ill.
R €G, adatokkal meghatarozott pontjat jelsljik.

A GL(n, R) a Q sokasig transzformacio-csoportjaként foghaté fel az alabb
ismertetendd leképezés, az tn. jobboldali eltolds alapjan. Legyen € G,. A ¢z: 0~ Q:

2.4 i q-e@)€Q,  (geUy)

leképezést a y, homeomorfizmus segitségével értelmezziik: ha g=v,{(x, »), R},
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akkor, definicié szerint,
¢ﬂ(q) = qﬁ = l//a{(x’ y)) Rﬁ],

vagy lokalis koordinatikban

2.5) gB=(x,y; R) B=(x,y; RB)~(x", ¥'; Rifi, ..., RiBy).

Vilagos, hogy a G, csoport egyszeresen tranzitiv birmely G, =G, fibrumon
(azaz, barmely g€ G,, g’ € G, par esetén van egy és csak egy olyan f, hogy q" =¢gp).

Sziikségiink lesz még a Q tér homogén transzformacidinak nevezett leképezé-
seire. Legyen z€ R* C R., (R* a pozitiv valos szamok halmaza). A

(2.6) . z: Q9-+0, 4g—zq

homogén transzformdcié, definicio szerint, a ¢=(x,y; R) pontnak a zg=(x, zy; R)
pontot felelteti meg. Lokalis koordinatarendszerben: z : (xi, y¥; R}) — (X}, zy*; RY).

3. Linearisan osszefiigg6é Finsler-féle fibralt tér

Az el8z8 paragrafusban lattuk, hogy a {Q, V,p, G,,G,} szimbéluma, tn.
Finsler-féle fibralt tér természetes modon differencidlhatd struktaraval lathato el és
dim Q =2n+n?. Az l. fejezetben vazolt mddon képezhetjilk a Q sokasig érints-
nyalabjat:

3.9) TQ)=UT,, ([dimT,=2n+n?).
€0

Azon a kozvetleniil belathat6é tényen tal, miszerint a T, vektortér (algebrailag)
izomorf barmely T -vel, a differencialhatd struktira egymagaban nem nyujt lehetd-
séget a g #q’ pontokban értelmezett T, ill. T, terek egymasra vonatkoztatasara.
A tovabbiakban a Q téren egy geometriai természetii strukturat értelmeziink (a
linearis Osszefiiggés strukturajat), amely lehet8séget nyujt arra, hogy a fentebb
emlitett egymasra vonatkoztatast (bizonyos feltételek mellett) megvaldsitsuk. Mivel
ez a vonatkozads (parhuzamos eltolas) a V alapsokasag gorbéitsl fiigg, térjiink ki
réviden az idevagoé fogalmak ismertetésére.

Jelentse I={t|0=r=1} az R tér egységintervallumat. A

3.1 c: IV, t-c()cV

leképezést, amely egyrészt topologikus, masrészt (szakaszonként) differencialhatd, a
V sokasag (szakaszonként) sima girbéjének nevezzitk. A vy=c(0),v,=c(l) a ¢
gorbe kezdé-, ill. végpontja. Lokalis koordinatarendszerben a (3. 1) leképezés a

3.2) c(O=(x®, y(®)={x'(1), Y (O} (i=1,..,n

fiiggvényekkel irhato le, s a (szakaszonkénti) differencialhatosag az xi(r), y'(s) flugg-
vények ¢ szerinti differencialhanyadosanak létezésével ekvivalens.

Legyen g, € Q €s p(qo) =vo. A
(3.3) c: I-0Q, ¢©(0)=q,
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differencialhato gorbét a (3. 1) gorbe feddgorbéjének nevezzilk, ha

(3.4 pe@®)=c(®),  tel g

teljesiil.
Lokalis koordinatarendszerben (3. 3) a

()= (x(0), y(t): RO)={x'(0), ¥'(); RL()}

fiiggvényrendszerrel adhaté meg.

A fibrait terek homotopia-elméletébdl ismeretes*, hogy a c(£) C V, g, € Q, p(go)=
=v, adatok elGirasa mellett mindig Iétezik olyan c(f) < Q gérbe, amely a ¢, pontban
kezdddik s a fenti értelemben fedi ¢ (7)-t. A ¢(¢) gorbérél azt mondjuk, hogy a ¢(0)=g¢,-t
c(l)=gq,-gyel Osszekdti. A c(r)-t fedS ¢(f) gorbe azonban nincs egyértelmiien meg-
hatarozva, potlolagos feltételek sziikségesek tehat, amelyek a (gorbétdl fiiggd)
qo —~ 4, hozzarendelést egyértelmiivé teszik. Ezt (egyelGre pontatlan fogalmazasban)
azaltal érjiik el, hogy a c(r) fed6gorbéi koziil egyet egyértelmiien kitiintetiink. Leg-
kényelmesebben ezt oly mddon tehetjiik, hogy a kitiintetend fedSgorbe érintévek-
torainak viselkedését alkalmasan korlatozzuk (pl. azzal az elSirassal, hogy ezek a
vektorok mindig a megfelel6 pontban vett T, érintStér bizonyos részterébe essenek).
Az igy kitiintetett gorbe ¢, végpontjarol azt mondjuk, hogy a g, pontbdl keletkezett,
parhuzamos eltolas révén.

A parhuzamos eltolastodl bizonyos feltételek teljesiilését koveteljitk meg, amelyek
geometriai tartalma nyilvanvalé. Ha az (x(1), y(¢); R(r)) gorbe Kitiintetett, megkove-
teljiik, hogy vele egyiitt az (x(z), y(r); R(r)a) gérbe is legyen kitiintetett, azaz, a
kitiintetés miivelete a G, csoporttal szemben legyen invaridns. Természetes az is,
hogy a kitiintetett gorbék, differencidlgeometriardl lévén sz6, a (szakaszonként)
sima gorbék osztalyabol legyenek valaszthatok.

Ezek utan ratériink a linearis 9sszefiiggés pontos értelmezésére.

Tekintsik a {Q, V,p, G,, G,} fibralt tér T(Q) érintényalabjat, amely a T,
érint8terek egyesitési halmaza. A T, vektortér egy bizonyos részterét értelmezi az
alabbi meggondolas. A p: Q -V projekci6 a p(gq) =v feletti fibrum minden g pontjat
a v € V pontba vetiti, azaz, a p leképezés a v feletti fibrumon konstans. Ebbél adodik,
hogy a p’ linearis leképezés a fibrumot érinté vektorokat a 0-ba viszi at.

3. 1. perNiciO. A T, vektortér mindazon X, vektorait, amelyek a p(g)=v
feletti fibrumot érintik, (mas szavakkal: p’(X,) =0) vertikdlis vektoroknak, ezek P,
halmazat pedig T, vertikdlis részterének nevezziik.

Az el6z6 pontban lattuk, hogy a GL(n, R) csoport a Q sokasag transzformacio-
csoportjaként tekinthet§ a

Fo 0 00, q—glq) = (x,y; Ra) = qu
hatas alapjan. Vegyiik a ¢, linearis bGvitést:

¢« : T(Q)~T(Q), Pa i Tg—>Tya-
3. 2. perFNicIO. A Q Finsler-féle fibralt tér h linedris dsszefiiggésén olyan

h: T(Q)-T(Q)
* [14).

3 [III. Osztaly Kozleményei XII1/1
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linearis és differencialhaté leképezést értiink, amelynek barmely A, =h|T, lesziiki-
tésére az alabbiak teljesiilnek: '

LC1.: a) KT, = h,: T,~T,, qeqQ;
b) hyoh, = hy; '
©) pa(X,) = 0<=h(X,) = 0, mas szavakkal Kernel p; = Kernel A,;
LC2.: hy,ops = @z0h,, o« € GL(n, R). (Invariancia-feltétel.)

3. 1. Megjegyzés. E két feltétel lényegében a paragrafus elején tamasztott
kovetelményeket fejezi ki szigori megfogalmazasban. Az LC 1. feltétel a 4,: T, ~ T,
leképezés természetét hatarozza meg. Eszerint i, a T, vektortér olyan 6nmagéba valé
projekcidja, amely a °9, < T, vertikalis résztér vektorait a 0-vektorba, T, egyéb vek-
torait pedig 7, valamely részterébe vetiti. Killondsen fontosak szamunkra azok a
vektorok, amelyeket /, invaridnsan hagy. Ezekre vonatkozik a

'3, 3. DEFINfCIO. Az X, o € T, vektor horizontdlis, ha
h(X) = X,.

A h, leképezés tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy T, horizontalis vektorai T,-nak
egy részterét feszitik ki. A

K, = (X, €T lh(X) = X}
vektortér a T, horizontdlis résztere.

3.2. Megjegyzés. Legyen X, €¥,, akkor (pz0h,) (X)) = ga(X,). LC. 2 szerint
viszont (h,, 0 ¢2) (X,) =(pz 0 hy) (X,) &ll fenn, azaz, h,(p(X, D)) = @(X) teljesiil, mas
szavakkal, @;(X,)€¥,,. Tehat LC2. igy is fogalmazhaté: X, €%, akkor és csak
akkor, ha @;(X,)€¥,,. Ez az invariancia-kovetelmény szemléletes tartalma.

3. 3. Megjegyzés. Az LC. 1.b) feltételekbSl kovetkezik,s hogy /7, (X)=0 ¢és
X,4°9, egyidejiileg csak akkor allhat fenn, ha X, = 0. Ez annyit jelent, hogy %, n°¢,=0
(T, zérusvektora). )

3.4. Megjegyzés. A T, tér dimenzidja, dim T,=2n-+n?, dim °9,=n?, kovet-
kezésképpen A, = h,(T,) dimenzibja, dim ¥, =2n lehet.

3. 4. DEFINICIO: A h linearis Osszefiiggés reguldris, ha
dim ¥, =2n, geQ
teljesiil.

3. 5. ‘Megjegyzés. E definicid s a 3. 3. Megjegyzés kovetkezménye, hogy regu-
laris 2 esetén

(3.3) T, =%%, q¢€0,
kovetkezésképpen barmely Y, €T, egyértelmiien az
(3.4) Y, = h(Y)+0v,(Y)

L

alakban allithaté el8. A h,(Y)€¥, az Y, horizontdlis, v,(Y)€Y, az Y, vertikdlis
része, komponense.
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Az el6z6 pontban értelmeztiik a Q nyalab z homogén leképezését. Eml€kez-
tetGiil: legyen z€ R*. A g=(x, y; R) >zg=(x, zy; R) leképezést Q homogén transz-
formacidjanak nevezzitk. Mivel z: Q — Q, azért z": T(Q) - T(Q), speciélisan:

(3.5 z=2'|T, : T4~ T..
3. 5. DERINICIO. A A linearis Osszefiiggés homogén invaridns, ha
Zg0hg=hyo0zg, q€Q.

A Q Finsler-féle fibralt tér A linearis dsszefiiggései koziil a homogén invariins
osszefiiggések a legfontosabbak.

Felmeriil az az (elvileg) fontos kérdés, vajon megadhaté-e Q felett mindig
egy, az LC feltételeket kielégit8 h Osszefliggés? MielStt erre valaszt adnank, bizo-
nyitjuk az alabbi tételt.

3.1. TETEL. A Q nyaldb homogén invaridns linedris Gsszefiiggéseinek H={h}
halmaza konvex halmaz.
Bizonyitds: Ha h'€ H, h® € H, akkor a
3.6) L+ X)) =kt (X) + R (X)
(ch)(X)=ch(X), c€R

definialo relaciok alapjan beszélhetiink két Osszefiiggés Osszegérdl, egy Osszefiigges
skalarszorosaro6l. Altalaban

3.7 ht+h2¢ H, ché H.
(A kovetkezS pontban latni fogjuk, hogy a I' Osszefiiggési objektum éppen e tu-

lajdonsag miatt nem tenzor.) Kimutatjuk azonban, hogy ha h€H, és Ty, =1,
120, (i, k=1, ..., N), 7.€R, akkor a

: N
3.8 h= 2 p.h*
k=1

konvex linedris kombinacié H-hoz tartozik. Igazolnunk kell, hogy a (3. 8) altal
értelmezett / eleget tesz az LC kovetelményeknek. Legyen A, = h|T,. Nyilvanvaléan

(3.9 - Hyohyg=hy.
Ennek felhasznalasaval egyrészt

hoh= 3 yho 3 yhs= 3 py(hkohs)=
k s k,s
=2 Yrshh =2 95 2 niht = 2, B =h,

hope= (2 yh*)ops= 2 p(h*op))= 2 y(pa o h*)=

=@zo(2 ph)=gpzoh.

masrészt

3‘
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Tovabba
hoz' =(Z yh*)oz' = 2 y(htoz)= 2 y,(z o h*) =

=70 yh =z 0oh

Ha fennall /,(X) =Zy,h(X)=0, és X,4¢°Y,, akkor Ai(X)=0, k=1,2,..., N,
Tehat X, =0. Ebbdl kovetkezik, hogy Kernel #=Kernel p”. Ezzel viszont bizonyi-
tast nyert, hogy h€ H.

A dolgozat utolsé fejezetében bizonyitandd egzisztenciatétel szempontjabol a
H halmaznak a 3.1 Tételben kimondott tulajdonsaga dont8 jelentGségii.

3. 6. DEFINiCIO. A

¢t I-0, (c(=9(cQ)
differencialhatd gorbét horizontdlisnak nevezzilk, ha g(r)-vel jeldlt érintGvektoraira

teljesiil.

E fogalomra épiil, amint ezt késébb latni fogjuk, a ‘parhuzamos eltolasnak
nevezett konstrukcié minden tulajdonsaga. E paragrafust a parhuzamossag értel-
mezésével zarjuk.

3. 7. DEFINICIO. Legyen ¢(f) horizontalis gorbe. Azt mondjuk, hogy ¢(1) a
q(0) pontbdl pdrhuzamos eltoldssal keletkezett.

4. Kapcsolat a klasszikus elmélettel*

A 1I. 2, részben lattuk, hogyan vezethetGk be lokalis koordinatarendszerek a
Q differencialhat6é sokasagban. EmlékeztetSiil: ha (x!, ..., x") lokalis koordinata-
rendszer UcC M folétt, akkor az U'=n~1(U)c ¥V kornyezetet a

o 9
(4. 1) U—(X,J’)-'(st’), y=y Ox

hozzarendelés koordinatakdrnyezetté teszi. Ezt alapul véve az U" =(p~tona—)(U)C
Q kornyezeten a

S a 0
(42) q—(x,y,R)—’(XaJ’,Rk), Rz{ngx_s""’Rn axs}

megfeleltetéssel vezethetiink be lokalis koordinatarendszert. A (4. 1) és (4. 2) se-
gitségével értelmezett koordinatdkat kanonikus koordindtdknak nevezzik U, ill.
U” folétt. Ha {U,} lefedi M-et, nyilvanval6, hogy {U:}, illetve {U;} lefedik V-,
illetve Q-t.

Az 1. fejezet 2. pontja értelmében, mivel (4. 2) koordinatarendszer U” felett, a

7 0 0 !
(4.3) <-(3;T>q’ ('a—yi>q, (6—R;‘>q (1,k=1,2,...,n)

* 1], [15).
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vektorok a g pontban T, bazisat alkotjak. Barmely X, €T, tehat a

i 0 f 0 5]
= Y — (¢4 i
(4.4) X, =X (ax,.> +X ’(ay) +X1 <0RL>

alakban all el8. Ha g varial U"-ben, az X —~X, vektormez8 lokalis koordinatai:
, X9 X a g koordinatainak dlﬁeren01alhato fiiggvényei. A

p: Q-V, plxy; R=(x,2=p()
projekciét lokalis koordindtakban az

, (o, 35 R~ (!, 1)
leképezés adja. Nyilvanvaldan

) 0
A A P o ) _9
4.5 Pa <0RZ> 0, mert °Y, {6Ri}q’
tovabba
é 0 0 0
A CNOIMONOR
P 0x' /4 0x* / pwy P oy /4 ' ] o
Arvg,: O~ Q leképezés U” felett a
Pa(q)=qa=(x,y; R)a=(x, y; Ra)
(x%, ¥ R~ (o, ¥ Riod, ..., Rixg)
hozzarendeléssel adhaté meg. A ¢,:q —q, leképezés linearis bovitése a @q: T, T,

leképezés. (4. 7) alapjan
(L) _ <ﬁ_>
¥ L0V /4 ' )
€9,
q

v J d
(4.8) %<wa<aaw

mig az
X <
vertikalis vektor ¢,-képe:

o ) -l

Ezen el8készitd megjegyzések utan szamitsuk ki 4,(X,)-t. LC l.a. és b. alapjan
(4. 5) miatt

(4.10) hy(X)=X'h, (g—) +XOh, < aif ) €%,
q q

@.7)

F
3R!

i) 0 . . s
elég tehat a h, Osszefiiggésnek a o By bazisvektorokon el8idézett hatasaval

foglalkoznunk. Mivel /1,,<-0§—i>6 T,, ezért

P , d . R 0
(4. 11) h, (a—xi>q:a{(q) <»ax,.>q+b,!(q) <6y,> +&:.:(9) <6R\> .
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Az LC L.b. alapjan

oo () on (2. o () (),
e d o
=30 (), 4 (57), =0
o) ()]

A zardjelben 4116 vektor ¢°9,, ezért a 3. 3 Megjegyz€és, valamint amiatt, hogy

rendezve

vagy mas alakban

a %, ;); vektorok linearisan fiiggetlenek,
aj=46], bi=0.
(4. 11) szerint tehat

. 0
(4.12) hy (g;) (ax,> +84(@) ( a;) :

Analég moédon jutunk a

0 0 J
e ) () (),

képlethez. A h, Osszefiiggés tehat U” felett a

4.14) 9-8:(q), 9—cii(@)

fiiggvények egzisztencidjat jelenti. A h, differencidlhatésaga (U” felett) a (4. 14)
fiiggvények derivalhatésagat jelenti a lokalis koordinatdk szerint. Megvizsgaljuk,
hogy az LC 2. invariancia-kovetelmény milyen feltételt szab ki a (4. 14) fiiggvé-

nyekre.
Alkalmazzuk a (4. 8) és (4. 9) képleteket. Ezek alapjan

d d
(pzohy) (W)fw’ [(ai > +£i:(9) (aRs> ]~

A om0 m
—<W)qa+gmi(q)ak <8R,f)q,,’ (M €G,.
Masrészt

0 o) on(2),](2). o ()

A (4. 15) és (4. 16) egyenlitésébdl

4.17) gii(q) =g () oy

(4. 15)
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. o O
Megismételve ezt az eljarast F esetére, a

{4.18) cii(qu) = ci(q) oy
képlethez jutunk.

Az invariancia-kdvetelmény tehat a (4. 17) ill. (4. 18) tulajdonsagokkal ekvi-
valens. Mas szavakkal, ha ismerjiik a g és ¢ fiiggvények értékét egy adott g pontban,

akkor ismerjilk a g feletti fibrum barmely gx pontjaban.
Valasszuk a g pontot az alabbi médon:

- ~ R 7 )
g=(x,y; R), ahol R= {W’ vees ax"}'
Szamitsuk ki g és ¢ értékét a g pontban:
gi(@)=gh(x', ..., x"; ¥ .,y 01, L O = — T (x, ),
e (@)= (xt, o xmyt, Ly 8L, L, ) = — C(x, ),
ahol a T és C fliggvények csupan (x, y)-tol fiiggenek. (4. 17) és (4. 18) alapjan tehat

= — RIS, (x,
(4' 19) gkl(q) ( )’) E U”_

(@)= —RyCy(x, p),

Eddigi eredményeink Osszefoglaldsaként tehat

(0 _(2) _gors (0
(4. 20) hq <%>q— <W> I”,,” <6Rk)q
0 0
(4. 20) hq (-W) = (FE‘) R le(.l y) <5Ri> q.

4.1. pERINICIO. A {T3(x,»), Ci(x,y)} fiiggvényrendszert a h Osszefiiggés
lokdlis komponenseinek, vagy osszefuggesi objektumnak nevezzik.
Ervényes tehat az alabbi

4. 1. TETEL. A Q sokasdgon a h linedris dsszefiiggés megaddsa a

U;=n‘1(Ua)——{(I“ (%, ), C (%, v} acl

hozzarendelés megadasaval ekvivalens, ahol a F(x, y) és C(x, y) fugvénynek az
U nUg=n"1(U,nU,) kozos rész felett az ismert transzformdacids torvényeknek
tesznek eleget.

Vizsgaljuk meg, milyen tovabbi feltételeknek tesznek eleget egy homogén in-
varians linearis osszefiiggés lokalis komponensei. A z:q —~zq leképezés a

4.21) O, ¥ R~ (', zy's R))
hozzarendeléssel adhato meg U” felett. A z; =2'|T,: T,—T,, leképezés hatdsa a
bazisvektorokon:

(0 o\ (eN_.(e) .(o)_(2
.22) = <a—)— (a—> (‘a?)‘ (ayf ) “ (aR;;); (am)zq-



40 S00s GY.

Ezek szerint

aono(1) - [() e (20)]-
a 0
=z (7‘})—‘> _RnCé (X y)(aR >q-
Masrészt
(lzzqoz,;)< > hzq[ ( ay[) :|—zhﬁq<aa )

(). s (e |

A két egyenlet Osszevetésébdl

(4.23) Cilx, zp)=z""1 C(x,y)
adédik. Hasonld eljarassal a I'-fiiggvényekre vonatkozodan a
(4.24) (x, 2 =T (x, »)

relaciot kapjuk. Eredményiinket Osszefoglalja a

4.2, TETEL. A h linedris Osszefiiggés akkor és csak akkor homogén invaridns,
ha bdarmely lokdlis koordindtarendszerben a T ill. C objektumok az y* vdltozok 0-ad-
foku illetve (—1)-edfokit homogén fiiggvényei.

Ezek az eredmények a kanonikus koordinatarendszerre vonatkoznak. Ha a

Lo [

transzformacioval mas vonatkoztatasi rendszerre tériink at, a (4. 12) ill. (4. 13)

relaciok igy valtoznak:
0
g 174 (ei)q = R?hq (W)a

( hy (&), = Rih, <66k> .

A (4. 12),ill. (4. 13) vektorok (s természetesen a (4. 25) vektorok is) ¥, vek-
torai hgoh,=h, miatt. Ezek szima éppen 2n. Vizsgaljuk meg, milyen feltételek
mellett lesznek a (4.25) vektorok linearisan fiiggetlenek (azaz, mikor tartoznak
egy regularis h Osszefliggéshez). Képezzitk a (4. 25) vektorok egy tetszGleges linearis
kombinacidjat a g pontban és tegyiik fel, hogy

Z,= 2 [Mh,(e) + 1ih, ()] =0, AL pie R,

Mint differencialoperator, az Z, vektor koteles minden f(q) fiiggvényt annul-
(-1
lalni, tehat specialisan- az xf, ni=R! y" koordinatafiiggvényeket is.

Z,(x)=0-1;=0. (G=1,...,n

4.25)
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Z,(n') szamitasa a

-1
dR} (-1 (-1 (-1y i
(4.26) Gre =— RZR:, (R}R:=06)
T

relacio felhasznalasaval az

. . 9
Z, (M =(2 rhy(e))(n")= 2 wiRe <hq (a—ya)) (™) =

-1

=D '
=2 WR; R "3+ yCi)=0
modon torténik. Ebbdl a pf =0 kovetkeztetésre csak akkor juthatunk, ha

det (o7 + y*Cr) # 0,
azaz, ha a

4.27) C=(C)H, Cr=00+Cp,, Ch,=Ciy*
matrix reguldris. Ez bekovetkezik trivialisan, ha
(4.28) Cr,=0.

4.3, TETEL. A h linedris Osszefiiggés reguldris és a (4. 25) vektorok linedrisan
fiiggetlenek, ha a (4. 27) matrix reguldris, vagy (4. 28) teljesiil.

4. 2. DEFINICIO. Regularis h osszefiiggés esetén a
hy(e), h,(e)€d, (i=1,2,..,n)

vektorokat horizontdlis bdzisvektoroknak nevezzilk. Ezek a
4.29) Gi:Ri’(bﬁ) (i k=1,...,n)
vertikdlis bdzisvektorokkal egyiitt T, bazisat adjak meg (barmely g< Q pontban).

A tovabbiakban csak a (4. 28) feltételt kielégitS regularis Osszefiiggésekre szo-
ritkozunk. Ezeket két tovabbi feltétellel kiegészitve Cartan—Varga-féle oOsszefiig-
géseknek* nevezziik. !

5. Parhuzamossag. Az érintiterek direkt szétbontisa
A 3. pontban a c:/—~Q go6rbét horizontalisnak neveztitkk, ha ¢c(t)=q(r)c Q

érintGvektoraira '
q (t) E ?Lq“)

teljesiil. Vizsgaljuk meg, mit jelent analitikusan a horizontalitdis kovetelménye..
Vegyiik evégbdl q(r)-nek egy koordinatakdrnyezetbe esG ivét. A

(5.1 g(=(x(1), y(1); R(O)—~(x:(0), y:(1); RL(D))
Yoo, 8
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parameteres elGallitasbdl vilagos, hogy U”-ben

AT \ R A 9
(5.2 (0= (»ax‘ )q(z) o < oy ) RO <5Ri>qm

A g(¢) vektor horizontalis, ha h(q) =q. Az el6z8 paragrafus eredményeit fel-
hasznélva, leegyszerisitett irasmoddal:

d oA B B C
h(q) xh<a )‘I )h(ayl>-—x I:W_R r,"laR]+

.| ¢ 0 G, .. 0 ... C
+) l:a i —R le aR] —é;'_—*_y 6_}7 R (rnu +C’"'y)6R;"

tehat a h(g)=gq kovetelés (5.2) alapjan

(Rs +R (r‘s xl+C5‘yl)} =0

8R~‘

alakban fejezheto ki. Mivel a 6iR vektorok linearisan fiiggetlenek, ezért

dr; . (. dd . d'\_ DR |
(5 3) 7+Rk <rm1 dt +sz dt) dt =0. N

Igaz tehat az

5. 1. TETEL. 4 q(t)C Q gorbe akkor és csak akkor horizontdlis, ha érintévekto-
rainak lokdlis koordindtdi az (5. 3) differencidlegyenletrendszert kielégitik.

Az (5. 3) felépitésébdl kitiinik, hogy x(f), y(¢) ismeretében az Ri(f)-k egyértel-
miien meghatarozhaték az R‘ kezdeti feltétel elGirasa esetén. Mas fogalmazasban

ha adott az (x(2), y()cV gorbe (0=1t=1), akkor mindig létezik egy és csak egy
(x(2), y(t); R())c Q horizontalis gorbe, amely a g, =(xo, ¥o; Ro) pontbdl indul
ki s fedi (x(r), y(1))-t, azaz

plg)=(x@®),y() 0=r=1.

5. 1. pEFINICIO. A q(0):p(q(1)) =(x(1), (1)) horizontalis gorbe g(1) végpont-
jardl azt mondjuk, hogy a ¢(0) pontbol keletkezett az (x(¢), y(t)) = V goérbe mentén
torténd pdrhuzamos eltolds révén.

A lokalis bazisokra értelmezett parhuzamossigi fogalom modot nyujt az M
alapsokasiag vektorai parhuzamos eltolasanak érelmezésére. Legyen x(f) adott

. N e e o s
s tekintsiik az y(t) =y'(¢) <6_x‘ i . o N

formaciét s felhasznalva az (5. 3) relaciét, az

dy' ' dx* . dy
(5.9) - (rs,‘ o+ Cls dt) 0
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egyenletekhez jutunk. Az Osszefiiggés regularitasa miatt y°C, =0 s igy

dyt dx* Dy
o9 L 8B

fejezi ki az y(f) mez§ parhuzamossagat x(r) mentén.

5. 2. DEFINICIO. Az x(f)C M gorbe mentén értelmezett y(t) vektormezét (vo-
nalelem-mez38t) pdrhuzamosnak nevezziik, ha (5.5) teljesiil.

A tovabbiakban a ¥, T, horizontlis teret két résztér direkt 6sszegére bont-
juk. A szétbontas alapjat az alabbi definicio képezi.

5. 3. DEFINICIO. A q(f) =(x(9), y(£); R(r)) horizontalis gorbét fGhorizontdlis gir-
bének nevezziik, ha y(¢) eleget tesz az (5. 5) egyenleteknek.

Legyen ¢(f) féhorizontalis gorbe. Szamitsuk ki a g(¢) érintGvektort. (5. 5)
miatt

0 0 -0
q(’) b [;a_'—yrm ) k]+Rk-a—m;‘

Mivel g(f) horizontalis, azért h(¢)=4, azaz

i 0 m] s 0 1"m 0 r (s 0 — 7

X [ax, Ry rml 3Rv yrll(ay R Crm aRg)]—q(t)
Vezessiik be, Cartan nyoman, az

(5' 6) FTI: = r_l,k - C;s ]'—‘fnky"l

uj osszefiiggési objektumot. Ennek segitségével a fGhorizontalitas tulajdonsaga vé-
giil is igy irhatd: g(f) f6horizontalis, ha

q(l‘):xl {ax, -y rstﬂ_ Rmrxi 6R;} E%'I(U‘

Jeloljitk a zardjelben 4ll6 vektorokat Ei-vel. Az E;= RiE; relaciéval beveze-
tett

& .0 o\ o
= RS} — — m . mr*r
(5.7) E, R(axs PTL 5= RE msaRr> €A,

vektorokat ¥, fGhorizontdlis bdzisvektorainak nevezziik.

5. 4. DEFINICIO. A f8horizontilis bazisvektorok altal generalt ¥, ={E}cC¥,
teret H, fohorizontdlis részterének nevezziik.

Vezessiik be az
é °
o9 i (gt ),

kohorizontdlis bazisvektorokat. A Ky ={F;} N, vektortér N, kohorizontdlis rész-
tere.
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-

Konnyli igazolni a fentiek alapjan a kovetkez§ allitast.

_ 5.2. TETEL. Reguldris h Osszefiiggeés esetén a T, ill. ¥, vektorterek bdrmely g€ @
pontban a
T,=W;0H; Dy, W=, DA,

direkt dsszegekre bonthatok. A g teret az (5.7), a Wj-t az (5.8), a °V, vertikdlis
teret pedig az

(5.9) Gi

vertikdlis bdzisvektorok feszitik ki.

0
AT

KoroLLARIUM. Barmely X, €T, vektor egyértelmiien az
X, = (X)) +h"(X,) +v(X)

alakban allithaté el6. A szétbontasban szereplS vektorokat rendre az X, vektor
fbéhorizontdlis, kohorizontdlis, illetve vertikdlis komponensének (részének) nevezzik.
Nyilvan dim ¥; =dim ¥§ =n, dim °P, =n? barmely g€ Q pontban.

Tekintsiik most a Q Finsler-féle fibralt tér V bazissokasagat (a vonalelem-
sokasagot). A p:Q -V projekcid p’ linearis folytatasa

P T(Q)—~T)
a T, vektorteret T,,-ba projicidlja. Ha p{q) =v, akkor a p leképezés tulajdonsigai-
bol kovetkezik, hogy p’(°P,)=0, p’'({,) =T,, hiszen dim T,=dim #,=2n. A K,

tér direkt szétbontasa a T,, v=p(q) direkt szétbontasat indukalja.

‘) . ~
5.5 DEFINiCIO. Az (e}),= R} (%g—y"l‘f;" ﬁ) , illetve az (¢f),= R; (6;S> -
v v

vektorokat a T, tér szubhorizontdlis, illetve szubvertikdlis bdzisvektorainak ne-
vezzitkk. A HX={(e¥)},, illetve a V= {(eF),} részterek T, szubhorizontdlis, illetve
szubvertikdlis része.

. , . 0 0
5. 6. DEFINICIO. A V sokasag v pontjdban a (W) , vagy az ei:R?(avs
v ke v
vektorok altal generalt részteret Minkowski-féle érintétérnek nevezziik, jelolése:
™. E tér

. 0
XU:XI(x7y)<a_\:i_> s U=(X,.V)€V

vektorai a Minkowski-vektorok. Az

Y:U»Yuzy‘(aii>

vektormez8t a V (vonalelem)-sokasdg fundamentdlis vektormezdjének nevezziik.

A tovabbiakban a T, s a (5, V¥ terek kapcsolataval foglalkozunk.
Tekintsiik az

_re (2 2D
(5. 10) (€)= R <6x=' ) (&),
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megfeleltetéseket. Ennek alapjan barmely X, €T# vektorahoz egyértelmiien egy
Xher és egy Xg€°9F vektor rendelhetS. Ha X,= X%, akkor definicié sze-
rint,
(5.11) Xih=Xse*, X3v=Xsek.

Az X%, illetve X vektorok az X Minkowski-vektor szubhorizontdlis, illetve
szubvertikdlis fedévektorai. Az

(e)ik)u_’(Ei) s
(.12) . T plg)=v,

(8i )u g (Fi)q7
megfeleltetés alapjan viszont barmely szubhorizontdlis, illetve szubvertikilis vektor-
hoz egy f6horizontalis, illetve egy kohorizontalis vektor rendelhets. Specidlisan,
ha X, Minkowski-vektor, az

(5.13) XP'=X5(E)q, Xch=Xs(F),

vektorokat X, fohorizontdlis, illetve kohorizontdlis, fedévektorainak nevezziik. E két
vektor nyilvan gy is nyerhet8, hogy X,-t el8szdr a I3, majd a I, térbe, illetve

el6szoér a V¥, majd a ¥H;-térbe ,,emeljitk fel” (lifting). Szemléletesen
Xsh_,Xml
14 Jo T —
(5.14) X”\XgV—»qu"’ p(@)=v

o

-

Végezetil megjegyezziik, hogy az M sokasag Xx:X"(x)aL)’(i vektorai is ,,fel-

emelhetSk™ mind a V, mind a Q sokasag érintStereibe oly modon, hogy X,-et el§-
szor a T! térbe ,.emeljiik fel” az

(5.15) (%)x—»(%)j, x=n(v)=n(x,y)

hozzarendelés alapjan.

Ko&nnyd belatni, hogy a fedGvektorok egyértelmiien vannak meghatarozva
(,,alulrdl felfelé haladva), ha adott a kiindulé Minkowski-vektor. Az is nyilvan-
valé, hogy a v-ben vett vektorok csak a p(g)=v tulajdonsagi ¢ pontokba, (a v fe-
letti p—!(v) fibrum pontjaiba) emelhetdk fel.

A kovetkez6 pontban a linearis Osszefiiggéssel ellatott tér geometriai szerkeze-
tével foglalkozunk.

6. A linearisan osszefiiggé Finsler-féle fibralt tér struktiiraja
(Torzié- és girbiiletelmélet)
Tekintsiink a Q tér folott két horizontalis vektormezGt:
X: qg-X,€%,,
Y: g-Y,€¥%,,

Nevezziik az {X, Y}, rendezett vektorpart horizontdlis kétélnek (horizontalis bi-

q€Q.
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vektornak) a ¢ pontban. Az I. fejezet 5. pontja szerint az X mezd a

_ C o iO=exp@X)g,  t|<e
az Y mez§ pedig a

q()=exp(t¥)q [t <&,

egyparameteres lokalis transzformacié-csoportot generalja.
A gorbiileti és torzidmennyiségek értelmezésének alapjaul a horizontalis pa-
ralelogramma fogalma szolgal. Ezt értelmezi a

6. 1. DEFINiCI6. A g€ Q pontbdl kiinduld z—~q(t) gorbét, ahol
6. 1) q(t) = exp(—tYexp(—tX)exp (tY)exp (tX)g, |t|<e

az {X, Y}, horizontalis kétélhez tartozd horizontdlis paralelogrammdnak nevezzik
a g€ Q pontban.

A definicié geometriai tartalma vilagos. A paralelogramma ,,oldalai”” hori-
zontalis gbérbék, azaz barmelyik oldal kezdSpontjabdl a végpontba a g pont par-
huzamos eltolassal megy at. A (6. 1) gorbe, altaldban, nem zarul, s6t az sem kovet-
kezik be, hogy g és g(t) ugyanazon G, fibrum pontjai lennének. A paralelogramma-
nak ez a viselkedése a Q tér szerkezetének tulajdonithatd. Célunk az, hogy a tér
szerkezetét torzid-, illetve gorbiileti mennyiségekkel jellemezziik. Vilagos, hogy az
egyetlen szobajové objektum, amelyet a paralelogramma meghataroz és amely-
nek geometriai jelentése van, a ¢(r) gorbe érintGvektora a kezdSpontban.

6. 2. DEFINic10. Az
1 .
Stxvte=—5 [G(D)=0€ T,

vektort a Q nyalab {X, Y}, horizontalis kétéléhez tartozd struktiravektordnak
nevezzilkk a ¢ pontban. :
Az 5. pont 5.2 Tétele szerint érvényes az

S{x.v}a=Sg=h(S) +h"(S) +v(Sy
direkt szétbontas.

6. 3. DEFINCIO. Az Sy yy, strukturavektor fShorizontalis részét a tér torzio-

vektordnak nevezziik az {X, Y}, kétélre vonatkozéan. Az S, kohorizontalis, illetve
vertikalis komponensei a tér redukdlt gorbiileti, illetve teljes gorbiileti vektorai az
{X, Y}, kétélben.

Az L. fejezet (5.10.) szerint a ¢-bol kiinduld horizontalis paralelogramma
érintSvektora a-gq kezdSpontban a 2([X, Y]), vektor. Igaz tehat a

6. 1. TETEL. Az {X, Y}, kétélhez tartozé S, struktiravektor az
S{X,Y}q= [X’ Y]q’ an Yqé%q
képlet szerint szamithato.

A T, érint6tér direkt felbontasa alapjan barmely [X, Y], kommutator ismert,
ha ismerjitk az [E;, E}], [E;, F}], [F,, F;] kommutatorok értékét, hiszen E; és F;
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a ¥, tér bazisvektorai. Ha tehat ¢ kommutatorokat rendre kiszamitjuk s a 6.3
Definicié szerinti szétbontast végrehajtjuk, a szétbontas koefficienseiként olyan
mennyiségekhez jutunk, amelyek a tér torzid-, illetve gorbiileti viszonyait vissza-
titkkrozik. Ezek lesznek a tér torzid-, illetve gorbiileti tenzorai. Az [E;, E;] kommu-
tator direkt szétbontdsa az

(6.2) (E;, E) =THE+ Ryi Fo + Ry ;G

képletet eredményezi. Hasonl6 modon eljarva jutunk az

(6.3) [Ei, Fj]= CiEs+ PoisF+ Piy; Gy,

illetve az -
(6.4) [Fi, F)l=Soi; Fo+ Sy Ge

relacidkhoz.

6. 4. DEFINICI6. A T; T é‘ mennyiségek a @ Finsler-nyalab torzzotenzoral

Az Rk, s Pk, 5, illetve Sk, ; tenzorok a tér teljes gorbiileti tenzorai,; az R,,, s Po S,,, ;
tenzorokat pedlg a tér redukdlt gorbiileti tenzorainak nevezziik.

AT, S P, R tenzorok kiszamitasa a h osszefugges T és C (vagy I'* és C) ob-

jektumaibdl az ismert mddon torténik. Az S, P, R tenzorok ferde szimmetridja
az (i,j) parban az [X, Y]= —[Y, X] relacié kovetkezménye. Megjegyezziik, hogy

ijs

- -0 .. p p
aT,..., R tenzorok a Fr természetes n-él szerinti 7, ..., R alakokbdl szirmaz-

0 G, C . ,
nak a <%> ~.>R§<a—xs> attérés végrehajtasaval (Beindarstellung). Természetes
bazisban pl. T5;=T# —TI7}5, a Cf pedig éppen a h Osszefiiggésben fellépd koeffi-
ciensek. (6. 3) alapjan C§; tenzori jellege vilagos.
A Vonalelem-sokaségok klasszikus elméletében csak olyan regularis Ossze-
fiiggéseket szoktak tekintetbe venni, amely a

(6.5) Th=TH—-Thi=0, Sk=S.t=0

feltételeket kielégiti. Ezeket Cartan—Varga-osszefiiggéseknek nevezzitkk. Az S,
tenzor eltlinése a

relaci6 teljesiilésével fiigg Gssze. Tovabbi specidlis esetek (igy pl. a Minkowski-
féle nyaldb), a strukturdlis mennyiségekre tett (ijabb kikotések révén keletkeznek.
Ezekre itt részletesen nem tériink ki.

7. Differencialoperatorok. (Kovarians derivaltak)

A Finsler-terek Cartan-féle elméletében harom fontos differencidloperator
(kovarians derivacid) 1ép fel. Ezeknek ko6z6s jellemzGje, hogy tenzorokhoz tenzort
rendelnek, pontosabban: (s, r)-tipusii tenzorhoz (s+ 1, r)-tipusu tenzort, azaz a.
tenzorok kovarians fokszamat eggyel novelik.
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Latni fogjuk, hogy ezek a miiveletek mind fogalmilag, mind pedig formailag
igen egyszeriien illeszkednek az altalunk kovetett targyalasmod kereteibe. A lényeg

. o if 0 AT o
abban all, hogy a derivaland6 objektumot az e, = R, <%> bazisbol a Q tér érin-
tényalabjaba emeljitk fel. Ezen a szinten a kovarians derivalasnak egyszerlien Lie-

derivalas felel meg.
Az egyszeriiség kedvéért a deﬁmclokat egy X= Xs (e,), Minkowski-vektorra

fogalmazzuk meg. (EmlékeztetGiil: RS X' ahol X' az X mez8 komponensei
a természetes bazisra vonatkozolag)

Vegyilk az X vektor X7* illetve X" f8horizontalis, illetve kohorizontalis fed§-
vektorait, Képezzilkk ezek kommutatorait az E;, illetve F; bazisvektorokkal.

7. 1. DEFINiCIO. A
W ([E, XPD=viX)eH, (i=12,...,n)
vektort az X i-edik fGhorizontdlis derivaltjidgnak vagy elséfajii kovaridns derivdltjd-
nak nevezziik.

7. 2. DEFINici6. A
W ([Fi, XM= v{(X)eX, (i=1,..,n)

vektor az X i-edik kohorizontdlis vagy mdsodfaji kovaridns derivdltja.

(A Vi (X), ill. v} (X) jelolések jogosultak, hiszen az” X -~ X7, X — X hozza-

rendelések egyértelmiiek.)
Az 1. fejezet 3. pontjanak (3. 3) képlete szerint

(7.1) [E, XM =[E;, X*E) = X*[E;, E) + E(X°)E,.
Rovid szamitas eredményeként
6 m
E{(X%)=R} R OXT _ OX) prm g ymr¥y) =
(7 2) oxk Cym
- k-ls i Iy
:Ri RjX|k——‘X|,'.

A (6.2) formula szerint [E;, E,] fGhorizontalis része éppen T,-’;Ek, igy (7. 1)
f6horizontalis része:

(7.3) B ([E:, XM= v {(X) =X+ TW XY E,.

A (7.3) Osszefliggésbs! latni, hogy FE, koefficiensei egy (1, 1)-tipusit tenzor
komponensei. Lokalis természetes bazisban

7.4 ViXs=Xi+TimX"
Ha a I'* mennyiségek szimmetrikusak, akkor a

7.5 ' ViXs=X}

jol ismert formulat nyerjiik.
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Szamitsuk ki a masodfaju (kohorizontalis) derivalt komponenseit.

(7.6) [F,, X" =[F;, X*F]=X*[F,, F]+ F,(X)F,.
Azonban egyrészt
-1 J . =1 . ~
(1.7 Fi(X%)=R} RS <%‘;— +Xxm c:,k>= RERSX=X14,

masrészt (6. 4) alapjan [F;, F] kohorizontalis része: .§£Fk. Ezeket (7. 6)-ba helyet-
tesitve a

(7.8) ViXs=X5i+ SimX™

formuldhoz jutunk, amely (regularis Osszefiiggés esetén) a C-k szimmetrikus vol-
tat feltételezve a

7.9) VIX =X

képletre redukalodik.

7. 3. DEFINICIO. A
W ([Fi, X"")= v XeH; i=12,...,n)

modon értelmezett vektort az X mez8 (i-edik) harmadfaji kovaridns derivdltjdnak
‘nevezzik.
Hatarozzuk meg v, X lokalis komponenseit.

[F;, XP"| = X5[F,, E,] + F:(X*)E,.

Azonban (7.7) szerint F,(X$)=X; és (6.3) alapjan [F;, E]]= —[E,, F]] f6-
horizontalis része —‘CfiEk. Ezek felhasznalasaval v, X a lokalis természetes bazis-
ban a

(7. 10) ViXs=X5i—CoXn=""=8,X*

komponensekkel rendelkezik.

Az értelmezés mddjabol koézvetleniil adodik a (7. 4), (7. 8) és (7. 10) operacidk
tenzori karaktere. A kovarians derivalas miivelete minden nehézség nélkiil kiter-
jeszthet8 tetszlleges tipusu tenzorra is.

Befejezésiil értelmezzitk még egy X vektor vonalelem-iranyt kovarians deri-
valtjait.

7. 4. DEFINICIO. Az X vektor vonalelem-irdnyu kovarians derivaltjain a

B ([Y?h, X)) = voX, h"((Y", X)) =X, ' ([Y", XPD= Vo X

vektorokat értjiikk, ahol Y=y % a fundamentalis mezd.
Azonnal latni, hogy Cartan—Varga-Osszefiiggés esetén
@a.11) X=Xy =Xjo, VeXi= oXi=0.

4 III. Osztdly Kdzleményei XIII/1
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Nem tériink ki részletesen a kovarians derivacié miiveleti szabalyainak bizo-
nyitasira. Segitségiikkel azonban konnyen bizonyithatjuk a Finsler-féle fibralt.
terek esetén is a Ricci-formulakat, a Bianchi-identitast stb.

III. A FINSLER-FELE FIBRALT TER
AUTOMORFIZMUS-CSOPORTJANAK GEOMETRIAJA

1. Automorfizmusok. Automorfizmus-csoport

A linearisan Osszefiigg8 Finsler-féle fibralt tér 6nmagéra val6 diffeomorf le-
képezései koziil kiilonss figyelmet érdemelnek azok, amelyek a nyalab linedris.
Osszefiiggését megOrzik. Kimutatjuk, hogy ezek a leképezések, a linearisan Ossze-
fiiggd struktira Un. automorfizmusai, csoportot alkotnak, a struktura A(h) auto-
morfizmus-csoportjat. Altalanosabb tétel specializilasaval adddik, hogy az A(h)y
csoport Lie-csoport.

Tekintsitk a A& Osszefiiggéssel ellatott Q tér
(1.1 y: 0-0, q-y(9) .

diffeomorfizmusat s ennek

Yo T(Q~T(Q)

linearis bdvitését.

1. 1. DEFINICIO. A Y : @ — Q diffeomorfizmust a Q tér automorfizmusdnak ne-
vezziik, ha
(1.2) hoy' =y’ ch

teljesiil. Jeloljiikk az (1. 2) relacidnak eleget tevé -k halmazat A, (h)-val, vagy ro-
viden A(h)-val.

Ha y diffeomorfizmus, nyilvan ¢ —! is az. A y, és i, diffeomorfizmusok ¥, o/,
szorzata ismét Q diffeomorfizmusa.

1.1 TéTEL. Az (1. 2) feltételnek eleget tevé Y-k A(h) halmaza csoportot alkot.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy V,, y,€A(h). lgazoljuk, hogy y,oy, € A(h).
Valéban, 1. (5. 5) alapjan ({, oy,) =y 01, kdvetkezésképpen

ho(yyoy) =ho(zoyi)=(hoyz)oyi=(p20holi=
Yy=j20koyi)=yioWioh)=(,0¥,) oh,

azaz teljestil (1. 2). Igazolni kell tovabba, hogy y—1 € A(h), hay € A(h). Ayoy-t=Tr
(=0 identikus leképezése) relaciobol Yoy’ =1 (=T(Q) identikus leképezése}
kovetkezik s igy egyrészt

-1 -1 -1
ho( oy )=(koy)oy =y o(hoy’)=hol =h,

masrészt

W o )ohmy o(y ohy=Foh=h
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-1 —1 -1

all fenn. A két relacié egyenlitésébsl hoy’ =y oh adddik, tehat Y€ Ah). Az [

identikus leképezés nyilvan € A(h). Ezzel az 1. 1. Tételt bebizonyitottuk.
Bonyolult és hosszadalmas annak bizonyitasa, hogy A4(4) Lie-csoport. Azon-

ban Kobayashi ismert tétele [6] esetiinkben is érvényes, tehat ezt a bizonyitast itt

nem reprodukaljuk. A gondolatmenet a kodvetkezd: legyen g, € Q rogzitett s tekint-

siikk a »
e: AMM—-Q, YecAM ~yY(g)€Q

leképezést. E leképezés alapjan A (h) elemei parametrizalthatok s az igy nyert koor-
dinatarendszer bevezetésével A(h) Lie-csoportta tehetd.

1. 2. TETEL. Az A(h) csoport elemei a horizontilis (vertikdlis) vektorokat ismét
horizontdlis (vertikdlis) vektorokba transzformdljdik, roviden: A(h) megérzi a T,
érintoterek direkt felbontdsdt.

Bizonyitds. Legyen Y € A(h) és X,€¥,, azaz h(X,)=X,. Szamitsuk ki (y"oh)
(X )-t.

(1. 3) W oh) (X) = ¥'(h(Xy)) = ¥'(X).
Masrészt
(1. 4) (hoy) (X)) = h(n//(Xq)).

E két egyenlet egybevetésébSl h(Y'(X,)) = Y'(X,) € Ty, adodik, azaz /(X))
is horizontalis. Legyen W, € T, tetsz8leges érintSvektor: W, = h(W,) +v(W,). Ennek
alapjan

YW = W o) (Wp+ Y ov) (W) = (hoy') (W + (¥ ov) (W)
all fenn, ami igy is irhaté
V(W) —h(W' (W) = ¢'(v(W)).
A bal oldalon éppen v(y’(W,)) all, tehat
(1. 5) Y ov =voy,

1. 1. Megjegyzés. Az (1. 2. Tételbdl kozvetleniil adodik, hogy ha ¢(r) horizon-
talis gorbe és € A(h), akkor a y(q(t)) gorbe is horizontalis, azaz a pdrhuzamossdg
invaridns az A(h) csoporttal szemben.

1. 2. Megjegyzés. Az A(h) csoport megdrzi a H, = K ¥ direkt felbontast.
Ugyanis, ha X, = #'(X))+h"(X,), akkor

V(X)) = (W oh) (X)+ V¥ o h"(X)).
W oh) (X)) = h(¥'(X)) = K (X))+h" (X))

A fenti két relaciobol, mivel X tetsz6leges és a felbontas egyértelmdi, allitasunk
kovetkezik.

Masrészt

1. 3. TETEL. A Q tér strukturdja (struktiravektora) invaridns az A(h) csoporttal
szemben.

4*
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Bizonyitds. A Q tér barmely differencialhato6 leképezésének linearis folytatasara,
igy tehat y’-re is teljesiil a
(1.6 (W, Z1,) = [v'(M), ¥ (D)]yw-

Ha tehat W és Z horizontalis vektormez8k, akkor igy is irhatd

V' (S{w,z} ) =Slumm. vty

Az (1. 5), valamint az 1, 2. Megjegyzés alapjan az is adddik, hogy a Q tér torzio-
és gorbiileti tenzorai invariansak az A4 (#) csoporttal szemben.

Vizsgaljuk meg, hogyan fiiggnek 0ssze az 4 (k) transzformacidi a ¢, jobb oldali
transzlaciokkal, « € GL(n, R).

Erre a problémara ad valaszt az

1. 4. TETEL. Legyen yy € A(h) és a € GL(n, R). Tekintsiik a
1.7 ¥e: g gm)at  g€Q
leképezést. Allitds: 4 € A(h).

Az (1. 7) leképezés a szokott jelolésekkel

Y4 (@)= (pa-10¥ 0 9)(9)

alakban jrhaté, tehat
Yi=@a-10y ops.
Innen, mivel hog,=q;0h,
Wioh=g/ 0¥ o(@ioh)=pi-10( oh)op;=
=(pa-10h) oy op; =ho(ps_10¥ op;)=hoyy,
s ezzel a tétel bizonyitast nyert. Azonnal lathatd, hogy ¥« =y akkor és csak akkor,
ha  barmely jobb oldali transzlaciéval felcserélhetd. Jeloljiik ezek sszességét A*(h)-
val.
Legyen qo€ Q, p(qo) = (xo, ¥o) = vg. A(h) azon elemei, amelyek az (x4, o)

feletti fibrumot dnmagiba transzformaljak, nyilvan A(h) részcsoportjat alkotjak.
Jeldljiik ezt a részcsoportot A (h; vg)-lal.

1. 2. DEFINICIO. Az A(h;v,) csoportot A (k) izotropia-részcsoportjdnak nevezzik
a v, pontban.
Ha y € A(h; vy) és p(q) =v,, akkor nyilvan

Y(q) = qo0, 6€GL(n, R).

Az izotropia-részcsoport nyilvan zart részcsoportja A (A)-nak.

Tekintsitk a p:M -~ M diffeormorfizmust. Ennek linearis folytatisa az y-t
¥ (p)-ba, az {e;} n-élt a {u'(e;)}-élbe viszi at. Ertelmezhetd tehat a ji: Q — Q leképezés
az alabbi hozzarendeléssel:

(1.8) i:og=(xp;{e})~[u), w(); {#e)}]

1. 3. pEFINiCIO. Az (1. 8) szerint értelmezett f: Q — Q leképezésta u: M —~M
altal indukdlt leképezésnek, vagy bovitett transzformdcionak nevezzilk.
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Legyen X, vektormezd M folott. Az 1. 5. pontjaban lattuk, hogy ez a mez8 M
differencialhat6 leképezéseinek egyparaméteres ¢, lokalis csoportjat generalja. Az
1. 3 Definicié alapjan képezhetjiikk a ¢, bdvitett transzformacidkat. Ezek nyilvin Q
egyparaméteres lokalis transzformacid-csoportjat szolgaltatjak, Nevezziik ezt roviden
bdvitett csoportnak. A koévetkez8 pontban egyparaméteres lokalis automorfizmus-
csoportokkal foglalkozunk.

2. Lokalis automorfizmusok. (Affinitasok)

A Lie-csoportok elméletébdl ismert az egyparaméteres részcsoportok fontos
szerepe. MielGtt részletesebben foglalkoznank egyparaméteres lokalis automorfizmus-
csoportokkal, elGkészitésiil ramutatunk arra, miként lépnek fel ilyen természetii
vizsgalatokban geometriai objektumoknak (az adott csoportra vonatkozd) Lie-féle
derivaltjai. Latni fogjuk, hogy bizonyos objektumok invarianciaja Lie-derivaltjuk
eltlinésével ekvivalens.

Az M differencialhaté sokasagon tekintsiik az X vektormez§ Aaltal generalt

2.1 x() = exp(tX)x x(0)=x

lokalis transzformacid-csoportot. A (2. 1) transzformacié exp (tXY, illetve exp (¢ X)*
linearis bdvitései a T, illetve T3 vektortereken (illetve ezek tenzori szorzatain)
operalnak. Legyen ® (az egyszer(iség kedvéért) differencialforma.

2. 1. perINiciO. A @ formanak a (2. 1) csoportra vonatkozd, L(X)®-vel jelslt
Lie-derivdltjdn az
.1
2.2 {L(X)®},=1lim - [exp (tX)* D, () — D]
N t-0
moédon értelmezett format értjiik.

Jeloljiikk @(7)-vel a
o) = exp X)*O O0)=D

format. ®(¢) invaridns a (2. 1) csoporttal szemben, ha ®(f)=®, azaz a (2. 1) trajek-
toridi mentén @ (f) nem valtozik. Allapitsuk meg az invariancia sziikséges és elégséges
feltételét. Szamitsuk ki evégb8l ® () ¢ szerinti derivaltjat.

o1 , B
i 7—}}_{2 t—,.[(l)(t+t)_—d)(t)]_.

= lim t—l, {exp[(t + )]*D —exp (1 X)*D} =
t'=0
=exp (tX)*lim —tl—; [exp (' X)*D — D] =exp ¢ X)*L(X)D.
t'>0
. . dd
Innen kévetkezik, hogy s 0o L(X)®=0.

Ahhoz tehat, hogy a ® forma (vagy altalaban barmely geometriai objektum)
invarians legyen, az L(X)® derivalt eltiinése szitkséges és elegendd.
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Az 1. . pont végén lattuk, hogy az M-nek barmilyen onmagara valé y leképezése
a Q tér l,b lekepezeseve bdvithetS, Specialisan tehat barmely lp, lokalis csoporthoz
Q-nak egy zp, egyparaméteres lokalis transzformacio-csoportja tartozik. Ha -t az
X mezG generalja, valamely X fogja generalni a |/7, csoportot. Szamitsuk ki X kompo-
nenseit. Altaldban, ha x=yi(x) a y: M—M leképezés egyenletrendszere, akkor a y:
Q — Q leképezést az
oYt

’: . ’i si a ! 0t
X'=lp'(X), _yl= axmyms Rk— a(i Rk

rendszer hatarozza meg.
Specialisan, ha a leképezést az

x->x(t)=exp(X)x, X=X(x) ai
csoport eleme adja meg, akkor a -
g~3(D=exp(tX)q
bévités X generald vektora a Q tér kanonikus koordinatarendszerében igy irhaté:

~ G, oXt d oxi_ @
X=X ——,+(axmy> ay + R 6R'

Attérve f6horizontalis és kohorizontalis bazisvektorokra,

(2.3) X =XE,+ (%0 X9)F,— X9 G,
ahol a V; operécid, a { 6(1‘} béazisban szAmitva
! m
@. 4) v,X=—gl—rk,Xk+ ci, (aax "1 Xk) »

Tekintetbe véve, hogy az X* komponensek nem fiiggnek y-t6l, a (2. 4) jobb oldala
igy is irhato:

(2.5) GXi= VX4 Cla X,

Ha a I'*-k, illetve a C-k szimmetrikusak (s ezt a tovabbiakban feltételezziik),
akkor

(2.6) X=X+ CiXjo.

2.2. DEFINICIO. A (2. 6) segitségével értelmezett <+, miiveletet az X mezd
negyedfaju kovaridns derivdltjdnak nevezziik. :

(A 3. pontban majd megadjuk e derivacié geometriai jelentését.)
Mindeddig nem foglalkoztunk a T, érintStér {E;, F;, Gi} bazisanak dualis
bazisaval.

2. 3. DEFINICIO. A
2.7 Oi(E) =0k, &' (F)=26k, on(GY)=05i0
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relaciokkal értelmezett formakat rendre a ¥ *, Hy*, °PF dualis terek dudlis bdzisainak
nevezziitk. Egyszerl szamitassal adddik, hogy regularis osszefiiggés esetén

. (=1 .. D -1

0'= Ridx*; &'= Ri(dy*+y"T*sdx*)= Riw*
2.8) L, G .
@y = R{dR,+ R[(Izdx" + C5, a™)].
2. 4. DEFINICIO. A

(2.9) (:)"=d(§"+% (0" A &ob)

(2. 10) Qi =dcbf¢+% (@5 A B

modon értelmezett formakat a Q nyalab rorzio-, illetve gorbiileti formdinak nevezziik.

A () = exp (11\7 )g egyparaméteres lokalis transzformacié-csoport elemeit
lokalis automorfizmusoknak, affinitdsoknak, nevezzitk, ha megGrzik a Q tér linearis
Osszefiiggését. Pontosabban fogalmazza ezt meg a

2..5. DEFINICIO. Az X mez6 altal generalt lokalis transzformaciok lokalis auto-
morfizmusai @-nak, ha

@.11) L(X)&,=0 (eLX)Ti=LX)Ck=0)

teljesiil, azaz, ha az &} forma invarians.

2. 1. Megjegyzés. A 2.3. Definiciobdl vilagos, hogy ha Z=Z}!GE vertikalis
vektor, @H(Z)=Z], tehat @} zérus értéket vesz fel barmely X, €%, horizontalis
vektoron:

(2.12) @3(X)=0, ha X€%,.

2. 1. TETEL. Az X vektormezé lokdlis automorfizmus-csoportot generdl akkor és
csak akkor, ha bdarmely W, € X, horizontdlis vektormez§ esetén

[X, W]=0.

Bizonyitds. Az I. fejezet (4. 3) képlete, valamint a fenti 2. 1. Megjegyzés alapjan,
{3 helyett rovidség kedvéért -t irva):

i([X, Wha=LX){i(W)d}—i(W)-L(X)= —i(W)L(X)a,
tehat [X, W]=0-L(X)®=0.

A forditott allitas szintén konnyen belathato.

2. 2. TETEL. Bdrmely lokdlis automorfizmus megdrzi a tér torzio-, illetve gorbiileti
Jormdit.
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Bizonyitds. (2.9), ill (2. 10) alapjan a dL(X) L(X)d felcserélési formula,
valamint a trivialis L(X )0 0 relacio miatt

L(Xf)éf:d(L()?)oiH% {(LX)8) A ook + 0% A L(X) ik} =0,

LE)Q=d(L(X)d )+ {(L(X)w,f)/\ @i+ oy A L(X) @i} =0.

Az L(X)w =0 relaciobol L(X)y =0 miatt L(X)w‘ 0 adodik. Ezeket felhasz-
nalva az alabbi kovetkezmény azonnal belathatd.
A Y

Kovetkezmény. A klasszikus elméletbdl* ismert
~ ]l e s e
= 7 Tklgk AO + Cklf)" A w’,

sl s ap s~ Lo~ o G
Q;= 5 S A @'+ Pjuc* A 0' - 5 R0 A0
felbontasbdl kiindulva a (fenti tételt felhasznalva) rendre a L(X ) k, = L(X ) ;',d =
= L(X)R b = 0 relacidk adédnak.**

3. Endomorfizmus-csoport az érintotérben

A (2. 6) pontban értelmezett, negyedfajii kovaridns derivaltnak nevezett v ;X7
tenzornak érdekes geometriai interpretacidja adhaté meg. Latni fogjuk, hogy barmely
X vektormez8 (2. 6) kozvetitésével a ¥, Hy, ill. a T} vektorterek egy-egy E'(X),
E’(X), E(X) endomorf leképezését indukalja.

3. 1. DerFINicIO. Legyen WeT#, X pedig M valamely vektormezdje. Jelolje X

a (2.3) vektort, v ,Xs ennek vertikalis komponensét. A ¥, , Hy, illetve a T(
vektorterek X altal generalt E'(X), E"(X), E(X) endomorf leképezésein rendre az
alabbi megfeleltetéseket értjitk:

E(X): Wt (W9, X9)E, €,

E'(X): W —(WEGX5)F,eK,

0 P
ox* ) (x,y)E Tewn-

Az F'(X), E"(X), ill. E(X) leképezéseket rendre féhorizontdlis, kohoiizontdlis,
illetve Minkowski-endomorfizmusnak nevezzik.

EX): W- —(W"@,XS)(

* ).
** [13].
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Az alabbiakban megadjuk az E(X)! = E! = — Vv, X/ operatornak, amely
tehat az
(3.1 E(XX): W-EX)W, Wi-EWi=_—WsoX'

modon hat, geometriai szarmaztatasat. Emlékeztet&iil:

(3.2) VX = X{i+ CLX%.
Vegyitk az M sokasagon az
(3.3 x(1) = exp (tX)xo, |t <

cras

ivét, amelyet a mozgd pont a 0= r<¢ <g, intervallumban leir, /,-nal. Az /, mentén
vald parhuzamos eltolas operatorat jeloljik z(/,)-nal. Az x, pontban tekintsik az

(xq, Yo):(x’;), yio) vonalelemet. Az
(3.4) Yir=1()Yo

mennyiség nyilvan vonalelem az x(g) = exp (¢X)x, pontban. Hajtsuk végre a (3. 3)
leképezés inverzét. Ennek eredményeként az x, pontban az

(3.5) Yo(e) = exp (—eX)-1(l) Y,
vonalelemhez jutunk. Az
(3. 6) e~ Yo(e)

hozzarendelés a .
(3. 7) A8 = (xO, YO(S))C V

gorbét értelmezi. Specidlis természete alapjan a A, gorbe nyilvan szubvertikalis.
A A, fontos szerepet fog jatszani a kdvetkezd konstrukcioban.

Tekintsiik az (x4, Y,) vonalelemhez tartozé Tiy, vy Minkowski-tér Wy(x,, Yo)
vektorat., A W, vektoron egymas utan harom operaciot hajtunk végre.

1. Eltoljuk W,-t az /, trajektoria mentén parhuzamosan Ggy, hogy kozben Y,
vonaleleme is parhuzamosan eltolédik. Jel6ljitk e miivelet operatorat t*(/,)-nal, Az
eredményiil kapott

(3. 8) Wie) = ()W,

vektor timaszt eleme nyilvan [x(e), Y'(e)], azaz, W’(g) € Tk, vy -

2. A (3. 8) vektorra alkalmazzuk a (3. 3) transzformacié inverzének exp (— ex)’
linearis bdvitését. A
(3.9 Wole) = exp (—eX) () W,

vektor tdmaszt6 eleme (x,, Yo(e)) lesz (3. 5) alapjan, tehat W(e) € Tix, voe-
3. Avégbdl, hogy a kiindulasi (x,, ¥Y,) vonalelemben értelmezett vektorhoz
jussunk, toljuk el parhuzamosan a (3.9) vektort (rogzitett x, centrum mellett) a

(3. 7) alatt értelmezett A, szubvertikalis gorbe A;l inverz gorbéje mentén. Mivel
P g )
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AT végpontja Y, azért a
(3. 10) Wo(e)=t(A; ") exp (—eX) v (l) Wo
vektor tamasztd eleme az (x,, Y,) vonalelem, azaz, Woy(e)€ T vy. Ezekutan

lehet8ség nyilik W, és W,(s) osszehasonlitisira, hiszen mindkét vektor a Tix, vy
vektortér eleme.
Jeloljiik Z,-nal a

S Wo— S (Wo)=Wo(e)=1(A; ) exp (—eX)Y 1 (l) Wo
hozzarendelést, ahol

To(Wy) = Wy (identikus leképezés).
Képezziik a

N .1 —
lm; . (2.~ 2o (W)= ]m; Y {Wo(e)—Wol=W,
hatarértéket. Nyilvan W, € T, ve-

3. 1. TETEL. A W, vektor nem mds, mint

— Y 8
— = E‘W — _(S.Xi g
Wo=E(X) WO_E,Wo(axi>(xo, " (X)W <6xi)0,.

tehdt az a vektor, amelyet az E(X) Minkowski-endomorfizmus rendel a W, vektorhoz.

Bizonyitds: A tétel lokalis jellege miatt legyen szabad ezittal az igazolast is
klasszikus eszkozokkel végrehajtani. Ismeretes, hogy a parhuzamos eltolas differen-
cidlegyenlete az (x(7), p(¢)) gorbe mentén

G.11) D thV' d;Vl W (r*‘ d; +Cl ‘;:) 0.
- Masrészt a (3. 3) leképezés lokalis koordinatarendszerben
(3.12) exp (tX)xo :  x(t)=x0+ X +10(2),
tehat az inverz transzformacid:

(3.13) x6=x\(1)— X+ 10(r).

Az 1. 1épés (analitikusan) abban all, hogy megoldjuk a (3. 11) egyenletet az
=0 feltétel mellett. (Ez utobbi annyit jelent, hogy a vonalelem parhuzamosan elto-
l6dik x(#) mentén.) A W’(e) lokalis komponensei

[W’ ()] = W — e WT 5 X* + £0(e).

A (3. 13) inverzének linearis b8vitését alkalmazva:

[(Wo(e))= ( gX 8+80(8)) (we — Wl ¢ X*+e0(e)) =

=Wi—e <ZXM+F,,,kX"> Wo +e0(e) =

= W —eXjuW3' +¢0(e).
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A harmadik 1épésben a centrum rogzitett, el 0, a névekmény kiszamitasa

a —eCaWoX |k0 ... mennyiséget eredményezi. Igy tehat
[Wo (@1 =[t(AL ) Wo (@) = (Wo — eXinW 5 +:0(e)) - !
— eCL WO X o+ 80(8) = Wé — e{X{m+ CliX o} WG +£0(e).
Kovetkezésképpen
[Wo(e) — Woli= —& {Xjm+ CaiX{o} Wo' +€0(e).
Végiil is
lim - [Wo(@) = Wol = = (Xin + Chui) WS = [ECX) Wl
s ezzel tételiink bizonyitast nyert.
Vizsgaljuka %, : W, — Wy(e) endomorfizmus-sereget az esetben, ha az X vektor-

mez8 egyparaméteres lokalis automorfizmus-csoportot general. Ebben az esetben
latni fogjuk, hogy a X, maga is egyparaméteres lokalis endomorfizmus-csoport a

T(so, vo) térben.
A bizonyitas az alabbi lemmara tamaszkodik.

3. 1. LeMMA. Ha Y, a kezdb-vonalelem, akkor
(3.14) , Yole+¢) = exp (—&’X) t(l,) Yo(e).

Valéban,
. Yoe+¢&) = exp[—(+&) X ] 1(l,4.) Yo.

A parhuzamos eltolas tulajdohséga miatt
(3.15) Yo(e+¢) = exp (—&X) -exp (—eX) t[exp (eX) I, ]t(l,) Y.

Mivel X lokalis automorfizmus, az exp (—&X) és a t operaciok felcserélhetdk,
tehat
exp (—eX) t[exp (X)L, ] = 1(l,) exp (—eX)'.

Ezt (3. 15)-be helyettesitve, éppen (3. 14)-et kapjuk eredményiil. Ezzel a lemmat
bebizonyitottuk. Mas megfogalmazasban
(3. 16) Ay = A, 0A,,
azaz az e +& — A, , szubvertikalis gérbét ugy kapjuk, hogy elGszor A,-t irjuk le s

ennek végpontjabdl kiinditjuk A, -t.
A lemmara tdmaszkodva most mar kdnnyen bizonyithatd a

(3. 17) S.=1(A7 Dexp (—eX) z(l)

egyparaméteres endomorfizmus-sereg csoport-tulajdonsaga. Az (egyébként formalis)
bizonyitast mellGzziik.
Eddigi eredményeinket foglalja Ossze a
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3.2. TETEL. Ha az X vektormezé lokdlis automorfizmusok egyparaméteres cso-
portjdt generdlja, akkor a (3.17) alatti X, leképezések, (bdrmely Minkowski-érinté-
terben) egyparaméteres lok dlis csoportot alkotnak.

Ezt a csoportot az X mez8hoz tartozd egyparaméteres endomorfizmus-csoport-
nak nevezziik. A 3.2, Tétel alapjan e csoportot az E(X) operator segitségével a

Wole) = E(Wo) = exp[¢EC)] W,
alakba irhatjuk.

Legyenek exp (£X,) x, illetve exp (1X,) x lokalis automorfizmus-csoportok. Akkor,.
természetes modon, az x(¢) = exp (1/[X;, X,])x csoport is lokalis automorfizmusokbol
all. (A Lie-féle csoportok altalanos elméletébdl ismeretes, hogy ezek az egyparaméte-
res automorfizmus-csoportok az A (k) automorfizmus-csoportot generdljdk, ha A(h)
osszefiiggs, egyébként A4 (h) egységelemének komponensét.) Jeldljitk a lokalis auto-
morfizmusokat generalé X vektormez8k Lie-algebrajat A-sal, s tekintsikk az &, =

= {E(X), X€ A} halmazt. Ertelmezziik ebben a halmazban az E(X,), E(X,) elemek
kommutatorat az

(3.18) [E(X)), E(Xp)]W = {E(X))0 E(X,) — E(X)o E(X;)} W

modon, ahol az E(X,)c E(X,) kapcsolas ugy értendd, hogy el@szor a W vektor
E(X,) W képét, majd ennck E(X,)-képét vesszitk. Az &, halmaz tehat Lie-algebrdt
alkot. A Lie-csoportok alaptételei szerint e Lie-algebrahoz egy, & ,-val jelzett, Lie-

csoport tartozik, amelynek egyparameteres részcsoportjai nyilvan a 3. 2. Tételben
szerepl§ exp (tE(X)) szimbélumu leképezések.

3. 2. DEFINIiCIO. Az &, Lie-csoportot az A-algebrahoz tartozd endomorfizmus-

csoportnak nevezzik.
Az &4 csoport viselkedése szorosan Osszefligg a Finsler-nyalab gorbiileti viszo-

nyaival. C_supén technikai problémat jelent a kdvetkez§ tétel bizonyitasa.

3. 3. TETEL. Legyen X, Y€ A. Akkor
(3. 19) Q(X, Y) = E(X)oE(Y)—E(Y)o E(X)— E([X, Y1),
ahol E(X), E(Y), E([X, Y])€& 4 és

(QX, Y)}y= RiuX Y + SiuX /oY |6 + Pha(X*Y|o — Y*X|o).

A (3. 18) jeloléssel (3. 19) igy is irhatd:
(3. 20) QX, Y)—[EX), E(Y)] +E(IX, Y]) = 0.

A részletes bizonyitast, annak viszonylag egyszerii volta miatt mell6zziik.

4. Automorfizmusok Finsler-féle metrikus terekben
4. 1. perNic1d. A Q Finsler-féle fibralt teret Finsler-féle metrikus térnek*
nevezzilk, ha a Q tér ¥V bazisterén adott az £(x, y)=0, az £(x, yz) = z8(x, »),
z € R+, feltételt kielégit8 fliggvény, az Gn. alapfiiggvény, amely eleget tesz az ismert

* [1].
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1
Cartan-féle kovetelménynek: az F =?§L’2 fliggvénybd! szarmaztatott

0*F
4.1) 8 (x, )’)———W

koefficiensekkel képzett kvadratikus forma pozitiv definit.

A (4. 1) altal értelmezett metrikahoz kanonikus mddon tartozik a Q nyalabnak
egy linearis Osszefiiggése. Az Osszefiiggés I'™*, ill. C Osszefiiggési objektumainak a
&;; mennyiségekbdl vald szarmaztatasa Cartan alapvetd munkaja alapjan jol ismert.

4. 2. DEFINICIO. Az M sokasag ¢: M — M diffeomorfizmusat mozgdsnak nevez-
ziik, ha a V-n indukalt ¢~ leképezésre
4.2) Fle(x), 9(») = F(x,y)

teljesiil. A mozgasok a Finsler-tér automorfizmusai.
Konnyd kimutatni, hogy ha a Finsler-féle teret a kanonikus linearis Osszefiiggés-
sel latjuk el, akkor barmely mozgas egyuttal az A (4) csoport eleme is, tehat affinitas.
Ismeretes, hogy a ¢, lokalis csoport lokdlis mozgdsokbdl all, ha

4.3)° L(X)g,; =0

teljesiil, ahol X a p,-t generald vektormezS. Lokalis koordinatakban a (4. 3) feltéte-
lek, (az Gn. Killing-egyenletek*) a

4.4) X+ X1 +2CijmXj0=0

alakban irhatok. Az el6z8 pontban bevezetett v ; negyedfaju kovaridns derivacid
segitségével ezek az egyenletek az alabbi, igen egyszerii formara hozhatok:

(4' 5) @lXJ + ﬁin= 0.

Ugyantgy, ahogyan ezt a 3. pontban tettiik, értelmezhetjiik, lokalis mozgasok
esetén is az érint6tér endomorfizmusait a

W_’E(X) w: VVz—) —(ﬁmxft) wm
segitségével. Az E(X);, komponensek bevezetésével atirhatjuk a Killing-egyenleteket
az
(4. 6) EX);;+E(X); =0
alakba. Igaz tehat az alabbi

4. 1. TETEL. A Minkowski-féle érintétér Killing-vektorokhoz tartozé endomor-
Sizmusainak E(X);; operdtorai ferdén szimmetrikusak.
Bizonyitjuk az alabbi allitast.

4. 2. TETEL. Legyen Vi, lokdlis affinitds és tegyiik fel, hogy az (xy, y,) fix vonal-
elemben teljesiil a (4. 6) reldcio. (Azt mondjuk, hogy a Vr, leképezés izometrikus az
(x0, Yo) pontban.) Akkor (4. 6) mindeniitt teljesiil, kovetkezésképpen W, a tér lokdlis
mozgdsa.

* [13]).
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Bizonyitds: Jeldlje E} a lokalis affinitashoz tartozé E(X) endomorfizmus kom-
ponenseit. Kiszamitva E(X)J E} invarians differenciljat, az (x(®, y(®) gorbe
mentén a

DE! ; dxh . s dx"
R f”sX"’W_
@7 *
— PigXs —— & +S,shX10 at

Osszefiiggést kapjuk. Ez a relacié egyszerii kovetkezménye az L(A7 )&)j—=0 definiald

. DE;; .
egyenletnek. Mivel %= 0, azért (4. 7) bal oldala df" alakban is irhatd. Ezt
DE; -
feltételezve adjuk (4.7) bal oldaldhoz a _st’,,_ kifejezést. A Ry, stb. tenzorok
ferde szimmetriaja miatt a jobb oldalon zérust kapunk, tehat
4.8) 7 —+ & (Ej;+E; )—, =0,
Felhasznalva azt, hogy E;+E; = 0 az (x,, y,) vonalelemben, tovabba azt,

hogy a (4. 8) egyenlet reszletesen kurva a Hi; ismeretlen fuggvenyekben linearis,
ezért H;;=0. Ezzel a tétel bizonyitast nyert.

5. Zaro megjegyzések

Targyalasainkat két probléma felvetésével zarjuk. Az egyik a linearis Osszefiiggés
egzisztencidjaval, a masik a holonomia-csoport fogalmaval kapcsolatos.

5.1 TETEL. Bdrmely Q Finsler-féle fibrdalt tér elldthaté linedris dsszefiiggéssel,
ha Q a II. megszdmldlhatdsdgi axiomdnak eleget tesz.

Ezt a tételt teljes részletességgel, tobb ok miatt, nem bizonyitjuk. A donté ok
az, hogy a bizonyitas sordn sziikség van a fibralt terek altalanos elméletének mond-
hatni teljes apparatusara, beleértve a fibralt terek homotopia-elméletét is. A II. fe-
jezet elején a fibralt tereknek csupén az értelmezésére tértiink ki, mell6zniink kel-
lett a részletesebb bevezetést. Eppen ezért az alabbiakban vazolt heurisztikus gon-
dolatmenet, ha nem is tekinthet§ 5. 1. szigorii bizonyitdsanak, a kdvetend§ elja-
ras lényegére tobbé-kevésbé ramutat.

A Q sokasag linearis osszefiiggéseinek H ={h} halmazardl kimutattuk, hogy
konvex halmaz. Jeldlje H, a h,=h|T, lesziikitések halmazat: H,={h,}. E halmazt

kivanjuk el6ljaréban kissé részletesebben tanulmanyozni. Legyen 4, Eq € H,. Akkor,

ha ¢ fix, .
- 0 0
hq<ax,~>_h (6)6‘) [(rjl th)Rk] 6Rs’

- a 6 S
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A zardjelben allé mennyiségek nyilvan tenzorok, jeldljiik ezeket rendre G-
vel, illetve Hj-vel. Akkor nyilvan

5.1 =r+G, C=C+AH.

Ebbdl a relaciobdl tehat azt kapjuk, hogy a A, lokalis T, ill. C komponenseinek
ismeretében barmely mas 4, € H, ugy all el6, hogy A, megfeleld komponenseihez
a G, illetve H tenzorok komponenseit adjuk. A
(5.2 A, : H,~R>™ (g fix)

q
leképezést igy értelmezziik: . _

azaz h,nak az R?*" térnek azt a pontjat feleltetjik meg, amelynek derékszogi
koordinatai éppen a zardjelben 4ll6 2n3 szamu (valamilyen sorrendet egyszer s min-
denkorra rogzitve) mennyiségek. Az (5.2) leképezés tehat H -nak R?" valamely
részhalmazat felelteti meg, tehat a leképezés alapjan H, topologikus térré tehetd.
Ha A, (h) € R* ismert, akkor (5.1) alapjan barmely mas A, képét ugy kapjuk,
hogy a A,(h,) vektorhoz hozzdadjuk a {G, H} koordinataji vektorokat. Ez annyit
jelent, hogy a A, (H,) halmazon egy additiv transzformacié-csoport (jeloljitkk AM-
nel) operdl. Ha h, € H,, jelentse p a p:h,~q projekciét. Osszefoglalva: a Q tér
linearis osszefiiggéseinek H halmaza {H, O, p, H,, A"} szimbolumu fibralt térré
tehetS. Nevezzitk ezt dsszefiiggés-nyaldbnak. Ebben a terminolégidban akkor Q
valamely /1 Osszefiiggése nem mas, mint egy

(5.3) h: Q—H, q-—-h,€H,

On. keresztmetszet [14]. Az egzisztencia-probléma tehat az (5. 3) alaki kereszt-
metszetek létezésével ekvivalens. Ezek (hangsilyozzuk, nagybani) létezése a fibralt
terek elméletének egyik kozponti problémaja. Ismeretes azonban egy elég altalanos
tétel [14], amely homotopiailag egyszertien viselked6 fibrum esetén az egzisztenciat
biztositja. Szerencsére amiatt, hogy a H, halmaz az (5. 2) alapjan valamely eukli-
deszi tér konvex halmazival all kapcsolatban, az emlitett altalanos egzisztencia-
tétel kovetelései teljesiilnek, hacsak a Q bazistér a 1. megszadmlalhatésigi axio-
manak eleget tesz. Ez viszont bekovetkezik, ha M rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

A masik fontos probléma a holonomia-csoporttal kapcsolatos. Legyen Q
linearisan &sszefiiggd Finsler-nyalab.

5.1. DEFINiCIO. A Q tér @, (homogén) holonomia-csoportja a q pontban
mindazon o€ GL(n, R) elemek halmaza, amelyekre a ¢ és gx pontok horizontdlis
uttal 6sszekothetSk.

Konnyli igazoini, hogy a ®, halmaz val6ban csoport.

A definicio egyszer(isége ellenére e fogalommal kapcsolatosan problémaknak
egész sora vetddik fel. Ezek egy része interpretacids jellegli, s akkor Iépnek fel, ha
a Q teret V-re, s ennek megfelelGen T(Q)-t a Minkowski-érintGtérre sziikitjiik le.
E lesziikitett valtozatban bonyolultnak latszik a ®, holonomia-csoport Lie-algeb-
rajanak elSallitasa, ennek Osszefiiggése az &, endomorfizmus-csoport Lie-algeb-
rajaval stb. Ezekre vonatkozdan csak néhany specidlis természetii részeredményt
emlithetnénk meg.
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