
A KÜLFÖLDI SZAKIRODALOMBÓL 

KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEKRŐL (II)* 
í r ta : A. SZ. K R O N R O D 

3. §. Monoton függvények 

A m o n o t o n f ü g g v é n y f o g a l m á n a k i n t u i t í v t a r t a l m a a b b a n á l l , h o g y a z a r g u -
m e n t u m o t „ b i z o n y o s i r á n y b a n " m e g v á l t o z t a t v a a f ü g g v é n y n ö v e k s z i k ( i l l e t v e f o g y ) . 
E g y e n e s v o n a l o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k e s e t é n l é t e z i k i l y e n „ t e r m é s z e t e s i r á n y " . 
M á r a k ö r v o n a l o n , v a g y m o n d j u k , e g y o l y a n k o n t i n u u m o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k 
e s e t é b e n a z o n b a n , a m e l y e g y k ö z ö s v é g p o n t t a l r e n d e l k e z ő h á r o m s z a k a s z b ó l á l l , 
b e k e l l v e z e t n ü n k a pontra vonatkozó m o n o t o n i t á s f o g a l m á t . U g y a n e z a h e l y z e t 
a n é g y z e t e n v a g y k é t d i m e n z i ó s g ö m b f e l ü l e t e n m e g a d o t t f ü g g v é n y e k n é l ( é s a k k o r 
i s , h a a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y d i m e n z i ó j a m é g n a g y o b b ) . 

E b b e n a z e s e t b e n t e r m é s z e t e s d o l o g a z t m o n d a n i , h o g y a z F(q) f ü g g v é n y a 
( p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő , h a a z rj p o n t £ - t ő l v a l ó „ t á v o l o d á s a k o r " a z 
F(r\) m e n n y i s é g n ö v e k s z i k . M i n d e n a z o n m ú l i k , h o g y a n v e z e t j ü k b e a z rj p o n t ç - t ô l 
v a l ó t á v o l o d á s á n a k f o g a l m á t . 

1 2 . d e f i n í c i ó . A z F(rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y t ( a ( p o n t r a n é z v e ) monoton növe-
kedőnek n e v e z z ü k , h a m i n d e g y i k n í v ó h a l m a z á n a k m i n d e g y i k r e g u l á r i s k o m p o n e n s e 
n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s , k i v é v e e s e t l e g a ( p o n t o t t a r t a l m a z ó t . 

A z F(rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y t ( a ( p o n t r a n é z v e ) monoton fogyónak n e v e z z ü k , 
h a m i n d e g y i k n í v ó h a l m a z á n a k m i n d e g y i k r e g u l á r i s k o m p o n e n s e f o g y á s i k o m p o -
n e n s , k i v é v e e s e t l e g a ç p o n t o t t a r t a l m a z ó t . 

A m e g a d o t t d e f i n í c i ó m a g á n a k a z F ( f ) f ü g g v é n y n e k a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á -
b a n b e v e z e t h e t ő k ö v e t k e z ő „ f ö l d r a j z n a k " f e l e l m e g : a z /; p o n t „ k ö z e l e b b " v a n 
£ - h e z , m i n t (-hoz, h a a z rj p o n t o t t a r t a l m a z ó n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s a ( , ( p o n t o k a t 

e l v á l a s z t j a . M a g á t ó l é r t e t ő d ő e n e l ő f o r d u l h a t , h o g y a z rj, (• p o n t o k „ ö s s z e h a s o n l í t -
h a t a t l a n o k " . A k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l i g a z o l j a a z e l m o n d o t t a k a t : 

16. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(if) folytonos, a ( pontra nézve monoton növekedő 
(illetve fogyó) függvény. Akkor F(rf) bármelyé reguláris komponensének belső karak-
terisztikája az F*(t]) függvény abszolút minimumot (illetve maximumot) szolgál-
tató komponense. 

BIZONYÍTÁS. T e g y ü k f e l a z á l l í t á s e l l e n k e z ő j é t . A z F(t]) f ü g g v é n y m e g h a t á r o -
z o t t s á g k e d v é é r t l e g y e n n ö v e k e d ő . L e g y e n К a t n í v ó o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e , 
a m e l y r e a K* b e l s ő k a r a k t e r i s z t i k a a z F" (r j ) f ü g g v é n y n e k n e m a b s z o l ú t m i n i m u m o t 

* Успехи математических Наук , Том V, Выпуск 1 (35), 24—134. A fordítás első része 
a MTA III. Osztály Közleményei 13 (1962) 361 — 386. oldalán jelent meg, és tartalmazza a Függelék 
című fejezetet és a teljes irodalomjegyzéket, valamint az eredeti cikk I. fejezete 1—2. §-át. 

A most közölt rész az I. fejezet 3 — 5. §-át és teljes II. fejezetét öleli fel. 

5 III . Osztály Köz leménye i XIII /1 
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s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s e . L e g y e n Jx é s J2 az a k é t t a r t o m á n y , a m e l y r e К s z é t v á l a s z t j a 

J-t, é s l e g y e n ÇZJi- A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n £ p o n t J2-ben, h o g y F ( £ ) < / . O l y a n 

k o m p o n e n s e k , a m e l y e k a J t a r t o m á n y t k e t t ő n é l t ö b b r é s z r e o s z t j á k , l e g f e l j e b b 
m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó h a l m a z b a n f o r d u l n a k e l ő , t e h á t v á l a s z t h a t u n k o l y a n 
t' s z á m o t ( F ( £ ) < í ' < t ) , h o g y a z Er n í v ó h a l m a z n e t a r t a l m a z z o n i l y e n k o m p o n e n s t . 

А £ p o n t o t a t' n í v ó e l v á l a s z t j a A - t ó l é s í g y Et. b i z o n y o s k o m p o n e n s e i e l v á l a s z t j á k 

a £ p o n t o t A - t ó l . L e g y e n L az E,. h a l m a z e m l í t e t t k o m p o n e n s e i k ö z ü l a A - h o z 

l e g k ö z e l e b b i ( e n n e k l é t e z é s é t a 9 . s e g é d t é t e l b i z t o s í t j a ) . A t' é r t é k m e g v á l a s z t á s a 

f o l y t á n a z L k o m p o n e n s r e g u l á r i s . T e k i n t s ü k a z L k o m p o n e n s L** k ü l s ő k a r a k -
t e r i s z t i k á j á t . A z 1. t é t e l s z e r i n t L** v a g y f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s 
v a g y f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s , v a g y p e d i g k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i -
t á s ú k o m p o n e n s . A m á s o d i k é s h a r m a d i k e s e t e t k i z á r j a a z a f e l t e v é s , h o g y a z F(r\) 
f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k e d ő . 

T e h á t L * * f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s . D e a A - h o z m e g s z e r k e s z -
t e t t F* (//) f ü g g v é n y t' n í v ó j á n a k a £ , £ p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l L a 

£ - h e z legközelebbi, é s a 10. s e g é d t é t e l s z e r i n t a z L * * k ü l s ő k a r a k t e r i s z t i k á n a k f é l -
m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s n e k k e l l l e n n i e , m e r t t' < t = F ( £ ) . 

A n y e r t e l l e n t m o n d á s s a l a s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

A b i z o n y í t á s t a r r a a z e s e t r e , a m i k o r F(rf) m o n o t o n f o g y ó f ü g g v é n y , a — F ( / / ) 

f ü g g v é n y v i z s g á l a t á v a l k a p j u k . 

A 16 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y h a F{rj) a £ p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e -

k e d ő f ü g g v é n y é s a £ p o n t a f e n t b e v e z e t e t t é r t e l e m b e n m e s s z e b b v a n £ - t ő l , m i n t 
a z t] p o n t , a k k o r F ( £ ) s F ( / / ) . S ő t , a s e g é d t é t e l t é l e s í t e n i is l e h e t a n n a k m e g m u t a t á -
s á v a l , h o g y e b b e n a z e s e t b e n F ( £ ) > F(rf). V a l ó b a n , l e g y e n A az: /7 p o n t o t t a r t a l m a z ó 

k o m p o n e n s , é s t e g y ü k f e l , h o g y a £ £ A p o n t o t К e l v á l a s z t j a £ - t ő l . 
H a F ( £ ) = t = F{rf), a k k o r a 11. s e g é d t é t e l s z e r i n t t a l á l h a t ó v a l a m e l y t'Xt 

n í v ó h o z t a r t o z ó K ' k o m p o n e n s , a m e l y a £ p o n t o t e l v á l a s z t j a / / - t ó i é s u g y a n a k k o r 

£ - t ő l i s . D e a 16. s e g é d t é t e l f o l y t á n f ' < í l e h e t e t l e n . T o v á b b á , h a a k k o r a 16 . 
s e g é d t é t e l b e n a A ' k o m p o n e n s t v á l a s z t v a A g y a n á n t , i s m é t e l l e n t m o n d á s r a j u t u n k , 
u g y a n i s F(() = t <t'. E n n é l f o g v a F(t)Xt, é s í g y b e b i z o n y í t o t t u k a k ö v e t k e z ő t : 

1 6 ' . SEGÉDTÉTEL. A 16. segédtétel feltételei mellett az F* (//) függvény bármely 
belső karakterisztikán kívül határozottan nagyobb (illetve kisebb), mint magán a 
karakterisztikán. 

Az e g y d i m e n z i ó s f a s e g í t s é g é v e l e g y s z e r ű e n l e l e h e t í r n i a z a d o t t £ p o n t r a n é z v e 

m o n o t o n f ü g g v é n y f o g a l m á t . N y i l v á n v a l ó , h o g y az F(r]) függvény a £ pontra nézve 
monoton növekszik (fogy), ha bármely TF-beli és f végpontú egyszerű íven az F* (/) 
függvény f felől tekintve monoton növekszik (illetve fogy). 

A 1 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y e z a m e g f e l e l é s k ö l c s ö n ö s . 

B e b i z o n y í t u n k e g y t é t e l t , a m e l y e g y s z e r ű s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s f e l t é t e l t a d 
a z F(rf) f ü g g v é n y m o n o t o n i t á s á r a . 

E t é t e l k i m o n d á s á é r t k ö s z ö n e t t e l t a r t o z u n k A . F i l i p p o v n a k . 

8 . TÉTEL. Az F(rj) függvény monoton voltának szükséges és elégséges feltétele: 
A) Monoton növekedő F(q) esetén az Mlu = 2 G Lebesgue-halmaz összefüggő 

FSÍO 
volta minden érték mellett. 
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В) Monoton fogyó Fit]) esetén az M,0 = Z Lebesque-halmaz összefüggő 
tsto 

volta bármely t0 értékre. 

BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r b e b i z o n y í t j u k a z A ) f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g é t . T e g y ü k f e l , 
h o g y a z F(ji) f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k s z i k a j p o n t r a n é z v e . A k k o r a TF f á n a z 
F* ( / ) f ü g g v é n y m i n d e n / , v é g p o n t ú a e g y s z e r ű í v e n m o n o t o n n ö v e k s z i k lg-re n é z v e . 
M i n d e n i l y e n a í v e n a xF(Mt0) h a l m a z e g y v é g p o n t ú a' e g y s z e r ű í v e t a l k o t . A z 
ö s s z e s a' í v e k ö s s z e g e e g y R,0 k o n t i n u u m . A k k o r r - 1 ( F , 0 ) k o n t i n u u m a J t é r b e n 
é s a z M , 0 = т - 1 (Rta) h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i t0 m e l l e t t ö s s z e f ü g g ő . 

M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y a z A ) f e l t é t e l e l é g s é g e s . T e g y ü k f e l , h o g y a £ p o n t -

b a n a z F ( i j ) f ü g g v é n y m i n i m u m o t é r e l . L e g y e n К X K i o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n s , 

a m e l y n e m n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s £ - r e n é z v e . A k k o r v a n o l y a n f , v é g p o n t o k -

k a l r e n d e l k e z ő a e g y s z e r ű ív , a m e l y n e k a z / 0 = T f ( F ) p o n t b e l s ő p o n t j a é s a m e l y e n 
l0 a z F* ( / ) f ü g g v é n y n e k n e m n ö v e k e d é s i p o n t j a . E z e k s z e r i n t v a g y a z Ll0 í v e n t a -
l á l h a t ó o l y a n / j p o n t , a m e l y r e F * ( / J > F * ( / 0 ) , v a g y a z / 0 / ç í v e n t a l á l h a t ó o l y a n 
l2 p o n t , a m e l y r e F * ( / 2 ) < F* ( / 0 ) . A z e l s ő e s e t b e n a Kl=x~1(ll) k o m p o n e n s e l -
v á l a s z t j a a £ é s a x £ К p o n t o t é s a z MFhalmaz n e m ö s s z e f ü g g ő ( u g y a n i s í , x £ M F J , 

a m á s o d i k e s e t b e n a F k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a a £ é s a Á £ T - 1 ( / 2 ) p o n t o t é s a z MF(X) 

h a l m a z n e m ö s s z e f ü g g ő . I ly m ó d o n a z A ) f e l t é t e l s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s v o l t á t b e -
b i z o n y í t o t t u k . A z F(q) f ü g g v é n y r ő l á t t é r v e a — F(q) f ü g g v é n y r e n y e r j ü k a B ) f e l -
t é t e l s z ü k s é g e s s é g é t é s e l é g s é g e s s é g é t . A 8 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

A 8 . t é t e l b ő l s p e c i á l i s a n k ö v e t k e z i k a z o n n í v ó h a l m a z o k ö s s z e f ü g g ő v o l t a , 
a h o l a m o n o t o n n ö v e k e d ő ( f o g y ó ) f ü g g v é n y m i n i m u m o t ( i l l e t v e m a x i m u m o t ) é r 
e l . A 8 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k t o v á b b á , h o g y h a a z F(q) f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k s z i k 
a £ p o n t r a n é z v e és u g y a n a k k o r m o n o t o n f o g y а Ç p o n t r a n é z v e , a k k o r e f ü g g v é n y 
m i n d e g y i k n í v ó h a l m a z a ö s s z e f ü g g ő . V a l ó b a n , h a a t n í v ó t a r t a l m a z k é t k ü l ö n b ö z ő 
F j , F 2 k o m p o n e n s t , a k k o r a l l . s e g é d t é t e l s z e r i n t e z e k e t v a g y a t + <5, v a g y а t — ő 
( ú > 0 ) n í v ó n a k v a l a m e l y i k k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a . A z e l s ő e s e t b e n M t , a m á s o -
d i k b a n p e d i g M, n e m ö s s z e f ü g g ő . 

4. §. A Hausdorff-féle lineáris mérték. 
Nívóhalmazok hosszúsága 

H a a s í k b e l i P k o n t i n u u m e g y s z e r ű í v , a k k o r P h o s s z ú s á g á n a k a f o g a l m á t 
n e h é z s é g n é l k ü l b e v e z e t h e t j ü k : f e l v e s z ü n k a P í v e n t e t s z é s s z e r i n t i o l y a n a0, ay, ..., an 

v é g e s p o n t s o r o z a t o t , h o g y as a P í v e n t e k i n t v e e l v á l a s z t j a a z as+1 p o n t o k a t . 
T o v á b b á k é p e z z ü k a z t a p o l i g o n t , a m e l y n e k e g y m á s u t á n k ö v e t k e z ő s z ö g p o n t j a i 
a0, ax, ..., a„, é s a z ö s s z e s i l y e n p o l i g o n o k h o s s z ú s á g á n a k f e l s ő h a t á r á t v á l a s z t j u k 
P h o s s z ú s á g á n a k . T o v á b b á , h a F v é g e s s z á m ú e g y s z e r ű í v b ő l á l l ó k o n t i n u u m , a k k o r 
k ö n n y e n e l ő á l l í t h a t ó v é g e s s z á m ú k ö z ö s p o n t t a l r e n d e l k e z ő о 1 , . . . , a „ e g y s z e r ű 
í v e k ö s s z e g e k é n t . E b b e n a z e s e t b e n t e r m é s z e t e s d o l o g а a,,..., a„ í v e k h o s s z ú s á -
g á n a k ö s s z e g é t t e k i n t e n i P h o s s z ú s á g á n a k . H a a P k o n t i n u u m l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő , 
a k k o r P h o s s z ú s á g á n a k v e h e t j ü k P m i n d a z o n P' r é s z k o n t i n u u m a i h o s s z ú s á g á n a k 
f e l s ő h a t á r á t , a m e l y e k v é g e s s z á m ú e g y s z e r ű í v b ő l á l l n a k . H a a k o n t i n u u m n e m 
l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő , a k k o r m e g k e l l v á l t o z t a t n u n k a h o s s z ú s á g d e f i n í c i ó j á t . 

A j e l e n n e h é z s é g e k a z o n b a n c s a k a k k o r m e r ü l n e k f e l , a m i k o r á t t é r ü n k a n e m 
ö s s z e f ü g g ő h a l m a z o k h o s s z ú s á g á n a k b e v e z e t é s é r e . A m i f e l a d a t u n k h o z n e m t a r -

5* 
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t o z i k h o z z á a h o s s z ú s á g f o g a l m á n a k á l t a l á n o s v i z s g á l a t a . A z e k é r d é s i r á n t é r d e k -
l ő d ő o l v a s ó n a k figyelmébe a j á n l j u k p é l d á u l A . N . KOLMOGOROV [5] m u n k á j á t . 
S z á m u n k r a a h a l m a z o k h o s s z ú s á g a k i s e g í t ő , d e s z ü k s é g e s f o g a l o m a k é t v á l t o z ó s 
f ü g g v é n y e k é s n í v ó h a l m a z a i k t a n u l m á n y o z á s á n á l . E z é r t e b b e n a r é s z b e n k i s s é l e -
r ö v i d í t j ü k a t á r g y a l á s t é s n e m i s m é t e l j ü k el n é h á n y f o n t o s , d e j ó l i s m e r t , é s k ö n y -
n y e n h o z z á f é r h e t ő t a n k ö n y v e k b e n k i f e j t e t t t é t e l b i z o n y í t á s á t . 

A z Rn e u k l i d e s z i t é r b e n Carathéo dory-féle k ü l s ő m é r t é k n e k n e v e z ü n k m i n d e n 
o l y a n v(E) ( A c R „ ) h a l m a z f ü g g v é n y t , a m e l y r e t e l j e s ü l a z a l á b b i h á r o m f e l t é t e l : 

1. v ( £ ) & 0 ( e s e t l e g v ( £ ) = - t -

2 . H a a z Ek,E2 h a l m a z o k e g y m á s t ó l í / > 0 t á v o l s á g r a v a n n a k , a k k o r 

V ( A X + A 2 ) - v(E1) + V(E2). 
3. T e t s z é s s z e r i n t i E„ (n = 1 , 2 , . . . ) h a l m a z o k r a 

n n 

M e g j e g y e z z ü k , h o g y s o k k a l á l t a l á n o s a b b t e r e k h a l m a z a i r a i s l e h e t Carathéo-
dory-féle k ü l s ő m é r t é k e t é r t e l m e z n i , d e s z á m u n k r a t e l j e s e n e l e g e n d ő k a s í k b e l i h a l -
m a z o k o n é r t e l m e z e t t k ü l s ő m é r t é k e k . 

1 3 . d e f i n í c i ó . A z E h a l m a z t v-mérhetönek n e v e z z ü k , h a t e t s z é s s z e r i n t i 
£ > 0 é s N é r t é k h e z v ( £ ) < e s e t é n t a l á l h a t ó o l y a n F с E z á r t h a l m a z , h o g y 

v ( £ ) — V ( A ) < £ , V ( A ) = + O ° e s e t é n p e d i g o l y a n FezE z á r t h a l m a z , a m e l y r e v(F)>N. 
A Borel-halmazok b á r m e l y Carat héodory-fé\c k ü l s ő m é r t é k r e n é z v e m é r h e t ő k 

a 13 . d e f i n í c i ó s z e r i n t i é r t e l e m b e n . A A o r e / - h a l m a z o k ö s s z e s s é g é n b á r m e l y Carathéo-
dory-féle k ü l s ő m é r t é k t e l j e s e n a d d i t í v . E z e n t é t e l e k b i z o n y í t á s á t a z o l v a s ó m e g t a -
l á l h a t j a SAKS „Theory of the integral" c í m ű [6] k ö n y v é b e n . 

M i e g y k o n k r é t Carathéodory-mértéket f o g u n k h a s z n á l n i , a Hausdorff-féle 
l i n e á r i s m é r t é k e t . 

1 4 . d e f i n í c i ó . L e g y e n E v a l a m e l y s í k b e l i p o n t h a l m a z é s l e g y e n <re £ - n á l n e m 

n a g y o b b s u g a r ú k ö r ö k b ő l á l l ó é s a z E h a l m a z t l e f e d ő r e n d s z e r . J e l e n t s e v (ac) a 
o y h o z t a r t o z ó k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g é t . L e g y e n v c (E) = i n f v(oc), a h o l a z a l s ó 
h a t á r a z ö s s z e s l e h e t s é g e s <r£ r e n d s z e r e k r e k é p e z e n d ő . A v(E) = l i m v f E ) s z á m o t 

£->0 
a z E h a l m a z H a u s d o r f f - f é l e k ü l s ő l i n e á r i s m é r t é k é n e k n e v e z z ü k ( e l ő f o r d u l h a t , h o g y 
v ( E ) = + 

A v e ( E ) s z á m o t a v ( E ) Hausdorff-féle k ü l s ő l i n e á r i s m é r t é k £ - k ö z e l í t é s é n e k 

n e v e z z ü k . H a a z E h a l m a z m é r h e t ő e z e n k ü l s ő m é r t é k s z e r i n t , a k k o r a v(E) s z á m o t 
e g y s z e r ű e n E (Hausdorff-féle) l i n e á r i s m é r t é k é n e k n e v e z z ü k . A l i n e á r i s m é r t é k e t 
n é h a a h a l m a z h o s s z ú s á g á n a k f o g j u k n e v e z n i . 

A Hausdorff-féle k ü l s ő l i n e á r i s m é r t é k r e m a j d n e m t r i v i á l i s a n t e l j e s ü l a Carathéo-
dory-féle m é r t é k m i n d h á r o m d e f i n i á l ó t u l a j d o n s á g a . 

T e h á t minden Borel-halmaz lineárisan mérhető Hausdorff szerint, és ha El,E1, ... 
egymást páronkint nem metsző Borel-halmazok, akkor 

V ( Z £ „ ) = 2 V ( £ „ ) . 
n n 

M o s t a n t ó l k e z d v e v ( £ ) - v e l a s í k b e l i E h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k é t 

f o g j u k j e l ö l n i . 
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T e g y ü n k n é h á n y e g y s z e r ű m e g j e g y z é s t a z á l t a l u n k b e v e z e t e t t l i n e á r i s m é r t é k r e 
v o n a t k o z ó a n . 

17. SEGÉDTÉTEL. Legyen К valamely cl átmérőjű kontinuum. Akkor v(K)^d, 
sőt, v, (K) s d tetszés szerinti e>0 értékre. 

A b i z o n y í t á s a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y а К k o n t i n u u m n a k k ö r ö k k e l v a l ó 
b á r m e l y er l e f e d é s é n é l a z á t m é r ő k ö s s z e g e s d, m e r t h a a é s b a Ä" k o n t i n u u m p o n t j a i 
é s \a, b\=d, a k k o r a c r -hoz t a r t o z ó k ö r ö k n e k a z [a, b] s z a k a s z r a v a l ó v e t ü l e t e e z t 
a z e g é s z s z a k a s z t l e f e d i . 

9 . TÉTEL. Egyszerű ív vagy topológikus kör Hausdorff-féle lineáris mértéke egyenlő 
közönséges értelemben vett hosszúságával. Lokálisan nem összefüggő kontinuum Haus-
dorff-féle lineáris mértéke végtelen. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n a0, ax, ..., a„ a z L e g y s z e r ű ív p o n t j a i n a k o l y a n s o r o z a t a , 
h o g y as e l v á l a s z t j a a z < 7 s _ l 5 e ? s + 1 p o n t o k a t . A k k o r a z L e g y s z e r ű í v ü s - t ő l a s + 1 - i g 

n 
t e r j e d ő s z a k a s z á n a k á t m é r ő j e l e g a l á b b | a s , ű s + 1 | , t e h á t il> a m i b ő l 

S=1 
k ö v e t k e z i k , h o g y a H a u s d o r f f - f é l e l i n e á r i s m é r t é k n e m k i s e b b , m i n t a z L ív s z o k á s o s 
é r t e l e m b e n v e t t \L\ h o s s z ú s á g a . 

M á s r é s z t l e g y e n L h o s s z ú s á g a t o v á b b á l e g y e n £ = > 0 t e t s z é s s z e r i n t i 

s z á m , a z n t e r m é s z e t e s s z á m p e d i g o l y a n n a g y , h o g y V á l a s s z u n k a z L í v e n 

и 
o l y a n a0,a1, •••,a2n p o n t o k a t , h o g y L h o s s z ú s á g a as é s as+2 k ö z ö t t — l e g y e n . 

A z a1,a3,as,... p o n t o k m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l r a j z o l j u n k ^ s u g a r ú k ö r ö k e t . 

2 N 
E k ö r ö k ö s s z e g e l e f e d i a z L í v e t , m i n d e g y i k ü k s u g a r a < £ , é s á t m é r ő i k ö s s z e g e 
/(. E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y ve(L) = \L\ t e t s z é s s z e r i n t i £ - r a , é s í g y v(L) = \L\. 

M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y h a К l o k á l i s a n ö s s z e n e m f ü g g ő k o n t i n u u m , a k k o r 
v ( Ä ) = - b o o . V a l ó b a n , t e g y ü k f e l , h o g y a z a£K p o n t b a n К n e m l o k á l i s a n ö s s z e -
f ü g g ő . A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n a k ö z é p p o n t ú 5 k ö r , h o g y a b á r m e l y k ö r n y e z e t é n e k 
l e g a l á b b e g y p o n t j a a z S[)K h a l m a z n a k m á s k o m p o n e n s é b e n f e k s z i k , m i n t a. 
I n n e n k ö v e t k e z i k , h o g y t a l á l h a t ó a z S í ) К h a l m a z p á r o n k i n t k ü l ö n b ö z ő k o m p o -
n e n s e i b ő l á l l ó K X , K 2 , . . . s o r o z a t , a m e l y n e k e l e m e i b ő l a l k a l m a s a n k i v á l a s z t v a 
e g y - e g y p o n t o t , a k a p o t t p o n t s o r o z a t o - h o z t a r t . JANISZEWSKI t é t e l e s z e r i n t m i n d -
e g y i k K s k o m p o n e n s n e k v a n t o r l ó d á s i p o n t j a S h a t á r á n , é s í g y e l é g n a g y s 0 i n d e x t ő l 
k e z d v e m i n d e n Ks k o m p o n e n s á t m é r ő j e m e g h a l a d j a a z S k ö r á t m é r ő j é n e k e g y -
h a r m a d á t . 

A 17. s e g é d t é t e l b ő l é s a l i n e á r i s m é r t é k a d d i t í v v o l t á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y 

M o s t á t t é r ü n k a f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k n í v ó h a l m a z a i h o s s z ú s á g á n a k a v i z s g á -
l a t á r a . v(Et) h e l y e t t g y a k r a n a v ( f ) j e l ö l é s t f o g j u k h a s z n á l n i . A l a p v e t ő f e l a d a t u n k 
a n n a k a m e g m u t a t á s a , h o g y m a j d n e m m i n d e n t n í v ó r a a v(t) n í v ó h a l m a z - h o s s z ú -
s á g e g y e n l ő e n í v ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g é v e l . 

18. SEGÉDTÉTEL. Legyen MczJ zárt halmaz. Legyen M' azoknak a pontoknak 
a halmaza, amelyek az M halmaznak valamelyik, a J tartományt szét nem választó 
komponenséhez tartoznak. Az M ' halmaz Gö típusú. 
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BIZONYÍTÁS. J e l ö l j ü k M e - n a l m i n d a z o n K c M k o m p o n e n s e k p o n t j a i n a k h a l -
m a z e l m é l e t i ö s s z e g é t , a m e l y e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó k é t e s u g a r ú , а К k o m p o n e n s 
á l t a l e g y m á s t ó l e l v á l a s z t o t t é s a z M h a l m a z t n e m m e t s z ő n y í l t k ö r , Qy é s Q2. Az MF 

h a l m a z z á r t . T o v á b b á m i n d e n a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó К k o m p o n e n s e l é g k i s e 
é r t é k m e l l e t t h o z z á t a r t o z i k Mc-hoz. K ö v e t k e z é s k é p p e n M' = M —У,М\ , e b b ő l 

И IT 
v i s z o n t k ö v e t k e z i k , h o g y a z M h a l m a z Gö t í p u s ú . 

19 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(iJ) folytonos függvény, E, e függvény valamely nívó-
o + -

halmaza és M, M, M az E, halmaz összes koncentrikus szingularitású komponenseihez, 
összes félmaximumot szolgáltató komponenseihez, illetve összes félminimumot szol-

o + -
gáltató komponenseihez tartozó pontok összessége. Akkor M, M és M Borel-mérhető 
halmazok. 

о 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n M(ö, o) a z o n Ke E, k o m p o n e n s e k e g y e s í t é s e , a m e l y e k 

m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó e g y K ' e E , k o m p o n e n s ú g y , h o g y K' e l v á l a s z t j a a 
v i z s g á l t К k o m p o n e n s t а К k o m p o n e n s ő - k ö r n y e z e t é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z á t ó l , é s 
а К, K' k o m p o n e n s e k e t a z Et + 0 h a l m a z e l v á l a s z t j a e g y m á s t ó l ; l e g y e n t o v á b b á M a 
J t a r t o m á n y t s z é t n e m v á l a s z t ó F t - b e l i k o m p o n e n s e k e g y e s í t é s e . 

о 
M e g m u t a t j u k , h o g y M ( 3 , q ) t e t s z é s s z e r i n t i «5 0 é s < ? > 0 é r t é k m e l l e t t z á r t 

о 
h a l m a z . V a l ó b a n , l e g y e n K„eM(ô, д), n = 1, 2 , . . . . L e g y e n a z a p o n t a {Kn} s o r o z a t r a 
n é z v e t o r l ó d á s i p o n t . L e g y e n К Э а a z E, n í v ó h a l m a z k o m p o n e n s e . M i n d e n K„-hez 
t a l á l h a t ó e g y Kh k o m p o n e n s . V á l a s s z u k k i a t e r m é s z e t e s s z á m o k o l y a n { n s } r é s z s o r o z a -
t á t , h o g y l t Kns + 0 . A k k o r а К = I t K'„s h a l m a z k o n t i n u u m . M e g m u t a t j u k , h o g y a 

s s 

K'e> К k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a а К h a l m a z t К ő - k ö r n y e z e t é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z á t ó l . 

L e g y e n U а К h a l m a z ő - k ö r n y e z e t e é s b£CU. L e g y e n Ljb а К h a l m a z t m e t s z ő k o n -
Q ^ 

t i n u u m . F e n n á l l д ( Ь , K ) = 0 <5. V e z e s s ü k b e a <5t = — - — j e l ö l é s t . E l é g n a g y j - r e 

m i n d e n K„s b e n n e v a n а К k o m p o n e n s с^ - k ö r n y e z e t é b e n . E n n é l f o g v a b i z o n y o s s - t ő l 

k e z d v e q(Kn,b)>ô é s í g y KfOL+O. D e a k k o r I t Á ^ H i Á O is f e n n á l l , v a g y i s 

b á r m e l y L k o n t i n u u m m e t s z i a KeK' h a l m a z t , a z a z K' e l v á l a s z t j a e g y m á s t ó l а К 

é s a CU h a l m a z t , e b b ő l p e d i g k ö n n y e n k ö v e t k e z i k , h o g y K' e l v á l a s z t j a K-t é s CU-t is . 
T e g y ü k f e l , h o g y a tn + g n í v ó K',i k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a a Kn, K'„ k o m p o n e n s e -

k e t . L e g y e n a t e r m é s z e t e s s z á m o k {ns} r é s z s o r o z a t a m á r o l y a n r i t k a , h o g y l t Kf +0. 
s 

L e g y e n K" az Et+„ h a l m a z n a k a z l t K'f h a l m a z t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s e . A k k o r 

t e l j e s e n h a s o n l ó a n a h h o z , a h o g y a z i m é n t e l j á r t u n k , b e l e h e t b o z o n y í t a n i , h o g y K" 
о 

e l v á l a s z t j a a К és a K' k o m p o n e n s t . T e h á t M(ö, g) z á r t h a l m a z . N y i l v á n v a l ó a z o n -

b a n , h o g y 

ù = n z Т ) П Л Г + П 2 - } ) ( W , 
о 

v a g y i s M l e g f e l j e b b a m á s o d i k B o r e l - o s z t á l y b a t a r t o z i k . 
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+ + 
M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y M i s Borel-halmaz. J e l ö l j e E(r,9,e) a z o n KaE, 

k o m p o n e n s e k e g y e s í t é s é t , a m e l y e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó a z a l á b b i t u l a j d o n -
s á g o k k a l r e n d e l k e z ő ' L k o n t i n u u m : 

a ) F (íj) ^ / — £ h a rj^L; 
b ) L m e t s z i a z Ur h a l m a z t , a h o l Ura К k o m p o n e n s / - - k ö r n y e z e t e ; 
c ) L t a r t a l m a z o l y a n b p o n t o t , h o g y F(b)^t — 9. 

+ 
A z E(r,9,e) h a l m a z o k b á r m e l y r > 0 , 0 > O , m e l l e t t z á r t a k . V a l ó b a n , 

+ 
l e g y e n a a z E(r, 0, e) h a l m a z b ó l v e t t {a„} p o n t s o r o z a t t o r l ó d á s i p o n t j a . L e g y e n K„ 
a z E,n h a l m a z n a k a z a„ p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s e . L e g y e n Ln a Kn - n e k m e g -
f e l e l ő k o n t i n u u m . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , h o g y l t £ „ ^ 0 . 

n 
L e g y e n L = l t Ln. A z L k o n t i n u u m r a n y i l v á n v a l ó a n t e l j e s ü l n e k a z a ) , b ) , c ) t u l a j d o n -

n 
s á g o k ( а К Э а k o m p o n e n s r e v o n a t k o z ó a n ) . V e z e s s ü k b e a z 

i к m \ к / m J 
j e l ö l é s t . 

+ + + + 
M e g m u t a t j u k , h o g y E* =E. A z EaE* t a r t a l m a z á s n y i l v á n v a l ó . 

+ + + 

B e b i z o n y í t j u k , h o g y E * a E . L e g y e n ( £ £ * é s К a z a k o m p o n e n s , a m e l y b e n ( 

f e k s z i k . T a l á l h a t ó o l y a n /, h o g y a 90=~ j e l ö l é s s e l 

^•П^Лт-О-т)-
T o v á b b á t a l á l h a t ó a k o n t i n u u m o k n a k o l y a n {Lk} s o r o z a t a , h o g y L t - n a k v a n o l y a n 

bk p o n t j a , a m e l y r e F(bk)^t — 90, e z e n f e l ü l Lk m e t s z i a £ k o m p o n e n s ~ - k ö r n y e z e t é t , 

К 
é s a z Lk k o n t i n u u m o n m i n d e n ü t t f e n n á l l F(rj)<t. L e g y e n {tjk} a z Lk h a l m a z o k 
p o n t j a i b ó l á l l ó s o r o z a t , a m e l y t a r t e g y p o n t h o z . A ijk p o n t o k k ö z ö t t v a g y 
t a l á l h a t ó o l y a n , a m e l y e t a z Et — К h a l m a z t n e m m e t s z ő L k o n t i n u u m ö s s z e k ö t K-\al, 
v a g y m i n d e g y i k ( k p o n t o t e g y CkcE, — K k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a / f - t ó l . A z e l s ő 
e s e t b e n К d e f i n í c i ó s z e r i n t f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s . A m á s o d i k e s e t 
n e m l e h e t s é g e s . V a l ó b a n , a {Ck} s o r o z a t r a C o í í í Q - А С = l t Ck t o p o l ó g i a i l i m e s 

к к 
s u p e r i o r ö s s z e f ü g g ő , e z é r t С а К . D e h a í g y á l l a d o l o g , a k k o r t e t s z é s s z e r i n t i <5 > 0 
s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n n a g y N s z á m , h o g y CNczUö, a h o l Us а К k o m p o n e n s 

Q 
ő - k ö r n y e z e t e . L e g y e n a ő > 0 s z á m o l y a n k i c s i n y , h o g y a z Uâ h a l m a z o n F(rj) ё / — у 

é s Uö n e m v á l a s z t j a s z é t a z E,_0o h a l m a z p o n t j a i t (K n e m v á l a s z t j a s z é t a J t a r t o m á n y t , 
m e r t K a M'). A k k o r CN, a m e l y e l v á l a s z t j a a ÇN p o n t o t é s а К h a l m a z t , а К h a l m a z t 
bN-tői i s e l v á l a s z t j a . D e Uö é s a f o r t i o r i a CNa Uô h a l m a z n e m v á l a s z t j a s z é t a 
bN, bs p o n t o k a t e g y e t l e n s - r e s e m . E n n é l f o g v a a CN k o m p o n e n s m i n d e g y i k Ls k o n -
í i n u u m o t e l v á l a s z t j a / f - t ó l . E z a z o n b a n e l é g n a g y j é r t é k e k r e e l l e n t m o n d a n n a k a 
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1 + + 
f e l t é t e l n e k , h o g y L s m e t s z i a A k o m p o n e n s - - k ö r n y e z e t é t . E z z e l a z E = E* e g y e n l ő -

+ 
s é g e t é s e g y b e n M B o r e l - m é r h e t ő s é g é t b e b i z o n y í t o t t u k . 

О + 
V é g ü l M — M ' — M — M , és í g y M s z i n t é n B o r e l - h a l m a z . 
A t o v á b b i a k b a n a z Et n í v ó h a l m a z a z o n r é s z h a l m a z a i r a , a m e l y e k a f é l m a x i m u -

m o t s z o l g á l t a t ó , f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó , i l l e t v e k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m -
+ - О 

p o n e n s e k h e z t a r t o z ó p o n t o k b ó l á l l n a k , r e n d r e a z Et, Et, i l l . E, j e l ö l é s t f o g j u k h a s z -
n á l n i . 

' о 
M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y h a a z a d o t t E , n í v ó n a k m e g f e l e l ő E , p o n t h a l -

m a z l i n e á r i s m é r t é k e k ü l ö n b ö z i k n u l l á t ó l , a k k o r e z e n E , n í v ó s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n -
s e i n e k ö s s z h o s s z ú s á g a + E h h e z fe l f o g j u k h a s z n á l n i a d o t t h a l m a z pszeudo-átmérő-
jének k i s e g í t ő f o g a l m á t . 

15. d e f i n í c i ó . L e g y e n E a s í k v a g y a g ö m b f e l ü l e t t e t s z é s s z e r i n t i h a l m a z a , 
c{E) p e d i g k ö r ö k n e k o l y a n r e n d s z e r e , a m e l y l e f e d i a z E h a l m a z t . J e l ö l j ü k a a{E) 
r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g é t v [ < r ( £ ) ] - v e l . L e g y e n v(E) = 

= i n f y [ c r ( F ) ] , a h o l a z a l s ó h a t á r a z összes lehetséges <т(Е) r e n d s z e r e k r e k é p e z e n d ő . 
A y(E) s z á m o t a z E h a l m a z pszeudo-átmérőjének n e v e z z ü k . 

Megjegyzés. H a v(E) > 0 , a k k o r v(E) ^ у ( E ) =>0. I t t v ( £ ) a H a u s d o r f f - f é l e külső 
l i n e á r i s m é r t é k e t j e l e n t i . E m e g j e g y z é s b i z o n y í t á s a n y i l v á n v a l ó . 

2 0 . SEGÉDTÉTEL. Legyen M és N két J-be/i ponthalmaz és P valamely őket elvá-
lasztó zárt halmaz. Legyen L{P) a P halmaz J-t szétválasztó komponensei hosszúságá-
nak összege. Akkor L(P') — m i n [ v ( A / ) , y ( A ' ) ] . 

BIZONYÍTÁS. M i n t h o g y a P h a l m a z M m i n d e g y i k p o n t j á t e l v á l a s z t j a N m i n d e g y i k 
p o n t j á t ó l , e z e k e t a p o n t o k a t v a l a m e l y KczP k o m p o n e n s is e l v á l a s z t j a , é s í g y К 
s z é t v á l a s z t j a a J t a r t o m á n y t . F e l e l t e s s ü n k m e g m i n d e n a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó 
KczP k o m p o n e n s n e k e g y o l y a n O(K) n y í l t k ö r t , a m e l y n e k k ö z é p p o n t j a A - b a n 
f e k s z i k é s s u g a r a К á t m é r ő j é n e k k é t s z e r e s e . A z t á l l í t o m , h o g y a z ö s s z e s i l y e n k ö r ö k 

ö s s z e g e a z M, N h a l m a z o k k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k e t t a r t a l m a z z a . V a l ó b a n , 
l e g y e n a z á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n H M — 2 , f f . A £ é s a z q p o n t o t a P h a l m a z 

К k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a . A k k o r a z O(K) k ö r b i z t o s a n t a r t a l m a z z a a Ç, rj p o n t o k 
k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k e t . A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r J a g ö m b f e l ü l e t , e z n y i l v á n v a l ó , 
u g y a n i s v a l a m e l y k ö r ö n k í v ü l f e k v ő k é t p o n t o t a k ö r n e m v á l a s z t e l , m é g k e v é s b é 
e g y a k ö r ö n b e l ü l f e k v ő h a l m a z . T e k i n t s ü k a z t a z e s e t e t , a m i k o r J n é g y z e t . A z O(K) 
k ö r а IJ, 9 p o n t o k e g y i k é t s e m v á l a s z t j a e l a n é g y z e t h a t á r á t ó l , t o v á b b á e g y i k ü k e t 
s e m v á l a s z t j a el l e g a l á b b k é t s z o m s z é d o s o l d a l t ó l é s a z e z e k k ö z t f e k v ő c s ú c s t ó l . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n а К k o m p o n e n s n e k v o l n á n a k p o n t j a i a J n é g y z e t h a t á r á n , m é g -
h o z z á l e g a l á b b k é t o l y a n o l d a l á n , h o g y e z e k a z o l d a l a k v a g y á t e l l e n e s e k , v a g y O(K) 
a r] p o n t o k k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k e t n e m v á l a s z t j a el a s z ó b a n f o r g ó o l d a l a k k ö z t 
f e k v ő a c s ú c s t ó l . M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t t e g y ü k fe l , h o g y O(K) n e m v á l a s z t j a 
el a 7 et p o n t o k a t . A z e l s ő e s e t b e n a z O(K) k ö r b e f e d i a z e g é s z n é g y z e t e t , a m á s o d i k -
b a n p e d i g a k ö z ö s a c s ú c s o t é s а ^ p o n t o t . T e h á t a z O(K) k ö r ö k ö s s z e g e b e f e d i v a g y 
M-et, v a g y A - e t . D e a k k o r á t m é r ő i k ö s s z e g e d e f i n í c i ó s z e r i n t l e g a l á b b m i n [ v ( M ) , 
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y ( A ) ] . M i n d e g y i k К k o m p o n e n s h o s s z ú s á g a n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t AT á t m é r ő j e , 

a m e l y 0 ( K ) á t m é r ő j é n e k • - s z e r e s e . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 

21. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) a szokásos J tartományon megadott folytonos függ-
o 

vény, E, e függvény valamely nívóhalmaza, E, с E, pedig a koncentrikus szingularitású 
о 

komponensek pontjainak halmaza. Ha v(Et) > 0 , akkor az Et halmaz J tartományt 
szétválasztó komponensei hosszúságának L(E,) összege végtelen. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n M0 a z Et h a l m a z t n e m m e t s z ő z á r t k ö r . V á l a s s z u k A g y a n á n t 
О 1 ° ° 

E, o l y a n z á r t r é s z h a l m a z á t , a m e l y r e v(Et). F e l e l t e s s ü k m e g m i n d e n KczEt 

k o m p o n e n s n e k a z E, h a l m a z v a l a m e l y , A - t ó l k ü l ö n b ö z ő é s a K, M0 h a l m a z o k a t 
e g y m á s t ó l e l v á l a s z t ó K'(K) k o m p o n e n s é t . A ' ( A ) n e m t a r t a l m a z z a а К k o m p o n e n s t , 
é s í g y a n n a k e g y UX(K) k ö r n y e z e t é t i s e l v á l a s z t j a M0-tói. A H e i n e — B o r e l - t é t e l s z e r i n t 
v é g e s s z á m ú K-hoz t a r t o z ó U f K ) k ö r n y e z e t e k b e f e d i k A - e t . T e k i n t s ü k a z e z e n К 
k o m p o n e n s e k n e k m e g f e l e l ő К ( К ) h a l m a z o k a t . A z u t ó b b i a k h o s s z ú s á g a i n a k ö s s z e g é t 
L , - g y e l j e l ö l v e a z e l ő z ő s e g é d t é t e l a l a p j á n k a p j u k : L 1 f e m i n [ y ( A ) , у ( Л / 0 ) ] = d>~0. 

M o s t l e g y e n т 1 = — g(Sí,N), a h o l Sx a v á l a s z t o t t A ' ( A ) k o m p o n e n s e k ö s z -
A о 

s z e g e . K é p e z z ü n k e g y S2 h a l m a z t a k ö v e t k e z ő k é p p e n : m i n d e n А с A , k o m p o n e n s n e k 
f e l e l t e s s ü n k m e g e g y K"(K) k o m p o n e n s t , a m e l y а К k o m p o n e n s t e l v á l a s z t j a К 
г , - k ö r n y e z e t é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z á t ó l (és s p e c i á l i s a n M 0 - t ó l ) . A - v a l e g y ü t t a K'\K) 
k o m p o n e n s v a l a m e l y t / 2 ( A ) r > A k ö r n y e z e t e t i s e l v á l a s z t M 0 - t ó l . A H e i n e — B o r e l -
t é t e l a l a p j á n v á l a s s z u n k k i v é g e s s z á m ú K"(K) k o m p o n e n s t ú g y , h o g y a m e g f e l e l ő 
U 2 ( K ) k ö r n y e z e t e k b e f e d j é k A - e t . E k o m p o n e n s e k ö s s z e g é t n e v e z z ü k S 2 - n e k . L e g y e n 
L2 a z ö 2 - h ö z t a r t o z ó k o m p o n e n s e k h o s s z ú s á g a i n a k ö s s z e g e . A z e l ő b b i e k s z e r i n t 
L2=d>0. F o l y t a t v a u g y a n e z t a z e l j á r á s t , e g y m á s t n e m m e t s z ő é s a z Et n í v ó 
k o m p o n e n s e i t s z é t v á l a s z t ó S x , S 2 , ... h a l m a z o k a t k a p u n k , a h o l b á r m e l y i k 5 , , - h e z 
t a r t o z ó k o m p o n e n s e k h o s s z ú s á g a i n a k ö s s z e g e n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t e g y k ö -
z ö s 0 s z á m . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 

A 2 1 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a v ( í ) függvény nem függ attól, hogy az 
egész Et nívóhalmaz Hausdorff-féle lineáris mértékét tekintjük v(t)-nek, vagy elhagyjuk 
belőle azokat a pontokat, amelyek koncentrikus szingularitású komponenshez tartoznak. 

T o v á b b i c é l u n k a n n a k a m e g m u t a t á s a , h o g y a félmaximumot vagy félminimumot 
szolgáltató komponensek szintén nem befolyásolják lényegesen a nívóhalmazok hosz-
szúságát, kivéve esetleg megszámlálhatóan sok nívót. 

16. d e f i n í c i ó . A z F(q) f ü g g v é n y Et n í v ó h a l m a z á n a k a J t a r t o m á n y t s z é t n e m 
v á l a s z t ó К k o m p o n e n s é t h-félmaximumot (h-félminimumot) s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s -

n e k n e v e z z ü k , h a v a n o l y a n L k o n t i n u u m , h o g y L f l Á ^ O , t í l ( £ ' , - Á ) = 0 é s 

t a l á l h a t ó o l y a n ridL p o n t , a m e l y r e F(q)St — h ( i l l e t v e F(p)^t+h). 

22. SEGÉDTÉTEL. Az F(rj) folytonos függvény E, nívóhalmazának h-félmaximumot 
+ 

szolgáltató komponenseihez tartozó pontok M,(h) halmaza és a h-félminimumot szol-
gáltató komponensekhez tartozó pontok M,(h) halmaza Borel-halmaz. 
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+ 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n E(r,0,e) j e l e n t é s e u g y a n a z , m i n t a 19. s e g é d t é t e l b e n . 

L e g y e n 

+ 
M e g m u t a t j u k , h o g y E(h) é p p e n a t n í v ó / / - f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s e i h e z 

+ + + 
t a r t o z ó p o n t o k M,(h) h a l m a z a . A z Mt(h) с E(h) ö s s z e f ü g g é s n y i l v á n v a l ó . F o r d í t v a , 

+ 

l e g y e n £ £ £ ( / i ) é s ff a £ p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s . A k k o r m i n d e n t e r m é s z e t e s 

A - h o z t a l á l h a t ó e g y Lk k o n t i n u u m , a m e l y m e t s z i a ff k o m p o n e n s - s u g a r ú k ö r n y e -
K. 

z e t é t , a z Ui(Kj) h a l m a z t , t o v á b b á t a r t a l m a z o l y a n bk p o n t o t , a m e l y r e F(bk)^t — h, 
T 

v é g ü l p e d i g m i n d e n q(iLk p o n t r a f e n n á l l a z F(r[)^t e g y e n l ő t l e n s é g . L e g y e n 
W(A) 

{ £ t } o l y a n p o n t s o r o z a t , a m e l y n e k e l e m e i r e n d r e a z Ui ( f f ) П Lk h a l m a z h o z t a r t o z n a k . 
к + 

H a l e g a l á b b e g y £fc p o n t o t a z E , — К j h a l m a z n e m v á l a s z t e l ff-tői, a k k o r a £ £ M , ( h ) 

ö s s z e f ü g g é s a B ' t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . H a v i s z o n t a z Et — K\ h a l m a z b á r m e l y i k £fc 

p o n t o t e l v á l a s z t j a ff-tői, a k k o r t e t s z é s s z e r i n t i A - h o z t a l á l h a t ó a £k p o n t o t é s a ff 

h a l m a z t e l v á l a s z t ó C t c £ ( - ff k o m p o n e n s . H o g y e z a z e s e t l e h e t e t l e n , a n n a k b i z o -

n y í t á s a s z ó r ó l s z ó r a m e g e g y e z i k a 19. s e g é d t é t e l b i z o n y í t á s á n a k v é g é v e l . M e g m u -

+ + (\ 1 
t a t t u k , h o g y M,(h) Borel-halmaz ( u g y a n i s a z M' h a l m a z Gö t í p u s ú , a z FI — , h, — 

\k m 
h a l m a z o k p e d i g z á r t a k ) . A z F(ij) f ü g g v é n y A - f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó p o n t j a i n a k 

Mt(h) h a l m a z a a z o n o s a — F(q) f ü g g v é n y h e z t a r t o z ó Л / _ , ( Л ) h a l m a z z a l é s í g y s z i n t é n 
B o r e l - h a l m a z . 

A t o v á b b i a k b a n a t n í v ó / / - f é l m a x i m u m o t é s A - f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o -
+ - + 

n e n s e k h e z t a r t o z ó p o n t j a i n a k h a l m a z á t M,(h) é s M,(h) h e l y e t t r e n d r e F , ( / ? ) -va l é s 
F,(h)-val f o g j u k j e l ö l n i . 

17. d e f i n í c i ó . K é t k o r l á t o s p o n t h a l m a z , M és N Hausdorff-féle távolságán a 

ö ( M , iV) = m a x { s u p [ i n f | w , и | ] ; s u p [ i n f \m, /г |]} 
M£M N£JV N£:V M£AF 

s z á m o t f o g j u k é r t e n i , a h o l m i n t m i n d i g , | m , n\ a z m, n p o n t o k k ö z ö n s é g e s t á v o l s á g a . 

18. d e f i n í c i ó . L e g y e n { M ( í ) } / - b e l i h a l m a z o k n a k v a l a m e l y n e m m e g s z á m l á l -

h a t ó r e n d s z e r e ( a £ - k v a l ó s s z á m o k ) . A z t f o g j u k m o n d a n i , h o g y .<V/íín) kétoldali kon-
denzációs halmaz, h a t e t s z é s s z e r i n t i , e > 0 e s e t é n m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n 

£ < £ o é s m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n £ > - £ 0 i n d e x v a n , a m e l y r e ő(M^o), 

2 3 . SEGÉDTÉTEL. Legyen \M{')} síkbeli korlátos halmazokból álló rendszer. 
Legfeljebb megszámlálhatóan sok kivételtől eltekintve mindegyik M(tJ kétoldali kon-
denzációs halmaz. 

BIZONYÍTÁS. N e v e z z ü k a z A / ( í ) h a l m a z г - h á l ó j á n a k a z MC !>-beli p o n t o k v a l a m e l y 

v é g e s h a l m a z á t , h a i / £ M ( í ) e s e t é n q ( t ] , Á ? ' ) < e . H a a s e g é d t é t e l n e m i g a z , 
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a k k o r t a l á l h a t ó o l y a n s > 0 s z á m é s a z h a l m a z o k n a k o l y a n n e m m e g s z á m l á l h a t ó 
P r e n d s z e r e , h o g y M^°>£P e s e t é n v a g y l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k o l y a n 

£ x í ; o v a n , v a g v l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k o l y a n v a n . a m e l y r e 

<5(M«>, M ( W ) < £ . 

£ r 
V e g y ü k fe l m i n d e g y i k M ( ? ) - b e n e g y - - h á l ó t ; f e l t e h e t j ü k , h o g y m i n d e g y i k h á l ó 

О 
u g y a n a n n y i p o n t b ó l á l l ( v a l a m i l y e n /г-re a z o k n a k a P r e n d s z e r h e z t a r t o z ó 
h a l m a z o k n a k a P ' ö s s z e s s é g e , a m e l y e k n e k v a n // p o n t b ó l á l l ó h á l ó j u k , n e m m e g s z á m -
l á l h a t ó , é s s z o r í t k o z h a t u n k P ' - r e ) . S z á m o z z u k m e g m i n d e g y i k h á l ó p o n t j a i t 1 - t ő l 
n - i g . N e v e z z ü k - n e k a v i z s g á l t h á l ó k e l s ő p o n t j a i n a k v a l a m e l y k o n d e n z á c i ó s p o n t -
j á t . L e g y e n P 2 a P ' r e n d s z e r a z o n M ( Ç ) h a l m a z a i n a k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k h e z t a r t o z ó 

£ 
h á l ó k e l s ő p o n t j a a z o^ p o n t - - s u g a r ú k ö r n y e z e t é b e n f e k s z i k . H a a P ; r e n d s z e r t 

О 
m á r m e g s z e r k e s z t e t t ü k , a k k o r v á l a s s z u k a ; + 1 g y a n á n t a P r b e l i M ( í ) h a l m a z o k h á l ó i 

( / ' + l ) - e d i k p o n t j a i n a k v a l a m e l y k o n d e n z á c i ó s p o n t j á t , é s Pi+1 g y a n á n t a P , r e n d s z e r 

a z o n h a l m a z a i n a k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k h e z t a r t o z ó h á l ó k ( / ' + l ) - e d i k p o n t j a a z 
£ 

a f + 1 p o n t — - s u g a r ú k ö r n y e z e t é b e n f e k s z i k . T e k i n t s ü k m o s t a P„ r e n d s z e r t . P„ n e m 
О 

m e g s z á m l á l h a t ó , í g y t a l á l h a t ó k o l y a n ^ < £ 2 < s z á m o k , h o g y M ( ? l ) , é s 

M(^3> b e n n e v a n P „ - b e n é s h o g y P„ m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n M{i-] h a l m a z t 

t a r t a l m a z , a m e l y r e О é s m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n ) h a l m a z t , 
a m e l y r e K ö n n y e n l á t h a t ó a z o n b a n , h o g y h a M(9cP„ é s М(ч)сР„, 
a k k o r M ( , ) ) < £ . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a z M ° 2 > h a l m a z h o z m e g s z á m l á l -
h a t ó n á l t ö b b o l y a n ^ < <^2, é s m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n £ > i n d e x v a n , a m e l y r e 

M ( 0 t á v o l s á g a M ( Í 2 ) - t ő i k i s e b b £ - n á l . E z e l l e n t m o n d f e l t e v é s ü n k n e k é s í g y b i z o n y í t j a 

a s e g é d t é t e l h e l y e s s é g é t . 

2 4 . SEGÉDTÉTEL. Legyen Á j és A j
 az F(rf) függvény E, nívójának két különböző, 

h-félmaximumot szolgáltató komponense. Legyen К ugyanennek a nívónak egy, a Áj , K2 
halmazokat elválasztó komponense. Legyen a d> 0 szám olyan kicsiny, hogy a\£,rf\Sd 
egyenlőtlenség biztosítsa | F(t]) — F(f)\ <A fennállását. Akkor а К komponens átmérője 

1 * 
legalább — d. 

О 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n a J é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a g ö m b f e l ü l e t . L e g y e n K0 o l y a n 

k ö r , a m e l y n e k k ö z é p p o n t j a а К h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i p o n t j a é s a m e l y n e k s u g a r a 
e g y e n l ő К á t m é r ő j é v e l . A K0 k ö r b i z t o s a n t a r t a l m a z z a b e l s e j é b e n v a g y Á j - e t é s e g y 
o l y a n L k k o n t i n u u m o t , a m e l y m e t s z i Á j - e t , n e m m e t s z i a z F ( — Á j h a l m a z t , é s 
l e g a l á b b e g y p o n t j á b a n F(ri)^t — h, v a g y a K2 k o m p o n e n s t é s v a l a m e l y n e k i m e g -
f e l e l ő L2 k o n t i n u u m o t . E b b ő l k ö v e t k e z i k á l l í t á s u n k . A n é g y z e t e s e t é b e n a b i z o n y í t á s 
u g y a n í g y t ö r t é n i k , c s a k a K 0 k ö r t k é t s z e r a k k o r a s u g a r ú n a k k e l l v á l a s z t a n i . 

F e l h a s z n á l v a a b e v e z e t e t t f o g a l m a k a t é s a b e b i z o n y í t o t t 2 2 — 2 4 . s e g é d t é t e l e k e t , 
m e g k a p j u k a / / - f é l m a x i m u m o t ( / / - f é l m i n i m u m o t ) s z o l g á l t a t ó p o n t o k r a v o n a t k o z ó , 
f e n t e b b m e g f o g a l m a z o t t e r e d m é n y t . 

2 5 . SEGÉDTÉTEL. Legyen a J tartományon megadott F(ij) folytonos függvénynek 
+ -

megszámlálhatónál több olyan nívója, amelyre az E, (illetve EJ halmaz lineáris mértéke 
nullától különböző. Mindegyik ilyen nívóra, kivéve legfeljebb megszámlálhatóan sokat, 
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az illető nívónak a J tartományt szétválasztó komponensei hosszúságainak összege 
végtelen. 

BIZONYÍTÁS. T e k i n t s ü k a z t a z e s e t e t , a m i k o r a n í v ó k v a l a m e l y n e m m e g s z á m l á l -

+ + , + / 1 \ 
h a t ó 21 r e n d s z e r é r e v(E,)>0. N y i l v á n v a l ó , h o g y Et = 2 ЕЛ — 1 . T o v á b b á m i n d e n 

í £ 2 l é r t é k h e z t a l á l h a t ó o l y a n n , h o g y v Et , 1 n 

sn 
1 ' " 

0 . V á l a s s z u k a ( 1 > 0 é s а Л > 0 

s z á m o t o l y a n k i c s i n y n e k , h o g y m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b t é r t é k r e f e n n á l l j o n a 
+ + 

v [ i í ( ( A ) ] > 2 0 > 0 e g y e n l ő t l e n s é g . M i n d e n i l y e n E,{h) h a l m a z h o z v á l a s s z u n k e g y 
+ 

P,(zE,(h) z á r t h a l m a z t , a m e l y r e у(P,)>6. I l y e n v á l a s z t á s a 2 2 . s e g é d t é t e l é s a Borel-
h a l m a z o k v - m é r h e t ő s é g e m i a t t l e h e t s é g e s . A 2 3 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n l e g f e l j e b b 
m e g S z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l t ő l e l t e k i n t v e m i n d e g y i k P , k é t o l d a l i k o n d e n z á c i ó s 
h a l m a z ( a t i n d e x r e v o n a t k o z ó a n ) . M e g m u t a t j u k , h o g y h a Pt0 a P, h a l m a z o k r a n é z v e 
k é t o l d a l i k o n d e n z á c i ó s h a l m a z , a k k o r a z Et0 n í v ó Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e 
m á r a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k r é v é n v é g t e l e n . 

T e g y ü k f e l , h o g y e z n i n c s í g y . M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y a k k o r £ ) 0 - n a k 

l e g f e l j e b b v é g e s s z á m ú o l y a n k o m p o n e n s e v a n , a m e l y s z é t v á l a s z t j a a P,0 h a l m a z n a k 

a s z ó b a n f o r g ó k o m p o n e n s h e z n e m t a r t o z ó p o n t j a i t . E z a 2 4 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . 
L e g y e n e k e z e k a k o m p o n e n s e k K x , . . . , K „ . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l 
f e l t e h e t j ü k , h o g y m i n d e g y i k Ks k o m p o n e n s p o n t o s a n k é t r é s z r e o s z t j a J-t, u g y a n i s 
„ n y o l c a s " t í p u s ú k o m p o n e n s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r d u l n a k 
e l ő . í g y a Kt, ...,K„ k o m p o n e n s e k a J t a r t o m á n y t и + l s z á m ú Jlt ...,Jn+1 t a r t o -
m á n y r a o s z t j á k f e l , é s k é t , a JSC\P,0 h a l m a z h o z t a r t o z ó K',K" k o m p o n e n s t E,0 
e g y e t l e n t ő l ü k k ü l ö n b ö z ő k o m p o n e n s e s e m v á l a s z t e l , t e h á t n e m v á l a s z t j a e l ő k e t 
Et0-K'-K" sem. 

M e g m u t a t j u k , h o g y t e t s z é s s z e r i n t i ú > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó E ^ - n a k v é g e s 
s z á m ú , a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó é s a P,0 h a l m a z Ő - k ö r n y e z e t é t m e t s z ő k o m p o n e n s e , 
a m e l y e k n e k ö s s z h o s s z ú s á g a l e g a l á b b 0. L e g y e n Я a K y , . . . , K n k o m p o n e n s e k h o s z -

n 
s z ú s á g a i k ö z ü l a l e g k i s e b b . A Pt0 é s 2 Ks k ö z ö t t i t á v o l s á g o t j e l ö l j ü k g - v a l . L e g y e n 

<5= 2 Q• A k é t o l d a l i k o n d e n z á c i ó s h a l m a z d e f i n í c i ó j a é r t e l m é b e n v a n o l y a n t i > t 0 , 

h o g y Pu с UÓ(P,0) ( a h o l UfM) a z M h a l m a z ú - k ö r n y e z e t e ) , s ő t , а д(P,o, Pti) Haus-
dorff-íé\e t á v o l s á g n e m n a g y o b b , m i n t - - b. 

M i n d e n qdP,, é s Ç£P,0 p o n t h o z t a l á l h a t ó a z E,0 h a l m a z n a k ő k e t e l v á l a s z t ó 
é s a Pt0 h a l m a z t n e m m e t s z ő К k o m p o n e n s e . V a l ó b a n , e l l e n k e z ő e s e t b e n v o l n a 
o l y a n L k o n t i n u u m , a m e l y t a r t a l m a z z a a £ £ P,0 é s q £ Pu p o n t o t , t o v á b b á n e m m e t s z i 

a z Et — K; h a l m a z t , a h o l K( a £ - t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s . D e a k k o r a z L — K( h a l -

m a z o n m i n d e n ü t t a m i n e m l e h e t s é g e s , m i v e l K, félmaximumot szolgáltató 
k o m p o n e n s . T e h á t l é t e z i k e m l í t e t t t u l a j d o n s á g ú К k o m p o n e n s . M i n d e n f]dPtl C\JS 
p o n t h o z r e n d e l j ü n k h o z z á e g y , a z ц p o n t o t é s a Js П P,0 h a l m a z v a l a m e l y p o n t j á t 
e l v á l a s z t ó K(t])aE,0 k o m p o n e n s t . A k k o r К e l v á l a s z t j a a z q p o n t o t P,0 bármely 
p o n t j á t ó l , m e r t e l l e n k e z ő e s e t b e n К s z é t v á l a s z t a n á a P,a h a l m a z t . А К k o m p o n e n s : 
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17-val e g y ü t t i / - n a k e g y e g é s z k ö r n y e z e t é t is e l v á l a s z t j a A , 0 - t ó l . E n n é l f o g v a t a l á l h a t u n k 
v é g e s s z á m ú i l y e n t í p u s ú K!A\...,K(m) k o m p o n e n s t , a m e l y e k ö s s z e g e e l v á l a s z t j a 
e g y m á s t ó l a P,0,PU h a l m a z o k a t . M i n d e z e k a k o m p o n e n s e k m e t s z i k a P,0 h a l m a z 
ő - k ö r n y e z e t é t , é s h o s s z ú s á g u k ö s s z e g e a 20 . s e g é d t é t e l s z e r i n t l e g a l á b b в . M i n t h o g y 
a ú > 0 s z á m t e t s z é s s z e r i n t i , i n n e n k ö n n y e n l e v e z e t h e t ő , h o g y a t0 n í v ó J - t s z é t v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s e i h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e v é g t e l e n . 

F é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s e k e s e t é r e a b i z o n y í t á s a z F(t]) f ü g g v é n y r ő l 
a — F ( q ) f ü g g v é n y r e v a l ó á t t é r é s s e l a d ó d i k . 

A 2 1 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y mihelyt a koncentrikus szingularitású kom-
ponensekhez tartozó pontok halmazának lineáris mértéke nullától különböző, az adott 
nívón már a szétválasztó komponensek ( k ö z ö n s é g e s é r t e l e m b e n v e t t ) összhosszúsága 
végtelen. A 2 5 . s e g é d t é t e l ugyanezt az eredményt a d j a arra az esetre, amikor a fél-
extrémumot szolgáltató pontok halmazának lineáris mértéke pozitív, de már nem min-
den nívóra, hanem esetleg megszámlálhatóan sok kivétellel minden nívóra. A m e g f e l e l ő 
h a l m a z o k n a k a 2 1 . s e g é d t é t e l b e n k i m u t a t o t t Borel-mérhetősége, é s a 5 o r e / - h a l m a -
z o k n a k a (Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k r e v o n a t k o z ó ) m é r h e t ő s é g e a l a p j á n i n n e n a 
k ö v e t k e z ő k a d ó d n a k : 

10. TÉTEL. Legyen F(rj) a J négyzeten vagy gömbfelületen értelmezett folytonos 
függvény. Akkor legfeljebb megszámlálhatóan sok t érték kivételével minden Et nívó-
halmaz Hausdorff-féle lineáris v(t) mértéke egyenlő e nívó teljesen reguláris komponensei 
hosszúságának összegével. Speciálisan (esetleg megszámlálhatóan sok kivételtől elte-
kintve) minden véges hosszúságú nívó csak egy pontból álló komponenseket tartalmaz 
nem szétválasztó komponensként. 

BIZONYÍTÁS. A 3 . t é t e l é r t e l m é b e n n e m r e g u l á r i s k o m p o n e n s e k , a m e l y e k J - t 
k e t t ő n é l t ö b b r é s z r e o s z t j á k , t o v á b b á r e g u l á r i s , d e n e m t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n -
s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r d u l n a k e l ő . E z e k e t a n í v ó k a t figyelmen 
k í v ü l f o g j u k h a g y n i . A 2 1 . é s 2 5 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y m i n d e n n í v ó r a , 
e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t ó l e l t e k i n t v e , a m e l y e k e t e l h a n y a g o l u n k , f e n n á l l : 

v(t) = v(Et —E, — Et — Et). 

K ö v e t k e z é s k é p p e n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l l e l m i n d e n t n í v ó r a 
t e l j e s ü l a v ( í ) = v ( E j ) e g y e n l ő s é g , a h o l E* a t n í v ó t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i -
n e k e g y e s í t é s e . H a Ej megszámlálhatónál több k o m p o n e n s b ő l á l l , a k k o r n y i l v á n 
v ( A * ) = + 0= és e k o m p o n e n s e k h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e s z i n t é n v é g t e l e n . H a v i s z o n t 
E( = 2 K„, a h o l Kn a z Et h a l m a z r e g u l á r i s k o m p o n e n s e , a k k o r v ( E f ) — 2 V ( X „ ) . 

n n 

5. §. Sima függvények nívóhalmazai 

E b b e n a p a r a g r a f u s b a n egyszer é s kétszer differenciálható k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k 
n í v ó h a l m a z a i n a k t i p i k u s s z e r k e z e t é r ő l f o g u n k b i z o n y o s i s m e r e t e k e t s z e r e z n i . 

M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y é p p e n ú g y , m i n t a z e g y s z e r ű e n c s a k f o l y t o n o s 
f ü g g v é n y e k e s e t é b e n , v a l a m e l y t ö b b s z ö r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y ö n á l l ó a n t e k i n t e t t 
E , n í v ó h a l m a z á r a v o n a t k o z ó e g y e t l e n m e g s z o r í t á s a z , h o g y E , z á r t h a l m a z l e g y e n . 
S ő t , W h i t n e y [7] m e g f e l e l ő t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l e h e t s z e r k e s z t e n i o l y a n v é g -
t e l e n s o k s z o r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y t , a m e l y n e k a z a d o t t z á r t h a l m a z n í v ó h a l m a z a . 



'78 A. SZ. KRONROD 

M i n t h o g y a z o n b a n a k é s ő b b i e k b e n s e h o l s e m h a s z n á l j u k f e l e z t a f o n t o s t é t e l t , 
b i z o n y í t á s a p e d i g e l é g t e r j e d e l m e s , a m e g f e l e l ő p é l d á t i t t n e m f o g j u k i s m e r t e t n i . 

M o s t t e g y ü k f e l , h o g y a z F{rj) f ü g g v é n y n e k a / n é g y z e t m i n d e n p o n t j á b a n l é t e z i k 
t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a é s a p a r c i á l i s d e r i v á l t a k f o l y t o n o s a k . ( E n n e k a p a r a g r a f u s n a k a 
f o l y a m á n a z e l ő a d á s e g y s z e r ű s é g e é r d e k é b e n f e l f o g j u k t e n n i , h o g y a J é r t e l m e z é s i 
t a r t o m á n y n é g y z e t . A b i z o n y í t á s o k g ö m b f e l ü l e t e s e t é n s z ü k s é g e s s é v á l ó m ó d o s í t á s á t 
a z o l v a s ó n e h é z s é g n é l k ü l e l v é g e z h e t i . ) A k k o r Y o u N G n a k a z i m p l i c i t f ü g g v é n y e k r ő l 
s z ó l ó n e v e z e t e s t é t e l e [13] é r t e l m é b e n , h a a z F(r\) f ü g g v é n y n e k а с p o n t b a n v e t t 
g r a d F ( f f ) g r a d i e n s e k ü l ö n b ö z i k n u l l á t ó l , a k k o r a £ p o n t k ö r n y e z e t é b e n a z F(rf) 

f ü g g v é n y n í v ó g ö r b é j e e g y é r t e l m ű és f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó í v . A z o k b a n a 
p o n t o k b a n , a h o l g r a d F{rf) = 0 , Y O U N G t é t e l e n e m a d s e m i l y e n m e g s z o r í t á s t . I l y 
m ó d o n YOUNG t é t e l e lokális j e l l e g ű . 

M e g m u t a t j u k , h o g y e g y s z e r differenciálható k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y n e k majdnem 
mindegyik nívóhalmaza lokálisan összefüggő, é s h o g y m a j d n e m m i n d e n n í v ó r a a z o k 
a p o n t o k , a m e l y e k r e g r a d F{rj) — 0 , a z i l l e t ő n í v ó n n u l l a l i n e á r i s m é r t é k ű h a l m a z t 
a l k o t n a k . 

T o v á b b á k é t s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k r e b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y a 
g r a d F{t]) = 0 t u l a j d o n s á g ú p o n t o k a n í v ó k v a l a m e l y n u l l a m é r t é k ű h a l m a z á n 
h e l y e z k e d n e k e l , é s b á r m e l y m á s n í v ó véges számú folytonosan differenciálható egy-
szerű ívből és topologikus körből áll. 

11. TÉTEL. ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen F(rj) a J 
egységnégyzeten értelmezett folytonos függvény, amelynek minden pontban van teljes 
differenciálja. Legyen Q azon pontok halmaza, amelyekben g r a d F{r\) = 0 . Legyen T 
azon t értékek halmaza, amelyekre v (£, ГШ) > 0, ahol v(F) a Hausdorff-féle lineáris 
mérték. Akkor mes T= 0. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n m e s T = d>0, a h o l m e s a L e b e s g u e - f é l e k ü l s ő m é r t é k j e l e . 
A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n a > 0 , h o g y 7 " - v e l j e l ö l v e a z o n t é r t é k e k h a l m a z á t , a m e l y e k r e 

v ( £ ( ( T Q ) > a , f e n n á l l a m e s e g y e n l ő t l e n s é g . M i n d e n t f T ' n í v ó v a l k a p c s o l a t -

b a n j á r j u n k el a k ö v e t k e z ő k é p p e n . M i n d e n ч £ Е , Р \ 0 . p o n t h o z t a l á l h a t ó o l y a n Ú „ > 0 
I YI 

s z á m , h o g y e s e t é n | F ( Q — F ( p ) \ < — - — , a h o l A t e t s z é s s z e r i n t i r ö g z í t e t t 
Л 

s z á m . L e g y e n U, s a z h a l m a z a z o n p o n t j a i n a k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k r e 
3 

L e g y e n ő 0 o l y k i c s i n y , h o g y v ( f / , 3 o ) > — a . L e g y e n а £ > 0 s z á m o l y a n k i c s i n y , 

h o g y v 4 e ( í / , é s p < m i n (1 , c>0). R a j z o l j u n k UhÔQ m i n d e n p o n t j a m i n t k ö z é p -

p o n t k ö r ü l e g y - e g y д s u g a r ú k ö r t . E g y m á s t n e m m e t s z ő k ö r ö k b ő l á l l ó m a x i m á l i s 2( t 

r é s z r e n d s z e r b e n a s u g a r a k ö s s z e g e ^ ~ . V a l ó b a n , h a a z 21, r e n d s z e r m i n d e g y i k 

k ö r é n e k s u g a r á t m e g h á r o m s z o r o z z u k , a k k o r a k a p o t t r e n d s z e r b e f e d i a z e g é s z 
U u 5 o h a l m a z t é s a k ö r ö k s u g a r a e z é r t a z á t m é r ő k ö s s z e g e n a g y o b b , m i n t 
" , k ö v e t k e z é s k é p p e n a z e r e d e t i k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g e n a g y o b b , m i n t M e g 
2 6 

f o g j u k b e c s ü l n i a z 2Í, r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k ö s s z e g é n e k t e r ü l e t é t . E n n e k n a g y s á g a 

S, = nng2, a h o l n a k ö r ö k s z á m a , é s n y i l v á n H S J ^ - . 



KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEKRŐL (II) 79 

Л02'Я 7.0 
E z e k s z e r i n t S t S . T o v á b b á a f ü g g v é n y i n g a d o z á s a e g y i k k ö r b e n 

s e m h a l a d j a m e g a ~ é r t é k e t . E n n é l f o g v a 31, m i n d e n p o n t j a a j , 

i n t e r v a l l u m b e l i n í v ó k h o z t a r t o z i k . E l v é g e z v e e z t a s z e r k e s z t é s t m i n d e n t ( j T ' é r t é k r e , 
v á l a s s z u k k i a jt s z á m k ö z ö k n e k e g y v é g e s r e n d s z e r é t , a m e l y a t t e n g e l y n e k l e g a l á b b 

— - n y i r é s z é t f e d i b e . V e g y ü k e z e k n e k a z i n t e r v a l l u m o k n a k v a l a m e l y r é s z r e n d s z e r é t , 

a m e l y n e k e l e m e i n e m m e t s z i k e g y m á s t és ö s s z h o s s z ú s á g u k l e g a l á b b A . L e g y e n e k 

О 
e z e k jtí, ...,jtk. M e g b e c s ü l j ü k a z ö s s z e s 31,s ( s = 1, 2 , . . . , k) r e n d s z e r e k h e z t a r t o z ó 
k ö r ö k t e r ü l e t é n e k S ö s s z e g é t . K a p j u k : 

. , 7QS 7 

d e a j,s i n t e r v a l l u m h o s s z ú s á g a n e m n a g y o b b , m i n t — , és í g y 
A 

A 2gs 2 * d * Ad 
2 - r = - j 2 Qs^-r v a g y 2 & S T . 
s — 1 a A S = 1 4 S = 1 ö 

a-d 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y — ^ A b á r m i l y e n n a g y A-ra. E z a z o n b a n l e h e t e t l e n . 

m e r t u g y a n a z o n 3 í , s - h e z + a r t o z ó k ö r ö k s z e r k e s z t é s s z e r i n t n e m m e t s z i k e g y m á s t , 
k ü l ö n b ö z ő 31,s r e n d s z e r e k h e z t a r t o z ó k ö r ö k p e d i g a z é r t n e m m e t s z i k e g y m á s t , m e r t 
a z F(rj) f ü g g v é n y k ü l ö n b ö z ő é r t é k e k e t v e s z f e l r a j t u k ( u g y a n i s F(rj)£jts, h a )/ a z 31,s 

r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r b e n f e k s z i k ) . E n n é l f o g v a ( t e k i n t e t b e v é v e m é g , h o g y g 1 ) 

f e n n á l l S < 9 , é s e l é g n a g y A e s e t é n e l l e n t m o n d á s r a j u t u n k , a m i b i z o n y í t j a t é t e l ü n k e t . 

D i f f e r e n c i á l h a t ó F(r\) f ü g g v é n y e k e s e t é b e n n é h á n y k i j e l e n t é s t t e h e t ü n k n í v ó -

h a l m a z o k k o m p o n e n s e i n e k t i p i k u s t o p o l ó g i a i s z e r k e z e t é r ő l . E h h e z e g y s e g é d t é t e l r e 
l e s z s z ü k s é g ü n k . 

26. SEGÉDTÉTEL. Legyen u(x, y) tetszés szerinti függvény. Akkor bármely y0-ra 
(illetve x0-ra) azon t értékek Tyo (illetve TXo) halmaza, amelyekhez található olyan 
(x, y0) £ Et (illetve (x0, y) £ Ej pont, hogy ux(x, y0) = 0 (illetve uy(x0, у) = 0 ) , nulla 
mértékű. 

BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , h a m e s T y o — a k k o r a z e > 0 s z á m o t t e t s z é s s z e r i n t 
r ö g z í t v e , f e l e l t e s s ü n k m e g m i n d e n o l y a n (x, y0) p o n t n a k , a h o l ux = 0, e g y i n t e r v a l l u -
m o t , a m e l y b e n \u(x,y0) — u(x',y0)\<£\x — x'\. E z e n i n t e r v a l l u m o k k ö z ü l k i v á l a s z t -

h a t u n k v é g e s s z á m ú e g y m á s t n e m m e t s z ő t ú g y , h o g y a t t e n g e l y e n v e t t k é p e i k ö s z -

s z e g é n e k a m é r t é k e ^ T l e g y e n . A k k o r a z i n t e r v a l l u m o k h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e 

n a g y o b b l e sz , m i n t , a m i e l é g k i c s i n y e é r t é k e k r e l e h e t e t l e n . 
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12. TÉTEL. ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen u(x, y) a 
J tartományon értelmezett folytonos függvény, és legyen m és M e függvény minimuma 
és maximuma. Akkor a t tengely [mM] szakasza tartalmaz olyan teljes mértékű T" 
halmazt, hogy mindegyik t£T* értékhez tartozó Et nívóhalmazra 

1 azon pontok W, halmazának az x tengelyen vett vetülete, amelyekben uy = 0, 
nulla mértékű, és 

2 azon pontok W2 halmazának az у tengelyen vett vetülete, amelyekben ux = 0, 
nulla mértékű. 

BIZONYÍTÁS. T e k i n t s ü k a z / ( x = c) e g y e n e s e k r e n d s z e r é t . J e l e n t s e Tc a z o n t 
n í v ó k h a l m a z á t , a m e l y e k r e a z EtC\lc m e t s z e t n e k l e g a l á b b e g y p o n t j á b a n г/у = 0 . 
A 2 6 . s e g é d t é t e l s z e r i n t a Tc h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i с e s e t é n n u l l a m é r t é k ű . L e g y e n 
P a z xt s í k a z o n ( x 0 , t0) p o n t j a i n a k a h a l m a z a , a m e l y e k r e E,0P\lX0 t a r t a l m a z uy = 0 
t u l a j d o n s á g ú p o n t o t . FUBINI t é t e l e [6] é r t e l m é b e n a z [mM] s z a k a s z t a r t a l m a z o l y a n 
t e l j e s m é r t é k ű Tk h a l m a z t , h o g y m i n d e n t0^.Tl é r t é k h e z t a r t o z ó t = t0 e g y e n e s n e k 
a P h a l m a z z a l k é p e z e t t m e t s z e t e n u l l a m é r t é k ű . F e l c s e r é l v e m e g f o n t o l á s u n k b a n a z 
x é s у m e n n y i s é g e t , e g y T2 h a l m a z t k a p u n k . A T* = Tíf)T2 h a l m a z m e g f e l e l a t é t e l 
k ö v e t e l m é n y e i n e k . 

13. TÉTEL ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen u(x, y) a J 
tartományon értelmezett folytonos függvény, és T* a nívóknak az a halmaza, amelynek 
létezését a 12. tételben bizonyítottuk. Akkor bármely tCT* értékre az Et halmaz 
mindegyik komponense lokálisan összefüggő. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n A" a z E , h a l m a z v a l a m e l y k o m p o n e n s e , é s a a A k o m p o n e n s 
l o k á l i s ö s s z e n e m f ü g g é s i p o n t j a . A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n a k ö z é p p o n t ú é s Ca h a t á r ú 
Ra k ö r , h o g y a z Ra k ö r b e n а К k o n t i n u u m n a k v a n e g y {Aj} k o m p o n e n s - s o r o z a t a , 
a m e l y n e k m i n d e n t a g j a t a r t a l m a z z a a Ca h a t á r v a l a m e l y b, p o n t j á t , é s a z a p o n t 
b e n n e v a n a {A}} s o r o z a t t o p o l ó g i a i l i m e s i n f e r i o r á b a n . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í -
t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , h o g y a bpontok t a r t a n a k e g y b Ç Ca p o n t h o z . M e g h a t á r o z o t t -
s á g k e d v é é r t a z a, b p o n t o k x k o o r d i n á t á i , x , é s x 2 l e g y e n e k r e n d r e k ü l ö n b ö z ő k 
( x , < x 2 ) , m a j d e g y e n l ő k . A k k o r m i n d e g y i k lXo e g y e n e s t ( x = x 0 ; xk < x 0 < x 2 ) m e g -
s z á m l á l h a t ó a n s o k Kt m e t s z i . D e К\ П Kj = 0 , t e h á t m i n d e g y i k lXo e g y e n e s e n t a l á l h a t ó 
o l y a n ( x 0 , yXo) p o n t , a m e l y a A j П l x o h a l m a z o k h o z t a r t o z ó p o n t o k t o r l ó d á s i p o n t j a 
é s a m e l y r e e n n é l f o g v a uy(x0, yxo) = 0 . 

A 12. t é t e l 1. p o n t j á v a l k a p o t t e l l e n t m o n d á s b i z o n y í t j a a 13. t é t e l t . 

2 7 . SEGÉDTÉTEL. Bármely síkbeli, korlátos, lokálisan összefüggő К kontinuum, 
amely nem egyszerű ív vagy topológikus kör, tartalmaz elágazási pontot. 

BIZONYÍTÁS. 1° . T e g y ü k f e l , h o g y К t a r t a l m a z e g y L ^ K t o p o l ó g i k u s k ö r t . 

A z aCK — L p o n t t e t s z é s s z e r i n t i b£L p o n t t a l ö s s z e k ö t h e t ő v a l a m e l y / e g y s z e r ű í v 
s e g í t s é g é v e l . T e k i n t s ü k az 1С] L m e t s z e t ( a - t ó l b f e l é s z á m í t o t t ) e l s ő p o n t j á t . E z e l á g a -
z á s i p o n t . 

2 ° . T e g y ü k f e l , h o g y К n e m t a r t a l m a z t o p o l ó g i k u s k ö r t . L e g y e n a£K,b£K, 
c£K. T a l á l h a t ó k o l y a n la d K, lb<zK, lcczK e g y s z e r ű í v e k , a m e l y e k v é g p o n t j a i r e n d r e 
b é s с, с é s а, а é s b. H a a z la,lb, lc í v e k k ö z ü l e g y i k s e m t a r t a l m a z z a a m á s i k k e t t ő 
ö s s z e g é t , a k k o r la + lb + Ic t a r t a l m a z v a g y t o p o l ó g i k u s k ö r t , v a g y e l á g a z á s i p o n t o t . 
H a v i s z o n t e z a k ö r ü l m é n y e g y e t l e n A - b e l i p o n t h á r m a s r a s e m á l l f e n n , a k k o r A p o n t -
j a i n a k a h a l m a z a r e n d e z e t t , é s К e g y s z e r ű ív . 
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14. TÉTEL ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen u(x,y) a J 
tartományon értelmezett folytonos függvény, amelynek J minden pontjában vannak 
parciális deriváltjai. Legyen m és M az u(x, y) függvény minimuma és maximuma. 
Akkor az [mM] szakaszon található olyan teljes mértékű T* halmaz, hogy t d T* 
esetén az E, nívóhalmazok csak a következő komponenseket tartalmazzák: 

a) topológikus körök, 
b) egyszerű ívek, amelyek végpontjai J határán fekszenek, 
c) pontok. 
Minden tdT* értékre az egyetlen pontból álló komponensek összességének az x 

tengelyen és az у tengelyen vett vetülete is nulla mértékű. 
BIZONYÍTÁS. A 13. t é t e l n e k m e g f e l e l ő e n v á l a s s z u k k i a n í v ó k n a k e g y T r e n d s z e r é t , 

a m e l y r e tdT e s e t é n m i n d e n KczE, k o m p o n e n s l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő . KOMAREVSZKIJ 
t é t e l e ( l á s d a 8 . s e g é d t é t e l t ) s z e r i n t a s í k e g y m á s t n e m m e t s z ő , e l á g a z á s i p o n t o t t a r t a l -
m a z ó k o n t i n u u m a i n a k b á r m e l y r e n d s z e r e l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó . í g y a 2 7 . 
s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n e k o m p o n e n s e k k ö z t l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k o l y a n 
v a n , a m e l y i k n e m p o n t , e g y s z e r ű ív v a g y t o p o l ó g i k u s k ö r . 

H a g y j u k e l a T r e n d s z e r b ő l m i n d a z o n t n í v ó k a t , a m e l y e k r e Et t a r t a l m a z i l y e n 
k i v é t e l e s k o m p o n e n s t . L e g y e n a m e g m a r a d ó r e n d s z e r T*. L e g y e n a(x0, y0) d E,0 

( t 0 d T * ) é s ux(a) A 0 v a g y и fa) ^ 0 . M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t t e g y ü k f e l , h o g y 
и f a ) > 0 . V e g y ü k f e l а g(x0, y0 — s), y(x0, y0 + e) v é g p o n t o k k a l r e n d e l k e z ő L s z a -
k a s z t ú g y , h o g y 0 < < 5 ^ 8 e s e t é n t e l j e s ü l j ö n a z u(x0, y0 + ő)>u(a) = t0 é s a z 
u(x0,y0 — < 5 ) < и ( я ) = t0 e g y e n l ő t l e n s é g . 

А у é s а д p o n t o t a z E,0 h a l m a z , é s í g y a n n a k e g y К k o m p o n e n s e i s e l v á l a s z t j a . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n К n e m á l l h a t e g y e t l e n p o n t b ó l . A KŒE,0 k o m p o n e n s m e t s z i a z 

L s z a k a s z t , t e h á t t a r t a l m a z z a a z a p o n t o t . Н а К n e m t o p o l ó g i k u s k ö r , a k k o r К e g y -
s z e r ű í v , é s m i n t h o g y К s z é t v á l a s z t j a a J t a r t o m á n y t , К v é g p o n t j a i J h a t á r á n f e k s z e -

n e k . M i n t h o g y m i n d e n , n e m e g y e t l e n p o n t b ó l á l l ó A < z £ , k o m p o n e n s n e k tdT* 
e s e t é n a 12. t é t e l é r t e l m é b e n v a n o l y a n p o n t j a , a m e l y b e n их^0 v a g y и Д 0 , a z Et 

(t d T*) n í v ó h a l m a z o k k o m p o n e n s e i n e k ö s s z e s s é g e c s a k p o n t o k a t , t o p o l ó g i k u s 
k ö r ö k e t é s o l y a n e g y s z e r ű í v e k e t t a r t a l m a z , a m e l y e k v é g p o n t j a i J h a t á r á n f e k s z e n e k . 
A z e g y m a g u k b a n k o m p o n e n s t s z o l g á l t a t ó p o n t o k b a n m i n d k é t p a r c i á l i s d e r i v á l t 
é r t é k e n u l l a , e z é r t m i n d e n tdT* n í v ó r a e p o n t o k h a l m a z á n a k v e t ü l e t e i a 12. t é t e l 
é r t e l m é b e n n u l l a m é r t é k ű e k . 

A 14. t é t e l m e g a d j a a p a r c i á l i s d e r i v á l t a k k a l r e n d e l k e z ő , t e h á t a z e g y s z e r d i f f e -
r e n c i á l h a t ó k n á l ( t e l j e s d i f f e r e n c i á l l a l r e n d e l k e z ő k n é l ) t á g a b b o s z t á l y b a t a r t o z ó , f ü g g -
v é n y e k n í v ó h a l m a z a i k o m p o n e n s e i n e k t i p i k u s t o p o l ó g i a i s z e r k e z e t é t . 

A l i . t é t e l t s z i n t é n á l t a l á n o s í t a n i l e h e t n e e r r e a z e s e t r e . E z t n e m f o g j u k e l v é g e z n i ; 
c s a k a r r a m u t a t u n k r á , h o g y a t é t e l b i z o n y í t á s á n a k m e g v á l t o z t a t á s a s o r á n a z o t t 
s z e r e p l ő k ö r ö k e t k é t - k é t e g y m á s r a m e r ő l e g e s s z a k a s z b ó l á l l ó „ k e r e s z t e k k e l " k e l l 
h e l y e t t e s í t e n i . 

A k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k n í v ó h a l m a z a i n a k a s z e r k e z e t é t m é g p o n t o s a b b a n a 
k é t s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k e s e t é b e n l e h e t l e í r n i . M e g j e g y e z z ü k , h o g y e l t é r ő e n 
a z e l ő z ő p a r a g r a f u s o k t ó l , e p a r a g r a f u s t é t e l e i n e k b i z o n y í t á s a s o r á n l é n y e g e s e n 
k i h a s z n á l j u k a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y k é t d i m e n z i ó s v o l t á t . A z « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k 
e s e t e i r á n t é r d e k l ő d ő o l v a s ó n a k figyelmébe a j á n l j u k E . M . LANGYISZ é s a s z e r z ő 
k ö z ö s c i k k é t [8]. 

6 III. Osztály Közleményei XIII/1 
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19. d e f i n í c i ó . L e g y e n M s í k b e l i h a l m a z . A z / / £ M p o n t o t szabad körcikkel 
rendelkezőnek n e v e z z ü k , h a t a l á l h a t ó o l y a n /7 c s ú c s ú é s r s u g a r ú t e l j e s A k ö r c i k k , 
a m e l y b e n /7 a z e g y e t l e n M - b e l i p o n t . 

28. SEGÉDTÉTEL. ( I . JA. VERCSENKO é s A . N . KOLMOGOROV [9]). Legyen M olyan 
síkbeli halmaz, amelynek minden pontja szabad körcikkel rendelkező pont. Akkor M 
megszámlálhatóan sok rektifikálható görbén helyezkedik el. 

BIZONYÍTÁS. O s s z u k f e l a z M h a l m a z t m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k M fi, cp, e) o s z -
t á l y r a , a h o l r, cp é s e r a c i o n á l i s s z á m o k é s a z M - b e l i // p o n t a k k o r t a r t o z i k a z M fi, cp, E) 
o s z t á l y b a , h a a b b a n a z r s u g a r ú , rj c s ú c s p o n t t a l r e n d e l k e z ő t e l j e s k ö r c i k k b e n , a m e l y n e k 
t e n g e l y e a z x t e n g e l l y e l cp s z ö g e t a l k o t é s a m e l y n e k a c s ú c s n á l f e k v ő s z ö g e 2e , a z M 
h a l m a z n a k n i n c s m á s p o n t j a a z /7 p o n t o n k í v ü l . M e g m u t a t j u k , h o g y a J e g y s é g n é g y -
z e t b e n b á r m e l y i k M(r, cp, E) h a l m a z p o n t j a i v é g e s s z á m ú r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é n 
h e l y e z k e d n e k e l . E b b ő l a z o n n a l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . L e g y e n x'y' a z a 
d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r , a m e l y n e k y ' t e n g e l y e a z x t e n g e l l y e l cp s z ö g e t a l k o t . 
R a j z o l j u k m e g a z x' = nh e g y e n e s e k e t , a h o l h < / * c o s s fi = ± 1 , 2 , . . . , N ) . M i n d e g y i k 
a z y' = fi — \)h é s y' —nh e g y e n e s e k k ö z ö t t i Pn s á v b a n a z M fi, cp,s) h a l m a z h o z 

á l l a n d ó j ú Lipschitz-fchétd n e к t e s z e l e g e t . A z f ( x j f ü g g v é n y é r t e l m e z é s é t a 
J Ç) M fi, cp, Е)Г\РП m e t s z e t x ' t e n g e l y e n v e t t v e t ü l e t é n e k l e z á r á s á r a f o l y t o n o s s á g 
ú t j á n , a k a p o t t z á r t h a l m a z z a l h a t á r o s i n t e r v a l l u m o k r a p e d i g l i n e á r i s a n k i t e r j e s z t v e , 
m e g k a p j u k a k e r e s e t t r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é t . 

2 9 . SEGÉDTÉTEL. Legyen S rektifikálható görbe a J négyzetben, és legyen F fi) 
a J négyzeten értelmezett folytonos függvény. Legyen Q azon pontok halmaza, amelyek-
ben Ffi)-nak van teljes differenciálja és azonkívül g r a d F fi) = 0 . Akkor az F fi) 
függvény Q halmazon felvett értékeinek halmaza nulla mértékű (at tengelyen). 

BIZONYÍTÁS. A Z S g ö r b é n v e z e s s ü k b e v á l t o z ó k é n t А Т í v h o s s z ú s á g o t . A k k o r a z 
S g ö r b é n F fi)-ból e g y v á l t o z ó s / ( r ) f ü g g v é n y l e s z , é s Í2 p o n t j a i b a n / ( ' т ) = 0 . A 2 6 . 
s e g é d t é t e l s z e r i n t e b b ő l k ö v e t k e z i k a j e l e n s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 

15 . TÉTEL ( A . S z . KRONROD é s E . M . LANGYISZ). Legyen F fi) a J négyzeten 
értelmezett és J minden pontjában kétszer differenciálható függvény. Akkor azok a 
pontok, ahol g r a d F fi) = 0 , a nívóknak egy ( a t tengelyen mérve ) nulla mértékű 
halmazán helyezkednek el. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n Q X a z o n p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n g r a d F fi) = 0 , v a g y i s 
Fxfi) = Fyfi) = 0 , Cl2 p e d i g a z o n Í 2 , - b e l i p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n m é g 
Fxxfi) = Fxyfi) = Fyxfi) = Fyyfi) = 0 i s t e l j e s ü l . 

Q ! — Ú 2 m i n d e n p o n t j á h o z t a r t o z i k s z a b a d k ö r c i k k , í g y a 2 8 . s e g é d t é t e l é r t e l m é -
b e n Q 1 — Q 2 m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é n h e l y e z k e d i k e l . A 2 9 . 
s e g é d t é t e l s z e r i n t e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y Q l — Q 2 p o n t j a i a n í v ó k v a l a m e l y n u l l a 
m é r t é k ű r e n d s z e r é n h e l y e z k e d n e k e l . V i z s g á l n i k e l l m é g a z Q 2 h a l m a z t . L e g y e n T 
a z o n n í v ó k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k t a r t a l m a z n a k - b e l i p o n t o t . L e g y e n a f e l t e v é s s e l 
e l l e n t é t b e n m e s T= ц =>0. M i n t h o g y a z F fi) f ü g g v é n y m i n d e n // £ í í 2 p o n t b a n T a y l o r -

s o r b a f e j t h e t ő , t e t s z é s s z e r i n t i £ > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n / / - tó i f ü g g ő < 5 > 0 s z á m , 
h o g y | / / - £ | =£ e s e t é n \Ffi) - F(Ç)\ ̂  e | / / -£|2 . 

t a r t o z ó p o n t o k o l y a n f ( x j f ü g g v é n y 
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R a j z o l j u k m e g m i n d e g y i k i / £ í í 2 P o n t h ° z a f e n t i ő - k ö r n y e z e t e t . M i n d e n t0 

é r t é k r e , a m e l y h e z v a n o l y a n rj£Q, h o g y F(r\) = t0, r ö g z í t s ü n k egy i l y e n r\ p o n t o t 

e m l í t e t t ó - k ö r n y e z e t é v e l e g y ü t t . A t t e n g e l y e n a t0 p o n t k ö r ü l j e l ö l j ü n k k i e g y EÖ2 

s u g a r ú i n t e r v a l l u m o t . E z e n i n t e r v a l l u m o k r e n d s z e r é b ő l , a m e l y a z e g é s z T h a l m a z t 
b e f e d i , v á l a s s z u n k k i v é g e s s z á m ú e g y m á s t n e m m e t s z ő i n t e r v a l l u m o t , a m e l y e k 

ö s s z h o s s z ú s á g a l e g a l á b b y . A z é r t e l m e z é s i s í k o n a m e g f e l e l ő k ö r ö k n y i l v á n n e m 

m e t s z i k e g y m á s t , m e r t k ü l ö n b ö z ő k ö r ö k h ö z t a r t o z ó p o n t o k b a n a z A O ; ) f ü g g v é n y 
k ü l ö n b ö z ő é r t é k e k e t v e s z f e l . 

A * t e n g e l y e n f e k v ő e<52 s u g a r ú i n t e r v a l l u m n a k a s í k b a n v a l a m e l y ő s u g a r ú , a z a z 
n ö 2 t e r ü l e t ű k ö r f e l e l m e g . M i n t h o g y a k i v á l a s z t o t t i n t e r v a l l u m o k h o s s z ú s á g á n a k 

ö s s z e g e n a g y o b b v a g y e g y e n l ő m i n t f e n n á l l a 2 — ~ r > v a g Y l s 2 
J s 3 s ó£ 

e g y e n l ő t l e n s é g . A z £ > 0 m e n n y i s é g m e g v á l a s z t á s a ö n k é n y e s v o l t . I l y m ó d o n 

ji'ii 
£ e s e t é n 2 n ú 2 > 10 m e s J , e z p e d i g l e h e t e t l e n , m e r t k ö r e i n k n e m m e t s z i k 

3 0 m e s J s 
e g y m á s t . T e h á t v a l ó b a n m e s A = 0 , a m i a b i z o n y í t a n i k í v á n t t é t e l h e l y e s s é g é t m u t a t j a . 

15. tételünkből és YouNGnak a nívógörbékről szóló tételéből [13] gyorsan adódik 
a következő. 

16. TÉTEL ( A . S z . KRONROD é s E . M . LANGYISZ). Legyen F(rj) a J négyzeten 
értelmezett, kétszer differenciálható függvény. Akkor majdnem minden t-re az Et 
nívóhalmaz véges számú, minden pontjában kétszer differenciálható topológikus körből 
és olyan egyszerű ívből áll, amelynek végpontjai J határán vannak. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n E , o l y a n n í v ó h a l m a z , a m e l y n e k m i n d e n p o n t j á b a n 
g r a d F(i]) = 0 . M i n d e n e k e l ő t t Y O U N G t é t e l e s z e r i n t a z Et n í v ó h a l m a z b á r m e l y 
t ] é E , p o n t k ö r n y e z e t é b e n k é t s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó e g y s z e r ű í v . E b b ő l k ö v e t k e z i k , 
h o g y a t n í v ó k o m p o n e n s e i n e k s z á m a v é g e s . M i n d e g y i k k o m p o n e n s l o k á l i s a n e g y -
s z e r ű í v , é s í g y a 2 7 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n m i n d e n k o m p o n e n s t o p o l ó g i k u s k ö r v a g y 
o l y a n e g y s z e r ű ív , a m e l y n e k v é g p o n t j a i J h a t á r á n v a n n a k . 

Megjegyzés. A 1 1 — 1 6 . t é t e l e k n e h é z s é g n é l k ü l á t v i h e t ő k a J k é t d i m e n z i ó s 
g ö m b f e l ü l e t e n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k e s e t é r e . 

I I . f e j e z e t 

L I N E Á R I S V A R I Á C I Ó 

1. §. A lineáris variáció értelmezése. Ponttól pontig vett variáció. 
Pozitív és negatív, belső és határ-variáció 

A v a r i á c i ó a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n j ó l i s m e r t t u l a j d o n s á g o k k a l 
r e n d e l k e z ő f u n k c i o n á l . K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k n é l a v a r i á c i ó n a k n i n c s á l t a l á n o s a n 
e l f o g a d o t t d e f i n í c i ó j a . S ő t , a z o k n a k a d e f i n í c i ó k n a k a t ö b b s é g e , a m e l y e k k é t v á l t o z ó s 
f ü g g v é n y e k v a r i á c i ó j á r a a z i r o d a l o m b a n e l ő f o r d u l n a k ( l á s d [10]) , i n t u i t i v e , k i s e b b -
n a g y o b b m é r t é k b e n , a f ü g g v é n y - g r a f i k o n t e r ü l e t e f o g a l m á n a k , h e l y e s e b b e n e g r a f i -

6« 
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konnak valamilyen módon megválasztott függó'leges síkokon vett vetületei területének 
felel meg. Minket azonban most az érdekel, lehetséges-e olyan variációt szerkeszteni, 
amely egy másik intuitív elképzelésnek — a függvény egyik ponttól a másikig 
való változásának — felel meg, amely megadja azon emelkedó'k és ereszkedó'k mini-
mális összegét, amelyeket az utazónak be kell járni, ha függvényünk grafikonja 
mentén egy megadott pontból egy másikig el akar jutni. Ennek során természe-
tesen igyekezni fogunk elkülöníteni a pozitív variációt — az emelkedők összegét 
— és a negatív variációt — az ereszkedó'k összegét. Ezek a ponttól pontig vett po-
zitív, negatív és teljes variációra vonatkozó intuitív követeléseink. 

Szeretnénk továbbá egy olyan variációt is, amely a függvénynek nemcsak 
valamely ponttól pontig vezető út mentén, hanem, hogy úgy mondjuk, az egész 
tartományban való változását fejezi ki. Ha a függvény grafikonja véges számú 
különálló „kúpból" áll (4. ábra), akkor azt akarjuk, hogy az egész tartományon 

vett variáció az összes ilyen kúpok magasságá-
nak összege legyen, alaktól függetlenül. Ha most 
külön akarjuk választani, hogy úgy mondjuk, 
a tartományon vett pozitív és negatív variációt, 
akkor nyilvánvaló, hogy az ábránkon szereplő 
A pontra vonatkozóan azt a kúpot, amelynek 
csúcsa az A' pontban van, felfelé emelkedőnek 
kell tekinteni, а В pontra vonatkozóan viszont 
lefelé süllyedőnek. Ilyenformán már jó előre 
látjuk, hogy a tartományon vett variáció szét-
esése pozitív és negatív részre bizonyos fokig 
függ a kiindulási ponttól. 

Végül az összes esetekben lehetségesnek lát-
szik a (teljes, pozitív vagy negatív, ponttól pon-
tig vagy az egész tartományon vett) variáció azon 

részének megkülönböztetése, amely „kúpszerű" kiemelkedésekből és bemélyedések-
ből származik, és annak a résznek, amely a határig terjedő „ráncokból" adódik, 
így már most látjuk, hogy a kétváltozós függvények esetében az említett típusú 
összes lehetséges variációk gyűjteményének valamivel terjedelmesebbnek kell len-
nie, mint egyetlen változó esetében. 

Egyváltozós függvények esetén folytonos függvények variációját megadhatjuk 
a „multiplicitás függvény" segítségével a következőképpen. 

Legyen / ( x ) folytonos függvény. Jelentse Ф r ( t ) azon pontok számát, amelyek-
ben / ( x ) = t. 

Nevezzük az a pontot az / ( x ) függvény növekedési pontjának, ha elég kicsiny 
<5 > 0 számra x < x' < x + b esetén / ( x ) < / (x ' ) , és x — b -= x ' < x esetén / ( x ' ) < / (x ) . 
Az a pontot fagyási pontnak nevezzük, ha a —/(x) függvénynek növekedési pontja. 

Legyen Ф/ (í) egyenlő azon pontok számával, amelyekben / ( x ) = t és amelyek 
nem fogyási pontok, Ф/ (í) pedig azon pontok számával, amelyekben / ( x ) = t és 
amelyek nem növekedési pontok. 

Ekkor meg lehet mutatni, hogy 

4. ábra 

V ( f ) = f <bf(t)dt és V ± ( f ) = I Ф*«)Л, 
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a h o l V ( f ) , V+ ( / ) é s V" ( / ) r e n d r e a z f ( x ) f ü g g v é n y t e l j e s , p o z i t í v i l l . n e g a t í v v a r i á -
c i ó j á t j e l e n t i . E n n e k a t é t e l n e k a b i z o n y í t á s á t a k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s b a n f o g j u k 
m e g a d n i . 

K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e s e t é b e n i s a v a r i á c i ó d e f i n i á l á s á h o z f e l h a s z n á l j u k a 
m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y f o g a l m á t . 

L e g y e n F(p) a J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t f o l y t o n o s f ü g g v é n y é s ( d J v a l a m e l y 
r ö g z í t e t t p o n t . J e l ö l j ü k < t F ( í ) - v e l a t n í v ó h a l m a z J-t s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i n e k 
a s z á m á t . I l y m ó d o n Ф г ( 0 n e m n e g a t í v f ü g g v é n y , a m e l y e g é s z é r t é k e k e t v a g y a 
+ oo é r t é k e t v e h e t i f e l . E z t a f ü g g v é n y t ( a z F fa) f ü g g v é n y r e v o n a t k o z ó , s z é t v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s e k s z e r i n t i ) multiplicitás függvénynek f o g j u k n e v e z n i . 

T o v á b b á , h a e l ő r e k i t ü n t e t j ü k a z F f a ) f ü g g v é n y n í v ó h a l m a z a i k o m p o n e n s e i -
n e k v a l a m e l y S o s z t á l y á t , a k k o r Ф\s>(t)-vel fogjuk jelölni a t nívóhalmaz S-hez tar-
tozó komponenseinek számát. S p e c i á l i s a n ő - s e l f o g j u k j e l ö l n i 1) a b b a n a z e s e t b e n , 
a m i k o r J n é g y z e t : а Ф ^ ( 0 f ü g g v é n y é r t e l m e z é s é n é l a síkot (és nemcsak a J tarto-
mányt ) szétválasztó azon reguláris komponensek osztályát, amelyek a ( pontra nézve 

• nem fogy ás i (illetve nem növekedési) komponensek; а Ф / ^ ( 0 f ü g g v é n y é r t e l m e z é -
s é n é l a síkot szét nem választó azon reguláris komponensek osztályát, amelyek (-re 
vonatkozóan nem fagyási (illetve nem növekedési) komponensek; 2 ) a b b a n a z e s e t -
b e n , a m i k o r J g ö m b f e l ü l e t : а Ф / ' , ^ ( 0 f ü g g v é n y é r t e l m e z é s é n é l a J-t szétválasztó 
azon reguláris komponensek osztályát, amelyek a ( pontra nézve nem fagyási (illetve 
nem növekedési) komponensek. А Фr%(t) f ü g g v é n y e k g ö m b e f e l ü l e t e s e t é n l e g y e n e k 
a z o n o s a n n u l l á v a l e g y e n l ő k . 

A 2 . § - b a n b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y b á r m e l y f o l y t o n o s F(t7) f ü g g v é n y r e 
a V'lj f t) és ФF%(t) multiplicitás függvények mind a négyen mérhetők mint t függ-
vényei. A j e l e n p a r a g r a f u s h á t r a l e v ő r é s z é b e n a z e m l í t e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k 
mérhetőségét fel fogjuk tételezni a n é l k ü l , h o g y e z t k ü l ö n k i k ö t n é n k . 

B e v e z e t j ü k a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t : 
+ 00 - f 00 + 00 

V(F) = j <bF(t)dt, Vhfa(F)= j Ф"F%(t)dt és Vhfa(F)= j Vrfafdt. 

E z e k e t a f u n k c i o n á l o k a t r e n d r e a z Ffa) f ü g g v é n y lineáris variációjának, a z Ffa) 
f ü g g v é n y ( p o n t r a v o n a t k o z ó pozitív (negatív) belső variációjának, i l l e t v e pozitív 
(negatív) határ-variációjának f o g j u k n e v e z n i . 

L e g y e n 

Vt(F)=v\±(F)VV\±(F)= J { ф £ ( 0 + ф £ ( 0 } А . 

A Vj (F), V\ (F) f u n k c i o n á l o k a t teljes pozitív, ill. negatív variációnak n e v e z z ü k 

( £ - r e v o n a t k o z ó a n ) . T o v á b b á a 

V (F)=V\ (F)+Vf ( F ) f u n k c i o n á l t a z Ffa) f ü g g -

v é n y t e l j e s belső variációjának, a V'\F) = v\+ (F) + v\~ (F) f u n k c i o n á l t p e d i g F fa) 
t e l j e s határ-variációjának n e v e z z ü k . 

3 0 . SEGÉDTÉTEL. 
+00 +«,• 

Vb(F) = J { Ф ^ ( 0 + Ф ^ ( 0 } ^ = J Ф\(t)dt, 
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ahol ФИО a t nívó síkot szétválasztó összes reguláris komponenseinek a száma 
abban az esetben, amikor J négyzet, és egyszerűen a t nívó összes reguláris komponen-
seinek száma, ha J gömbfelület. Ily módon Vb(F) nem függ c-t öl. 

BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , h a a / n í v ó n e m t a r t a l m a z k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s t 
é s „ n y o l c a s o k a t " , a k k o r a n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i k o m p o n e n s e k v a g y k i m e r í t i k e 
n í v ó ö s s z e s a s í k o t s z é t v á l a s z t ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i t , ú g y h o g y Ф е \ Н 0 + Ф т , ~ П 0 =  
= Ф + ( г ) , v a g y a z u t ó b b i a k k ö z ü l l e g a l á b b e g y К k o m p o n e n s n e k a k ü l s ő v a g y be l ső ' 

k a r a k t e r i s z t i k á j a k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s . H a m é g a z t is t e k i n t e t b e 
v e s s z ü k , h o g y ÁT-nak e g y e t l e n p o n t j a s e m f e k s z i k J h a t á r á n ( a m i a 7 . s e g é d t é t e l 
é r t e l m é b e n i g a z m i n d e n í - r e , k i v é v e e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó s o k é r t é k e t ) , a k k o r 
e b b e n a z e s e t b e n a t n í v ó a z 5. s e g é d t é t e l s z e r i n t v é g t e l e n s o k , a s í k o t s z é t v á l a s z t ó 
r e g u l á r i s k o m p o n e n s t t a r t a l m a z , e n n é l f o g v a Ф И О = 0 0 é s í g y 

+ ® £ " í ( 0 > m e r t 

ф & С О + Ф т Г « ( о = ф к о -

T e h á t a z i n t e g r á l a n d ó f ü g g v é n y e k m a j d n e m m i n d e n t - r e e g y e n l ő k , a m i v e l s e g é d -
t é t e l ü n k e t b e b i z o n y í t o t t u k . 

3 1 . SEGÉDTÉTEL. 

+ 00 +00 

Vh{F)= J ' { Ф & ( 0 + Ф * Г < ( 0 } А = Í <t>ht)dt, 
ahol ФИО 

az E, nívó síkot szét nem választó reguláris komponenseinek a száma. 
Ily módon Vh(F) nem függ 0,-től. 

BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r is n y i l v á n v a l ó , h o g y Ф р ^ ( ' ) + Ф Г \ " « ( 0 = Ф Г ( 0 > u g y a n i s 
m i n d e g y i k a s í k o t s z é t n e m v á l a s z t ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s v a g y n e m n ö v e k e d é s i 
k o m p o n e n s , v a g y n e m f o g y á s i k o m p o n e n s . 

T o v á b b á , h a a t n í v ó t i p i k u s , v a g y i s n e m t a r t a l m a z k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o -
n e n s t , „ n y o l c a s t " é s a s í k o t s z é t v á l a s z t ó , a J t a r t o m á n y С h a t á r á t m e t s z ő k o m p o -
n e n s t ( a m i a 3 . t é t e l é r t e l m é b e n i g a z m i n d e n t é r t é k r e , k i v é v e e s e t l e g m e g s z á m l á l -
h a t ó s o k a t ) , a k k o r a t n í v ó v a g y c s u p a n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i k o m p o n e n s t t a r t a l m a z 
é s e k k o r Ф + ^ ( 0 + Ф г , < ( 0 = ф г ( t ) , v a g y a t n í v ó v a l a m e l y К k o m p o n e n s é n e k 
k ü l s ő v a g y b e l s ő k a r a k t e r i s z t i k á j a k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s . E k k o r 
a t n í v ó v é g t e l e n s o k r e g u l á r i s , a s í k o t s z é t n e m v á l a s z t ó k o m p o n e n s t t a r t a l m a z , 
m e r t h a К* o l y a n k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s , a m e l y n e k J h a t á r á v a l 
v a n k ö z ö s p o n t j a , a k k o r m i n d e n o l y a n K' k o m p o n e n s n e k i s , a m e l y K*-ot e g y e l é g 
k i s Uz)K* k ö r n y e z e t k ü l s e j é t ő l e l v á l a s z t j a , k e l l h o g y l e g y e n p o n t j a / h a t á r á n . M i n t -
h o g y К'Г)Ст± 0 , a K' k o m p o n e n s n e m v á l a s z t j a s z é t a s í k o t . T e h á t e b b e n a z e s e t -
b e n ф+(г) 

= °° e s m e g i n k á b b Ф & ( * ) + Ф л « ( 0 = A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r 
K* h e l y e t t K** s z e r e p e l , a b i z o n y í t á s s z ó r ó l s z ó r a m e g i s m é t e l h e t ő . 

M o s t m é g d e f i n i á l j u k a „ £ p o n t t ó l a z q p o n t i g v e t t " 

\Vb±{F), \Vh±(F) v a r i a c i o -

k a t o l y m ó d o n , h o g y a m e g f e l e l ő m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k é r t e l m e z é s é n é l c s a k a 
t] p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k r e s z o r í t k o z u n k . 

E z e k s z e r i n t p é l d á u l 
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a h o l !>Ф/" ( / ) e g y e n l ő E , ö s s z e s o l y a n r e g u l á r i s é s a síkot szétválasztó k o m p o n e n -
s e i n e k s z á m á v a l , h a J n é g y z e t , é s e g y s z e r ű e n E, ö s s z e s o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n -
s e i n e k a s z á m á v a l , h a J g ö m b f e l ü l e t , a m e l y e k n e m f o g y á s i k o m p o n e n s e k ç - r e v o -
n a t k o z ó a n és e l v á l a s z t j á k e g y m á s t ó l a £ é s a z p p o n t o t . 

A n a l ó g m ó d o n é r t e l m e z h e t ő k a }Vb(F)\ \Vh(F)\ }V+(F); \V~(F); \V(F) v a -
r i á c i ó k . 

3 2 . SEGÉDTÉTEL. 

\V(F) = }Vb+ (F) + lvb~ (F) + }Vh+ (F) + IV-(F) = 

= \V + {F) + \V-(F)= J pHt)dt+ f r(t)dt = 
+00 

= J W, (t)dt= j 1ФF(t)dt, 

ahol 1Фр (t), 'Xu (t), X'riO és ^'Ф, (t) az E, nívóhalmaz С, p pontokat elválasztó nem-
fogyási, nem-növekedési (valamennyi a t pontra vonatkozóan), reguláris, illetve 
tetszés szerinti komponenseinek számát jelenti. 

BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r i s m e g e m l í t j ü k , h o g y \ Vb± ( F ) + \ Vh± ( F ) = \ V ± ( F ) , m e r t 

m i n d e n t - r e 
W it) + 4 Ф ' = (t). T o v á b b á n y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d e n í - r e 

4 Ф / ( t ) ( í ) = | Ф Г ( 0 , u g y a n i s a t n í v ó n a k m i n d e n r e g u l á r i s é s a f r] p o n t o k a t 
e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e v a g y n e m n ö v e k e d é s i , v a g y n e m f o g y á s i k o m p o n e n s a 
é, p o n t r a n é z v e . H a m o s t h a s o n l ó a n a h h o z , a h o g y a n a 3 0 . é s a 3 1 . s e g é d t é t e l b e n 
t e t t ü k , k i z á r u n k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n e m t i p i k u s n í v ó t , k ö z t ü k a z 
F(Ç) é s a z F(p) n í v ó t , a k k o r b á r m e l y i k m e g m a r a d t t n í v ó r a a f 1/ p o n t o k a t e l v á -
l a s z t ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e k v a g y m i n d a n n y i a n n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i k o m p o n e n -
s e k , é s a k k o r а ' Ф ^ ( О + ^ Ф т ( 0 = « Ф Г ( 0 e g y e n l ő s é g e t b e b i z o n y í t o t t u k , v a g y a / 
n í v ó l e g a l á b b e g y , a f p p o n t o k a t e l v á l a s z t ó d k o m p o n e n s é r e а К*, К** k a r a k -
t e r i s z t i k á k e g y i k e k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s . A k k o r m i n d e g y i k , K * -
h o z ( i l l . d * * - h o z ) e l é g k ö z e l i K ' k o m p o n e n s , a m e l y e l v á l a s z t j a d * - o t é s e g y e l é g 
k i c s i n y UoK* k ö r n y e z e t k ü l s e j é t , a z p p o n t o t is e l v á l a s z t j a d * - t ó l ( i l l e t v e f t K**-
t ó l ) é s e g y ú t t a l e l v á l a s z t j a f t és p-t. M i n d e n i l y e n K' k o m p o n e n s r e g u l á r i s , e z é r t 
e b b e n a z e s e t b e n |[Фр(?) = °° , k ö v e t k e z é s k é p p e n i s m é t f e n n á l l a b i z o n y í t a n d ó e g y e n -
l ő s é g . M i n t h o g y e z a z e g y e n l ő s é g l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l l e l m i n -
d e n t-re f e n n á l l , k a p j u k : 

+ 00 +00 +00 

J 'Xî(t)dt+ J №k(t)dt= j "X((t)dt. 

H á t r a v a n m é g a z 
+0= + « 

J 1Фr
F(t)dt= j pF(t)dt 

e g y e n l ő s é g b e b i z o n y í t á s a . D e a £ , p p o n t o k a t e l v á l a s z t ó é s n e m r e g u l á r i s k o m p o n e n -
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s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r d u l n a k e l ő ( u g y a n i s , m i n t i s m e r e t e s , 
s z é t v á l a s z t j á k a J t a r t o m á n y t ) , e n n é l f o g v a ! | Ф е ( / ) = « Ф Л 0 l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l -
h a t ó s o k k i v é t e l t ő l e l t e k i n t v e m i n d e n t - r e , e b b ő l p e d i g k ö v e t k e z i k á l l í t á s u n k h e l y e s -
s é g e . 

V é g ü l n y i l v á n i g a z a k ö v e t k e z ő : 

3 3 . SEGÉDTÉTEL. 

\Vb(F) = \Vb+(F) + «F4-(F) ' 
és 

\Vh(F) = \Vh+ (F) + (F). 
A 3 0 — 3 3 . s e g é d t é t e l e k a z t m o n d j á k , h o g y a b e v e z e t e t t v a r i á c i ó k r a é r v é n y e s e k 

a s z o k á s o s ö s s z e f ü g g é s e k : a ( t a r t o m á n y o n v e t t , p o n t t ó l p o n t i g v e t t , b e l s ő , h a t á r -
v a g y á l t a l á n o s ) teljes variáció egyenlő a megfelelő pozitív és negatív variáció össze-
gével. T o v á b b á i g a z n a k b i z o n y u l e g y m á s i k t e r m é s z e t e s ö s s z e f ü g g é s i s : a ( t e l j e s , 
p o z i t í v , n e g a t í v , a z e g é s z t a r t o m á n y o n v e t t v a g y a p o n t t ó l p o n t i g v e t t ) variáció 
egyenlő a megfelelő belső és határ-variáció összegével. 

2. §. A lineáris variáció mint a függvény variációja az egydimenziós fán. 
A multiplicitás függvények mérhetősége 

A t o v á b b i a k h o z s z ü k s é g ü n k v a n n é h á n y , e g y s z e r ű í v e n v a g y a m i u g y a n a z , 
a [0, 1] s z a k a s z o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó t é t e l r e . 

3 4 . SEGÉDTÉTEL. Legyen f(x) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos függvény. 
Akkor а Фr(t), Ф / ( í ) , Ф / (t) multiplicitás függvények ( l á s d I I . f e j e z e t 1. §) mérhetők. 

BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r m u t a s s u k m e g А Ф / 0 f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g é t . J e l e n t s e 
T(E, n) a z o n t é r t é k e k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k n e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó a t n í v ó n a k 
n s z á m ú p o n t j a ú g y , h o g y t á v o l s á g u k p á r o n k i n t ^ ê . A T(e, n) h a l m a z n y i l v á n 

z á r t . L e g y e n T(n) = Z [ r , « ) é s = J]T(n). А Ф Д ? ) f ü g g v é n y £ { Ф / ( ? ) ^ и } 
к \k J „ , 

Lebesgue-halmazai a m é r h e t ő T(n), Г ( ° ° ) h a l m a z o k . 
M o s t t e g y ü k fe l , h o g y a t n í v ó n e m t a r t a l m a z m a x i m u m - és m i n i m u m - h e l y e t . 

M e g m u t a t j u k , h o g y h a e b b e n a z e s e t b e n Ф / ( / ) = оо, a k k o r e g y ú t t a l Ф / ( г ) =  
= Ф / ( ? ) = ° ° . V a l ó b a n , h a E , n e m i z o l á l t p o n t j a i n a k a h a l m a z a v é g t e l e n , a k k o r 

Ф / ( í ) = Ф / (t) = H a v i s z o n t E, n e m i z o l á l t p o n t j a i n a k h a l m á z a v é g e s , a k k o r 
t a l á l h a t ó Et i z o l á l t p o n t j a i n a k e g y al,a2, ••• m o n o t o n s o r o z a t a , a m e l y n e k e l e m e i t 
E, m á s p o n t j a i n e m v á l a s z t j á k el . D e a k k o r a z ( a , , a2), (a2, a3), ... i n t e r v a l l u m o k o n 

f ( x ) n e m v e s z i fe l a t é r t é k e t é s v á l t a k o z v a e g y s z e r h a t á r o z o t t a n n a g y o b b , m i n t 
t, e g y s z e r h a t á r o z o t t a n k i s e b b , m i n t t ( m á s k é p p a z as p o n t o k e g y i k e e x t r é m u m -
h e l y l e n n e ) . K ö v e t k e z é s k é p p e n a z as p o n t o k v á l t a k o z v a n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i 
p o n t o k , é s e z z e l a k í v á n t e g y e n l ő s é g e t b e b i z o n y í t o t t u k . 

M a x i m u m - és m i n i m u m - h e l y e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r -
d u l n a k e l ő , í g y a z £ { Ф / (?) = £ { Ф / ( 0 = о ° } Lebesgue-halmazok l e g f e l j e b b 

t t 
e g y m e g s z á m l á l h a t ó h a l m a z z a l t é r n e k el a m é r h e t ő 7"(°°) h a l m a z t ó l , t e h á t m a g u k 
is m é r h e t ő k . 
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M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a z £ { Ф / ( 7 ) ё л } és a z £ { Ф / ( î ) è / i ) Lebesgue-hal-

m a z o k m é r h e t ő k . E c é l b ó l b e v e z e t j ü k a A - n ö v e k e d é s i ( / ? - f o g y á s i ) p o n t f o g a l m á t . 
T e g y ü k f e l , h o g y v a n n a k o l y a n я < х 0 < А p o n t o k , a m e l y e k r e / ( a ) + A S / ( x 0 ) S 
^ f ( b ) - h ( i l l e t v e / ( ű ) - h ё Д * о ) + A) é s x € ( a , x 0 ) e s e t é n Д * ) S / ( x 0 ) , x € ( x 0 , b) 
e s e t é n p e d i g / ( x ) ^ / ( x 0 ) ( i l l e t v e x Ç [ a , x 0 ) e s e t é n / ( x ) s / ( x 0 ) , x Ç ( x 0 , A ) e s e t é n 

/ ( x ) = / ( x 0 ) ) . E k k o r a z x 0 p o n t o t A - n ö v e k e d é s i ( i l l e t v e A - f o g y á s i ) p o n t n a k n e v e z z ü k . 
L e g y e n T a z o n ? n í v ó k h a l m a z a , a m e l y e k n e m t a r t a l m a z n a k e x t r é m u m - h e l y e t , é s 
a m e l y e k r e Ф / ( ? ) = '=°. A m i n t k i m u t a t t u k , T m é r h e t ő h a l m a z . L e g y e n а а 
A - n ö v e k e d é s i p o n t o k v a l a m e l y t o r l ó d á s i p o n t j a . A k k o r a n e m f o g y á s i p o n t . J e l e n t s e 
T(h, e, n, + ) a z o n t é r t é k e k h a l m a z á t , a m e l y e k r e E, t a r t a l m a z l e g a l á b b n o l y a n 
я , , . . . , a„ A - n ö v e k e d é s i p o n t o t , a m e l y e k p á r o n k i n t i t á v o l s á g a ^ e . Д к к о г T(h,e,n, +) 
c s a k o l y a n n í v ó k a t t a r t a l m a z , a m e l y e k m i n d e g y i k é n e k l e g a l á b b n p o n t j a n e m f o -
g y á s i p o n t . 

A T(n, + ) h a l m a z m e r h e t ő é s m i n d e g y i k tdT(n, + ) n í v ó l e g a l á b b n s z á m ú n e m -
f o g y á s i p o n t o t t a r t a l m a z . M á s r é s z t , h a t £ T, a k k o r a i n í v ó c s a k n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i 

p o n t o k a t t a r t a l m a z . M i n d e n n ö v e k e d é s i p o n t e l é g k i s A-ra A - n ö v e k e d é s i p o n t . E b b ő l 
' k ö v e t k e z i k , h o g y h a Ф } ( t ) ^ n é s t£T, a k k o r t£T(n, + ) . T e h á t £ { Ф ;

+ ( / ) ё и } а 

m é r h e t ő T(n, + ) П Г h a l m a z t ó l l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t' p o n t t a l t é r e l 

( a m e l y e k r e a t' n í v ó t a r t a l m a z e x t r é m u m - h e l y e t ) . E b b ő l k ö v e t k e z i k a z £ { ф / ( г ) а « } 

h a l m a z m é r h e t ő s é g e m i n d e n n - r e é s e z z e l e g y ü t t а Ф / ( 0 f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g e . 
А Ф 7 ( / ) f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g e a n a l ó g m ó d o n b i z o n y í t h a t ó . A 3 4 . s e g é d t é t e l t t e l j e s e n 
b e b i z o n y í t o t t u k . 

3 5 . SEGÉDTÉTEL. Legyen / ( x ) az [a, b] szakaszon értelmezett folytonos függvény, 
f(a) — /, ,/(£) = 12. Akkor tj < t2 esetén minden t-hez (t1 < t < t2) található a t nívónak 
olyan с f [a, b] pontja, amely nem fogyási pont, tl>t2 esetén pedig minden t-hez 
(/, > ? > t2) található a t nívónak olyan pontja, amely f(x)-nek nem növekedési pontja. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n m e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t t 1 < t < t 2 . L e g y e n с a z E t 

h a l m a z l e g i n k á b b j o b b r a f e k v ő p o n t j a . Н а с f o g y á s i p o n t , a k k o r a [c, A] s z a k a s z o n t a -
l á l h a t ó o l y a n d p o n t , a m e l y b e n f ( d ) 1, e n n é l f o g v a a [d, b] s z a k a s z o n v a n o l y a n 
e p o n t , a h o l f{e) = t, v a g y i s с a z E, h a l m a z n a k n e m a l e g i n k á b b j o b b r a f e k v ő 
p o n t j a . A > / 2 e s e t b e n a b i z o n y í t á s a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k . 

M o s t b e t u d j u k b i z o n y í t a n i a v a r i á c i ó n a k a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y i n t e g r á l j a 
s e g í t s é g é v e l t ö r t é n ő e l ő á l l í t á s á r ó l s z ó l ó n e v e z e t e s t é t e l t ( l á s d [6]) . 

17. TÉTEL. Legyen / ( X ) Я [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos függvény. Legyen 
V(/), y+(f) és V~(f) e függvény teljes, pozitív, illetve negatív variációja. Akkor 

L e g y e n 

V(f)= j <í>f(t)dt, V4f)= J <t>}(t)dt é s K - ( / ) = J ' <lf(t)dt. 
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BIZONYÍTÁS. M i n d e n e k e l ő t t t é t e l ü n k i g a z b á r m e l y s z a k a s z o n k é n t l i n e á r i s f ü g g -
£ 

v é n y r e . M o s t j e l e n t s e fn(x) ( л = 1 , 2 , . . . ) a z t a f ü g g v é n y t , a m e l y a — h e l y e k e n 

( k \ 

(k=0, 1, 2 , . . . , и ! ) a z / l — 1 é r t é k e k e t v e s z i f e l , a k ö z b e n s ő i n t e r v a l l u m o k o n 

p e d i g l i n e á r i s . A k k o r f e n n á l l 
V H D ^ v H f ) , v f f f n ) s v - ( f ) , k ( / „ ) s k ( / ) , 

v a l a m i n t 

Y ± ( / ) = H m F ± ( / „ ) é s K ( / ) = l im K ( / „ ) . n n 
T o v á b b á 

+ e= + ов 

j Ф 7 „ ( * ) Л = K ± ( / ) é s j Ф / я ( 0 Л = f ( / , ) 4 ( j ) . 

A z n i n d e x n ö v e l é s é v e l а Ф / „ ( / ) , Ф / „ ( 0 f ü g g v é n y e k m i n d e n e g y e s / - r e m o n o t o n 
n ö v e k e d n e k . M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y m a j d n e m m i n d e n / - r e 

l i m Ф / „ ( / ) = Ф f ( / ) , l i m Ф / п ( / ) = Ф 7 ( / ) . 
n п 

E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 

I Ф / ( f ) А = l i m I Ф / „ (/)<// = l i m V H L ) = V ± ( Л 
— во П —во П 

é s 
+ во +вв 

I <X>f(t)dt = l i m Í Ф / п ( / ) А = Н т V{fn)=V(J). 
- ов " - во « 

L e g y e n / o l y a n n í v ó , a m e l y n e m t a r t a l m a z z a / ( x j é s a z / „ ( x ) (« = 1 , 2 , . . . ) f ü g g v é n y e k 
e g y e t l e n e x t r é m u m - h e l y é t s e m . L e g y e n e k a , , . . . , a z E t h a l m a z h o z t a r t o z ó é s n e m 
f o g y á s i p o n t o k . L e g y e n <5 a z as p o n t o k p á r o n k i n t i t á v o l s á g a i k ö z ü l a l e g k i s e b b . 

A k k o r m i n d e g y i k as p o n t - - s u g a r ú k ö r n y e z e t é b e n t a l á l h a t ó k é t o l y a n bs<cs p o n t , 

h o g y f(bs) < / ( a , ) = / < f ( c s ) . A z / „ ( x ) f ü g g v é n y e k e g y e n l e t e s e n t a r t a n a k / ( x ) - h e z é s 
e z é r t e l é g n a g y и é r t é k e k r e f„{bs) < / < / „ ( c s ) ( 5 = 1 , 2 , . . . , / : ) . A k k o r e l é g n a g y n 
m e l l e t t b á r m e l y i - h e z t a l á l h a t ó a ( ú s , c s ) i n t e r v a l l u m n a k o l y a n p o n t j a , a m e l y a z 

fn(x) f ü g g v é n y / n í v ó j á h o z t a r t o z i k é s n ö v e k e d é s i p o n t ; k ö v e t k e z é s k é p p e n l i m Ф / „ ( / ) = 
о 

^ Ф / ( / ) m i n d e n o l y a n / n í v ó r a , a m e l y n e m t a r t a l m a z z a a z / ( x ) , / „ ( x ) f ü g g v é n y e k 
e g y e t l e n e x t r é m u m - h e l y é t s e m , a z a z l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l l e l 
m i n d e n / - r e . M o s t l e g y e n Ф / „ ( / ) = k , é s / - r e t e l j e s ü l j e n e k a z e l ő b b i m e g k ö t é s e k . A k k o r 
t a l á l h a t ó к s z á m ú а1<Ь1^...Шак<Ьк p o n t p á r ú g y , h o g y fn(as) = / ( a s ) < / é s 
f f f i j ) = ( i = l , 2 , . . . , / : ) . A 3 5 . s e g é d t é t e l s z e r i n t m i n d e g y i k ( a s , b s ) i n t e r -
v a l l u m o n a z f ( x ) f ü g g v é n y / n í v ó j á n a k v a n l e g a l á b b e g y p o n t j a , a m e l y n e m f o g y á s i 
p o n t , t e h á t Ф / ( / ) & И т Ф / „ ( / ) - И у m ó d o n m a j d n e m m i n d e n / - r e Ф / ( / ) = l i m Ф / „ ( / ) . 
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E z z e l a V + ( f ) = | Ф / (t) dt e g y e n l ő s é g e t b e b i z o n y í t o t t u k . Á t t é r v e a — f ( x ) f ü g g -

v é n y r e , a z o n n a l k a p j u k : 
+0= + „ 

v - ( f ) = v + ( - f ) = J <btf(f)dt= J Ф7(0dt . 

M o s t t é r j ü n k v i s s z a a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k h e z . L e g y e n F fi) a J t a r t o m á n y o n 

é r t e l m e z e t t f o l y t o n o s f ü g g v é n y , £ é s £ a J t a r t o m á n y k é t p o n t j a , TF p e d i g a z e g y d i -

m e n z i ó s f a . L e g y e n F*(l) a m e g f e l e l ő f ü g g v é n y TF-en, é s <7 a z I(, f p o n t o k a t ö s s z e -
k ö t ő m i n i m á l i s e g y s z e r ű í v 7 7 - b e n . A k k o r a 7 . t é t e l s z e r i n t а о í v e n t e k i n t e t t F*(l) 
f ü g g v é n y ( / « - r e v o n a t k o z ó ) n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i p o n t j a i n a k e g y é r t e l m ű e n m e g -
f e l e l n e k a z F fi) f ü g g v é n y E, n í v ó h a l m a z a i n a k ( £ - r e v o n a t k o z ó ) n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i 

k o m p o n e n s e i . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y < Ф ? ( 0 = Ф 7 * ( 0 é s | Ф 7 ( 0 = Ф7«(0> a h o l 
Ф Е » ( 0 a cr e g y s z e r ű í v e n t e k i n t e t t F*(l) f ü g g v é n y h e z t a r t o z i k . E z e k s z e r i n t а (?) 
m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k m é r h e t ő k . M u t a s s u k m e g a « Ф г Ч 0 > f ü g g v é n y e k 

m é r h e t ő s é g é t a r r a a z e s e t r e , a m i k o r J n é g y z e t . E h h e z e l ő b b e g y s e g é d t é t e l t b i z o n y í -
t u n k b e . 

3 6 . SEGÉDTÉTEL. Legyen a J tartomány négyzet, F fi) folytonos függvény J-n és 
TF az F fi) függvény egydimenziós fája. Legyen a egy TF-hez tartozó egyszerű ív. 
Akkor cr azon pontjai, amelyek J határát metsző komponenseknek felelnek meg, egy 
o1 a a egyszerű ívet alkotnak ( e l ő f o r d u l h a t , h o g y ctj = 0 , = 0 v a g y a cr í v v a l a m e l y 
p o n t j a ) . 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n f £cr , l2 £cr a J t a r t o m á n y h a t á r á t m e t s z ő ff, K2 k o m p o -
n e n s e k n e k m e g f e l e l ő k é t p o n t . A k k o r b á r m e l y a Kk, ff k o m p o n e n s e k e t e l v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s is m e t s z i J h a t á r á t . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a m i n d e n f és l2 k ö z ö t t 
f e k v ő p o n t j a ( 7 , - h e z t a r t o z i k , v a g y i s erI v a l ó b a n e g y s z e r ű í v . 

A 3 6 . s e g é d t é t e l b ő l a z o n n a l k ö v e t k e z i k а Фт~°(0> Ф / ? ( 0 f ü g g v é n y e k m é r h e t ő -
s é g e . V a l ó b a n , t e k i n t s ü k 7 7 - n e k e g y v é g p o n t o k r a é s a l , a 2 - ••• e g y s z e r ű í v e k r e v a l ó 
s z a b á l y o s f e l b o n t á s á t ( l á s d I . f e j . 2 . § ) ; v á l a s s z u k ki m i n d e g y i k <x, í v e n a z o k a t a 
p o n t o k a t , a m e l y e k J h a t á r á t m e t s z ő k o m p o n e n s e k n e k f e l e l n e k m e g . A 3 6 . s e g é d -
t é t e l s z e r i n t e z e k e g y a's e g y s z e r ű í v e t a l k o t n a k . A k k o r а Ф f % ( í ) m u l t i p l i c i t á s f ü g g -
v é n y m a j d n e m m i n d e n ü t t e g y e n l ő a 2 ^f'.ÁO ö s s z e g g e l , a h o l Ф / » , 5 ( 0 a a's í v e n 

s 
t e k i n t e t t F*(l) f ü g g v é n y n e k a z L-re n é z v e n e m f o g y á s i ( i l l e t v e n e m n ö v e k e d é s i ) 

• h "h r -J-
p o n t o k s z e r i n t k é p e z e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e , m e r t Ф r f i f i ) — 2 Ф f ' .ÁO c s a k a z o n 

s 
t é r t é k e k r e k ü l ö n b ö z h e t n u l l á t ó l , a m e l y e k TF e l á g a z á s i p o n t j a i n a k f e l e l n e k m e g , 

i l y e n p o n t p e d i g a z 1. s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k v a n . 

A n a l ó g m ó d o n a s — a ' s e g y v a g y k é t e g y s z e r ű í v b ő l á l l , e s e t l e g v é g p o n t o k n é l k ü l . 

L e g y e n e k e z e k a z í v e k c r ? ' é s a 2 ' • L e g y e n a z F * ( l ) f ü g g v é n y n e k a z L - r e n é z v e n e m 

f o g y á s i ( n e m n ö v e k e d é s i ) p o n t o k s z e r i n t k é p e z e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e ( a a ( s \ i l l . 

a<2) í v e n ) Ф # У ( 0 » i l l . Ф г * , 2 Л 0 - A k k o r , i s m é t l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t 

é r t é k k i v é t e l é v e l , a m e l y e k cr}" é s a[2) v é g p o n t j a i n a k é s TF e l á g a z á s i p o n t j a i n a k 
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f e l e l n e k m e g , m i n d e n t-re f e n n á l l : 

ф £ ( / ) - 2 [ Ф г - ' V + Ф г и > ] = о . 
s 

А Фе*, f t ) , 0>F\kt) é s Ф / ^ Д ' С О f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g e k ö v e t k e z t é b e n a (k>lf(t), 
Фr%(t) f ü g g v é n y e k m é r h e t ő k . 

M o s t l e g y e n ^ é s ( a J t a r t o m á n y k é t p o n t j a . L e g y e n о az / ç p o n t o k a t ö s s z e -
k ö t ő m i n i m á l i s e g y s z e r ű ív . L e g y e n o ' r z o а о í v a z o n p o n t j a i b ó l á l l ó e g y s z e r ű í v , 
a m e l y e k J h a t á r á t m e t s z ő k o m p o n e n s e k n e k f e l e l n e k m e g . L e g y e n а = о' + + cr<2), 
a h o l <r(1) é s cr (2 ) k é t e g y s z e r ű ív , e s e t l e g v é g p o n t o k n é l k ü l . Н а ф ' 7 ( 0 , ( 1 ) ( 0 > 

a z £ * ( / ) f ü g g v é n y , a <т(1), i l l . n ( 2 ) í v h e z t a r t o z ó m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y é t 
j e l e n t i a z o n p o n t o k s z e r i n t , a m e l y e k l(-re n é z v e n e m f o g y á s i ( n e m n ö v e k e d é s i ) 
p o n t o k , a k k o r f e n n á l l | ф Г ( 0 = Ф г « ( 0 é s ^ ( í ) = ф " ( 1 ) ( 0 + ф " < 2 ) ( 0 , a h o l a z 
e l s ő e g y e n l ő s é g m i n d e n t-re, a m á s o d i k p e d i g а а v é g p o n t j a i n a k m e g f e l e l ő t í , t2 

é r t é k e k e s e t l e g e s k i v é t e l é v e l m i n d e n t - r e é r v é n y e s . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k а \ Ф Ь ± ( 0 , 

С + 
«Ф/Г ( 0 f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g e . 

A k a p o t t e r e d m é n y e k e t ö s s z e f o g l a l v a , a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g é r ő l 
a z a l á b b i t é t e l t n y e r j ü k . 

18. TÉTEL. Tetszés szerinti, а J tartományon értelmezett F(rf) folytonos függ-
vényre és tetszés szerinti f Ç pontokra а (/), | ф 7 ( 0 , «Ф^ЧО. Фг.ЧО, Фп7) 
függvények t mérhető függvényei. 

E z e n f e l ü l a p o n t t ó l p o n t i g v e t t v a r i á c i ó k é s a z F f f ) f ü g g v é n y v a l a m e l y t a r t o -
m á n y o n v e t t l i n e á r i s v a r i á c i ó j a ú j d e f i n í c i ó j á t k a p t u k . 

2 0 . d e f i n í c i ó . A Ç=a0, a1, ..., ö„ = { p o n t s o r o z a t o t £ — C-láncnak n e v e z z ü k 

( a z a d o t t F{rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y r e v o n a t k o z ó a n ) , h a a Ks3as ( 5 = 1, 2 , . . . , rí) 

n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a а Кs_,, Ks+l k o m p o n e n s e k e t . 

19. TÉTEL. Legyen F(i]) folytonos függvény a szokásos tartományon. Legyen 
\A\+=A, ha A^O; M | + = 0 , ha A^0 és \A\~ = \ -A\ + . Akkor 

\V{F) = sup Z IF(a s ) -F (a s ^ ) \ 
s= 1 

és 

lv±(F) = supZ Haj-Fia,.^, 
s — 1 

ahol a felső határ mindenütt az összes lehetséges, tetszés szerinti n szánni pontból 
átló, £ — C-láncra képezendő. 

BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , l e g y e n TF a z F{rf) f ü g g v é n y e g y d i m e n z i ó s f á j a . L e g y e n 
L é s f a TF f a a z o n k é t p o n t j a , a m e l y a i l l . Ç p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s n e k 
f e l e l m e g . L e g y e n a0,aí,...,an v a l a m e l y £ — ( - l á n c a 2 0 . d e f i n í c i ó b a n m e g a d o t t 

é r t e l e m b e n . L e g y e n TF m e g f e l e l ő p o n t j a i n a k s o r o z a t a = f , •••, l„ = f- A k k o r 

íV±(F) = lv± (F*) é j l P (/,.) - F* (/s_ ,)| :± = Z \Has) - Да,-1)| 
S=1 .4=1 
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a h o l F*(l) a z F ^ j - n a k m e g f e l e l ő f ü g g v é n y F f - e n , \v±{F*) p e d i g F * ( 0 p o z i t í v 
( n e g a t í v ) v a r i á c i ó j a a z /*, f p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő m i n i m á l i s a e g y s z e r ű í v e n . A n a l ó g 
m ó d o n , h a l0 = l(, . . . , / „ = / , m o n o t o n p o n t s o r o z a t a a í v e n , a k k o r a z a0, a1, ...,a„ 
s o r o z a t , a h o l as a z E, n í v ó h a l m a z / s - n e k m e g f e l e l ő Ks k o m p o n e n s é h e z t a r t o z i k , 
<!; — £ - l á n c o t a l k o t . E n n é l f o g v a 

| K ± ( F ) = K ± ( F * ) = s u p 2 \ F * ( 4 ) ( / . - ! ) ! * - s u p i | F ( a s ) - 7 ( ^ ) 1 * , 
S=1 S=I 

\ 
é s e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n i . 

A n a l ó g m ó d o n 

\ F ( F ) — s u p 2 I F ( a s ) - 7 ( ^ ) 1 . 
s = 1 

А \vb±(F), \vbí{F) v a r i á c i ó k é s a z e g é s z t a r t o m á n y o n v e t t v a r i á c i ó k d e f i n í c i ó -
j á n a k a n a l ó g m ó d o n v a l ó m e g f o g a l m a z á s á t a z o l v a s ó r a b í z z u k . 

E p a r a g r a f u s b e f e j e z é s e k é n t b e b i z o n y í t j u k m é g a k ö v e t k e z ő , c s a k n e m n y i l v á n -
v a l ó t é t e l t n é g y z e t e n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y / m í á r - v a r i á c i ó j á r ó l . 

2 0 . TÉTEL. Legyen J a négyzet és F(r\) folytonos függvény J-n. Akkor Vh(F) = 
= — Vc( F) ( ahol VC(F) az F függvény variációja a J négyzet С halárán), ha Vh(F) < 
< + » és V\F) = VC(F) = + oo az ellenkező esetben. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n Ф С ( 0 a J n é g y z e t С h a t á r á n t e k i n t e t t F{rj) f ü g g v é n y r e 
v o n a t k o z ó m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y . A k k o r a 17. t é t e l é r t e l m é b e n V C ( F ) k i f e j e z h e t ő 
a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 

VC(F)= J' Фc(t)dt. 

T o v á b b á 

V(F)= I Фh
F(t)dt. 

H a s o n l í t s u k ö s s z e а Ф с ( / ) é s a ф ' / 'Ç) f ü g g v é n y t . M i n d e n e k e l ő t t o l y a n t n í v ó , 
a m e l y a J-n t e k i n t e t t é s a C-n t e k i n t e t t F ( / / ) f ü g g v é n y n e k i s t a r t a l m a z z a l e g a l á b b 
e g y e x t r é m u m - h e l y é t , l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k v a n . L e g y e n t o v á b b á £ € С П E, 
é s t e g y ü k f e l , h o g y £, b á r a z F ( i / ) f ü g g v é n y n e k n e m e x t r é m u m - h e l y e C - n , m é g i s 

v a l a m e l y J-t s z é t n e m v á l a s z t ó KczE, k o m p o n e n s h e z t a r t o z i k . A k k o r £ - h o z b á r m i l y e n 

k ö z e l t a l á l h a t ó o l y a n £ t é s ( 2 P o n t a С h a t á r o n , h o g y F ( £ 1 ) < í < F ( £ 2 ) . D e a С и £2 

p o n t o k a t a z E , n í v ó h a l m a z , é s í g y v a l a m e l y K' c £ , k o m p o n e n s is e l v á l a s z t j a . E n n é l -

f o g v a K' К és К' П С 0 . I ly m ó d o n а С h a t á r o n £ - h o z t e t s z é s s z e r i n t i k ö z e l s é g b e n 

t a l á l h a t ó o l y a n p o n t , a m e l y F t - n e k e g y J-t s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s é h e z t a r t o z i k . 

E z é r t Ф с ( 0 = Ф * ( 0 = oo. 
V é g ü l t e g y ü k f e l , h o g y а К k o m p o n e n s m e t s z i C - t é s a k ö z ö s p o n t o k s z á m a 

k e t t ő n é l t ö b b . L e g y e n аКГ\ € C , bÇKOC és c^KC\C. A k k o r v a g y a z ab, bc, ca 
í v e k e g y i k e t e l j e s e n F t - b e n f e k s z i k , v a g y C - n t a l á l h a t ó a C E , k i e g é s z í t ő h a l m a z n a k 
h á r o m a , ß, y p o n t j a , a m e l y r e n d r e a bc, ca é s ab í v h e z t a r t o z i k . E b b e n a z e s e t b e n 



'94 A. SZ. KRONROD 

К p á r o n k i n t e l v á l a s z t j a a z a , ß, у p o n t o k a t ( e z Jordan t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k ) , é s í g y 
A l e g a l á b b h á r o m t a r t o m á n y r a v á l a s z t j a s z é t a / n é g y z e t e t . A z 1. s e g é d t é t e l s z e r i n t 
i l y e n k o m p o n e n s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó s o k n í v ó n f o r d u l n a k e l ő . O l y a n A 
k o m p o n e n s , a m e l y t a r t a l m a z z a C - n e k v a l a m e l y í v é t , s z i n t é n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l -
h a t ó a n s o k v a n . 

I l y m ó d o n , e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó s o k n í v ó n e l h e l y e z k e d ő k o m p o n e n s e k k i v é -
t e l é v e l , m i n d e n k o m p o n e n s m e t s z i C - t , d e l e g f e l j e b b k é t k ö z ö s p o n t j a v a n v e l e . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y Ф с ( 0 = 2 Ф £ ( 0 m a j d n e m m i n d e n t-re. T o v á b b á h a a A 

k o m p o n e n s n e k C - v e l c s a k e g y k ö z ö s p o n t j a v a n , a k k o r v a g y A s z é t v á l a s z t j a J-t, a m i 

a 7 . s e g é d t é t e l s z e r i n t l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó s o k n í v ó h o z t a r t o z ó k o m p o n e n s e k r e 

á l l h a t f e n n , v a g y A n e m v á l a s z t j a s z é t J-t, é s a k k o r , a m i n t f e n t e b b m e g m u t a t t u k , 

Ф с ( ? ) = Ф £ ( г ) = o= m i n d e n i l y e n t - r e , k i v é v e e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k a t . 

T e h á t m a j d n e m m i n d e n t - r e v a g y Ф с ( г ) = 2 Ф £ ( 0 , v a g y Ф с ( ? ) = Ф * ( 0 = 

H a a z u t ó b b i e g y e n l ő s é g n u l l a m é r t é k ű h a l m a z o n t e l j e s ü l , a k k o r 

+ 00 +00 

V4F)= j ф£(0Л = т J <t>c(t)dt = ~ VC(F). 

H a v i s z o n t Ф с ( ? ) = Ф ^ ( 0 = ° ° a n í v ó k v a l a m e l y p o z i t í v m é r t é k ű r e n d s z e r é n , a k k o r 

F o g l a l j u k ö s s z e e n n e k a p a r a g r a f u s n a k a z e r e d m é n y e i t . B e b i z o n y í t o t t u k , h o g y 
a V(F) l i n e á r i s v a r i á c i ó , t o v á b b á a z F(tj) f ü g g v é n y p o n t t ó l p o n t i g v a g y a z e g é s z 
t a r t o m á n y o n v e t t ( a d o t t p o n t r a v o n a t k o z ó ) p o z i t í v é s n e g a t í v , b e l s ő é s h a t á r - v a r i á -
c i ó j a v i s s z a v e z e t h e t ő a z F(rj) f ü g g v é n y TF e g y d i m e n z i ó s f á j á n é r t e l m e z e t t £ * ( / ) 

f ü g g v é n y m e g f e l e l ő v a r i á c i ó i r a . A z o n k í v ü l b e b i z o n y í t o t t u k a z ö s s z e s m u l t i p l i c i t á s 
f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g é t . E z á l t a l b e b i z o n y í t o t t u k a v a r i á c i ó k d e f i n í c i ó j á n a k j o g o s s á -
g á t é s a v a r i á c i ó k k ö z ö t t i V(F) = £ + ( £ ) + V~(F) t í p u s ú s z o k á s o s ö s s z e f ü g g é s e k e t 

i s , a m e l y e k e t a z e l ő z ő p a r a g r a f u s v é g é n a m u l t i p h c i t á s f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g é n e k 
f e l t é t e l e z é s e m e l l e t t k a p t u n k . 

V é g ü l a z F(rj) f ü g g v é n y h a t á r - v a r i á c i ó j á t k i f e j e z t ü k a h a t á r o n v e t t v a r i á c i ó j a 
s e g í t s é g é v e l , a m i t a l á n k i s s é i n d o k o l j a a z e l n e v e z é s t . 

3. §. A \ V ( f ) lineáris variációnak mint a £ pont függvényének tulajdonságai. 
Korlátos lineáris variációjú függvény felbontása két monoton függvény 

különbségére 

L e g y e n £ ( / / ) r ö g z í t e t t f o l y t o n o s f ü g g v é n y a s z o k á s o s t a r t o m á n y b a n ( n é g y z e t 

v a g y g ö m b f e l ü l e t ) , é s l e g y e n £ t e t s z é s s z e r i n t i p o n t . M e g m u t a t j u k , h o g y a \V"(F) 
m e n n y i s é g e k ( a h o l a p o n t o k h e l y é b e a b± é s A * i n d e x p á r o k b á r m e l y i k e í r h a t ó ) а С 
pont függvényeként t e k i n t v e f o l y t o n o s a k é s £ - r e n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő k , h a c s a k 
F(p) korlátos lineáris variációjú f ü g g v é n y , v a g y i s h a V{F) < 

T o v á b b á m e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y e b b e n a z e s e t b e n 

F(Q-F(f)=\V+(F)-\V-(F), 
é s h o g y e z a f e l b o n t á s b i z o n y o s é r t e l e m b e n m i n i m á l i s . 
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M i n d e n e k e l ő t t j e g y e z z ü k m e g , h o g y h a n e m k ö v e t e l j ü k m e g F f i ) l i n e á r i s 

v a r i á c i ó j á n a k k o r l á t o s s á g á t , h a n e m m o n d j u k c s a k a \V(F) v a r i á c i ó k (£ p o n t o k 

s z e r i n t i ) e g y e n l e t e s k o r l á t o s s á g á t , a k k o r e l ő f o r d u l h a t , h o g y a \V{F) v a r i á c i ó m i n t 

a £ p o n t f ü g g v é n y e n e m f o l y t o n o s . I s m e r t e t ü n k e g y e r r e v o n a t k o z ó p é l d á t . 

L e g y e n {K„} a z ^ s u g a r ú , > = an k ö z é p p o n t ú K„ k ö r ö k s o r o z a t a . 

L e g y e n 

/ 0 h a r , $ 2 K n , 

Hn) = \ 1 
( f f f + í s m (28"пвп) ha tjeKn, 

a h o l g„ az t] p o n t a „ - t ő l m é r t t á v o l s á g a . 

A k k o r alV±(F) = 1 ( £ = (0 , 0 ) ) ; minden £ p o n t r a \ V + ( F ) ^ 1 ; é s \V+(F),\v~(F)„ 
\V(F) m i n t £ f ü g g v é n y e i n e m f o l y t o n o s a k a £ = £ = (0 , 0 ) h e l y e n . 

B e b i z o n y í t j u k , h o g y h a V(F)< + a k k o r i l y e n e s e t n e m f o r d u l h a t e l ő . 

3 7 . SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffi) а szokásos J tartományon értelmezett, folytonos 
függvény, és tegyük fel, hogy Ffi) lineáris variacioja korlátos : < -f- Akkor 
\Vb±(F), lVh±(F), \Vb(F), \V\F), \V±(F) és \v(F) az r\ pontnak folytonos függ-
vényei. 

+ 00 

BIZONYÍTÁS. M i n t h o g y V(F) < + °° é s V(F) = | ФF(t)dt < + А ФF(t) f ü g g -

v é n y t s z e r i n t i n t e g r á l h a t ó é s a z 

<2 

t\ 
f ü g g v é n y a b s z o l ú t f o l y t o n o s . A z a b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y d e f i n í c i ó j a s z e r i n t 
b á r m e l y г > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n ó ( e ) > 0 , h o g y |?2 — < ú ( e ) e s e t é n 

íz 
I ® F ( í ) í f t < £ . 

ti 

M o s t l e g y e n a 0 ( e ) > 0 s z á m o l y a n , h o g y a z F(rj) f ü g g v é n y r e \rj2, < 0 ( e ) e s e t é n 

f e n n á l l \Ffi2) — Ffifi]^— ú ( e ) . L e g y e n e k a, b a / t a r t o m á n y t e t s z é s s z e r i n t i p o n t j a i , 

a m e l y e k r e д(а, Z > ) < 0 ( e ) . A k k o r = | | Ф " ( f ) d t é s = | \Ф"(f)dt\ m i n d e n a 

£ , a p o n t o k a t e l v á l a s z t ó , d e a £ , b p o n t o k a t n e m e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a 

a - t é s b-t, é s u g y a n e z v o n a t k o z i k a £ , b p o n t o k a t e l v á l a s z t ó , d e £ - t é s a - t n e m e l v á -

l a s z t ó k o m p o n e n s e k r e . D e a z a , b p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k m i n d n y á j a n 
С / \ С / \ 

F(a) 2 — ^s F (a) - 1 — — k ö z ö t t i n í v ó k h o z t a r t o z n a k é s í g y a t v á l t o z ó n a k e g y 

<5(e) h o s s z ú s á g ú i n t e r v a l l u m á h o z t a r t o z n a k . D e a k k o r a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y n e k 
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a z ö s s z e s i l y e n k o m p o n e n s e k e n v e t t i n t e g r á l j a n e m h a l a d j a m e g a z e é r t é k e t , k ö v e t -
k e z é s k é p p e n | | F " ( F ) — \V"(F)\ < e , u g y a n i s m i n d e n m á s k o m p o n e n s e g y s z e r r e 
v á l a s z t j a e l v a g y n e m v á l a s z t j a e l é - t a - t ó l é s C-t é - t ő l , é s e z é r t e g y s z e r r e j á r u l v a g y 
n e m j á r u l h o z z á а £ Ф ё ( 0 és а * Ф ё ( 0 m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y h e z . 

T e h á t g(a, b)<0(s) f e n n á l l á s á b ó l k ö v e t k e z i k | | K " ( F ) — \V"(F)\ < £ , a m i a z t 

j e l e n t i , h o g y a z ö s s z e s v a r i á c i ó k v a l ó b a n f o l y t o n o s a k . 

M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a z F(r\) f ü g g v é n y C- tő l ( - i g v e t t p o z i t í v é s n e g a t í v 
v a r i á c i ó j a m o n o t o n n ö v e k v ő f ü g g v é n y ( a С p o n t r a n é z v e ) . E h h e z s z ü k s é g ü n k l e sz a 
k ö v e t k e z ő n y i l v á n v a l ó s e g é d t é t e l r e . 

38 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(t\) a J tartományon értelmezett folytonos függvény, 
Ç, f j tetszés szerinti pont és К valamely nívóhalmaz tetszés szerinti komponense. A 
\Vb±(F), \ Vh± (F) variációk mint а X pont függvényei állandók а К halmazon. 

3 9 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(r\) folytonos függvény a szokásos J tartományon és 
legyen V{F) < + ». Akkor bármely ç £ J pontra a cp(r/) = £ K + ( F ) , ф(р) = \V~(F) 
függvények monoton növekednek (£-re vonatkozóan). 

BIZONYÍTÁS. A 99(17), ф(в) f ü g g v é n y e k a 3 7 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n f o l y t o n o s a k . 
L e g y e n F j ) C a 99(17) f ü g g v é n y t n í v ó j á n a k v a l a m e l y r e g u l á r i s k o m p o n e n s e , t o v á b b á 
/ j Э £ é s J2 a z o k a k o m p o n e n s e k , a m e l y e k r e F f e l o s z t j a J-t. L e g y e n ( £ J 2 • M e g m u t a t -

j u k , h o g y 9p(Q = L A z F(t]) f ü g g v é n y n í v ó h a l m a z a i n a k a С, С p o n t o k a t e l v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s e i e g y e s í t v e e g y D k o n t i n u u m o t a l k o t n a k ( a z f , f p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő 
m i n i m á l i s arzTF e g y s z e r ű ív i n v e r z k é p é t ) . F e n n á l l + e z é r t F P l / Ж О . L e g y e n 
a£KÍ~)D. A k k o r a z F(tj) f ü g g v é n y КЭа n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s é n a 99(17) f ü g g v é n y 
á l l a n d ó és 99(a) = í . M i n t h o g y F e l v á l a s z t j a f t é s C-t, e b b ő l , t e k i n t e t t e l a 19. t é t e l r e , 
k ö v e t k e z i k , h o g y cp(()^(p(a) = t. L e g y e n t o v á b b á x^J^fD. L e g y e n КЭх a z F(rç) 
f ü g g v é n y n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e ; F e l v á l a s z t j a а С és a z a £ F ( T £ p o n t o t . A k k o r 

F n e m m e t s z i a F k o m p o n e n s t , m e r t k ü l ö n b e n a 3 8 . s e g é d t é t e l s z e r i n t F c F l e n n e . 

K ö v e t k e z é s k é p p e n F e l v á l a s z t j a а С p o n t o t é s a F k o m p o n e n s t , é s a f e n t e b b b i z o n y í -
t o t t a k é r t e l m é b e n 9 fx )^<p{a) = t. A b i z o n y í t o t t a k b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a z f , f p o n -
t o k a t ö s s z e k ö t ő <7 с F, , e g y s z e r ű í v e n , a h o l С £ 7 2 > a f * ( l ) f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k s z i k 

l(-re v o n a t k o z ó a n . M i n t h o g y а С p o n t t e t s z é s s z e r i n t i , a 7 . t é t e l a l a p j á n e z a z t j e l e n t i , 
h o g y 99(1/) а С p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő f ü g g v é n y . 

А ф ф / ) f ü g g v é n y r e a b i z o n y í t á s a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k . 

4 0 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(tf) korlátos lineáris variációjú folytonos függvény. 
Legyen С és С két tetszés szerinti pont. Akkor 

£ ( 0 - £ ( £ ) = \v+
 ( F ) - \ v ~ ( F ) . 

BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , l e g y e n TF a z F{r\) f ü g g v é n y e g y d i m e n z i ó s f á j a , f é s f 

a TF f a a z o n p o n t j a i , a m e l y e k a f i l l . С p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s e k n e k f e l e l n e k 
m e g , a p e d i g a z f , f p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő m i n i m á l i s e g y s z e r ű í v £ F - b e n . L e g y e n 
F * ( / ) a z F ( i / ) - n a k m e g f e l e l ő f ü g g v é n y TF-en. T e k i n t s ü k a z F * ( / ) f ü g g v é n y t c s a k a a 
í v e n . E f e j e z e t 2 . § - á n a k e r e d m é n y e i é r t e l m é b e n F ± ( F * ) = \V±(F). D e F ( Q — F ( C ) = 
= F * ( / ç ) — F * ( / 5 ) . M i n t h o g y F * ( / ) k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú f ü g g v é n y a a e g y s z e r ű í v e n , 
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f e n n á l l : 

F*(lf-F*fa) = V+(F*)-V-(F*), 

e n n é l f o g v a Ffa)-Ffa) = jiV+(F)-\V~(F), é s e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n i . 

21. TÉTEL. Legyen Ffa) a J tartományon értelmezett, korlátos lineáris variációjú, 
folytonos függvény, és (£J tetszés szerinti pont. Akkor: яга.-

1. Az Ffa) függvény előállítható két, a ( pontra nézve monoton növekedő, folytonos 
függvény különbségeként. 

2. Ilyen függvényeket szolgáltat a (-tői rj-ig vett pozitív és negatív variáció mint 
a változó I] pont függvényei: Ffa) + \V*(F) és \ V~(F). 

3. Az Ffa) = Ffa) + 1V+(F) — \V~(F) előállítás minimális, vagyis ha <pxfa) és 
cp2fa) két, (-re nézve monoton növekedő, folytonos függvény, Ffa) = cpifa) — <p2fa) és 
<ptfa) = Ffa), akkor minden ifaJ pontban q:xfa) = Ffa) + \V+(F) és (p2fa)^\V~{F). 

BIZONYÍTÁS. A Z 1 . é s 2 . p o n t o t é s a z F f a ) = F f a ) + ' K + ( F ) - ^ К - ( А ) e g y e n l ő s é -
g e t m á r b e b i z o n y í t o t t u k a 3 7 . , 3 9 . é s 4 0 . s e g é d t é t e l b e n . H á t r a v a n m é g a 3 . á l l í t á s 
b e b i z o n y í t á s a . F e l h a s z n á l j u k a 19. t é t e l e r e d m é n y é t . L e g y e n e k cpft;), cp2fa) f o l y t o n o s 
é s a ( p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő f ü g g v é n y e k , Ffa) — cpifa) — cpïfa), <Pifa) = 
= Ffa). L e g y e n (=a0, ...,an = t] v a l a m e l y (-q-lánc a 2 0 . d e f i n í c i ó b a n m e g a d o t t 

é r t e l e m b e n , é s a z e l ő r e m e g a d o t t e > 0 s z á m r a t e l j e s ü l j ö n 

t V H f ) ^ 2 \F(as)-F(as^)fa + s. 
s — 1 

L e g y e n Ksjas a z Ffa) f ü g g v é n y m e g f e l e l ő n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e . M i n t h o g y 
A , z á r t h a l m a z é s (pxfa), f z f a ) f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k , A s - n e k v ä n o l y a n bs p o n t j a , 
a m e l y b e n a <pxfa) f ü g g v é n y A , - b e n m i n i m á l i s é r t é k e t v e s z f e l . M i v e ( cpxfa) — cp2fa) = 
= Ffa) é s Ffa) a Ks h a l m a z o n á l l a n d ó , a bs p o n t b a n (p2(s) i s f e l v e s z i A s - b e l i m i n i m á -

l i s é r t é k é t . H e l y e t t e s í t s ü k a z {as} l á n c o t a { ó s } l á n c c a l . M e g j e g y e z z ü k , h o g y e n n e k 
s o r á n l e h e t s é g e s a b0=a0 = ( v á l a s z t á s . V a l ó b a n , e l l e n k e z ő e s e t b e n cpfbf) < ( p f a f ) 
é s u g y a n a k k o r <p2(bo)<q>2(ao) = <p2fa)=0 l e n n e . D e cp2fa) a f e l t e v é s s z e r i n t (-re 
n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő f ü g g v é n y , k ö v e t k e z é s k é p p e n a ( p o n t b a n a q>2fa) f ü g g v é n y 
( a 8 . t é t e l t k ö v e t ő m e g j e g y z é s é r t e l m é b e n ) m i n i m á l i s , t e h á t <p2(bo)-<0 n e m l e h e t s é g e s 
é s f e l t e h e t j ü k , h o g y (p2(b0) = q>2(a0) = cp2fa). 

M o s t b e b i z o n y í t j u k a (pfbs+1) — cpfbf^0, cp2(bs+1) — <p2(bs)^0 e g y e n l ő t l e n -
s é g e k e t . T e g y ü k f e l , h o g y a z á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n a z e g y i k e g y e n l ő t l e n s é g n e m 
é r v é n y e s . M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t l e g y e n ç > I ( Ô S + I ) < ç > I ( ^ s ) - A A S k o m p o n e n s 
e l v á l a s z t j a a ( , b s + 1 p o n t o k a t . T o v á b b á a Ks h a l m a z o n m i n d e n ü t t < P t f a ) ^ < P i ( b j ) . 
E z e k s z e r i n t a ( , bs+l p o n t o k a t e l v á l a s z t j a a z a z Mrí{bs) h a l m a z , a m e l y a (pxfa 
Ш ( р х ( Ь 8 ) t u l a j d o n s á g ú p o n t o k b ó l á l l . D e a k k o r a z Mç, , (b s + i> h a l m a z , a m e l y a ( p x f a ) ^ 
= cpfbs+1) e g y e n l ő t l e n s é g e t k i e l é g í t ő ö s s z e s p o n t o k b ó l á l l , n e m ö s s z e f ü g g ő , m e r t 

Ь 3 + 1 £ М Ы Ь з ) , é s a z h a l m a z t n e m m e t s z ő M T l ( b s ) h a l m a z 

e l v á l a s z t j a (-t é s bs+ x - e t . A z 3 f f t ( í i + l ) h a l m a z ö s s z e n e m f ü g g ő v o l t a a 8 . t é t e l é r t e l -
m é b e n e l l e n t m o n d <pxfa) m o n o t o n i t á s á n a k , é s í g y a (pfbs+ j ) = <Pi(bs) e g y e n l ő t l e n s é g e t 
b e b i z o n y í t o t t u k . 

A m á s o d i k e g y e n l ő t l e n s é g b i z o n y í t á s a a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k . 

7 III. Osztály Közleményei XIII/1 
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F e n n á l l 

F(bs+l)-F(bs) = yyb^J-cpfbfi-l^b^J-cpzibJ]. 

A b i z o n y í t o t t a k s z e r i n t a j o b b o l d a l o n á l l ó s z ö g l e t e s z á r ó j e l e k m i n d e g y i k e nem-negatív. 
T e h á t h a F(bs+l) - F(bs)ëO, a k k o r 

<PÁbs+1)-VÁbs) ^ F(bs+l)-F{bs). 
H a p e d i g 

F(bs+l)-F(bs) ^ 0, 

4 2(bs + l)-cp2(bj =é -{F(bs+i)-F{bs)}. 

T e k i n t e t b e v é v e m é g a 

~4>i(bs+í) = cfi(bs), cp2(bs+l)=Ê<p2(bs) 

e g y e n l ő t l e n s é g e k e t , k a p j u k , h o g y m i n d i g f e n n á l l 

<PÁbs+ó-<PÁbs) ^ \F(bs+l)-F(bs)\ + 

<p2(bs+ J - cp2(bs) S IF(bs+Í) - F(bs)I 
I l y m ó d o n 

n — 1 
cpfn)sz<p1(b„)=<plO)+ 2 = 

s = 1 

«=F(£)+2 IF(bs + 1)-F(bJI + ^F(0 + lV+(F) + e. 
s — 1 

M i n t h o g y £ t e t s z ő l e g e s e n k i c s i , i n n e n k ö v e t k e z i k , h o g y 

A n a l ó g m ó d o n t a l á l j u k : 

<p2(r,)^V~(F), 

é s e z z e l a 2 1 . t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 
4. §. A lineáris variáció mint funkcionál tulajdonságai 

E b b e n a p a r a g r a f u s b a n f ü g g v é n y e k t a r t o m á n y o n ( n e m p e d i g p o n t t ó l p o n t i g ) 
v e t t v a r i á c i ó j á n a k t u l a j d o n s á g a i t v i z s g á l j u k . M i n d e n e k e l ő t t d e f i n í c i ó i n k é r t e l m é b e n 
mindegyik variáció a J t a r t o m á n y o n f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k e n é r t e l m e z e t t nem-negatív 
funkcionál. 

M o s t v i z s g á l j u k m e g , h o g y a n v i s e l k e d n e k a v a r i á c i ó k a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y 
ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e s o r á n . E z p o n t o s a b b a n a k ö v e t k e z ő t j e l e n t i . 

L e g y e n J a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y é s т a / t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f 

l e k é p e z é s e , a m e l y a z p£J p o n t o t a r(p) p o n t b a v i s z i á t . L e g y e n F(p) a J t a r t o m á n y 

p o n t j a i b a n m e g a d o t t f ü g g v é n y . V e z e s s ü k b e a z F\z(/;)] = F(p) j e l ö l é s t . I l y m ó d o n 

a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n n y a l e g y ü t t m i n t e g y e l m o z d í t o t t u k a f ü g g v é n y g r a f i k o n j á t is . 
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A m a x i m u m o t , f é l m a x i m u m o t , m i n i m u m o t , f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó é s a k o n c e n t r i -
k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s e k d e f i n í c i ó j a i n v a r i á n s a J t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó 
h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n . V a l a m e l y k o n t i n u u m n a k a z a t u l a j d o n s á g a , h o g y 
k é t p o n t o t e l v á l a s z t e g y m á s t ó l , i l l e t v e h o g y a s í k o t s z é t v á l a s z t j a v a g y n e m v á l a s z t j a 
s z é t ( a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r J n é g y z e t ) , s z i n t é n i n v a r i á n s J ö n m a g á r a v a l ó h o m e o -
m o r f l e k é p e z é s é v e l s z e m b e n . E n n é l f o g v a a s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k n e k a 2 . t é t e l b e n 
m e g a d o t t o s z t á l y o z á s a invariáns a J tartomány önmagára való homeomorf leképezései-
vel szemben. 

E n n e k s o r á n h a a h o m e o m o r f l e k é p e z é s e ló ' t t a z o s z t á l y o z á s a £ p o n t r a v o n a t -
k o z o t t , a k k o r а т h o m e o m o r f i z m u s u t á n a z o s z t á l y o z á s t a r ( ç ) p o n t r a v o n a t k o z ó a n 

k e l l m e g a d n i . S p e c i á l i s a n , a n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e k o s z t á l y o z á s a é s e z z e l e g y ü t t 

a v a r i á c i ó k d e f i n í c i ó j a i n v a r i á n s J a z o n h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n , a m e l y e k 

a £ p o n t o t a h e l y é n h a g y j á k . N é z z ü k m e g a z o n b a n , nem függetlenek-e e g y e s v a r i á c i ó k 

a t ponttól. G ö m b f e l ü l e t e s e t é b e n c s a k a t e l j e s v a r i á c i ó i l y e n . N é g y z e t e s e t é b e n v i s z o n t 

a h e l y z e t k i s s é b o n y o l u l t a b b . M i n d e n e k e l ő t t i l y e n a Vh(F) belső és a Vh(F) határ-
variáció, é s t e r m é s z e t e s e n ö s s z e g ü k , a V(F) lineáris variáció. 

A Vç,:t(F) v a r i á c i ó k a ç p o n t s e m m i l y e n m e g v á l a s z t á s a e s e t é n s e m i n v a r i á n s a k 
J ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n , h a a l e k é p e z é s a £ p o n t o t n e m 

h a g y j a a h e l y é n . M á s k é p p e n á l l a d o l o g a belső p o z i t í v é s n e g a t í v v a r i á c i ó v a l . E b b e n 
a z e s e t b e n , é r t h e t ő m ó d o n , a ç p o n t tetszés szerinti m e g v á l a s z t á s a m e l l e t t a Vb±(F) 
v a r i á c i ó k függnek £-től. H a a z o n b a n ç a h a t á r v a l a m e l y p o n t j a , a k k o r a J é r t e l m e z é s i 
t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó т h o m e o m o r f i z m u s á n á l a £ p o n t k é p e i s m é t h a t á r p o n t . 

M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a Vf±(F) mennyiségek, ha a határon fekvő £, pontokra 
szorítkozunk, nem függnek attól, hogy a határnak éppen melyik pontját választottuk 
c,-nek. I l y m ó d o n ( a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r J n é g y z e t ) nem függ a j ponttól a teljes 
határ-variáció, továbbá a c s a k h a t á r p o n t o k r a v o n a t k o z ó a n t e k i n t e t t pozitív és negatív 
belső variáció. T e r m é s z e t e s , h o g y e z e k n e k a l i n e á r i s k o m b i n á c i ó i i s r e n d e l k e z n e k 
a z e m l í t e t t t u l a j d o n s á g g a l . T e h á t a k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l t k e l l b e b i z o n y í t a n u n k : 

4 1 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(tj) a J négyzeten értelmezett folytonos függvény és 
é,, é2 a J négyzet határán fekvő pontok. Akkor 

vtf(F)=Vlf(F). 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n К a z Et n í v ó h a l m a z n a k a J n é g y z e t h a t á r á t n e m m e t s z ő , 
r e g u l á r i s k o m p o n e n s e . А К k o m p o n e n s J-t k é t t a r t o m á n y r a , - r c é s J2-re o s z t j a . 
N y i l v á n v a l ó , h o g y ^ é s u g y a n a h h o z a t a r t o m á n y h o z t a r t o z i k , p é l d á u l Jx-hez. 
D e a k k o r К e g y s z e r r e n ö v e k e d é s i ( f o g y á s i ) k o m p o n e n s ^ - r e é s £ 2 - г е n é z v e , t e h á t 
h a К n e m n ö v e k e d é s i ( f o g y á s i ) k o m p o n e n s a £ 2 p o n t o k e g y i k é r e n é z v e , a k k o r a 

m á s i k r a n é z v e s e m n ö v e k e d é s i ( i l l . f o g y á s i ) k o m p o n e n s . 

M a j d n e m m i n d e n n í v ó n a k a z o k a k o m p o n e n s e i , a m e l y e k a s í k o t s z é t v á l a s z t j á k , 

n e m m e t s z i k J h a t á r á t . E n n é l f o g v a m a j d n e m m i n d e n t-re ф 7 : ( ? ) = ф).1 (t) é s í g y 

+ «, +00 

K ± ( F ) = f o ï ? ( t ) d t = J <b\t(t)dt=vl?(F). 
4 

A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

7* 
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T e h á t a z ö s s z e s v a r i á c i ó k i n v a r i á n s a k / ö n m a g á r a v a l ó o l y a n h o m e o m o r f l e k é p e -

z é s e i v e l s z e m b e n , a m e l y e k a £ p o n t o t a h e l y é n h a g y j á k , a V h , V b , V v a r i á c i ó k p e d i g 

( é s Vç* i s , h a t; h a t á r p o n t ) i n v a r i á n s a k J ö n m a g á r a v a l ó összes h o m e o m o r f l e k é p e -

z é s e i v e l s z e m b e n . 

M e g j e g y e z z ü k , h o g y a z á l t a l u n k b e v e z e t e t t v a r i á c i ó k , h a s o n l ó a n a z e g y v á l t o z ó s 

f ü g g v é n y e k e s e t é h e z , n e m l i n e á r i s f u n k c i o n á l o k . A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n 

a z o n b a n a z / j , F2 f ü g g v é n y e k ö s s z e a d á s a k o r v a r i á c i ó i k ö s s z e a d ó d n a k , f e l t é v e , h o g y 

A j é s F2 különböző s z a k a s z o k o n v á l t o z t a k , v a g y i s h a a z [a, b] é r t e l m e z é s i i n t e r v a l l u m 
e l ó ' á l l í t h a t ó k é t s z a k a s z [a, c] + [cl, b] = [a, b] ö s s z e g e k é n t ú g y , h o g y a z A, f ü g g v é n y 
á l l a n d ó a z [a, c ] s z a k a s z o n , A 2 p e d i g a [ d , b] s z a k a s z o n . A n a l ó g m ó d o n l e g y e n 
J = J1+J2, a h o l / , é s J2 k é t z á r t t a r t o m á n y ; l e g y e n e k Ffrj), F2(p) f o l y t o n o s 
f ü g g v é n y e k , a m e l y e k r e 

A 1 ( i / ) = c o n s / J h a j / £ / 2 

é s 
F2(rj) = c o n s / 2 h a rj£J1. 

A k k o r a z F(rj) = Ffrj) + A2(/j) f ü g g v é n y v a r i á c i ó j a egyenlő A, és F2 variációjának 
összegével. I t t v a r i á c i ó n b á r m e l y i k v a r i á c i ó t é r t j ü k — a p o z i t í v , n e g a t í v v a g y t e l j e s , 
h a t á r - v a g y b e l s ó ' v a r i á c i ó t . E n n e k a t é n y n e k a b i z o n y í t á s a n y i l v á n v a l ó , e z é r t a 
b i z o n y í t á s t e l h a g y j u k . 

M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a V k ± , V k ± v a r i á c i ó k é s a b e l ó ' l ü k k é p e z e t t V b , V й , 
V+, VV ö s s z e g e k m i n d e g y i k e m i n t f u n k c i o n á l alulról félig folytonos az egyenletes 
konvergenciára nézve, v a g y i s é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő ' t é t e l . 

2 2 . TÉTEL (a V, Vb±, Vh± variációk alulról félig folytonos voltáról). Legyen 
{Fft]j\ folytonos függvényekből álló egyenletesen konvergens sorozat és F(rf) = lim Fs(r\). 

s 

Akkor tetszés szerinti pontra 

Y'i ( A ) S l i m VI (Ff 
s 

ahol a két pont helyébe a 
b + ,b-,h + ,h-

kombinációk bármelyike írható. Továbbá fennállnak a 
V ( A ) á l i m V (Ff V ( A ) S l i m V" (Ff 

s s 

Vf ( A ) Ig J i m Vf (Ff V(F) g J i m V(FS) 
s s 

egyenlőtlenségek. 
M i e l ő t t a 2 2 . t é t e l t b e b i z o n y í t a n á n k , e l ő r e b o c s á t u n k e g y s e g é d t é t e l t . 

4 2 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) folytonos függvény a szokásos J tartományon, с 
tetszés szerinti pont és T a tipikus nívók halmaza (F(f) £ A). Legyen К a t tipikus 
nívó olyan reguláris komponense, amely nem fogyási (ill. nem növekedési) komponens. 
Legyen J\ 3 é és J2 az a két tartomány, amelyre К felosztja J-t. Legyen U а К komponens 
bármilyen kis környezete. Akkor vagy találhatók olyan afUC\ J i , b^U П J2 pontok, 
hogy F (a) < t és F(b)>t (illetve F (a) 1 és F(b)<t), vagy К helyettesíthető ugyan-
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annak a nívónak valamely, U-ban fekvő K' komponensével, amelyre az említett körül-
mény már fennáll, azaz találhatók a £ Í / D 7 Í b £ U П 7 2 pontok, amelyekben F (a) < t 
és F(b) > t (ill. F(a) =• t és F(b) -<tj; itt 7í Э С ós 72 azokat a tartományokat jelenti, 
amelyekre K' osztja fel J-t. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n Í £ 7 2 , TF az e g y d i m e n z i ó s f a é s а e g y s z e r ű í v F f - b e n 

a z f , f v é g p o n t o k k a l . T e g y ü k f e l , h o g y а К k o m p o n e n s n e m f o g y á s i k o m p o n e n s é s 

t F ( K ) = I0. A k k o r / 0 a z F*(l) f ü g g v é n y n e k n e m f o g y á s i p o n t j a а а í v e n f-re v o n a t -

k o z ó a n . L e g y e n U(l0) a z l0 p o n t a z o n k ö r n y e z e t e , a m e l y e t a z U(K) k ö r n y e z e t g e n e r á l . 

H a a z f l í v é s a z U(l0) h a l m a z m e t s z e t e t a r t a l m a z o l y a n / ' p o n t o t , a m e l y r e F * ( / ' ) < / , 

a k k o r a z l'f í v é s U(I0) m e t s z e t é b e n t a l á l h a t ó o l y a n l" p o n t , a h o l F * ( l j > t ( m e r t 

k ü l ö n b e n l0 m a x i m u m h e l y l e n n e а а í v e n ) é s a z l'l" í v e n a t n í v ó n a k v a n o l y a n / 

p o n t j a , a m e l y n e k a r F ' ( / ) i n v e r z k é p e e l e g e t t e s z a s e g é d t é t e l k ö v e t e l m é n y e i n e k . 

M o s t l e g y e n fl0 é s U(l0) m e t s z e t é n e k m i n d e n p o n t j á b a n F*(l)^t. A k k o r e b b e n a 

k ö r n y e z e t b e n m i n d e n ü t t F * ( / ) > t, m e r t k ü l ö n b e n a z / £ f l 0 П U(l0) p o n t n a k , a h o l 

F ( / ) = t, k v á z i - e x t r é m á l i s zF
1 ( / ) k o m p o n e n s f e l e l n e m e g . 

A n a l ó g m ó d o n , f é s f h e l y é t f e l c s e r é l v e a z t t a l á l j u k , h o g y v a g y a z f l 0 í v n e k a z 

U ( l 0 ) k ö r n y e z e t t e l v a l ó m e t s z e t e t a r t a l m a z o l y a n l " p o n t o t , a m e l y r e z F ' ( / " ) a k e r e s e t t 

k o m p o n e n s , v a g y a z f l 0 П U(l0) m e t s z e t e n m i n d e n ü t t F * ( / ) < t. 

T e h á t h a U(l0)C\o n e m t a r t a l m a z n e k ü n k s z ü k s é g e s l" p o n t o t , a k k o r l0 f o g y á s i 
p o n t . 

Н а К n e m n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s , a k k o r a b i z o n y í t á s t a — F(rj) f ü g g v é n y r e v a l ó 
á t t é r é s s e l n y e r j ü k . A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

A 2 2 . TÉTEL BIZONYÍTÁSA. L e g y e n T a z F f j ) f ü g g v é n y t i p i k u s n í v ó i n a k h a l m a z a 
é s Ts a z F J f ] ) f ü g g v é n y t i p i k u s n í v ó i n a k h a l m a z a . L e g y e n F * = F f ) f j T s . 

s 

M i n t h o g y a F , F s (5 = 1 , 2 , . . . ) h a l m a z o k m i n d e g y i k é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z a 
l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó , F * k i e g é s z í t ő h a l m a z a s z i n t é n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó ; 
i t t C F s - h e z é s C F - h e z s z á m í t j u k a z F S (C) , i l l . F ( C ) é r t é k e t i s . 

M o s t l e g y e n t £ F * . B e b i z o n y í t j u k , h o g y h a 4 > J ( t ) =N, a k k o r l i m Ф р * ft)^N, 
s 

és h a = a k k o r l i m Ф р J ( r ) S ÍV is f e n n á l l , a h o l <t>Ff é s ( h a s o n l ó a n 
s 

Ф / J é s Ф j j / ) a m e g f e l e l ő m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k e t j e l e n t i a z F , ill . F , f ü g g v é n y e k r e 
v o n a t k o z ó a n . T e h á t l e g y e n ф £ + { ( 0 S J V ( i l l e t v e L e g y e n e k . . . , K N a z 

F f ü g g v é n y t t i p i k u s n í v ó j á n a k o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i , a m e l y e k n e m f o g y á s i 

k o m p o n e n s e k é s a m e l y e k s z é t v á l a s z t j á k (i l l . n e m v á l a s z t j á k s z é t ) a s í k o t . A k k o r a 11 . 

s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n t a l á l h a t ó o l y a n ô > 0 , h o g y a z M = E,+a + F , _ á h a l m a z p á r o n k i n t 

e l v á l a s z t j a a Ks, Km (s, m = 1 , 2 , ..., N ) k o m p o n e n s e k e t . J e l ö l j e J1 é s J2 

(í=1,2, ..., N ) a z o k a t a t a r t o m á n y o k a t , a m e l y e k r e a Ks k o m p o n e n s f e l o s z t j a J-t, 

m é g p e d i g o l y a n s o r r e n d b e n , h o g y С £ 7 ' f . L e g y e n Us a Ks k o m p o n e n s o l y a n k i c s i n y 

Ö ó 

k ö r n y e z e t e , h o g y t / s - b e n t — — — — t + ^ • A 4 2 . s e g é d t é t e l s z e r i n t a Ks k o m p o -

n e n s e k h e l y e t t e s í t h e t ő k u g y a n a n n a k a n í v ó n a k o l y a n K( k o m p o n e n s e i v e l ( l e h e t , h o g y 
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K's = Ks), a m e l y e k a m e g f e l e l ő í / s - b e n f e k s z e n e k é s a m e l y e k h e z t a l á l h a t ó k s z i n t é n 
£ / s - b e n f e k v ő as, bs p o n t o k ú g y , h o g y 

1. F {aj) < t < F{bs) ; 
2 . K's e l v á l a s z t j a a z as, ( p o n t o k a t é s - t ő l . 
L e g y e n a s , bs é s A s ' r ö g z í t e t t ( s = l , 2 , . . . , N ) . H a a K, k o m p o n e n s e k n e m m e t -

s z e t t é k J h a t á r á t , a k k o r a z Us k ö r n y e z e t e k e t v á l a s z t h a t j u k o l y a n k i c s i k n e k , h o g y Us 

é s k ö v e t k e z é s k é p p e n K's c. Us s z i n t é n n e m e s s e J h a t á r á t . H a p e d i g a Ks k o m p o n e n s e k 
n e m v á l a s z t o t t á k s z é t a s í k o t , a k k o r a K's k o m p o n e n s e k , a m e l y e k e l é g k i s Us k ö r n y e -
z e t e k e s e t é n e l v á l a s z t j á k e g y m á s t ó l a Ks é s a CUS h a l m a z t ( f e l t e s s z ü k , h o g y Us a J 
t a r t o m á n y h a t á r á n a k l e g a l á b b e g y p o n t j á t n e m t a r t a l m a z z a ; e z m i n d i g e l é r h e t ő , m e r t 
/ h a t á r a n e m t a r t o z i k t e l j e s e n a s í k o t s z é t n e m v á l a s z t ó Ks k o m p o n e n s h e z ) , f e l t é t l e n ü l 
m e t s z i k / h a t á r á t , é s m i n t h o g y t t i p i k u s , n e m v á l a s z t j á k s z é t a s í k o t . 

A z F„{r[) f ü g g v é n y e k e g y e n l e t e s e n t a r t a n a k F{t])-hoz, t e h á t v a l a m e l y n i n d e x t ő l 

k e z d v e F„{aj) < t, Fn{bs) > t. E n n é l f o g v a v a l a m e l y n0 i n d e x t ő l k e z d v e a z Fn{rj) f ü g g -

v é n y e k F',"' n í v ó h a l m a z a i ( л s £ « 0 ) e l v á l a s z t j á k a z as,bs {s = 1, 2 , . . . , N) p o n t o k a t . 

E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y b i z o n y o s K("\ ..., Kj" k o m p o n e n s e i r e n d r e e l v á l a s z t -

j á k a z ak e s b k , •••, a^ é s b^ p o n t o t . A Kp , Km k o m p o n e n s e k n e k n e m k e l l e l e v e 

k ü l ö n b ö z n i ü k . M e g f o g j u k a z o n b a n m u t a t n i , h o g y v a l a m e l y n0 i n d e x t ő l k e z d v e a z 

ö s s z e s A / " k o m p o n e n s e k k ü l ö n b ö z ő k {s= 1, 2 , . . . , N ) . V a l ó b a n , a t n í v ó as, bs 

p o n t o k a t e l v á l a s z t ó A s
( n ) k o m p o n e n s e s z ü k s é g k é p p m e t s z i a z U , h a l m a z t . T e g y ü k 

f e l , h o g y КН = К^ {s fim) a z i n d e x e k v a l a m e l y v é g t e l e n nk s o r o z a t á r a . A z {nk} 

r é s z s o r o z a t o t v á l a s z t h a t j u k ú g y , h o g y It K["k)
 X 0 . L e g y e n A = l t K("k). A A h a l m a z 

к к 
k o n t i n u u m , é s m i n t h o g y tjfKH e s e t é n F„{t]) = t é s a z Fn{tf) f ü g g v é n y e k e g y e n l e t e s e n 
t a r t a n a k a z F{rj) f ü g g v é n y h e z , F{r[) a A k o n t i n u u m o n m i n d e n ü t t e g y e n l ő / - v e i . 
N y i l v á n v a l ó , h o g y A m e t s z i a z Us é s a z Um h a l m a z t i s . H a a z o n b a n a z U s , Um h a l m a z o -
k a t ú g y v á l a s z t o t t u k , a m i n t f e n t e b b m o n d t u k , a k k o r F{rj) a z U s , Um h a l m a z o k o n 

e , . 

l e g f e l j e b b a — é r t é k k e l k ü l ö n b ö z i k / - t ő i . I l y m ó d o n a z R = K+ Us + Um k o n t i n u u m 

m e t s z i K's - t i s , К j-t i s ( s ő t , t a r t a l m a z z a ő k e t ) , é s a z R k o n t i n u u m o n a z F{rj) f ü g g v é n y 

/ - t ő i v a l ó e l t é r é s e s e h o l s e m h a l a d j a m e g a ^ é r t é k e t . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a z 

M = Et+i + h a l m a z n e m v á l a s z t j a e l a K's, Kj k o m p o n e n s e k e t . 

T e h á t m e g m u t a t t u k , h o g y v a l a m i l y e n и - t ő l k e z d v e a A s
( ' " k o m p o n e n s e k m i n d 

k ü l ö n b ö z ő k (5 = 1, 2 , . . . , N). L e g y e n A s
t n ) a z F„{r\) f ü g g v é n y E\n)

 n í v ó h a l m a z á n a k a z 

as, bs p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l a A s - h e z l e g k ö z e l e b b i . M e g f o g j u k 

m u t a t n i , h o g y e l é g n a g y n i n d e x e k r e m i n d e g y i k A s
< n ) n e m f o g y á s i k o m p o n e n s . 

M i n d e n e k e l ő t t m u t a s s u k m e g , h o g y A s
( " } n e m v á l a s z t j a el a ç , as p o n t o k a t , h a n 

e l é g n a g y . V é g e z z ü k a b i z o n y í t á s t i n d i r e k t m ó d o n . L e g y e n { A / 1 " ' } o l y a n k o m p o n e n s e k 

s o r o z a t a , a m e l y e k e l v á l a s z t j á k a as p o n t o k a t . 

F e l t e h e t j ü k , h o g y e s o r o z a t t o p o l ó g i a i l i m e s i n f e r i o r a n e m ü r e s é s a A = l t Ks" k ) 

^ к 
h a l m a z k o n t i n u u m . A k k o r a t n í v ó А з A k o m p o n e n s e s z i n t é n e l v á l a s z t j a a as 

p o n t o k a t . A z o n k í v ü l К e l v á l a s z t j a a z as,bs p o n t o k a t , m e r t a A s
("k ) h a l m a z o k e z t 

t e s z i k . A t n í v ó k é t , a z a s , bs p o n t o k a t e l v á l a s z t ó A , A, ' k o m p o n e n s e k ö z ü l v a l a m e l y i k 
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k ö z e l e b b f e k s z i k ó s - h e z . Н а К e l v á l a s z t j a a £ p o n t o t a s - t ő l é s a z as p o n t o t bs-tői, 

a k k o r A a £ p o n t o t n e m v á l a s z t j a e l A s . - től ( u g y a n i s t t i p i k u s v o l t a m i a t t К r e g u l á r i s ) . 

E k k o r K's k ö z e l e b b v a n bs-hez, m i n t K, m e r t K's elválasztja a £, bs p o n t o k a t . 

M e g m u t a t j u k , h o g y K's k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s . 

L e g y e n R„k o l y a n k o n t i n u u m , a m e l y a AÍ" k ) k o m p o n e n s t ö s s z e k ö t i a bs p o n t t a l 

é s n e m m e t s z i a z E,("k)
 — KÍ"k)

 h a l m a z t . A z L t é t e l a l a p j á n i l y e n k o n t i n u u m l é t e z i k , 

u g y a n i s KÍ"k)
 a z E("k)

 n í v ó h a l m a z as,bs p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l a 

ó s - h e z l e g k ö z e l e b b i . L e l t e h e t j ü k , h o g y a z {nk} r é s z s o r o z a t o l y a n r i t k a , h o g y l t R„kX0 
к 

é s í g y a z R = l t A,,,. h a l m a z k o n t i n u u m . N y i l v á n v a l ó , h o g y R jbsés R П К •-•'• 0 . T o v á b b á 
к 

e g y i k F„k(t7) f ü g g v é n y sem kisebb a m e g f e l e l ő R„k h a l m a z o n , mint t. D e a k k o r F(i7) 
a z R h a l m a z o n s z i n t é n n e m k i s e b b í - n é l . M i n t h o g y K's e l v á l a s z t j a a bs p o n t o t а К 
k o m p o n e n s t ő l , K's n y i l v á n k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s : a z R h a l m a z o n m i n d e n ü t t 
F(i7) s t, é s a ff á l t a l l e v á l a s z t o t t t a r t o m á n y b a n é p p ú g y , m i n t a K's é s A á l t a l h a t á r o l t 
t a r t o m á n y b a n t a l á l h a t ó k A - n e k o l y a n p o n t j a i , a m e l y e k b e n F f i ) > t ( a z e g y i k e s e t b e n 
F(bs) >t, a m á s i k e s e t b e n p e d i g e z a z é r t i g a z , m e r t k ü l ö n b e n a K's, К k o m p o n e n s e k 
A - n e k a k ö z t ü k l e v ő t a r t o m á n y b a n f e k v ő r é s z é v e l e g y ü t t egyetlen k o m p o n e n s t 
a d n á n a k ) . 

T e h á t e l é g n a g y n i n d e x e k r e a z F„(t7) f ü g g v é n y t n í v ó j á n a k a z as, bs p o n t o k a t 
e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l a ó s - h e z l e g k ö z e l e b b f e k v ő A," 0 k o m p o n e n s e l v á -
l a s z t j a a £ , bs p o n t o k a t . A 10. s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n e z e k a k o m p o n e n s e k n e m f o g y á s i 

k o m p o n e n s e k . K o r á b b a n b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y v a l a m e l y n 0 - t ó l k e z d v e a z ö s s z e s 

Ks" ] h a l m a z o k k ü l ö n b ö z ő k . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y v a l a m e l y n x - t ô l k e z d v e 
Ф ) : , < ( 0 = Л', i l l e t v e ® í ; , . ( í ) s J V . M i n t h o g y t t e t s z é s s z e r i n t i t i p i k u s n í v ó , e b b ő l 
k ö v e t k e z i k , h o g y m a j d n e m m i n d e n ? - r e ( s ő t , l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é -
te l le l m i n d e g y i k r e ) f e n n á l l 

l i m ф ^ ( ? ) ё ф £ ? ( ? ) , l i m 
s s 

A v a l ó s f ü g g v é n y t a n i s m e r t t é t e l e s z e r i n t e b b ő l k ö v e t k e z i k : 

V\ + (F) = I' (?) í í / s l i m I Ф ^ 4 (?) dt = h m v \ + (Fs) 

é s 

Vb+(F)= I ФF
+

((t)dtS\im I Фh
F

+
sЛ(t)dt=hm VlJr (Fj). 

' —OO s —« s 

A z F f ü g g v é n y r ő l á t t é r v e a — F f ü g g v é n y r e , k ö n n y e n a d ó d i k : 

Vhf{F)^\lm Vb~(Fs) 
s 

és 

l i m V \ - { F s ) . 
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V é g ü l a m e g f e l e l ő e g y e n l ő t l e n s é g e k e t ö s s z e a d v a k a p j u k : 

f h ( 7 ) S _ l i m Vb(Fs); Vh(F)zí l i m Vh(Fs); 
S s 

Vf (F) S lim Vf (Fs) ; V(F) S Hm V(FS). 
s s 

A 2 2 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
T e l j e s e n a n a l ó g m ó d o n b i z o n y í t h a t ó a k ö v e t k e z ő . 

23. TÉTEL. Legyen {Ffrj)} folytonos függvényekből álló egyenletesen konvergens 
sorozat és F(q) = lim F ft]). 

s 

Akkor bármely J-beli £, £ pontpárra 

| K b ± ( F ) g l i m Vb±(,Fsy, \Vh±{F)^ l i m \V h ± {F s ) -

S s 

S S 

lv±(F)S h m \ V ± ( F S ) ; \v(F)k H m (V(FJ. 
s s 

E z t a b i z o n y í t á s t e l h a g y j u k . 

T e h á t m e g m u t a t t u k , h o g y a V b ± , V b ± , V f , Vb, V1' é s К v a r i á c i ó k m i n d o l y a n 
f u n k c i o n á l o k , a m e l y e k a n é g y z e t e n v a g y g ö m b f e l ü l e t e n f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k r e 
v a n n a k é r t e l m e z v e ( g ö m b f e l ü l e t e s e t é n a V h ± , Vh h a t á r - v a r i á c i ó k e l e s n e k ) é s a m e l y e k 
e l e g e t t e s z n e k a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l e k n e k : 

1. F ( F ) & 0 . 
2 . H a J = JX+J2, a h o l , J2 z á r t t a r t o m á n y o k , t o v á b b á a z Ffrj), Ffq) 

f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k r e 
F1(r,) = Cí ha r,íJ2, 
F 2 ( l ) = C 2 h a r j e J i , 

a k k o r V(FX + F2) = V{Fx)+V(F2). 
3. H a F(q) = l i m F f ] ) , a k k o r V(F) Ш l i m V(FS) (felülről való félig folytonosság). 

s s 

4. Н а т a J t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e , a m e l y a £ p o n t o t 

a h e l y é n h a g y j a , é s F [ t ( i / ) ] = F(ri), a k k o r V(F) = V(F). A Vh, Vb, V v a r i á c i ó k r a , 

é s a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r a £ p o n t J h a t á r á h o z t a r t o z i k , a V b + , Vb~ v a r i á c i ó k r a 

i s , t e l j e s ü l a z a z e r ő s e b b 4* k ö v e t e l m é n y , a m e l y a b b a n k ü l ö n b ö z i k 4 - t ő l , h o g y a x 
h o m e o m o r f i z m u s t ó l n e m k í v á n j a m e g , h o g y a £ p o n t o t a h e l y é n h a g y j a . 

Fordította: Bognár János 
a matematikai tudományok kandidátusa 
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