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KETVALTOZOS FUGGVENYEKROL (II)*

irta: A. SZ. KRONROD

3. §. Monoton fiiggvények

A monoton fiiggvény fogalmanak intuitiv tartalma abban all, hogy az argu-
mentumot ,,bizonyos iranyban” megvaltoztatva a fiiggvény novekszik (illetve fogy).
Egyenes vonalon értelmezett fiiggvények esetén létezik ilyen ,,természetes irany”.
Mar a korvonalon, vagy mondjuk, egy olyan kontinuumon értelmezett fiiggvények
esetében azonban, amely egy ko6zos végponttal rendelkez6 hdrom szakaszbdl all,
be kell vezetnlink a pontra vonatkozé monotonitas fogalmat. Ugyanez a helyzet
a négyzeten vagy kétdimenzidés gombfeliileten megadott fiiggvényeknél (és akkor
is, ha az értelmezési tartomany dimenzidja még nagyobb).

Ebben az esetben természetes dolog azt mondani, hogy az F(n) fiiggvény a
¢ pontra nézve monoton ndvekedd, ha az n pont &-t6l vald ,,tavolodasakor™ az
F(n) mennyiség novekszik. Minden azon mulik, hogyan vezetjiik be az # pont &-t6l
vald tavolodasanak fogalmat.

12. definicié. Az F(y) folytonos fiiggvényt (a ¢ pontra nézve) monoton nive-
kedonek nevezziik, ha mindegyik nivohalmazanak mindegyik regularis komponense
novekedési komponens, kivéve esetleg a £ pontot tartalmazdt.

Az F(n) folytonos fiiggvényt (a & pontra nézve) monoton fogyénak nevezziik,
ha mindegyik nivéhalmazanak mindegyik regularis komponense fogyasi kompo-
nens, kivéve esetleg a ¢ pontot tartalmazdt.

A megadott definicié maganak az F(n) fiiggvénynek az értelmezési tartomanya-
ban bevezethet§ kovetkez8 ,.foldrajznak™ felel meg: az # pont ,kodzelebb” van
&-hez, mint {-hoz, ha az  pontot tartalmazé nivéhalmaz-komponens a £, { pontokat
elvalasztja. Magatol értetGdden el6fordulhat, hogy az #, ¢ pontok ,,6sszehasonlit-
hatatlanok”. A kovetkezd segédtétel igazolja az elmondottakat:

16. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos, a & pontra nézve monoton niovekedé
(illetve fogyd ) fiiggvény. Akkor F(n) bdrmelyreguldris komponensének belsé karak-
terisztikdja az F*(y) fiiggvény abszolit minimumot (illetve maximumot) szolgdl-
tato komponense.

BizonyiTAs. Tegyiik fel az allitas ellenkezijét. Az F(n) fiiggvény meghataro-
zottsag kedvéért legyen ndvekedd. Legyen K a ¢ nivd olyan regularis komponense,
amelyre a K* belsG karakterisztika az F*(n) fiiggvénynek nem abszolit minimumot

* Vcenexn marematuueckux Hayx, Tom V, Beimyck 1 (35), 24—134. A forditas els6 része
a MTA Ill. Osztdly Kézleményei 13 (1962) 361 —386. oldalan jelent meg, és tartalmazza a Fiiggelék

<imfi fejezetet és a teljes irodalomjegyzéket, valamint az eredeti cikk I. fejezete 12, §-4t.
A most kozo6lt rész az 1. fejezet 3—5. §-at és teljes II. fejezetét oSleli fel.
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szolgaltatd komponense. Legyen J, és J, az a két tartomany, amelyre K szétvalasztja
J-t, és legyen £€J,. Akkor talalhatdé olyan { pont J,-ben, hogy F({)<t. Olyan
komponensek, amelyek a J tartomanyt kett6nél tobb részre osztjak, legfeljebb
megszamlalhatéan sok nivéhalmazban fordulnak elS, tehat valaszthatunk olyan
¢ szamot (F({) <1’ <t), hogy az E,. nivohalmaz ne tartalmazzon ilyen komponenst.
A { pontot a t’ nivé elvalasztja K-tdél és igy E,. bizonyos komponensei elvalasztjak
a { pontot K-t6l. Legyen L az E,. halmaz emlitett komponensei ko6ziil a K-hoz
legkdzelebbi (ennek létezését a 9. segédtétel biztositja). A ¢ érték megvalasztasa
folytan az L komponens reguldris. Tekintsiik az L komponens L** kiils6 karak-
terisztikajat. Az 1. tétel szerint L** vagy félmaximumot szolgaltaté komponens
vagy félminimumot szolgaltatd komponens, vagy pedig koncentrikus szingulari-
tast komponens. A masodik és harmadik esetet kizarja az a feltevés, hogy az F(y)
fiiggvény monoton noévekedd.

Tehat L** félmaximumot szolgaltatd komponens. De a K-hoz megszerkesz-
tett F*(n) fiuggvény ¢ nivojanak a &, { pontokat elvalaszté komponensei kozil L a
E-hez legkizelebbi, és a 10. segédtétel szerint az L** kiils6 karakterisztikanak fél-
minimumot szolgaltaté komponensnek kell lénnie, mert ¢’ <= F(&).

A nyert ellentmondassal a segédtételt bebizonyitottuk.

A bizonyitast arra az esetre, amikor F() monoton fogyé fliggvény, a — F(¥)
fiiggvény vizsgalataval kapjuk.

A 16. segédtételbdl kovetkezik, hogy ha F(n) a £ pontra nézve monoton ndve-
kedd fliggvény és a { pont a fent bevezetett értelemben messzebb van £-t6l, mint
az n pont, akkor F({)= F(). SGt, a segédtételt élesiteni is lehet annak megmutata-
saval, hogy ebben az esetben F({)= F(n). Valdban, legyen K az 5 pontot tartalmazd
komponens, és tegyiik fel, hogy a { ¢ K pontot K elvalasztja £-t8l.

Ha F(¢)=t=F(n), akkor a 11. segédtétel szerint talalhaté valamely ¢ #¢
nivohoz tartozé K° komponens, amely a { pontot elvalasztja n-tdl és ugyanakkor
E-t6lis. De a 16, segédtétel folytin ¢’ <t lehetetlen. Tovabba, ha ¢’ =1, akkor a 16.
segédtételben a K” komponenst valasztva K gyanant, ismét ellentmondasra jutunk,
ugyanis F({)=rt<t". Ennélfogva F({)#1t, és igy bebizonyitottuk a kovetkez6t:

16". SEGEDTETEL. A 16. segédtétel feltételei mellett az F*(n) fiiggvény bdrmely
belsé karakterisztikdn kiviil hatdrozottan nagyobb (illetve kisebb), mint magdn a
karakterisztikdn.

Az egydimenzids fa segitségével egyszeriien le lehet irni az adott £ pontra nézve
monoton fiiggvény fogalmat. Nyilvanvald, hogy az F(n) fiiggvény a & pontra nézve
monoton novekszik (fogy), ha bdrmely Ty-beli és I. végpontii egyszerii iven az F* (I)
Siiggvény I, felbl tekintve monoton ndvekszik (illetve fogy ).

A 7. tételbdl kovetkezik, hogy ez a megfelelés kolcsonos.

Bebizonyitunk egy tételt, amely egyszerii sziikséges és elégséges feltételt ad
az F(n) fiiggvény monotonitasara. ‘

E tétel kimondasaért koszonettel tartozunk A. Filippovnak.
8. TETEL. Az F(n) fiiggvény monoton voltdnak sziikséges és elégséges feltétele -
A) Monoton niévekedd F(n) esetén az M, = D E, Lebesgue-halmaz dsszefiiggd

1=ty

volta minden t, érték mellett.
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B) Monoton fogyo F(n) esetén az /\_/[,0= > E, Lebesque-halmaz dsszefiiggd
t=tg
volta bdrmely t, értékre.

BizonyiTAs. Elgszor bebizonyitjuk az A) feltétel sziikségességét. Tegyiik fel,
hogy az F(n) fiiggvény monoton ndvekszik a & pontra nézve. Akkor a Ty fan az
F* (/) fiiggvény minden I, végpontil ¢ egyszer(i iven monoton ndvekszik /-re nézve.
Minden ilyen ¢ iven a 7z(M, ) halmaz egy [/, végpontu ¢’ egyszerii ivet alkot. Az
osszes o’ ivek Osszege egy R,, kontinuum. Akkor 7—!(R,) kontinuum a J térben
és az M, =17'(R,) halmaz tetszés szerinti f, mellett Osszefiiggs.

Most bebizonyitjuk, hogy az A) feltétel elégséges. Tegyiik fel, hogy a ¢ pont-
ban az F(n) fiiggvény minimumot ér el. Legyen K # K; olyan regularis komponens,
amely nem novekedési komponens {-re nézve. Akkor van olyan [, /, végpontok-
kal rendelkez8 o egyszerii iv, amelynek az /, = t(K) pont belsé pontja és amelyen
Iy az F*(]) fiiggvénynek nem novekedési pontja. Ezek szerint vagy az [/, iven ta-
lalhaté olyan /, pont, amelyre F* (/)= F*(l,), vagy az ly/, iven talalhat6 olyan
l, pont, amelyre F*(l,)<F*(l;). Az els§ esetben a K; =t~!(/,) komponens el-
valasztjaa £ és a x € K pontot €s az M) halmaz nem 6sszefiiggs (ugyanis &, x € Mr,),
a masodik esetben a K komponens elvalasztja a £ és a A €t~1(/,) pontot és az Mr
halmaz nem &sszefiiggs. Ily modon az A) feltétel sziikséges és elégséges voltat be-
bizonyitottuk. Az F(n) fiiggvényr6l attérve a — F(n) fiiggvényre nyerjitk a B) fel-
tétel szilkségességét és elégségességét. A 8. tételt bebizonyitottuk.

A 8. tételbdl specialisan kovetkezik azon nivohalmazok Osszefiiggd volta,
ahol a monoton novekedS (fogyd) fiiggvény minimumot (illetve maximumot) €r
el. A 8. tételbdl kovetkezik tovabba, hogy ha az F(y) fiiggvény monoton ndvekszik
a & pontra nézve és ugyanakkor monoton fogy a { pontra nézve, akkor e fiiggvény
mindegyik nivéhalmaza Osszefiiggs. Valoban, ha a ¢ nivo tartalmaz két killonb6zd
K,, K, komponenst, akkor a 11. segédtétel szerint ezeket vagy a ¢+0, vagy a t —90
(6 =0) nivonak valamelyik komponense elvalasztja. Az els6 esetben M,, a maso-

dikban pedig M, nem Osszefiiggd.

4. §. A Hausdorfl-féle linearis mérték.
Nivohalmazok hosszusaga

Ha a sikbeli P kontinuum egyszerli iv, akkor P hosszisaganak a fogalmat
nehézség nélkiil bevezethetjiik: felvesziink a P iven tetszés szerinti olyan a,, ay, ..., a,
véges pontsorozatot, hogy a, a P iven tekintve elvalasztja az «,_,, a,., pontokat,
Tovabba képezziik azt a poligont, amelynek egymas utan kovetkez8 szdgpontjai
dg, 4y, ..., a,, 6s az Osszes ilyen poligonok hossziisaganak felsé hatarat valasztjuk
P hosszusaganak. Tovabba, ha P véges szamu egyszeri ivbdl allo kontinuum, akkor
konnyen elGallithaté véges szamu ko6z6s ponttal rendelkezd oy, ..., a, egyszerii
ivek Osszegeként. Ebben az esetben természetes dolog a o4, ..., o, ivek hosszlisa-
ganak Osszegét tekinteni P hossziisaganak. Ha a P kontinuum lokalisan 6sszefiiggd,
akkor P hosszusaganak vehetjik P mindazon P’ részkontinuumai hossziisdganak
fels hatarat, amelyek véges szamu egyszerii ivbdl allnak. Ha a kontinuum nem
lokalisan Osszefiiggs, akkor meg kell valtoztatnunk a hosszsag definicigjat.

A jelen nehézségek azonban csak akkor meriilnek fel, amikor attériink a nem
osszefiiggd halmazok hosszisaganak bevezetésére. A mi feladatunkhoz nem tar-

5*
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tozik hozza a hosszusag fogalmanak altalanos vizsgalata. Az e kérdés irant érdek-
16d6 olvasénak figyelmébe ajanljuk példaul A. N. KorLMoGORrRov [5] munkajat.
Szamunkra a halmazok hosszusaga kisegits, de sziikséges fogalom a kétvaltozds
fiiggvények €s nivohalmazaik tanuimanyozasanal. Ezért ebben a részben Kissé le-
roviditjitk a targyalast és nem ismételjiikk el néhany fontos, de jol ismert, és kony-
nyen hozzaférhet§ tankdnyvekben kifejtett tétel bizonyitasat.

Az R, euklideszi térben Carathéodory-féle kiils6 mértéknek neveziink minden
olyan v(E) (EcR,) halmazfiiggvényt, amelyre teljesil az alabbi harom feltétel:

1. v(E)=0 (esetleg v(E)= + oo).

2. Ha az FE,, E, halmazok egymastél d=0 tavolsigra vannak, akkor
V(Ey + E3) = v(E})) +v(Ey).

3. Tetszés szerinti E, (n=1, 2, ...) halmazokra

V(2 E)= 2 v(E,).

Megjegyezziik, hogy sokkal altalanosabb terek halmazaira is lehet Carathéo-
dory-féle kiilsG mértéket értelmezni, de szamunkra teljesen elegend6k a sikbeli hal-
mazokon értelmezett kiilsG mértékek.

13. definicié. Az E halmazt v-mérhetonek nevezzitk, ha tetszés szerinti
£>0 és N értékhez v(E) < + oo esetén talalhaté olyan FC E zart halmaz, hogy
v(E) —v(F)<g, v(E) =+ esetén pedig olyan Fc E zart halmaz, amelyre v(F) > N.

A Borel-halmazok barmely Carathéodory-féle kiils6 mértékre nézve mérhetSk
a 13. definicio szerinti értelemben. A Borel-halmazok Gsszességén barmely Carathéo-
dory-féle kiilsG mérték teljesen additiv. Ezen tételek bizonyitasat az olvasé megta-
lalhatja SAKS ,,Theory of the integral” cimii [6] konyvében.

Mi egy konkrét Carathéodory-mértéket fogunk hasznalni, a Hausdorff-féle
linearis mértéket.

14. definicid. Legyen E valamely sikbeli ponthalmaz és legyen o, g-nal nem
nagyobb sugaru koérokbdl allé és az E halmazt lefedd rendszer. Jelentse v(c,) a
o,.-hoz tartozdé korok atmérSinek Osszegét. Legyen v, (E)= infv(o,), ahol az alsé
hatar az Osszes lehetséges o, rendszerekre kepezendo A v(E)= 11m v.(E) szdmot

az E halmaz Hausdorff-féle kiils§ linearis mértékének nevezziik (elofordulhat hogy
v(E)=

A va(E) szamot a v(E) Hausdorff-féle kiilsé linearis mérték e-kozelitésének
nevezziik. Ha az E halmaz mérhetd ezen kiilsG mérték szerint, akkor a v(E) szamot
egyszerlien E (Hausdorff-féle) linearis mértékének nevezzitkk. A linearis mértéket
néha a halmaz hosszlisiganak fogjuk nevezni.

A Hausdorff-féle kiils6 linearis mértékre majdnem trividlisan teljesiil a Carathéo-
dory-féle mérték mindharom definidlé tulajdonsaga.

Tehat minden Borel-halmaz linedrisan mérheté Hausdorff szerint, és ha E,, E,, ...
egymdst pdronkint nem metszé Borel-halmazok, akkor

V(2 E) =2 v(E,).

Mostanto6l kezdve v(E)-vel a sikbeli E halmaz Hausdorff-féle linearis mértékét
fogjuk jel6lni,
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Tegyiink néhany egyszerii megjegyzést az altalunk bevezetett linearis mértékre
vonatkozoan.

17. SEGEDTETEL. Legyen K valamely d dtmérdjii kontinuum. Akkor v(K)=d,
sot, v,(K)=d tetszés szerinti ¢ =0 értékre.

A bizonyitas abbdl kovetkezik, hogy a K kontinuumnak kordkkel valo
barmely o lefedésénél az atmérSk 6sszege =d, mert ha a és b a K kontinuum pontjai
és |a, b|=d, akkor a o-hoz tartozo koroknek az [a, b} szakaszra valo vetiilete ezt
az egész szakaszt lefedi.

9. TETEL. Egyszerii {v vagy topologikus kir Hausdorff-féle linedris mértéke egyenlé
kézonséges értelemben vett hosszusdgdval. Lokdlisan nem dsszefiiggd kontinuum Haus-
dorff-féle linedris mértéke végtelen.

BizonyiTAs. Legyen aq, a4, ..., a, az L egyszerii iv pontjainak olyan sorozata,
hogy a, elvalasztja az a,_,, a,., pontokat. Akkor az L egyszerii iv a,t8l a,, ,-ig
n

terjedd szakaszinak atmérSje legalabb |ag, a |, tehat v(L)Y= 3 |a,, a,_,|, amibGl
. s=1

kovetkezik, hogy a Hausdorff-féle linearis mérték nem kisebb, mint az L iv szokasos
értelemben vett |L| hosszusaga.
Masrészt legyen L hosszisaga p< + oo, tovabba legyen £=>0 tetszés szerinti

szam, az n természetes szam pedig olyan nagy, hogy 2—’;<a. Valasszunk az L iven

olyan ay,ay, ..., a,, pontokat, hogy L hosszlisaga a, és a,,, kozott 5‘;{ legyen.
Az ay,as,as, ... pontok mint kézéppont koriil rajzoljunk grf sugari koroket,

E korok osszege lefedi az L ivet, mindegyikilk sugara —<eg, és atmérSik &sszege
jt. Ebbdl kovetkezik, hogy v, (L) =|L| tetszés szerinti e-ra, és igy v(L)=1L|.

Most megmutatjuk, hogy ha K lokilisan 6ssze nem fiiggd kontinuum, akkor

v(K)= + 0. Valdban, tegyiik fel, hogy az a€ K pontban K nem lokalisan &ssze-
fliggd. Akkor talalhaté olyan a kézéppontii S kor, hogy a barmely kérnyezetének
legalabb egy pontja az SMK halmaznak mas komponensében fekszik, mint a.
Innen kovetkezik, hogy talalhaté az S K halmaz paronkint kiilonbdz8 kompo-
nenseib6l allé K, K,, ... sorozat, amelynek elemeib&l alkalmasan kivalasztva
egy-egy pontot, a kapott pontsorozat g-hoz tart. JANISZEWSKI tétele szerint mind-
egyik K komponensnek van torlddasi pontja S hataran, és igy elég nagy s, indext8l
kezdve minden K, komponens atmérGje meghaladja az S kor atmérdjének egy-
harmadat.

A 17. segédtételbsl és a linedris mérték additiv voltabdl kovetkezik, hogy
V(K) = + oo,

Most attériink a folytonos filiggvények nivohalmazai hosszlisiganak a vizsga-
latara. v(E,) helyett gyakran a v(z) jelolést fogjuk hasznalni. Alapvetd feladatunk
annak a megmutatasa, hogy majdnem minden ¢ nivéora a v(¢) nivohalmaz-hosszi-
sag egyenlS e nivo regularis komponensei hosszusaganak osszegével.

18. SEGEDTETEL. Legyen M —J zdrt halmaz. Legyen M’ azoknak a pontoknak
a halmaza, amelyek az M halmaznak valamelyik, a J tartomdnyt szét nem vdlaszto
komponenséhez tartoznak. Az M’ halmaz G tipusii. )
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BizoNYiTAS. Jeldljilk M,-nal mindazon K M komponensek pontjainak hal-
mazelméleti dsszegét, amelyek mindegyikéhez talalhato két ¢ sugari, a K komponens
altal egymastdl elvalasztott és az M halmazt nem metsz6 nyilt kor, O, és Q,. Az M,
halmaz zart. Tovabba minden a J tartomanyt szétvalasztdo K komponens elég kis ¢
érték mellett hozzatartozik M,-hoz. Kdvetkezésképpen M’ = M — >'M ., ebbsl

n n

viszont kovetkezik, hogy az M’ halmaz G, tipusu.

19. SEGEDT]:TEL Legyen F(n) folytonos fiiggvény, E, e fiiggvény valamely nivo-

halmaza és M M M az E, halmaz dsszes koncentrikus szmgularttasu komponenseihez,
osszes félmaximumot szolgaltato komponenseihez, illetve dsszes félminimumot szol-

o + -
gditaté komponenseihez tartozé pontok Osszessége. Akkor M, M és M Borel-mérhet$
halmazok.

BizoNyiTAs. Legyen M (S, 9) azon KC E, komponensek egyesitése, amelyek
mindegyikéhez talalhaté egy K’ E, komponens uagy, hogy K’ elvalasztja a
vizsgalt K komponenst a K komponens é-kornyezetének kiegészitd halmazatdl, és
a K, K’ komponenseket az E, ., halmaz elvilasztja egymastdl; legyen tovabba M a
J tartomanyt szét nem valasztd E,-beli komponensek egyesitése.

Megmutatjuk, hogy A}(é, @) tetszés szerinti § =0 és ¢ >0 érték mellett zart

halmaz. Valdban, legyen K, ]lol(é, 0),n=1,2, ... Legyenaza poht a {K,} sorozatra
nézve torlddasi pont. Legyen K> a az E, nivohalmaz komponense. Minden K,-hez
talalhaté egy K, komponens. Valasszuk ki a természetes szamok olyan {n,} részsoroza-

tat, hogy It Ks. #0. Akkor a K = It K, halmaz kontinuum. Megmutatjuk, hogy a
s N

K'>K komponens elvalasztja a K halmazt K d-kdrnyezetének kiegészit halmazatol.
Legyen U a K halmaz 5-kdrnyezete és b€ CU. Legyen L3 b a K halmazt metsz6 kon-

tinuum. Fennall ¢(b, K) = 0=>6. Vezessiik be a 6, = 0;

minden K, benne van a K komponens §, -kdrnyezetében. Ennélfogva bizonyos s-t6l
kezdve ¢(K,,b)=6 és igy K, (NL=0. De akkor It K, ML#0 is fennall, vagyis

o .
jelolést. Elég nagy s-re

barmely L kontinuum metszi a K< K’ halmazt, azaz K’ elvalasztja egymastél a K

és a CU halmazt, ebbdl pedig kdnnyen kovetkezik, hogy K’ elvalasztja K-t és CU-t is.

Tegyiik fel, hogy a , + ¢ nivé K; komponense elvalasztja a K,,, K, komponense-

ket. Legyen a természetes szamok {n,} részsorozata mar olyan ritka, hogy It K, #0.
s

Legyen K” az E,., halmaznak az EK,’,’S halmazt tartalmazé komponense. Akkor
teljesen hasonléan ahhoz, ahogy az imént eljartunk, be lehet bozonyitani, hogy K”

elvalasztja a K és a K’ komponenst. Tehat M (6, 0) zart halmaz. Nyilvanvalé azon-
ban, hogy

M=]3M I Do g I _Daw,
KT k1 el k /

vagyis JVL; legfeljebb a masodik Borel-osztalyba tartozik.
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’ + +
Most bebizonyitjuk, hogy M is Borel-halmaz. Jeldlje E(r, 0,¢) azon KT E,
komponensek egyesitését, amelyek mindegyikéhez talalhaté az alabbi tulajdon-
sagokkal rendelkez8 L kontinuum:

a) F(n)=t—e ha neL;
b) L metszi az U, halmazt, ahol U, a K komponens r-kérnyezete;
¢) L tartalmaz olyan b pontot, hogy F(b)=1t—0.

N
Az E(r, 0,¢e) halmazok barmely r=>0, =0, ¢=>0 mellett zirtak. Valoban,

+
legyen a az E(r, 0, ¢) halmazbdl vett {a,} pontsorozat torldddsi pontja. Legyen K,
az E, halmaznak az a, pontot tartalmazé komponense. Legyen L, a K, -nek meg-
felel6 kontinuum. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy It L, =0.

Legyen L =1t L,. Az L kontinuumra nyilvanvaldan teljesiilnek az a), b), ¢) tulajdon-

sagok (a K3 a komponensre vonatkozoan). Vezessiik be az

e=>pgse(l L Do
- T E m k’ 1" m
jelolést.
Megmutatjuk, hogy E* —E Az EL E* tartalmazas nyilvanvald.
Bebizonyitjuk, hogy E* cE Legyen 4 EE* és K az a komponens, amelyben {
fekszik. Talalhato olyan /, hogy a 6, =% jeloléssel

cell SE( 4000
L g k » VO m .
Tovabba talalhaté a kontinuumoknak olyan {L,} sorozata, hogy L,-nak van olyan

b, pontja, amelyre F(b,)=1t—0,, ezenfeliil L, metszi a K komponens %-kb‘rnyezetét,

és az L, kontinuumon mindeniitt fenndll F(y)<z. Legyen {{;} az L, halmazok
pontjaibdl allo sorozat, amely tart egy {,€ K ponthoz. A {, pontok kozott vagy
talalhato olyan, amelyet az E, — K halmazt nem metsz6 L kontinuum 6sszekot K-val,
vagy mindegyik {, pontot egy C,C E,— K komponens elvalasztja K-t6l. Az elsé
esetben K definicio szerint félmaximumot szolgaltatd komponens. A masodik eset

nem lehetséges. Valdban, a {C,} sorozatra {, €It C,. A Czl?Ck topoldgiai limes
k k

superior Osszefliggs, ezért C K. De ha igy all a dolog, akkor tetszés szerinti § =0
szamhoz talalhaté olyan nagy N szam, hogy Cyc U;, ahol U; a K komponens

. 0
J-kornyezete. Legyen a ¢ >0 szam olyan kicsiny, hogy az U; halmazon F(n)=t— 70

és U; nem valasztja szét az E, _,, halmaz pontjait (K nem valasztja szét a J tartoméanyt,
mert K< M’). Akkor Cy, amely elvalasztja a { pontot és a K halmazt, a K halmazt
by-t6l is elvalasztja. De U; és a fortiori a CyC Uy halmaz nem valasztja szét a
by, b, pontokat egyetlen s-re sem. Ennélfogva a Cy komponens mindegyik L kon-
tinuumot elvalasztja K-tol. Ez azonban elég nagy s értékekre ellentmond annak a
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B 1 + +
feltételnek, hogy L, metszi a K komponens — -kérnyezetét. Ezzel az E= F* egyenls-

séget €s egyben M Borel- merhetoseget beblzonyltottuk

Végiil M M’ M M és igy M szintén Borel-halmaz.
A tovabbiakban az E, nivohalmaz azon részhalmazaira, amelyek a félmaximu-
mot szolgaltatd, félminimumot szolgaltato, illetve koncentrikus szingularitasu kom-

+ - o
ponensekhez tartozé pontokbdl allnak, rendre az E,, E,, ill. E, jelolést fogjuk hasz-
nalni.

Most bebizonyitjuk, hogy ha az adott E, nivonak megfeleld FE, ponthal-
maz linearis mértéke kiillonbozik nullatdl, akkor ezen E, nivo szétvalaszté komponen-
seinek Osszhosszisdga + o=. Ehhez fel fogjuk hasznalni adott halmaz pszeudo- atmero-
Jjének kisegito fogalmat.

15. definicid. Legyen F a sik vagy a gombfeliilet tetszés szerinti halmaza,
o(E) pedig koroknek olyan rendszere, amely lefedi az E halmazt. Jeldljik a ¢(F)
rendszerhez tartozé kordk atmérSinek Osszegét v[o(E)]-vel. Legyen y(E) =

= inf v[a(E)] ahol az als6 hatar az dsszes lehetséges o(E) rendszerekre képezendd.
A y(E) szamot az E halmaz pszeudo-dtmérdjének nevezziik.

Megjegyzés. Ha v(E) =0, akkor v(£) = y(F)=0. Itt v(F) a Hausdorft-féle kiilsé
linearis mértéket jelenti. E megjegyzés bizonyitasa nyilvanvalo.

20. SEGEDTETEL. Legyen M és N két J-beli ponthalmaz és P valamely dket elvd-
laszto zdrt halmaz. Legyen L(P) a P halmaz J-t szétvdlaszié komponensei hosszusdgd-

nak ésszege. Akkor L(P)=~ ! mm [y(M), v(M)].

BizoNYiTAs. Minthogy a P halmaz M mindegyik pontjat elvalasztja N mindegyik
pontjatol, ezeket a pontokat valamely Kc P komponens is elvalasztja, és igy K
szétvalasztja a J tartomanyt. Feleltessiink meg minden a J tartomanyt szétvalasztd
K< P komponensnek egy olyan O(K) nyilt kort, amelynek koézéppontja K-ban
fekszik és sugara K atmérGjének kétszerese. Azt allitom, hogy az osszes ilyen korok
> Osszege az M, N halmazok kéziil legalabb az egyiket tartalmazza. Valdban,
legyen az allitassal ellentétben £€ M — >, € N— 3. A £ és az  pontot a P halmaz
K komponense elvalasztja. Akkor az O(K) kor biztosan tartalmazza a &, n pontok
koziil legalabb az egyiket. Abban az esetben, amikor J a gombfeliilet, ez nyilvanvalo,
ugyanis valamely koron kiviil fekvé két pontot a kor nem valaszt el, még kevésbé
egy a koron belill fekvé halmaz. Tekintsiik azt az esetet, amikor J négyzet. Az O(K)
kér a &, n pontok egyikét sem valasztja el a négyzet hataratdl, tovabba egyikiiket
sem valasztja el legalabb két szomszédos oldaltdl és az ezek kozt fekvS csucstdl.
Kovetkezésképpen a K komponensnek volnanak pontjai a J négyzet hataran, még-
hozza legalabb két olyan oldalan, hogy ezek az oldalak vagy atellenesek, vagy O(K)
a &, n pontok koziil legalabb az egyiket nem valasztja el a szoban forgo oldalak kozt
fekv6 a csicstol. Meghatarozottsag kedvéért tegyiik fel, hogy O(K) nem valasztja
el a £, o pontokat. Az els§ esetben az O(K) kor befedi az egész négyzetet, a masodik-
ban pedig a k6z0s 2 csiicsot és a £ pontot. Tehat az O(K) korok osszege befedi vagy
M-et, vagy N-et. De akkor atmér8ik dsszege definicio szerint legalabb min[y(M).
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v(N)]. Mindegyik K komponens hosszlisaga nagyobb vagy egyenl8, mint K atmérdje,

amely O(K) atmérGjének %-szerese. Ebbdl kovetkezik a segédtétel allitasa.

21, SEGEDTETEL. Legyen F(n) a szokdsos J tartomdnyon megadott folytonos fiigg-
[
veny, E, e fiiggvény valamely nivohalmaza, E,C E, pedig a koncentrikus szingularitdsu

o
komponensek pontjainak halmaza. Ha v(E,) =0, akkor az E, halmaz J tartomdnyt
szétvdlaszto komponensei hosszusdgdnak L(E,) dsszege végtelen.

BizoNyiTAs. Legyen M, az F, halmazt nem metsz§ zart kor. Valasszuk N gyanént
E olyan zart részhalmazat, amelyre v(N)> v(E,) Feleltessiik meg minden Kf‘E

komponensnek az FE, halmaz valamely, K-tol kiillonb6z6 és a K, M, halmazokat
egymastol elvalasztdo K’(K) komponensét. K’(K) nem tartalmazza a K komponenst,
ésigy annak egy U,(K) kornyezetét is elvalasztja M,-t6l. A Heine — Borel-tétel szerint
véges szamu K-hoz tartozé U,(K) kornyezetek befedik N-et. Tekintsiik az ezen K
komponenseknek megfeleld K’'(K) halmazokat. Az utdbbiak hossziisdgainak dsszegét
L, -gyel jeldlve az el(')'Z(')’ segédtétel alapjan kapjuk: L; =Zmin[y(N), y(M,)] = d>0.

Most legyen 1, = o(Sl, N), ahol S, a valasztott K'(K) komponensek Osz-

szege. Képezziink egy S2 halmazt a kovetkez8képpen: minden K CE komponensnek
feleltessiink meg egy K”(K) komponenst, amely a K komponenst elvalasztja K
7, -kornyezetének kiegészits halmazatdl (és specialisan M, -t60l). K-val egyiitt a K”(K)
komponens valamely U,(K)> K kornyezetct is elvalaszt M-t6l. A Heine—Borel-
tétel alapjan valasszunk ki véges szamu K”(K) komponenst figy, hogy a megfeleld
U,(K) kornyezetek befedjék N-et. E'komponensek Osszegét nevezziik S,-nek. Legyen
L, az S,-hoz tartozdé komponensek hosszlisagainak Gsszege. Az elSbbiek szerint
L,=d=0. Folytatva ugyanezt az eljarast, egymast nem metsz6 ¢és az E, nivo
komponenseit szétvalaszté S,, S,, ... halmazokat kapunk, ahol barmelyik S,-hez
tartozé komponensek hosszisagainak Osszege nagyobb vagy egyenld, mint egy ko-
z6s d=0 szam. Ebbdl kovetkezik a segédtétel allitasa.

A 21. segédtételbd] kovetkezik, hogy a v(t) fiiggvény nem fiigg attol, hogy az
egész E, nivohalmaz Hausdorff-féle linedris mértékét tekintjiik v(t)-nek, vagy elhagyjuk
belble azokat a pontokat, amelyek koncentrikus szingularitdsii komponenshez tartoznak.

Tovabbi célunk annak a megmutatasa, hogy a félmaximumot vagy félminimumot
szolgdltato komponensek szintén nem befolydsoljik lényegesen a nivéhalmazok hosz-
szusdgdt, kivéve esetleg megszdmldlhatoan sok nivot.

16. definici6. Az F(y) figgvény E, nivohalmazanak a J tartomanyt szét nem
valaszté K komponensét h-félmaximumot (h-félminimumot) szolgéltaté komponens-
nek nevezzitk, ha van olyan L kontinuum, hogy LNK =0, LN(E,—K)=0 ¢és
talalhato olyan 5 € L pont, amelyre F(n)=1—#h (illetve F(n) =1t +h).

22. SEGEDTETEL. Az F(n) folytonos fiiggvény E, nivéhalmazdnak h-félmaximumot

+
szolgdltato komponenseihez tartozé pontok M(h) halmaza és a h-félminimumot szol--
gdltaté komponensekhez tartozé pontok M (h) halmaza Borel-halmaz.
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. .
BizoNyiTAs. Legyen E(r, 0,¢) jelentése ugyanaz, mint a 19. segédtételben.
Legyen

+ + 1 1

E(h)-——]] ZE T h, — NM.
Megmutatjuk, hogy E(h) éppenat n1vo h- felmax1mumot szolgéltatd komponenseihez
tartozo pontok M [(h) halmaza. Az M (< E (h) osszefiiggés nyilvanvald. Forditva,
legyen éeE(h) és K, a & pontot tartalmazé komponens. Akkor minden természetes

. . 1 -~
k-hoz talalhat6 egy L, kontinuum, amely metszi a K; komponens E-sugaru kérnye-
zetét, az U1 (K,) halmazt, tovabba tartalmaz olyan b, pontot, amelyre Fb)y=t—h,
k
%kT egyenlStlenség. Legyen
{¢i} olyan pontsorozat,amelynek elemei rendre az U1 (K;) (1 L, halmazhoz tartoznak.
*

+
Ha legalabb egy {, pontot az E, — K, halmaz nem vélaszt el K,-t8l, akkor a £ € M (/)
Osszefiiggés a B’ tételbsl kovetkezik. Ha viszont az E, — K; halmaz barmelyik (-
pontot elvalasztja K,-t6l, akkor tetszés szerinti k-hoz talalhaté a {; pontot és a K,
halmazt elvalaszté C, < E,— K; komponens. Hogy ez az eset lehetetlen, annak bizo-
nyitasa szordl szora megegyezik a 19. segédtétel bizonyitasanak végével. Megmu-

végiil pedig minden 4 € L, pontra fennall az F(p)=1—

+ +
tattuk, hogy M (h) Borel-halmaz (ugyanis az M~ halmaz G; tipusd, az E (% h, %)
halmazok pedig zartak). Az F(y) fiiggvény h- felmmlmumot szolgaltaté pontjainak

M .(h) halmaza azonos a — F(y) fiiggvényhez tartozo M _. (/) halmazzal és igy szintén
Borel-halmaz.
A tovabbiakban a 7 nivo A- félmaximumot és h-félminimumot szolgéltaté kompo-

nensekhez tartozé pontjainak halmazat M,(h) és M,(/z) helyett rendre E (h)-val és
E(h)-val fogjuk jelolni.

17. definicid. Két korlatos ponthalmaz, M €s N Hausdorff-féle tdvolsdgdn a

d(M, N)=max {sup[inf|m, n|]; sup [ inf |m, n[]
meM neN neN meM
szamot fogjuk érteni, ahol mint mindig, |m, n| az m, n pontok kozonséges tavolsaga.
18. definicié. Legyen {M9} J-beli halmazoknak valamely nem megszamlal-
hat6 rendszere (a é-k valds szamok). Azt fogjuk mondani, hogy M@ kétoldali kon-
denzdcios halmaz, ha tetszés szerinti,e=0 esetén megszamlalhatonal t6bb olyan
& <&, és megszamlalhatonal tébb olyan & > ¢, index van, amelyre (M%), M©®) <e.

23. SEGEDTETEL. Legyen {M©®} sikbeli korldtos halmazokbd! dll rendszer.
Legfeljebb megszamldlhatéan sok kivételtdl eltekintve mindegyik M©® kétoldali kon-
denzdcios halma:z.

BizoNyiTAS. Nevezzitk az M® halmaz e-haldjanak az M©®-beli pontok valamely
véges AP halmazat, ha n€ M©® esetén oy, AY) <e. Ha a segédtétel nem igaz,
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akkor talalhatS olyan & >0 szam és az M® halmazoknak olyan nem megszamlalhat6
P rendszere, hogy M@ ¢ P esetén vagy legfeljebb megszamlalhatéan sok olyan
E=E, van, vagy legfeljebb megszimlalhatéan sok olyan &<£&, van, amelyre
(MO, M&) <e.

Vegyiik fel mindegyik M©®-ben egy %-hélét; feltehetjiik, hogy mindegyik haié

ugyanannyi pontbol all (valamilyen n-re azoknak a P rendszerhez tartozdé M©
halmazoknak a P’ 6sszessége, amelyeknek van n pontbol all6 halojuk, nem megszam-
lalhatd, és szoritkozhatunk P’-re). Szdmozzuk meg mindegyik halo pontjait 1-t6l
n-ig. Nevezziik o, -nek a vizsgalt haldk elsS pontjainak valamely kondenzaciés pont-
jat. Legyen P, a P’ rendszer azon M® halmazainak &sszessége, amelyekhez tartozé
£

8

mar megszerkesztettiik, akkor valasszuk o;,.; gyanant a P-beli M® halmazok haléi
(i + D-edik pontjainak valamely kondenzécids pontjat, és P, gyanant a P; rendszer
azon M® halmazainak 8sszességét, amelyekhez tartozé haldk (i + 1)-edik pontja az

halék els8 pontja az o; pont —-sugart kdrnyezetében fekszik. Ha a P; rendszert

o+, pont g -sugartt kodrnyezetében fekszik. Tekintsiik most a P, rendszert. P, nem

megszamlalhaté, igy talalhaték olyan & <&, <¢; szdmok, hogy MEG», MG ¢és
M@ benne van P,-ben és hogy P, megszimlalhaténél tobb olyan M@ halmazt
tartalmaz, amelyre &, <&=<¢&,, és megszamlalhatonal tébb olyan M©? halmarzt,
amelyre &, <& <¢,. Kdnnyen lathatdé azonban, hogy ha M® c P, és M@ P,
akkor 6(M®, M) <¢. Ebbdl kévetkezik, hogy az M©? halmazhoz megszamlal-
haténal tobb olyan & < ¢, és megszamlalhatonal tobb olyan € = ¢, index van, amelyre
M® tavolsaga M©-t3] kisebb e-nal, Ez ellentmond feltevésiinknek és igy bizonyitja
a segédtétel helyességét.

24. SEGEDTETEL. Legyen K, és K, az F(y) fiiggvény E, nivéjdnak két kiilonbizé,
h-félmaximumot szolgdltaté komponense. Legyen K ugyanennek a nivonak egy, a Ky, K,
halmazokat elvdlaszté komponense. Legyen a d =0 szdm olyan kicsiny, hogy a |&, n| =d
egyenlitienség biztoﬁsz’tsa | F(n) — F(&)| < h fenndlldsdt. Akkor a K komponens dtmérdje

legaldbb % d.

BizonyiTAs. Legyen a J értelmezési tartomany a gombfelillet. Legyen K|, olyan
kor, amelynek kézéppontja a K halmaz tetszés szerinti pontja €s amelynek sugara
egyenld K atmérdjével. A K, kor biztosan tartalmazza belsejében vagy K, -et €s egy
olyan L, kontinuumot, amely metszi K;-et, nem metszi az E,— K; halmazt, és
legalabb egy pontjaban F(y)=t¢—h, vagy a K, komponenst és valamely neki meg-
felel6 L, kontinuumot. Ebb8l kovetkezik allitasunk. A négyzet esetében a bizonyitas
ugyanigy torténik, csak a K, kort kétszerakkora sugarunak kell valasztani.

Felhasznalva a bevezetett fogalmakat és a bebizonyitott 22 —24. segédtételeket,
megkapjuk a A-félmaximumot (A-félminimumot) szolgaltaté pontokra vonatkozo,
fentebb megfogalmazott eredményt.

25. SEGEDTETEL. Legyen a J tartomdnyon megadott F(n) folytonos fiiggvénynek
+ i

megszdmldlhatondl 16bb olyan nivdja, amelyre az E, (illetve E,) halmaz linedris mértéke
-nulldrél kiilonbozé. Mindegyik ilyen nivéra, kivéve legfeljebb megszdmlidlhatoan sokat,
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ac illetd nivonak a J tartomdnyt szétvdalaszto komponensei hosszusdgainak oOsszege
végtelen.

BizonyiTAs. Tekintsiik azt az esetet, amikor a nivék valamely nem megszamlal-

+ + +
haté X rendszerére v(E,)>0. Nyilvanvalo, hogy E, = > E,<~nl— . Tovabba minden

_ (1
t €A értékhez talalhatd olyan n, hogy v[E, (}-{):I =>0. Valasszuk a 6>=0és a 1>0
szamot olyan kicsinynek, hogy megszamlalhatonal tobb ¢ értékre fennalljon a
+ + .
y[E(h)]=20=0 egyenlGtlenség. Minden ilyen E(h) halmazhoz vilasszunk egy
+

P,C E,(h) zart halmazt, amelyre v(P,) >0. llyen valasztas a 22, segédtétel és a Borel-
halmazok v-mérhetGsége miatt lehetséges. A 23. segédtétel értelmében legfeljebb
megszamlalhatéan sok kivételtdl eltekintve mindegyik P, kétoldali kondenzacios
halmaz (a 1 indexre vonatkozéan). Megmutatjuk, hogy ha P,  a P, halmazokra nézve
kétoldali kondenzicios halmaz, akkor az E, nivé Hausdorff-féle linearis mértéke
mar a J tartomanyt szétvalaszté komponensek révén végtelen.

Tegyiik fel, hogy ez nincs igy. MindenekelStt megjegyezziik, hogy akkor £, -nak
legfeljebb véges szamu olyan komponense van, amely szétvalasztja a P, halmaznak
a szdban forgd komponenshez nem tartozo pontjait. Ez a 24. segédtételbdl kovetkezik..
Legyenek ezek a komponensek K, ..., K,. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy mindegyik K, komponens pontosan két részre osztja J-t, ugyanis
,»nyolcas” tipusit komponensek legfeljebb megszamlalhatéan sok nivén forduinak
eld. Igy a K, ..., K, komponensek a J tartomanyt n+1 szamu J,, ..., J,,, tarto-
méanyra osztjak fel, és két, a J,N P, halmazhoz tartozé6 K’, K” komponenst E,,
egyetlen tolikk killonbdz8 komponense sem valaszt el, tehat nem véalasztja el Sket
E,,—K —K” sem.

Megmutatjuk, hogy tetszés szerinti =0 szamhoz talalhaté E, -nak véges
szamyu, a J tartomanyt szétvalaszto ésa P, halmaz §-kdrnyezetét metsz6 komponense,
amelyeknek Osszhosszsaga legalabb 0. Legyen 4 a K, ..., K, komponensek hosz-

sziisagai koziil a legkisebb. A P, és > K, kozotti tavolsagot jelsljiik g-val. Legyen
s=1

1 . . -
é»i 0. A kétoldali kondenzacios halmaz definicidja értelmében van olyan ¢ > ¢,,
hogy P, c Uy(P,,) (ahol Us(M) az M halmaz S-kdrnyezete), s6t, a 6(P,,, P,,) Haus-

dorff-féle tavolsag nem nagyobb, mint ;: d.

Minden n€ P, és € P, ponthoz taldlhaté az E, halmaznak ket elvalasztd
és a P,, halmazt nem metsz6 K komponense. Valdban, ellenkezd esetben volna
olyan L kontinuum, amely tartalmazza a £ € P, és n € P, pontot, tovabbd nem metszi
az E,— K, halmazt, ahol K, a -t tartalmazé komponens. De akkor az L — K, hal-
mazon mindeniitt F(y)=17, ami nem lehetséges, mivel K. félmaximumot szolgdltatd
komponens. Tehat létezik emlitett tulajdonsagii K komponens. Minden n <€ P, (M J;
ponthoz rendeljiink hozza egy, az # pontot és a J, P, halmaz valamely pontjat
elvlaszté K(n < E,, komponenst. Akkor K elvalasztja az # pontot P, bdrmely
pontjatdl, mert ellenkez8 esetben K szétvalasztania a P, halmazt. A K komponens
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n-val egyiitt n-nak egy egész kornyezetét is elvalasztja P, -tol. Ennélfogva talalhatunk
véges szamu ilyen tipusd KU, ..., K komponenst, amelyek Osszege elvalasztja
egymastol a P, , P, halmazokat. Mindezek a komponensek metszik a P, halmaz
o-kornyezetét, és hosszusaguk Osszege a 20. segédtétel szerint legalabb 6. Minthogy
-a 0 >0 szam tetszés szerinti, innen kénnyen levezethetd, hogy a t, nivéd J-t szétvalasztd
komponensei hosszusadganak Gsszege végtelen.

Félminimumot szolgaltaté komponensek esetére a bizonyitas az F(n) fiiggvényrdl
a — F(n) fuggvényre vald attéréssel adddik.

A 21. segédtételbdl kovetkezik, hogy mihelyt a koncentrikus szingularitdsi kom-
ponensekhez tartozé pontok halmazdnak linedris mértéke nulldtdl kiilonbézé, az adott
nivén mdr a szétvdlaszto komponensek (k6zonséges értelemben vett) dsszhossziisdga
végtelen. A 25. segédtétel ugyanezt az eredményt adja arra az esetre, amikor a fél-
extrémumot szolgdltaté pontok halmazdnak linedris mértéke pozitiv, de mdr nem min-
den nivora, hanem esetleg megszdmldlhatdan sok kivétellel minden nivéra. A megfeleld
halmazoknak a 21. segédtételben kimutatott Borel-mérhetGsége, és a Borel-halma-
zoknak a (Hausdorff-féle linearis mértékre vonatkozd) mérhetGsége alapjan innen a
kovetkez8k adodnak:

10. TETEL. Legyen F(n) a J négyzeten vagy gémbfeliileten értelmezert folytonos
fiiggvény. Akkor legfeljebb megszdmldlhatéan sok t érték kivételével minden E, nivo-
halmaz Hausdorff-féle linedris v(t) mériéke egyenlé e nivé teljesen reguldris komponensei
hosszusdgdnak Osszegével. Specidlisan (esetleg megszamldlhatéan sok kivételtdl elte-
kintve ) minden véges hosszusdgu nivo csak egy pontbél dllé komponenseket tartalmaz
nem szétvdlaszto komponensként.

BizoNyiTAs. A 3. tétel értelmében nem regularis komponensek, amelyek J-t
kettSnél tobb részre osztjak, tovabba regularis, de nem teljesen regularis komponen-
sek legfeljebb megszamlailhatdan sok nivon fordulnak eld. Ezeket a nivokat figyelmen
kiviil fogjuk hagyni. A 21. és 25. segédtételbdl kovetkezik, hogy minden nivéra,
esetleg megszamlalhatéan soktdl eltekintve, amelyeket elhanyagolunk, fennall:

0 + -
v(t)=Vv(E,— E,— E,— E)).

Kovetkezésképpen legfeljebb megszamlalhatéan sok kivétellel minden ¢ nivéra
teljesiil a v(r) = v(EY) egyenl8ség, ahol £ a t nivo teljesen regularis komponensei-
nek egyesitése. Ha Ef megszdmldlhatondl t0bb komponensbdl all, akkor nyilvan
v(E¥) = + o és e komponensek hosszlisiganak 6sszege szintén végtelen. Ha viszont
E¥= 2 K,, ahol K, az E, halmaz regularis komponense, akkor v(EF) = > v(K,).

n

5. §. Sima fiiggvények nivohalmazai

Ebben a paragrafusban egyszer és kétszer differencidlhatd kétvaltozos fliiggvények
nivohalmazainak tipikus szerkezetér6l fogunk bizonyos ismereteket szerezni.

MindenekelStt megjegyezziik, hogy éppen tigy, mint az egyszeriien csak folytonos
fiiggvények esetében, valamely t6bbsz6r differencialhatd fiiggvény onalldan tekintett
E, nivéhalmazara vonatkozd egyetlen megszoritas az, hogy E, zart halmaz legyen.
S6t, Whitney [7] megfelel§ tételébsl kovetkezik, hogy lehet szerkeszteni olyan vég-
telen sokszor differencialhaté fiiggvényt, amelynek az adott zart halmaz nivohalmaza.
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Minthogy azonban a késGbbiekben sehol sem hasznaljuk fel ezt a fontos téteit,
bizonyitasa pedig elég terjedelmes, a megfelel6 példat itt nem fogjuk ismertetni.

Most tegylik fel, hogy az F(n) fiiggvénynek a J négyzet minden pontjaban Iétezik
teljes differencialja €s a parcidlis derivaltak folytonosak. (Ennek a paragrafusnak a
folyaman az elSadas egyszeriisége érdekében fel fogjuk tenni, hogy a J értelmezési
tartomany négyzet. A bizonyitasok gombfeliilet esetén sziikségessé valé mddositasat
az olvasd nehézség nélkiil elvégezheti.) Akkor YounGnak az implicit fiiggvényekrdi
szO0l0 nevezetes tétele [13] értelmében, ha az F(n) fliggvénynek a & pontban vett
grad F(&) gradiense kiilonbozik nullatél, akkor a & pont kdrnyezetében az F(y)
fiiggvény nivogorbéje egyértelmii és folytonosan differenciathatd iv. Azokban a
pontokban, ahol grad F(#) =0, YOUNG tétele nem ad semilyen megszoritast. Ily
modon YOUNG tétele lokdlis jellegil.

Megmutatjuk, hogy egyszer differencidlhato kétvaltozos fliggvénynek majdnem
mindegyik nivéhalmaza lokdlisan ésszefiiggd, és hogy majdnem minden nivéra azok
a pontok, amelyekre grad F(n) =0, az illet§ nivon nulla linearis mértékii halmazt
alkotnak.

Tovabba kétszer differencialhatd fiiggvényekre be fogjuk bizonyitani, hogy a
grad F(n)=0 tulajdonsagii pontok a nivék valamely nulla mértékii halmazin
helyezkednek el, és barmely mas nivd véges szdmu folytonosan differencidlhato egy-
szerii fvbél és topologikus korbol all.

11. TéTEL. (G. M. ADELSZON —VELSZKH és A. Sz. KRONROD). Legyen F(n) a J
egységnégyzeten értelmezett folytonos fiiggvény, amelynek minden pontban van teljes
differencidlja. Legyen Q azon pontok halmaza, amelyekben grad F(n)=0. Legyen T
azon t értékek halmaza, amelyekre v(E,NQ) =0, aho!l v(E) a Hausdorff-féle linedris
merték. Akkor mes T=0.,

BizoNYiTAs. Legyen mes T=d =0, ahol mes a Lebesgue-féle kiilsé mérték jele.
Akkor talalhato olyan « =0, hogy T’-vel jelolve azon ¢ értékek halmazat, amelyekre

V(E,NQ)>x, fennall a mes T” >% egyenlStlenség. Minden 7€ 7”7 nivoval kapcsolat-

ban jarjunk el a kovetkez6képpen. Minden n € E, (1 Q ponthoz talalhaté olyan d,=0

In, ¢l
A
szam. Legyen U, ; az E,NQ halmaz azon pontjainak Osszessége, amelyekre 6, =4.

szam, hogy |{, n| <4, esetén |F({) — F(n)| < , ahol A tetszés szerinti rogzitett
Legyen é, oly kicsiny, hogy v(U,,50)>%oc. Legyen a ¢=0 szam olyan kicsiny,
hogy v4e(U,,5o)>% és ¢ <min (1, d,). Rajzoljunk IU,,;,O minden pontja mint kdzép-
pont koriil egy-egy ¢ sugari kort. Egymast nem metsz8 kérokbdl 4116 maximalis U,
részrendszerben a sugarak Osszege = 1% . Valoban, ha az ¥, rendszer mindegyik
korének sugarat megharomszorozzuk, akkor a kapott rendszer befedi az egész
U, 5, halmazt és a kordk sugara =3¢ <4p, ezért az atmér8k Osszege nagyobb, mint
%, kovetkezésképpen az eredeti korok atmeérSinek Osszege nagyobb, mint %. Meg
fogjuk becsiilni az A, rendszerhez tartozd korok dsszegének teriiletét. Ennek nagysaga

. . - o
S,=nng?, ahol r a kordk szama, és nyilvan nzm.
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2,
nfzoa >T‘ . Tovabba a fiiggvény ingadozasa egyik korben

Ezek szerint S, =

2 . .
sem haladja meg a 79 értéket. Ennélfogva A, minden pontja a j,=|¢— i H—Z]
intervallumbeli nivokhoz tartozik. Elvégezve ezt a szerkesztést minden ¢ € T” értékre,
valasszuk ki a j, szamko6zoknek egy véges rendszerét, amely a ¢ tengelynek legalabb

% -nyi részét fedi be. Vegyiik ezeknek az intervallumoknak valamely részrendszerét,

. . . . @
amelynek elemei nem metszik egymast és Osszhosszusaguk legalabb 3" Legyenek
ezek j,,, ..., ji,- Megbecsiiljiikk az 6sszes A, (s=1,2, ..., k) rendszerekhez tartozé
korok terivletének S osszegét. Kapjuk: .

K og, o X
$S=273 =7 2%

2
de a j,_intervallum hosszusaga nem nagyobb, mint 7? és igy

[\

d Ad
vagy 2 o =g

s=1

k 0 $k‘
oS [ —— =
2 A A dord QS""

s=1

Ebbdl kovetkezik, hogy S= 32d A barmilyen nagy A-ra. Ez azonban lehetetlen,.

mert ugyanazon ¥, -hez *artozé korok szerkesztés szerint nmem metszik egymast,
kilonbozd ¥, rendszerekhez tartozd korok pedig azért nem metszik egymast, mert
az F(n) fuggveny kiilldnbozd értékeket vesz fel rajtuk (ugyanis F(n) € J, , hanaz ¥,

rendszerhez tartozé korben fekszik). Ennélfogva (tekintetbe véve még, hogy ¢ < 1)
fennall S <9, és elég nagy A4 esetén ellentmondasra jutunk, ami bizonyitja tetelunket

Differencialhaté F(n) fiiggvények esetében néhany kijelentést tehetiink nivo-
halmazok komponenseinek tipikus topolodgiai szerkezetérdl. Ehhez egy segédtételre
lesz sziikségiink.

26. SEGEDTETEL. Legyen u(x, y) tetszés szerinti fiiggvény. Akkor bdrmely y,-ra
(illetve xq-ra) azon t értekek T, (illetve T,,) halmaza, amelyekhez taldlhaté olyan
(x, yo) €E, (illetve (x4, y)€ E;) pont, hogy ux, ye)=0 (illetve ufxy,y)=0), nulla
meértékii.

BizoNYiTAS. Valéban, ha mes T, = p =0, akkor az ¢ >0 szamot tetszés szerint
rogzitve, feleltessiink meg minden olyan (x, y,) pontnak, ahol u, =0, egy intervallu-
mot, amelyben |u(x, yo)—u(x’, yo)| <€&|x —x’|. Ezen intervallumok koziill kivélaszt-
hatunk véges szamu egymast nem metszSt gy, hogy a ¢ tengelyen vett képeik Osz-
szegének a mértéke = -gi legyen. Akkor az intervallumok hossziisaganak Osszege

nagyobb lesz, mint ——, ami elég kicsiny ¢ értékekre lehetetlen.

3 b
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12. TETEL. (G. M. ADELSZON —VELSZKU €s A, SZ. KRONROD). Legyen u(x, y) a
J tartomdnyon értelmezett folytonos fiiggvény, és legyen m és M e fiiggvény minimuma
és maximuma. Akkor a t tengely [mM) szakasza tartalmaz olyan teljes mértékii T*
halmazt, hogy mindegyik t € T* értékhez tartozo E, nivohalmazra

1 azon pontok W, halmazdnak az x tengelyen vett vetiilete, amelyekben u,=0,
nulla mértékii, és

2 azon pontok W, halmazdnak az y tengelyen vett vetiilete, amelyekben u, =0,
nulla mértékil.

BizonyitAs. Tekintsitk az / (x=c) egyenesek rendszerét. Jelentse 7, azon ¢
nivok halmazat, amelyekre az E, (1], metszetnek legalabb egy pontjaban u,=0.
A 26. segédtétel szerint a 7, halmaz tetszés szerinti ¢ esetén nulla mértékii. Legyen
P az xt sik azon (x,, 1o) pontjainak a halmaza, amelyekre E, 1/ tartalmaz u,=0
tulajdonsagi pontot. FUBINI tétele [6] értelmében az [mAM] szakasz tartalmaz olyan
teljes mérték{i T, halmazt, hogy minden 7, € T, értékhez tartozd ¢ =t, egyenesnek
a P halmazzal képezett metszete nulla mértékii. Felcserélve megfontolasunkban az
x és y mennyiséget, egy T, halmazt kapunk. A T* =T, N T, halmaz megfelel a tétel
kovetelményeinek.

13. TETEL (G. M. ADELSZON —VELSZKIJ €s A, SZ. KRONROD). Legyen u(x,y)aJ
tartomdnyon értelmezett folytonos fiiggvény, és T* a nivoknak az a halmaza, amelynek
létezését a 12. tételben bizonyitottuk. Akkor bdrmely tcT* értékre az E, halmaz
mindegyik komponense lokdlisan dsszefiiggo.

BizonyitAs. Legyen K az E, halmaz valamely komponense, és a a K komponens
lokalis dssze nem fiiggési pontja. Akkor talalhatd olyan a kdzéppontu és C, hataru
R, kér, hogy az R, kérben a K kontinuumnak van egy {K;} komponens-sorozata,
amelynek minden tagja tartalmazza a C, hatar valamely b; pontjat, és az a pont
benne van a {K;} sorozat topoldgiai limes inferiordban. Az altalanossidg megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy a b; pontok tartanak egy b € C, ponthoz. Meghatarozott-
sag kedvéért az a, b pontok x koordinatai, x; és x, legyenek rendre kiilonbozék
(x; <Xx,), majd egyenl6k. Akkor mindegyik /., egyenest (x =x,; X; <X, <Xx,) meg-
szamlalhatéan sok K; metszi. De K; "\ K; =0, tehat mindegyik /, egyenesen talalhaté
olyan (x,, y,,) pont, amely a K;( [, halmazokhoz tartozé pontok torl6dasi pontja
¢s amelyre ennélfogva u,(x,, »,,) =0.

A 12, tétel 1. pontjaval kapott ellentmondas bizonyitja a 13. tételt.

27. SEGEDTETEL. Bdrmely sikbeli, korldtos, lokdlisan 0Osszefiiggé K kontinuum,
amely nem egyszerii iv vagy topologikus kor, tartalmaz eldgazdsi pontot.

BizoNyiTAs. 19, Tegyiik fel, hogy K tartalmaz egy L = K topoldgikus kort.
Az a€ K— L pont tetszés szerinti b€ L ponttal §sszekdthetS valamely / egyszer( iv
segitségével. Tekintsiik az /(N L metszet (a-tdl b fel¢ szamitott) elsé pontjat. Ez elaga-
z4si pont.

20, Tegyiik fel, hogy K nem tartalmaz topoldgikus kort. Legyen a €K, b€K,
c€ K. Talalhatok olyan I, C K, [, C K, I, K egyszer(i ivek, amelyek végpontjai rendre
bésc,césa,aésh. Haazl,|l, I ivek kozill egyik sem tartalmazza a masik kett8
Osszegét, akkor [+ 1, + 1. tartalmaz vagy topoldgikus kort, vagy eligazasi pontot.
Ha viszont ez a koriillmény egyetlen K-beli ponthdrmasra sem all fenn, akkor K pont-
jainak a halmaza rendezett, és K egyszer{i iv.
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14. TETEL (G. M. ADELSZON—VELSZKU és A. Sz. KRONROD). Legyen u(x, y)a J
tartomdnyon értelmezett folytonos fiiggvény, amelynek J minden pontjiban vannak
parcidlis derivdltjai. Legyen m és M az u(x, y) fiiggvény minimuma és maximuma.
Akkor az [mM] szakaszon taldlhato olyan teljes mértékii T* halmaz, hogy t€T*
esetén az E, nivohalmazok csak a kivetkezd komponenseket tartalmazzdk:

a) topologikus korok,
b) egyszerii ivek, amelyek végpontjai J hatdrdn fekszenek,
¢) pontok.

Minden t € T* értékre az egyetlen pontbol dllo komponensek Osszességének az x
tengelyen és az y tengelyen vett vetiilete is nulla mértékii.

BizoNYiTAs. A 13. tételnek megfelelGen valasszuk ki a nivoknak egy T rendszerét,

amelyre 7€ T esetén minden K E, komponens lokalisan 6sszefiiggd. KOMAREVSZKU
tétele (lasd a 8. segédtételt) szerint a sik egymast nem metszd, elagazasi pontot tartal-
maz6 kontinuumainak barmely rendszere legfeliebb megszamlalhats. fgy a 27.
segédtétel értelmében e komponensek kozt legfeljebb megszamlalhatéan sok olyan
van, amelyik nem pont, egyszerti iv vagy topoldgikus kor.

Hagyjuk el a T rendszerbsl mindazon t nivdkat, amelyekre E, tartalmaz ilyen
kivételes komponenst. Legyen a megmarad6 rendszer T*. Legyen a(x,, yo)€E,,
(to €T*) és u(a)=0 vagy ufa)#=0. Meghatarozottsag kedvéért tegyiik fel, hogy
uya)=0. Vegyiik fel a o(xy, yo—¢&), 7(xq, Yo +¢) végpontokkal rendelkezé L sza-
kaszt ugy, hogy O<d=¢ esetén teljesiiljobn az u(xgy, yo+9d)=u(a) =1t, és az
u(xy, Yo —90) <u(a) = t, egyenlGtlenség.

A vy és a ¢ pontot az E, halmaz, és igy annak egy K komponense is elvalasztja.
Kovetkezésképpen K nem allhat egyetlen pontbdl. A KC E, komponens metszi az
L szakaszt, tehat tartalmazza az a pontot. Ha K nem topoldgikus kor, akkor K egy-
szerii iv, és minthogy K szétvalasztja a J tartomanyt, K végpontjai J hataran feksze-
nek. Minthogy minden, nem egyetlen pontbol allé K< E, komponensnek r€T*
esetén a 12. tétel értelmében van olyan pontja, amelyben u, #0 vagy u,#0, az E,
(t€T*) nivéhalmazok komponenseinek Osszessége csak pontokat, topoldgikus
koroket és olyan egyszer(i iveket tartalmaz, amelyek végpontjai J hatdran fekszenek.
Az egymagukban komponenst szolgaltaté pontokban mindkét parcialis derivalt
értéke nulla, ezért minden 7€ T* nivora e pontok halmazanak vetiiletei a 12. tétel
értelmében nulla mértékiiek.

A 14. tétel megadja a parcialis derivaltakkal rendelkezd, tehat az egyszer diffe-
rencialhatéknal (teljes differenciallal rendelkezGknél) tagabb osztalyba tartozo, fugg-
vények nivohalmazai komponenseinek tipikus topolédgiai szerkezetét.

A 11. tételt szintén altalanositani lehetne erre az esetre. Ezt nem fogjuk elvégezni;
csak arra mutatunk ra, hogy a tétel bizonyitasanak megvaltoztatasa sordn az ott
szereplG koroket két-két egymasra merGleges szakaszbol allé , keresztekkel” kell
helyettesiteni.

A kétvaltozos fiiggvények nivohalmazainak a szerkezetét még pontosabban a
kétszer differencialhaté fiiggvények esetében lehet leirni. Megjegyezziik, hogy eltérSen
az el6z6 paragrafusoktol, e paragrafus tételeinek bizonyitdsa sordn lényegesen
kihasznaljuk az értelmezési tartomany kétdimenzids voltat. Az n-valtozos fiiggvények
esete irant érdekl6dS olvasénak figyelmébe ajanljuk E. M. LANGYISZ és a szerzd
k6zos cikkét [8].

6 III. Osztaly Koézleményei XII/1
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19. definicié. Legyen M sikbeli halmaz. Az n€ M pontot szabad kircikkel
rendelkezének nevezziik, ha talalhato olyan 5 csicsu és r sugart teljes 4 korcikk,
amelyben n az egyetlen M-beli pont.

28. SEGEDTETEL. (I. JA. VERCSENKO és A. N. KOLMOGOROV [9]). Legyen M olyan
sikbeli halmaz, amelynek minden pontja szabad kércikkel rendelkezé pont. Akkor M
megszdmldlhatoan sok rektifikdlhaté gorben helyezkedik el.

BizoNyiTAs. Osszuk fel az M halmazt megszamlalhatéan sok M(r, ¢, &) osz-
talyra, ahol r, ¢ és ¢ racionalis szimok és az M-beli y pont akkor tartozik az M (r, @, ¢)
osztalyba, ha abban az r sugaru, # csuicsponttal rendelkez§ teljes korcikkben, amelynek
tengelye az x tengellyel ¢ szoget alkot és amelynek a csucsnal fekvd szoge 2e, az M
halmaznak nincs mas pontja az n ponton kiviil. Megmutatjuk, hogy a J egységnégy-
zetben barmelyik M(r, ¢, &) halmaz pontjai véges szdmu rektifikalhaté gorbén
helyezkednek el. EbbSl azonnal kovetkezik a segédtétel allitasa. Legyen x'y" az a
derékszogii koordinatarendszer, amelynek ) tengelye az x tengellyel ¢ széget alkot.
Rajzoljuk meg az x” = nh egyeneseket, aholh<rcose(n = +1, 2, ..., N). Mindegyik
az y'=(n—1)h és y' =nh egyenesek kozotti P, sivban az M(r, ¢, &) halmazhoz

7

tartozé pontok olyan f(x") fiiggvény grafikonjat adjak, amely K=tg (g — a)

alland6jh  Lipschitz-feltételnek tesz eleget. Az f(x") fiiggvény érteimezését a
JOAM(r, ¢, &) P, metszet x’ tengelyen vett vetiiletének lezarasira folytonossag
utjan, a kapott zart halmazzal hataros intervallumokra pedig linearisan kiterjesztve,
megkapjuk a keresett rektifikalhaté gorbét.

29, SEGEDTETEL. Legyen S rektifikdlhato gorbe a J négyzetben, és legyen F(n)
a J négyzeten értelmezett folytonos fiiggvény. Legyen Q azon pontok halmaza, amelyek-
ben F(n)-nak van teljes differencidlja és azonkiviil grad F(n)=0. Akkor az F(n)
fiiggvény Q halmazon felvett értékeinek halmaza nulla mértékii (a t tengelyen).

BizoNYiTAs. Az S gorbén vezessiik be valtozoként a 7 ivhosszusagot. Akkor az
S gorbén F(n)-bol egyvaltozos f(z) fiiggvény lesz, €s Q pontjaiban f("7)=0. A 26.
segédtétel szerint ebbdl kovetkezik a jelen segédtétel allitasa.

15. TETEL (A. Sz. KRONROD és E. M. LANGYISZ). Legyen F(y) a J négyzeten
értelmezett és J minden pontjdban kétszer differencidlhato fiiggvény. Akkor azok a
pontok, ahol grad F(n)=0, a nivéknak egy (a t tengelyen mérve) nulla mértékii
halmazdn helyezkednek el.

BizonyiTAs. Legyen Q, azon pontok halmaza, amelyekben grad F(y) =0, vagyis
F.n) = F(n) =0, Q, pedig azon Q,-beli pontok halmaza, amelyekben még
Foi(n) = Fy(n) = Fyx(n) = Fy(n) =0 s teljesiil.

Q, —Q, minden pontjahoz tartozik szabad korcikk, igy a 28. segédtétel értelmé-
ben Q, —Q, megszamlalhatéan sok rektifikilhaté gorbén helyezkedik el. A 29.
segédtétel szerint ebbsl kovetkezik, hogy Q, —Q, pontjai a nivék valamely nulla
mértékii rendszerén helyezkednek el. Vizsgalni kell még az Q, halmazt. Legyen T
azon nivok Osszessége, amelyek tartalmaznak Q,-beli pontot. Legyen a feltevéssel
ellentétben mes 7= u >0. Minthogy az F(n) fiiggvény minden n € Q, pontban Taylor-
sorba fejthetd, tetszés szerinti £ >0 szimhoz talalhat6 olyan #-tdl fiiggé 0 >0 szam,
hogy In—¢| = 6 <1 esetén |F(n) — F(&)| = eln—&|2
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Rajzoljuk meg mindegyik n€Q, ponthoz a fenti J-kOrnyezetet. Minden ¢,
értékre, amelyhez van olyan 5 €€, hogy F(q)=t,, rogzitsiink egy ilyen n pontot
emlitett 6-kornyezetével egyiitt. A ¢ tengelyen a t, pont koriil jeloljiink ki egy £62
sugard intervallumot, Ezen intervallumok rendszerébdl, amely az egész T halmazt
befedi, valasszunk ki véges szami egymast nem metszG intervallumot, amelyek

Osszhosszusdga legalabb vg Az értelmezési sikon a megfelel6 korok nyilvan nem

metszik egymast, mert kiilonboz8 korokhoz tartozd pontokban az F(n) fiiggvény
kiilonbozs értékeket vesz fel. .

A t tengelyen fekvd €62 sugard intervallumnak a sikban valamely é sugaru, azaz
né? teriiletli kor felel meg. Minthogy a kivalasztott intervallumok hossziisaganak
3 , fennall a D 62 = = 7 vagyis > néﬁ%%
egyenlGtlenség. Az &=>0 mennyiség megvalasztasa Onkényes volt. lly moddon

Osszege nagyobb vagy egyenlé mint —-

- . . .
<Tn1t:ts‘j esetén > 762> 10 mes J, ez pedig lehetetlen, mert koreink nem metszik
s

egymast. Tehat valoban mes T=0, ami a bizonyitani kivant tétel helyességét mutatja.
15. tételiinkbdl és YouNGnak a nivogorbekrél szolo tételébdl [13] gyorsan adodik
a kovetkezé.

16. TETEL (A. Sz. KRONROD és E. M. LANGYISZ). Legyen F(n) a J négyzeten
értelmezett, kétszer differencidlhato fiiggvény. Akkor majdnem minden t-re az E,
nivohalmaz véges szdmu, minden pontjdban kétszer differencidlhaté topologikus korbél
és olyan egyszerii ivbdl dll, amelynek végpontjai J hatdrdn vannak.

BizoNyiTAs. Legyen E, olyan nivéhalmaz, amelynek minden pontjaban
grad F(n)=0. MindenekelStt YOUNG tétele szerint az E, nivohalmaz barmely
n € E, pont kornyezetében kétszer differencidlhaté egyszerii iv. Ebbdl kovetkezik,
hogy a t nivé komponenseinek szama véges. Mindegyik komponens lokalisan egy-
szerit iv, és igy a 27. segédtétel értelmében minden komponens topoldgikus kér vagy
olyan egyszerii iv, amelynek végpontjai J hatarin vannak.

Megjegyzés. A 11—16. tételek nehézség nelkul atvihet6k a J kétdimenzids
gombfeliileten értelmezett fiiggvények esetére.

IL. fejezet
LINEARIS VARIACIO

1. §. A linearis variacié értelmezése. Ponttél pontig vett variicio.
Pozitiv és negativ, belsé és hatar-variacio

A variacié az egyvaltozds fiiggvények esetében jol ismert tulajdonsigokkal
rendelkezd funkcional. Kétvaltozos fiiggvényeknél a variacidnak nincs altalanosan
elfogadott definici6ja. S6t, azoknak a definicidknak a tobbsége, amelyek kétvaltozds
fiiggvények varidcidjara az irodalomban el6fordulnak (lasd [10]), intuitive, kisebb-
nagyobb mértékben, a fiiggvény-grafikon teriilete fogalmanak, helyesebben e grafi-

6*
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konnak valamilyen médon megvalasztott fiiggbleges sikokon vett vetiiletei teriiletének
felel meg. Minket azonban most az érdekel, lehetséges-e olyan variaciot szerkeszteni,
amely egy masik intuitiv elképzelésnek — a fiiggvény egyik ponttdl a masikig
valo valtozasanak — felel meg, amely megadja azon emelkedSk és ereszked6k mini-
malis Osszegét, amelyeket az utazonak be kell jarni, ha fliggvényiink grafikonja
mentén egy megadott pontbol egy masikig el akar jutni. Ennek soran természe-
tesen igyekezni fogunk elkiiloniteni a pozitiv variaciot — az emelkedGk Osszegét
— ¢és a negativ variaciét — az ereszkedSk Osszegét. Ezek a ponttél pontig vett po-
zitiv, negativ és teljes variaciora vonatkozo intuitiv koveteléseink.

Szeretnénk tovabba egy olyam variacidt is, amely a fliggvénynek nemcsak
valamely ponttdl pontig vezetS ut mentén, hanem, hogy gy mondjuk, az egész
tartomanyban vald valtozasat fejezi ki. Ha a fiiggvény grafikonja véges szamu
kiilonallé ,,kapbdl” all (4. abra), akkor azt akarjuk, hogy az egész tartomanyon
vett variacid az Osszes ilyen kiupok magassaga-
nak Osszege legyen, alaktdl fiiggetleniil. Ha most
kiillon akarjuk valasztani, hogy ugy mondjuk,
a tartomanyon vett pozitiv és negativ variaciot,
akkor nyilvanvalé, hogy az abrankon szerepld
A pontra vonatkozodan azt a kupot, amelynek
csucsa az A’ pontban van, felfelé emelkedének
kell tekinteni, a B pontra vonatkozodan viszont
lefelé siillyed6nek. Ilyenforman mar jé elGre
latjuk, hogy a tartomanyon vett variacié szét-
esése pozitiv €s negativ részre bizonyos fokig
fiigg a kiindulasi ponttdl.

: Végiil az Gsszes esetekben lehetségesnek l1at-

4. dbra szik a (teljes, pozitiv vagy negativ, ponttél pon-

A tig vagy az egész tartomanyon vett) variacié azon

részének megkiillonboztetése, amely ,.kupszer(i” kiemelkedésekbdl és bemélyedések-

bél szarmazik, és annak a résznek, amely a hatarig terjedS ,,rancokbol” adodik.

Igy mar most latjuk, hogy a kétvaltozés fiiggvények esetében az emlitett tipusi

Osszes lehetséges variaciok gylijteményének valamivel terjedelmesebbnek kell len-
nie, mint egyetlen valtozd esetében.

Egyvaltozos fiiggvények esetén folytonos fiiggvények variaciojat megadhatjuk
a ,,multiplicitas fliggvény’’ segitségével a kovetkezGképpen.

Legyen f(x) folytonos fiiggvény. Jelentse @ (7) azon pontok szamét, amelyek-
ben f(x)=t.

Nevezziik az a pontot az f(x) fliiggvény novekedési pontjanak, ha elég kicsiny
0=>0 szamra x <x"<x+0 esetén f(x) <f(x"), és x —0 <=x' <x esetén f(x')<f(x).
Az a pontot fogydsi pontnak nevezziik, ha a —f(x) fiiggvénynek novekedési pontja.

Legyen @ (f) egyenld azon pontok szamaval, amelyekben f(x) =t és amelyek
nem fogyasi pontok, ®; (f) pedig azon pontok szamaval, amelyekben f(x)=t és
amelyek nem novekedési pontok.

Ekkor meg lehet mutatni, hogy

4o +oo

vin= | o,md & ViD= | 0F
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ahol ¥V (f), V*(f) és V—(f) rendre az f(x) fuggvény teljes, pozitiv ill. negativ varia-
cidjat jelenti. Ennek a tételnek a bizonyitasat a kovetkez paragrafusban fogjuk
megadni.

Kétvaltozds fiiggvény esetében is a varidcié definialasahoz felhasznaljuk a
multiplicitas fiiggvény fogalmat. ;

Legyen F(n) a J tartomanyon értelmezett folytonos fiiggvény és & ¢J valamely
rogzitett pont. Jeloljilk- @(¢)-vel a t nivohalmaz J-t szétvalaszté komponenseinek
a szamat. lly modon ®p(f) nemnegativ fiiggvény, amely egész értékeket vagy a
+ oo értéket veheti fel. Ezt a fiiggvényt (az F(n) fiiggvényre vonatkozd, szétvalasztd
komponensek szerinti) multiplicitds fiiggvénynek fogjuk nevezni.

Tovabba, ha elGre kitiintetjitk az F(n) fiiggvény nivohalmazai komponensei-
nek valamely S osztalyat, akkor o (t)-vel fogjuk jelélni a t nivéhalmaz S-hez tar-
toz6 komponenseinek szdmdt. Specialisan S-sel fogjuk jelolni 1) abban az esetben,
amikor J négyzet: a d);‘ig(t) figgvény értelmezésénél a sikot (és nemcsak a J tarto-
mdnyt ) szétvdlaszto azon reguldris komponensek osztdlydt, amelyek a & pontra nézve

nem fogydsi (illetve nem névekedési) komponensek; a (D;l:‘,ig (¢) fiiggvény értelmezé-
sénél a sikot szét nem vdlaszto azon reguldris komponensek osztdlydt, amelyek E-re
vonatkozoan nem fogydsi (illetve nem nivekedési) komponensek; 2) abban az eset-

ben, amikor J gombfeliilet: a d)’},ig(t) fliggvény értelmezésénél a J-t szérvdlaszté
azon reguldris komponensek osztdlydt, amelyek a & pontra nézve nem fogydsi (illetve

nem novekedési) komponensek. A d);:',ig(t) filggvények gombefeliilet esetén legyenek
azonosan nullaval egyenlSk.

A 2.§-ban be fogjuk bizonyitani, hogy barmely folytonos F(y) fiiggvényre
a q);‘ig(f) és (D’;:‘:tg(t) multiplicitds fiiggvények mind a négyen mérheték mint t fiigg-
vényei. A jelen paragrafus hatra levé részében az emlitett multiplicitas fiiggvények
mérhetdségét fel fogjuk tételezni anélkiil, hogy ezt kiilon kik&tnénk,

Bevezetjitk a kovetkez§ jeloléseket:

+oo + o0 4 oo
ht

V()= | ®rydr, V)= | Od & VIEF)= | ofk@a.

......

Legyen

+ oo

VEF)=VEF)+VE(F)= | (@) + OF (1)} ar.

A Vi (F), Vi (F) funkcionalokat teljes pozitiv, ill. negativ varidciénak nevezziik
(&-re vonatkozoéan). Tovabba a V°(F)= V’? (F)+ Vg” (F) funkcionalt az F(y) figg-
...... i+

vény teljes belsé varidciojanak, a V"(F) =V: (F)+ Vg' (F) funkcionalt pedig F(n)

......

30. SEGEDTETEL.
+oo + o

VrF) = | (O + O di = | Sh)r,
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ahol ©p(t) a t nivé stkot szétvdlasztc dsszes reguldris komponenseinek a szdma
abban az esetben, amikor J négyzet, és egyszertien a t nivo dsszes reguldris komponen-
seinek szdma, ha J gémbfeliilet. Ily mddon V*(F) nem fiigg &-tdl.

BizoNyiTAs. Valdban, ha a t nivd nem tartalmaz kvazi-extrémalis komponenst
és ,,nyolcasokat”, akkor a novekedési és fogyasi komponensek vagy kimeritik e
nivo Osszes a sikot szétvalasztd regularis komponenseit, igyhogy CD'},‘} o+ (DZ,}(t) =
=<D2(t), vagy az utdbbiak koziil legalabb egy K komponensnek a kiilsé vagy belsd
karakterisztik4dja koncentrikus szingularitasi komponens. Ha még azt is tekintetbe
vesszilk, hogy K-nak egyetlen pontja sem fekszik J hataran (ami a 7. segédtétel
értelmében igaz minden f-re, kivéve esetleg megszamlalhato sok értéket), akkor
ebben az esetben a t nivé az 5. segédtétel szerint végtelen sok, a sikot szétvalaszto

reguldris komponenst tartalmaz, ennélfogva d)'}(t)zoo és igy (D'}(t)=(Dl},+§(t)+
-+ @77 (2), mert
OF () + Pk 2 () = OF ().

Tehat az integralandé fiiggvények majdnem minden f-re egyenlGk, amivel segéd-
tételiinket bebizonyitottuk.
31. SEGEDTETEL.
+oo +eo
VHF) = | (@0 + k@ dr= | ok,

ahol ®(t) az E, nivé sikot szét nem vdlaszto reguldris komponenseinek a szdma.
Ily modon VH(F) nem fiigg E-16l.
h—

BizoNyiTAs. ElGszér is nyilvanvals, hogy ®f'«(1)+ @ ¢(f) =D} (z), ugyanis
mindegyik a sikot szét nem valaszté regularis komponens vagy nem névekedést
komponens, vagy nem fogyasi komponens.

Tovabba, ha a t nivo tipikus, vagyis nem tartalmaz kvazi-extrémalis kompo-
nenst, ,,nyolcast” és a sikot szétvalasztd, a J tartomany C hatarat metsz6 kompo-
nenst (ami a 3. tétel értelmében igaz minden ¢ értékre, kivéve esetleg megszamlal-
hat6 sokat), akkor a ¢ nivd vagy csupa ndvekedési és fogyasi komponenst tartalmaz
és ekkor (D'p'fg(t)+d>2,—g(t):(l)'}(t), vagy a t nivo valamely K komponensének
kiils6 vagy belsS karakterisztikija koncentrikus szingularitdsi komponens. Ekkor
a t nivé végtelen sok regularis, a sikot szét nem valaszté komponenst tartalmaz,
mert ha K* olyan koncentrikus szingularitasi komponens, amelynek J hatarival
van k6z6s pontja, akkor minden olyan K’ komponensnek is, amely K*-ot egy elég
kis U K* kérnyezet killsejétdl elvalasztja, kell hogy legyen pontja J hataran. Mint-
hogy K’ C#0, a K komponens nem valasztja szét a,sikot. Tehat ebben az eset-
ben (D'}(t):oo és még inkabb (D}p'*j—;(t)"{’q)';-‘,_g(t):w. Abban az esetben, amikor
K* helyett K** szerepel, a bizonyitas szO6rdl széra megismételhets.

Most még definialjuk a ,,¢ ponttél az 5 pontig vett” IV°* (F), W"* (F) variacié-
kat oly mddon, hogy a megfelel6 multiplicitas fiiggvények értelmezésénél csak a
&, n pontokat elvalasztd komponensekre szoritkozunk.

Ezek szerint példaul

+4 o0
wer(F)= | 104 @,
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ahol Zd)r (1) egyenl8 E, Osszes olyan regularis és a sikot szétvdlaszté komponen-
seinek szamaval, ha J négyzet, ¢és egyszerlien E, Osszes olyan regularis komponen-
seinek a szamaval, ha J gombfeliilet, amelyek nem fogyasi komponensek &-re vo-
natkozoan és elvalasztjak egymastol a £ és az n pontot.

Analég médon értelmezhetdk a W' (F); WW"(F); IV +(F); W (F); IV(F) va-
riaciok.

32. SEGEDTETEL.

W(F)=1"* (F)+ V= (F) + ™ (F) + W= (F) =
+oo +oo
=W+ ()= | Wiwd+ [ 05 @di=
+ oo +oo

= [ ®rar= | We@ar,

—o0 -

ahol 10 (1), 1®F (1), I®F(?) és 1 (t) az E, nivéhalmaz &, n pontokat elvdlaszté nem-
fogydsi, nem-nbvekedési (valamennyi a & pontra vonatkozdan), reguldris, illetve
tetszés szerinti komponenseinek szdmdt jelenti.

BizonviTAs. El8szor is megemlitjiik, hogy 1¥"* (F) +1V"* (F) =1V" (F), mert
minden f-re 10°* (1) +10"* (1) =1®* (). Tovabba nyilvanvalé, hogy minden t-re
DF (f) + MF (1) = 1@ (¢), ugyanis a ¢ nivénak minden regularis és a &, n pontokat
elvalaszto komponense vagy nem ndévekedési, vagy nem fogyasi komponens a
& pontra nézve. Ha most hasonléan ahhoz, ahogyan a 30. és a 31. segédtételben
tettitk, kizarunk legfeljebb megszamlalhatéan sok nem tipikus nivét, koztik az
F(&) és az F(n) nivot, akkor barmelyik megmaradt ¢ nivéra a &, n pontokat elva-
laszt6 regularis komponensek vagy mindannyian ndvekedési és fogyasi komponen-
sek, és akkor a lOF () +1®r (t) =10"(¢) egyenlSséget bebizonyitottuk, vagy a ¢
nivo legalabb egy, a &, 5 pontokat elvalaszté K komponensére a K*, K** karak-
terisztikak egyike koncentrikus szingularitasi komponens. Akkor mindegyik, K*-
hoz (ill. K**-hoz) elég kozeli K* komponens, amely elvalasztja K*-ot és egy elég
kicsiny UD K* kornyezet kiilsejét, az # pontot is elvalasztja K*-tdl (illetve &-t K**-
tol) és egyuttal elvalasztja £-t €s n-t. Minden ilyen K’ komponens. regularis, ezért
ebben az esetben (®F(f) = o, kvetkezésképpen ismét fennall a bizonyitandd egyen-
I6ség. Minthogy ez az egyenlGség legfeljebb megszamlalhatéan sok kivétellel min-
den t-re fennall, kapjuk:

+ oo + oo + oo

| wi@yar+ [ 107 ydi= | Wioar.

— —oo —oo

Hatra van még az
+ 00 + oo

| Wr@di= | W@r@ar

-egyenldség bebizonyitdsa. De a &, # pontokat elvalaszto és nem regularis komponen-
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sek legfeljebb megszamlalhatéan sok nivon fordulnak el (ugyanis, mint ismeretes..
szétvalasztjak a J tartomanyt), ennélfogva Ok (f) =id.(¢) legfeliebb megszamlal--
hatd sok kivételtsl eltekintve minden t-re, ebbdl pedig kovetkezik allitasunk helyes-
sége.
Végiil nyilvan igaz a kovetkez§:
33. SEGEDTETEL.
1 1
, WO(F)=1Vr+ (F)+ Vb= (F)
és
VIF) =V (F)+ V= (F).

A 30-—33, segédtételek azt mondjak, hogy a bevezetett variacidkra érvényesek
a szokasos Osszefiiggések: a (tartomanyon vett, ponttdl pontig vett, belsd, hatér-
vagy altalanos) teljes varidcio egyenlé a megfelelé pozitiv és negativ varidcio 0Ossze-
gével. Tovabba igaznak bizonyul egy masik természetes Osszefiiggés is: a (teijes,
pozitiv, negativ, az egész tartomanyon vett vagy a ponttdl pontig vett) varidcio
egyenlé a megfelelo belsé és hatdr-varidcic dsszegével.

2. 8. A linearis variacié mint a fiiggvény variacidja az egydimenzios fan.
A multiplicitas fiiggvények mérhetosége

A tovabbiakhoz sziikségiink van néhany, egyszer(i iven vagy ami ugyanaz,
a [0, 1] szakaszon értelmezett fiiggvényekre vonatkozod tételre.

34, SEGEDTETEL. Legyen f(x) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos fiiggvény.
Akkor a ® (1), @7 (1), ©F (1) multiplicitds fiiggvények (lasd 11. fejezet 1. §) mérheték.

BizonyiTAs. ElSszor mutassuk meg a @,(7) fiiggvény mérhetdségét. Jelentse
T(e, n) azon t értékek Osszességét, amelyeknek mindegyikéhez talalhatd a f nivonak
r szamu pontja 0igy, hogy tavolsaguk paronkint Zs A T(g, n) halmaz nyilvan

zart. Legyen T(n)= 2( n} és T(o)= ]]T(n) A & (1) fuggvény E{(Df(t)—n,

Lebesgue-halmazai a mérhets T(n) T(=0) halmazok

Most tegyiik fel, hogy a t nivo nem tartalmaz maximum- és minimum-helyet.
Megmutatjuk, hogy ha ebben az esetben @ (¢#)=-oo, akkor egyuttal Of (1) =
=®, (f)=oo. Valdban, ha E, nem izolalt pontjainak a halmaza végtelen, akkor
®f (t1)=®; (1) =o0. Ha viszont E, nem izolalt pontjainak halmdza véges, akkor
talalhaté FE, izolalt pontjainak egy a,, a,, ... monoton sorozata, amelynek elemeit
E, mas pontjai nem valasztjak el. De akkor az (a,, a,), (a,, a3), ... intervallumokon
f(x) nem veszi fel a ¢ értéket és valtakozva egyszer hatarozottan nagyobb, mint
t, egyszer hatarozottan kisebb, mint ¢ (masképp az a, pontok egyike extrémum-
hely lenne). Kovetkezésképpen az a; pontok valtakozva novekedési és fogyasi
pontok, ¢s ezzel a kivant egyenlGséget bebizonyitottuk.

Maximum- és minimum-helyek legfeljebb megszamlalhatéan sok nivon for-

dulnak el8, igy az tE{Cl)?r ()=}, {5{(1)} ()=} Lebesgue-halmazok legfeljebb

egy megszamlalhaté halmazzal térnek el a mérhet§ 7(=-) halmaztdl, tehat maguk
1s mérhetsk.
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Most megmutatjuk, hogy az E{®; (fy=n} és az E{®; (f)=n) Lebesgue-hal-

mazok mérhet6k. E célbdl bevezetjiik a /h-névekedési (h-fogyasi) pont fogalmat.
Tegyiik fel, hogy vannak olyan a<x,<b pontok, amelyekre f(a)+h=f(x,)=
=f(b) — h (illetve f(a) — h = f(xo) =f(b) + M) és x € (a, xy) esetén f(x) = f(x,y), X € (Xq, D)
esetén pedig f(x)=f(x,) (illetve x€(a, xo) esetén f(x)=f(x,), x€(xq,b) esetén
f(x)=f(x,)). Ekkor az x, pontot A-ndvekedési (illetve 4-fogyasi) pontnak nevezziik.
Legyen T azon 1 nivék halmaza, amelyek nem tartalmaznak extrémum-helyet, és
amelyekre @ (f)=->. Amint kimutattuk, 7 mérhet6 halmaz. Legyen « a
h-ndvekedési pontok valamely torlodasi pontja. Akkor o nem fogyasi pont. Jelentse
T(h, e, n,+) azon t értékek halmazat, amelyekre E, tartalmaz legalabb n olyan
a,, ..., a, i-ndvekedési pontot, amelyek paronkinti tavolsaga =e. Akkor T'(h,¢,n, +)
csak olyan nivokat tartalmaz, amelyek mindegyikének legalabb n pontja nem fo-
gyasi pont.

Legyen

- 1 ; 1
T(hon, Y= STlh -~ . n, + és T(n, +Y=>T{-.n +].
T k i /
A T(n, +) halmaz mérhetd és mindegyik 7€ T(n, +) nivo legalabb n szamu nem-
fogyasi pontot tartalmaz. Masrészt, ha 1€ T, akkor a ¢ nivo csak novekedési és fogyasi
pontokat tartalmaz. Minden névekedési pont elég kis /#-ra ~A-nGvekedési pont. Ebbdl

* kovetkezik, hogy ha ®f(N=n és tcT, akkor t€T(n, +). Tehat E{®;()=n}a

t
mérhetd T(n, +) T halmaztdl legfeljebb megszamlalhatéan sok ¢ ponttal tér el
(amelyekre a ¢’ nivo tartalmaz extrémum-helyet). EbbGl kdvetkezik az E{d)}(r) =n}
t

halmaz mérhetSsége minden n-re és ezzel egyiitt a ®; () fiiggvény mérhetSsége.
A &, (1) fiiggvény mérhetdsége analdg modon bizonyithatd. A 34.segédtételt teljesen
bebizonyitottuk.

35. SEGEDTETEL. Legyen f(x) az [a, b] szakaszon értelmezett folytonos fiiggveny,
flay=t,, f(b)y=t,. Akkor t, <t, esetén minden t-hez (t, <t <t,) taldlhato a t nivonak
olyan c¢€|a, b} pontja, amely nem fogydsi pont, t,>1, esetén pedig minden t-hez
(t; >t =1t,) taldlhato a t nivonak olyan pontja, amely f(x)-nek nem novekedési pontja.

BizoNyiTAs. Legyen meghatirozottsag kedvéért t, <t<t,. Legyen ¢ az E,
halmaz leginkabb jobbra fekvd pontja. Ha ¢ fogyasi pont, akkor a [c, b] szakaszon ta-
lalhaté olyan d pont, amelyben f(d)<t, ennélfogva a [d, b] szakaszon van olyan
e pont, ahol f(e)=t, vagyis ¢ az E, halmaznak nem a leginkabb jobbra fekvd
pontja. A r; >1, esetben a bizonyitas analég modon torténik.

Most be tudjuk bizonyitani a varidcidnak a multiplicitas fiiggvény integralja
segitségével torténd elGallitasardl sz016 nevezetes tételt (lasd [6]).

17. TETEL. Legyen f(x) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos fiigguvény. Legyen
V(f), V*(f) és V~(f) e fiiggvény teljes, pozitiv, illetve negativ varidcicja. Akkor

+oo

vin= | o, vin= [ ofoda & v-(n= | e; .

— oo
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BizoNyiTAs. Mindenekeldtt tételiink igaz barmely szakaszonként linearis fiigg-
vényre. Most jelentse f(x) (n=1,2,...) azt a fiiggvényt, amely a Fk'— helyeken
(k=0,1,2,...,n!Y) az f —nli' értékeket veszi fel, a kozbensd intervallumokon

pedig linearis. Akkor fenné;ll
Ve(fsv), v-(L=r-(), V{a=EV),

valamint
VE(=ImVE(f) & V(f)=lim V(f).
Tovabba

+oo +oo

[ or@di=vE=vE) & | @, 0d=r(f)=v(Q).

Az n index ndvelésével a q)fi"(t), @, (1) fuggvények minden egyes t-re monoton
novekednek. Meg fogjuk mutatni, hogy majdnem minden #-re

lim @7 (1) =®F (1), lim @, (H=D,().

Ebbdl kovetkezik, hogy
+eo +o

| ©F dr=1im | ©F@Odi=lim VE(f)=V*()
és
4o

| ®,(ydi =tim | @, (ydr=lim V(£ =V (/).

Legyen t olyan nivo, amely nem tartalmazza f(x) és az f,(x) (n=1, 2, ...) figgvények
egyetlen extrémum-helyét sem. Legyenek a,, ..., a, az E, halmazhoz tartoz6 és nem
fogyasi pontok. Legyen & az a, pontok paronkinti tavolsagai koziil a legkisebb.

Akkor mindegyik a, pont I-sugarﬁ kornyezetében talalhatd két olyan b, < ¢, pont,

hogy f(b,) <f(a,) = t<f(c,). Az f,(x) fliggvények egyenletesen tartanak f(x)-hez és
ezért elég nagy n értékekre f (b)) <t<fcy) (s=1,2,...,k). Akkor elég nagy #n
mellett barmely s-hez talaihaté a (b, ¢,) intervallumnak olyan pontja, amely az

f(x) figgvény ¢ nivéjahoz tartozik és ndvekedési pont ; kovetkezésképpen lim @7, (f) =
=®d/(¢) minden olyan ¢ nivéra, amely nem tartalmazza az f(x), f,(x) fiiggvények
egyetlen extrémum-helyét sem, azaz legfeljebb megszamlalhatoan sok kivétellel

minden t-re. Most legyen ®7 (1) =k, és t-re teljesiiljenek az el6bbi megkotések. Akkor
talalhaté k szdmi a, <b, =...=q, <b, pontpar ugy, hogy f(a,) = fla)<t és
b)) = flb)=>t (s=1,2, ..., k). A 35. segédtétel szerint mindegyik (a,, b,) inter-
vallomon az f(x) fiiggvény ¢ nivojanak van legalabb egy pontja, amely nem fogyasi
pont, tehat @7 (f) =lim &7 (r). Illy médon majdnem minden #-re @/ (1) = lim ®;, (7).

-
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4=
Ezzel a V+(f) = ‘ @ (1) dt egyenlBséget bebizonyitottuk. Attérve a — f(x) fiigg-

vényre, azonnal kapjuk:
+oo

V-(N=v+(=N= | 0L, wa= | o wa.

Most térjiink vissza a kétvaltozos fliggvényekhez. Legyen F(n) a J tartomanyon
értelmezett folytonos fiiggvény, £ és { a J tartomany két pontja, Tp pedig az egydi-
menzids fa. Legyen F*(I) a megfeleld fliggvény Tr-en, és o az I, [, pontokat dssze-
ko6t8 minimalis egyszeril iv Tr-ben. Akkor a 7. tétel szerint a ¢ iven tekintett F*(/)
fiiggvény (/;-re vonatkozd) ndvekedési €s fogyasi pontjainak egyértelmiien meg-
felelnek az F(n) fiiggvény E, nivéhalmazainak (é-re vonatkozd) ndvekedési és fogyasi
komponensei. Ebbdl kovetkezik, hogy iDF(r) = Da(r) és ®r(f) = ®ss(7), ahol
®7(f) a o egyszeril iven tekintett F*(I) fiiggvényhez tartozik. Ezek szerint a DF ()
multiplicitas fiiggvények mérheték. Mutassuk meg a gd);i(t), étl)'}i(t) figgvények
mérhetGségét arra az esetre, amikor J négyzet. Ehhez el6bb egy segédtételt bizonyi-
tunk be,

36. SEGEDTETEL. Legyen a J tartomdny négyzet, F(n) folytonos fiiggvény J-n és
Tr az F(n) fiiggvény egydimenzios fdja. Legyen o egy Tg-hez tartozé egyszerii fv.
Akkor ¢ azon pontjai, amelyek J hatdrdt metsz6 komponenseknek felelnek meg, egy
o, C o egyszerii ivet alkotnak (el6fordulhat, hogy o, =0, 0, =0 vagy g, a ¢ iv valamely
pontja).

BizonyiTas. Legyen /| €0, [, €6 a J tartomany hatarat metsz6 K, K, kompo-
nenseknek megfelel6 két pont. Akkor barmely a K, K, komponenseket elvalasztd
komponens is metszi J hatarat. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ minden /; és /, kozott
fekvg pontja o, -hez tartozik, vagyis o, valdban egyszerii iv.

A 36. segédtételbdl azonnal kovetkezik a (I);,ig(t), CD'}i(t) fiiggvények mérhets-
sége. ValGban, tekintsiik Tr-nek egy végpontokra és o, 6,, ... egyszerii ivekre valéd
szabalyos felbontasat (lasd 1. fej. 2. §); valasszuk ki mindegyik o iven azokat a
pontokat, amelyek J hatarat metsz6 komponenseknek felelnek meg. A 36. segéd-
tétel szerint ezek egy o5 egyszeril ivet alkotnak. Akkor a CD'}i(t) multiplicitas fligg-

vény majdnem mindeniitt egyenldé a > (I);i,s(t) Osszeggel, ahol (D;t*,s(t) a o, iven

tekintett F*(/) fiiggvénynek az I,-re nézve nem fogyasi (illetve nem ndvekedési)
pontok szerint képezett multiplicitas fiiggvénye, mert (D'},jé(t) -2 (I);t:, s(f) csak azon

t értékekre kiilonbozhet nullatdl, amelyek T, eligazasi pontjainak felelnek meg,
ilyen pont pedig az 1. segédtétel értelmében legfeljebb megszamlalhatéan sok van.

Analég modon o —oa; egy vagy két egyszerit ivbsl all, esetleg végpontok nélkiil,
Legyenek ezek az ivek o és 0. Legyen az F*(/) fiiggvénynek az /;-re nézve nem
fogyasi (nem névekedési) pontok szerint képezett multiplicitas fiiggvénye (a agl), ill.
agz) iven) d)ﬁ(,ls)(t), ill. (I)ﬁ(_zs)(t). Akkor, ismét legfeljebb megszamlalhatéan sok ¢

érték kivételével, amelyek oV és o végpontjainak és T elagazasi pontjainak
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felelnek meg, minden f-re fennall:

L) — S [OF) + 05D =0.
A (D,.ﬁ,s(t), CD,J?*(,?(I) és @pi*(,zs)(z‘) fiiggvények mérhetGsége kovetkeztében a (-D;lrftg(f),
q);‘,ig(f) fiiggvények mérhetSk.

Most legyen & és { a J tartoméany két pontja. Legyen ¢ az [, [, pontokat Gssze-
kot6 minimalis egyszerli iv. Legyen ¢’ o a ¢ iv azon pontjaibdl allo egyszerii iv,
amelyek J hatarat metsz8 komponenseknek felelnek meg. Legyen 6 =6 + o(!) 4-¢(2),
ahol o) és o' két egyszerli v, esetleg végpontok nélkiil. Ha d)';f(t), Q'}f(”(t),
07 P(1) az F*(I) figgvény, o’ oV, ill. ¢/» ivhez tartozé multiplicitas fliiggvényét
jelenti azon pontok szerint, amelyek /.-re nézve nem fogyasi (nem novekedési)

, ¢ it ht ;L ebt bt (1) b1(2)
pontok, akkor fenndll ;®Of (f) = O+ (t) és ;O (1) = Opx (1) + Dpr 7'(¢), ahol az
els6 egyenlGség minden t-re, a masodik pedig a ¢’ végpontjainak megfelels ¢, ¢,
értékek esetleges kivételével minden r-re érvényes. EbbSl kovetkezik a E(Dbi(t),
gtbf (r) fiiggvények mérhetGsége.

A kapott eredményeket Gsszefoglalva, a multiplicitas fiiggvények mérhet&ségérol

. az alabbi tételt nyerjiik.

18. TETEL. Tetszés szerinti, a J tartomdnyon értelmezett F(n) folytonos fiigg-
vényre és tetszés szerinti &,{ pontokra a E(D;i (0, .E:(D'}i 0, gd)’}i (1), CD;‘: (1), (le)‘,ig(f), (D’}'ritg(f)

fiiggvények t mérheté fiiggvényei.

Ezenfelill a ponttol pontig vett variaciok és az F(n) fiiggvény valamely tarto-
manyon vett linearis variacioja 0j definicidjat kaptuk.

20. definicib6. A &=aq, a,, ..., a,={ pontsorozatot &—{-lincnak nevezziik
(az adott F(n) folytonos fiiggvényre vonatkozéan), ha a K,da, (s=1,2, ..., n)
nivohalmaz-komponens elvalasztja a K;_,, K,,; komponenseket.

19. TETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggrény a szokdsos tartomdnyon. Legyen
|Al* =4, ha A=0; |A|* =0, ha A=0¢és |A|- = |—A|*. Akkor

&V (F)y=sup 3 |F(a)— F(a;-y)l
és
éVi(}:)zsup ‘—S—Jl IF(as)—F(as—llia

ahol a felsé hatdr mindeniitt az dsszes lehetséges, tetszés szerinti n szdmu pontbol
allo, & —(-lancra képezendo.

BizoNyitAs. Valdban, legyen Ty az F(n) fiiggvény egydimenziods faja. Legyen
l; és [, a Ty fa azon két pontja, amely a ¢, ill. { pontot tartalmazé komponensnek
felel meg. Legyen ag, a,, ..., a, valamely &—{-lanc a 20. definiciéban megadott
értelemben. Legyen T megfelel§ pontjainak sorozata /;=1,, /,, ..., [,=1I,. Akkor

L
s

WEER)=WEF)E 3 IFAU) = F* (- )1F = 3 1F(ay) — Fa,- )l *,
s=1 =1
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ahol F*(I) az F(n)-nak megfelel§ fiiggvény Tp-en, éVi(F*) pedig F*(l) pozitiv
(negativ) variacioja az [, [, pontokat 8sszek6t6 minimdlis o egyszerii iven. Analdg
modon, ha /=1, I, ..., [, =1, monoton pontsorozat a ¢ iven, akkor azay, a, ..., a,
sorozat, ahol a; az E, nivohalmaz /;-nek megfelel6 K, komponenséhez tartozik,
¢ —{-lancot alkot. Ennélfogva

WEF)=VE(F*)=sup 2 [F*(1) — F*(I,_ )| * = sup 2 |F(a) — Fa,-)I*,

\
és ezt kellett bebizonyitani,
Analég mdédon

V(F)=sup 2 F(a) — F(a,,)|.

A WPE(F), SV (F) variaciok és az egész tartomanyon vett variacidk definicié-
janak analég mddon vald megfogalmazasat az olvasora bizzuk.

E paragrafus befejezéseként bebizonyitjuk még a kovetkezd, csaknem nyilvan-
valo tételt négyzeten értelmezett fliggvény hatdr-variacidjarol.

20. TETEL. Legyen'J a négyzet és F(n) folytonos fiiggvény J-n. Akkor V'(F)=

1
T2
< 4o és VH(F)=V(F)= + o« az ellenkezé esetben.

Vc(F) (ahol V(F) az F fiiggvény varidcioja a J négyzet C hatdrdn), ha VH{(F) <

BizonyiTAs. Legyen ®q(f) a J négyzet C hataran tekintett F(n) figgvényre
vonatkozé multiplicitas fiiggvény. Akkor a 17. tétel értelmében V(F) kifejezhetd
a kovetkezSképpen:

+oo
Ve(F)= | dc(ndr.
Tovabba

+oo

yrE)= | Srpt.

Hasonlitsuk Ossze a ® (1) és a CD'}(t) fiiggvényt. MindenekelGtt olyan ¢ nivo,
amely a J-n tekintett és a C-n tekintett F(yn) fiiggvénynek is tartalmazza legalabb
egy extrémum-helyét, legfeljebb megszamlalhatéan sok van. Legyen tovabba { € CN E,
és tegyiik fel, hogy {, bar az F(n) fliggvénynek nem extrémum-helye C-n, mégis
valamely J-t szét nem valaszté K < E, komponenshez tartozik. Akkor {-hoz barmilyen
kozel talalhato olyan {; és {, pont a C hataron, hogy F((,)<t< F((,). De a {{,{,
pontokat az E, nivohalmaz, és igy valamely K’ < E, komponens is elvalasztja. Ennél-
fogva K’ # K és K’ N C#0. lly médon a C hataron {-hoz tetszés szerinti kozelségben
talalhatd olyan pont, amely FE,-nek egy J-t szétvalaszté komponenséhez tartozik.
Ezért @(1) = Dp(r) = oo.

Végiil tegyiik fel, hogy a K komponens metszi C-t és a kozos pontok szama
kett8nél tobb. Legyen aKMN €C, be KNC és c€ KN C. Akkor vagy az ab, be, ca
ivek egyike teljesen E,-ben fekszik, vagy C-n talalhaté a CE, kiegészit6 halmaznak
harom «, f§, y pontja, amely rendre a bc, ca és ab ivhez tartozik. Ebben az esetben
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K paronkint elvalasztja az «, 8, y pontokat (ez Jordan tételébdl kovetkezik), és igy
K legalabb harom tartomanyra vélasztja szét a J négyzetet. Az 1. segédtétel szerint
ilyen komponensek legfeljebb megszamialhaté sok nivén fordulnak el§. Olyan K
komponens, amely tartalmazza C-nek valamely ivét, szintén legfeljebb megszamlal-
hatoan sok van.

ily médon, esetleg megszamlalhato sok nivon elhelyezkedd komponensek kivé-
telével, minden komponens metszi C-t, de legfeljebb két kozds pontja van vele.
Ebbdl kovetkezik, hogy @ (f)=20%(r) majdnem minden r-re. Tovabba ha a K
komponensnek C-vel csak egy k6z6s pontja van, akkor vagy K szétvalasztja J-t, ami
a 7. segédtétel szerint legfeljebb megszamlalhatd sok nivéhoz tartozé komponensekre
allhat fenn, vagy K nem valasztja szét J-t, és akkor, amint fentebb megmutattuk,
D (1) = D4(r) = o minden ilyen r-re, kivéve esetleg megszamlalhatoan sokat.

Tehat majdnem minden trre vagy ®c(t) = 204(¢), vagy O () = QL(H) = <.

Ha az utobbi egyenldség nulla mértékii halmazon teljesiil, akkor

+oo

Vi(F)= ) O} () dt = % ‘|’ O (1) dt = % Vo(F).

Ha viszont ®.(1) = @) = o a nivok valamely pozitiv mértékii rendszerén, akkor
Velt) = VE() = oo

Foglaljuk 6ssze ennek a paragrafusnak az eredményeit. Bebizonyitottuk, hogy
a V(F) linearis variacio, tovabba az F(n) fliggvény ponttdl pontig vagy az egész
tartomanyon vett (adott pontra vonatkozd) pozitiv és negativ, bels§ és hatar-varia-
cidja visszavezethet§ az F(y) fiuggvény Tp egydimenzids fajan értelmezett F*(/)
fiiggvény megfelelS variacidira. Azonkiviil bebizonyitottuk az 6sszes multiplicitas
fiiggvények mérhetGségét. Ezaltal bebizonyitottuk a variiciok definiciéjanak jogossa-
gat és a variaciok kozotti V(F) = V+(F)+ V—(F) tipust szokasos gsszefiiggéseket
is, amelyeket az el6z8 paragrafus végén a multiplicitas fiiggvények mérhetSségének
feltételezése mellett kaptunk.

Végiil az F(n) fiiggvény hatar-variacidjat kifejeztiik a hataron vett variacidja
segitségével, ami talan kissé indokolja az elnevezést.

3.§. A éV( f) linearis variaciénak mint a { pont fiiggvényének tulajdonsagai.

------

kiilonbségére

Legyen F(n) rogzitett folytonos fiiggvény a szokésos tartomanyban (négyzet
vagy gombfeliilet), és legyen & tetszés szerinti pont. Megmutatjuk, hogy a éV"(F)
mennyiségek (ahol a pontok helyébe a b* és h* indexparok barmelyike irhatd) a {
pont fiiggvényeként tekintve folytonosak és &-re nézve monoton novekeddk, hacsak
F(n) korldtos linedris varidcidju fuggvény, vagyis ha V(F) < + .

Tovabba meg fogjuk mutatni, hogy ebben az esetben

FQO)—F@ =+ (F)—V-(F),

és hogy ez a felbontas bizonyos értelemben minimalis.
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MindenekelGtt jegyezzitk meg, hogy ha nem koveteljik meg F(n) linearis
variacidjanak korlatossagat, hanem mondjuk csak a EV_(F) variaciok (¢ pontok

szerinti) egyenletes korlatossagat, akkor el6fordulhat, hogy a E;V(F) variacié mint
a { pont fiiggvénye nem folytonos. Ismertetiink egy erre vonatkozé példat.

Legyen {K,} az 'ZIT sugaru, <—2}; ,0) = a, kbézéppontu K, korok sorozata.
Legyen
0 ha n¢ 2 K,,
F(n)= 1

24n+1sm(28"ng,,) ha n€k,,

ahol g, az 5 pont a,-t6] mért tavolsaga.

Akkor 4V =(F) =1 (£=(0, 0)); minden { pontra ¢V +(F)=1; és §V+(F), ¢V (F),
gV(F ) mint { fiiggvényei nem folytonosak a { =& =(0, 0) helyen.

Bebizonyitjuk, hogy ha V(F)< + =, akkor ilyen eset nem fordulhat el8.

37. SEGEDTETEL. Legyen F(n) a szokdsos J tartomdnyon értelmezett, folytonos
fiiggvény, és tegyiik fel, hogy F(n) linedris varidcidja korldtos: V(F)< + . Akkor

WIEE), WEF), WF), WF), WE(F) és SV(F) az n pontnak folytonos fiigg-
vényei.
+uo

BizoNYiTAs. Minthogy V(F)< + o és V(F) = | ®p(t)dt < + =0, a O4(r) fiigg-

vény ¢ szerint integralhato és az
t2

| @p(at
31

fuggvény abszolit folytonos. Az abszolut folytonos fiiggvény definicidja szerint
barmely ¢ >0 sz&mhoz talalhaté olyan () =0, hogy |1, —t,| <d(¢) esetén

iy
| @p(ydt <e.

ty
Most legyen a 0(¢) =0 szam olyan, hogy az F(n) fiiggvényre |n,, ;] <0(c) esetén
fennall |F(n,) — F(n,)] <% 0(¢e). Legyenek a, b a J tartomany tetszés szerinti pontjai,

+oo

amelyekre ¢(a, b) <0(e). Akkor ¢V"* = ."(I)"(t)dt és gV ‘ b®*(t)dt; minden a

g a pontokat elvalasztd, de a &, b pontokat nem elvalaszté komponens elvalasztja
a-t és b-t, és ugyanez vonatkozik a &, b pontokat elvalaszto, de &-t és a-t nem elva-
laszté komponensekre. De az a, b pontokat elvalaszté komponensek mindnyajan

F(a)——égi) & F(a)+5()

d(¢) hosszusagu 1ntervallumahoz tartoznak. De akkor a multiplicitis fiiggvénynek

kozo6tti nivokhoz tartoznak és igy a ¢ valtozonak egy
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az Osszes ilyen komponenseken vett integralja nem haladja meg az ¢ értéket, kovet-
kezésképpen [¢V(F)—%V "(F)|<e, ugyanis minden mas komponens egyszerre
valasztja el vagy nem valasztja el &-t a-tol és E-t b-t8l, és ezért egyszerre jarul vagy
nem jarul hozza a §@F(r) és a {DF(f) multiplicitas fiiggvényhez.

Tehat o(a, b)<0(e) fennallasabdl kovetkezik |2V *(F)—2V-"(F)|<e, ami azt
jelenti, hogy az 6sszes variacidok valoban folytonosak.

Most megmutatjuk, hogy az F(n) fiiggvény &£-t6l (-ig vett pozitiv és negativ
variaciéja monoton névekvd fiiggvény (a £ pontra nézve). Ehhez sziikségiink lesz a
kovetkezG nyilvanvalo segédtételre.

38. SEGEDTETEL. Legyen F(n) a J tartomdnyon értelmezett folytonos fiiggvény,

éEJ retszes szerinti pont és K valamely nivohalmaz tetszés szerinti komponense, A
ht

gV (F) p v (F) varidciok mint a A pont fiiggvényei dllandok a K halmazon.

39. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény a szokdsos J tartomdnyon és
legyen V(F) < + oo. Akkor bdrmely &€ J pontra a ¢(n) = iV +(F), Y(n) = IV ~(F)
fiiggvények monoton novekednek (&-re vonatkozoan).

BizoNyiTAs. A @(n), ¥ (n) figgvények a 37. segédtétel értelmében folytonosak.
Legyen 12]) & a @(n) fuggvény ¢ nivdjanak valamely regularis komponense, tovabba
J13 €& és J, azok a komponensek, amelyekre K felosztja J-t. Legyen { € J,. Megmutat-

juk, hogy p({)=t. Az F(y) fliggvény nivohalmazainak a &, { pontokat elvalasztd
komponensei egyesitve egy D kontinuumot alkotnak (az I, /, pontokat Osszekotd

minimalis ¢ © Ty egyszerii iv inverz képét). Fennall D > £ 4, ezért KN D 0. Legyen
ac KND. Akkor az F(n) fiiggvény K3 a nivohalmaz-komponensén a ¢(n) fiiggvény
allando és p(a) =t. Minthogy K elvalasztja &-t és {-t, ebbdl, tekintettel a 19. tételre,
kovetkezik, hogy @({) = ¢p(a)=t. Legyen tovabba x¢cJ, ND. Legyen K3 az F(n)
fiiggvény mvohalmaz—komponense K elvélasztja a & és az ac K KN D pontot. . Akkor
K nem metszi a K komponenst, mert kiilénben a 38. segédtétel szerint K < K lenne.

Kovetkezésképpen K elvalasztja a & pontot és a K komponenst, ¢s a fentebb bizonyi-
tottak értelmében ¢ (%) = ¢(a) =1. A bizonyitottakbdl kdvetkezik, hogy az I, /, pon-
tokat §sszekot8 o — T, egyszerfi iven, ahol { € J,, a ¢*(/) fliggvény monoton névekszik
I;-re vonatkozoan. Mmthogy a { pont tetszés szerinti, a 7. tétel alapjan ez azt jelenti,
hogy ¢(n) a £ pontra nézve monoton ndvekeds fiiggvény.

A l//(l’]) fiiggvényre a bizonyitas analog moddon torténik.

......

Legyen & és { ket retszes szerinti pont. Akkor

F(QQ) = F(&)= V+(F)— ¢V~ (F).

BizoNyiTAS. Valoban, legyen Ty az F(y) fliggvény egydimenzios faja, /; és [,
a T fa azon pontjai, amelyek a &, ill. { pontot tartalmaz6 komponenseknek felelnek
meg, o pedig az /;, /, pontokat Osszek6t§ minimalis egyszerli iv Tr-ben. Legyen
F*(l) az F(n)-nak megfelelS fliggvény Tr-en. Tekintsiik az F*(J) fiiggvényt csak a ¢
iven. E fejezet 2. §-anak eredményei értelmében VE(F*) = gVJ—“(F). De F({)— F(&) =
= F*(lp) — F*(ly). Minthogy F*(/) korlatos variacidju fiiggvény a ¢ egyszer(i iven,
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fennall:
FX(I)— FX(ly) = V*H(F*)—V~(F*),

ennélfogva FQ—F(© = éV +(F)— é V‘(F), és ezt ke]lett bebizonyitani.

......

foly_tonos fuggveny, és £ €J tetszés szerinti pont. Akkor
1. Az F (n) fiiggvény elédllithato két, a & pontra nézve monoton névekedd, folytonos
fiiggvény kiilonbségekent.

2. Ilyen fiiggvényeket szolgdltat a £-t6l n-ig vett pozitiv és negativ varidcio mint
a vdltozé n pont fiiggvényei: F(E)+ 3V +(F) és iV —(F).

3. Az F(n) = F(&)+V*(F)—3iV~(F) elédllitdis minimdlis, vagyis ha ¢.(n) és
@,(n) két, E-re nézve monoton névekedd, folytonos fiiggvény, F(n) = () — pa(n) és
¢1(E) = F(&), akkor minden n € J pontban ¢ (n) = F(E) + iV +(F) és ¢,(n) =LV ~(F).

BizoNYiTAS. Az 1. és 2. pontotésaz F(n) = F(E)+ iV H(F)—3V~ (F) egyenlGsé-
get mar bebizonyitottuk a 37., 39. és 40. segédtételben. Hatra van még a 3. allitas
bebizonyitasa. Felhasznaljuk a 19. tétel eredményét. Legyenek ¢,(y), @,(n) folytonos
és a ¢ pontra nézve monoton névekedd fiiggvények, F(n) = @) — @.(n), (&) =
= F(&). Legyen E=aq,...,a,=1 valamely ¢ —n-lanc a 20. definicioban megadott
értelemben, és az elGre megadott e >0 szdmra teljesiiljon

’éVi(F)és;"?l |Fa)— F(ay_)I* +e.

Legyen K 3>a, az F(n) fiiggvény megfeleld nivohalmaz-komponense. Minthogy
K, zart halmaz és ¢,(n), ¢,(n) folytonos fiiggvények, K;-nek van olyan b, pontja,
amelyben a ¢,(n) fiiggvény K -ben minimalis értéket vesz fel. Mivel @,(n) — ¢,(y) =
= F(n) és F(y) a K halmazon allandd, a b, pontban ¢,(s) is felveszi K, -beli minima-
lis értékét. Helyettesitsitkk az {a,} lancot a {b,} lanccal. Megjegyezziik, hogy ennek
sorén lehetséges a b, =a, =¢ valasztas. Valdban, ellenkezd esetben ¢,(by) < ¢4(ag)
€s ugyanakkor ¢,(bo) < @y(a,) =p,(£)=0 lenne. De ¢,(n) a feltevés szerint &-re
nézve monoton novekedd fiiggvény, kovetkezésképpen a £ pontban a ¢,(n) fiiggvény
(a 8. tételt kovets megjegyzés értelmében) minimalis, tehat ¢,(by) <0 nem lehetséges
és feltehetjiik, hogy @,(bo) = @,(a0) = ¢2(&).

Most bebizonyitjuk a @;(by1) = (b)) =0, @,(bss) — pa(by) =0 egyenlStlen-
ségeket. Tegyilk fel, hogy az allitassal ellentétben az egyik egyenlGtlenség nem
érvényes. Meghatarozottsag kedvéért legyen ¢@y(b,yq)<g (b). A K, komponens
elvalasztja a &, b,,, pontokat. Tovabba a K; halmazon mindeniitt ¢,()= p;(b,).
Ezek szerint a &, b, ; pontokat elvalasztja az az M (b Nalmaz, amely a ¢,(n) =
= p,(b,) tulajdonsagi pontokbdl all. De akkor az Mmb .y halmaz, amely a ¢() =
=@;(bs+ ) egyenlStlenséget kielégitd Osszes pontokbol all, nem Osszefiiggd, mert
EeEM, 4., 1 bs+1 €M, > €8 az M, . .., halmazt nem metsz86 M, ., halmaz
elvalasztja &t és bsH-et Az M, .00 "'haimaz 6ssze nem fiigg8 volta a 8. tétel értel-
mében ellentmond ¢, () monotonitasanak, és igy a ¢, (b, ) = ¢,(b,) egyenlGtienséget
bebizonyitottuk.

A masodik egyenlStlenség bizonyitiasa analég modon torténik.

7 1IN Osztdly Kozleményei XIIT/1
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Fennall .
F(bgrr)— F(by) = [@1(bss 1) — ¢1(b)] —[@2(bys 1) — ¢2(b))]-

A bizonyitottak szerint a jobb oldalon 4li6 szégletes zardjelek mindegyike nem-negativ.
Tehat ha F(b,,,)— F(by)=0, akkor

Pi(bsi ) — @i(by) = F(bgyy)— F(by).
F(bsr1)— F(by) =0,
¢2(bss1) —@a(by) = _{F(bsﬂ)_F(bS)}-

Tekintetbe véve még a

Ha pedig

akkor

“pilbsi ) = @by, (b)) = @a(by)
egyenlGtlenségeket, kapjuk, hogy mindig fennall
Pubsr 1) —pi(by) = |F(byy ) — F(OII

P2(bsi1) — @alby) = |F(byy)— F(by)|™.

és
Ily médon

P Mz (b)=¢,()+ :21 [@1(bss 1) —@ (b)) =

n—1
=F(&)+ _Z |F(bss 1) — FO)* = F(&) + eV * (F) +e.

Minthogy ¢ tetsz8legesen kicsi, innen kovetkezik, hogy

g (M= FQE)+ I+ (F).
Analég mddon talatjuk:
p2(n) =V~ (F),

és ezzel a 21. tételt teljesen bebizonyitottuk.

4. §. A linearis variaci6 mint funkcional tulajdonsigai

Ebben a paragrafusban fiiggvények tartomanyon (nem pedig ponttdl pontig)
vett variacidjanak tulajdonsagait vizsgaljuk. Mindenekel§tt definicidink értelmében
mindegyik varidcié a J tartomanyon folytonos fiiggvényeken értelmezett nem-negativ
Sunkciondl.

Most vizsgaljuk meg, hogyan viselkednek a variacidk az értelmezési tartomany
onmagara valé homeomorf leképezése soran. Ez pontosabban a kovetkezGt jelenti.

Legyen J az értelmezési tartomany €s t a J tartomany énmagara valé homeomorf
leképezése, amely az n €J pontot a 7(n) pontba viizi at. Legyen F(n) a J tartomany

pontjaiban megadott fiiggvény. Vezessiik be az F[t(n)] = F(n) jelolést. Ily médon
az értelmezési tartomannyal egyiitt mintegy elmozditottuk a fiiggvény grafikonjat is.
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A maximumot, félmaximumot, minimumot, féiminimumot szolgaltat6 és a koncentri-
kus szingularitasit komponensek definicidja invaridns a J tartomany 6nmagara valo
homeomorf leképezéseivel szemben. Valamely kontinuumnak az a tulajdonsaga, hogy
két pontot elvalaszt egymastdl, illetve hogy a sikot szétvalasztja vagy nem valasztja
szét (abban az esetben, amikor J négyzet), szintén invarians J 6nmagara valé homeo-
morf leképezésével szemben. Ennélfogva a szétvalaszté komponenseknek a 2, tételben
megadott osztalyozasa invaridns a J tartomdny onmagdra valo homeomorf leképezései-
vel szemben.

Ennek soran ha a homeomorf leképezés elStt az osztilyozas a & pontra vonat-
kozott, akkor a T homeomorfizmus utan az osztalyozast a 7(£) pontra vonatkozban
kell megadni. Specialisan, a nivéhalmaz-komponensek osztilyozasa és ezzel egyiitt
a variaciok definicidja invarians J azon homeomorf leképezéseivel szemben, amelyek
a & pontot a helyén hagyjak. Nézziik meg azonban, nem fiiggetlenek-e egyes variaciok
a & ponttol. Gombfeliilet esetében csak a teljes variacio ilyen. Négyzet esetében viszont
a helyzet kissé bonyolultabb. Mindenekel6tt ilyen a V*(F) belsé és a VH(F) hatdr-
varidcio, és természetesen Osszegiik, a V(F) linedris varidcio.

A Vé' i(F ) variacidk a & pont semmilyen megvalasztiasa esetén sem invaridnsak
J dnmagara valé homeomorf leképezéseivel szemben, ha a leképezés a & pontot nem
hagyja a helyén. Masképpen 4ll a dolog a belsG pozitiv és negativ variacidval. Ebben
az esetben, érthet6 médon, a & pont tetszés szerinti megvalasztisa mellett a V2E(F)
variaciok fiiggnek &-t6l. Ha azonban & a hatar valamely pontja, akkor a J értelmezési
tartomany dnmagara valé T homeomorfizmusanal a £ pont (&) képe ismét hatarpont.
Meg fogjuk mutatni, hogy a Vé’ i(F) mennyiségek, ha a hatdron fekvé & pontokra
szoritkozunk, nem fiiggnek attol, hogy a hatdrnak éppen melyik pontjdt vdlasztottuk
&-nek. 1ly mddon (abban az esetben, amikor J négyzet) nem fiigg a & ponttdl a teljes
hatdr-varidcio, tovdbbd a csak hatarpontokra vonatkozoéan tekintett pozitiv és negativ
belsé varidcié. Természetes, hogy ezeknek a linearis kombinicidi is rendelkeznek
az emlitett tulajdonsaggal. Tehat a kovetkez$ segédtételt kell bebizonyitanunk:

41. SEGEDTETEL. Legyen F(y) a J négyzeten értelmezett folytonos fiiggvény és
&, &, a J négyzet hatdrdn fekvd pontok. Akkor

Vel (F)=VE (F).

BizonyiTAs. Legyen K az E, nivohalmaznak a J négyzet hatarat nem metsz3,
regularis komponense. A K komponens J-t két tartomanyra, J, -re és J,-re osztja.
Nyilvanvalé, hogy &; és £, ugyanahhoz a tartomanyhoz tartozik, példaul J, -hez.
De akkor K egyszerre novekedési (fogyasi) komponens &, -re és &,-re nézve, tehat
ha K nem novekedési (fogyasi) komponens a &,, €, pontok egyikére nézve, akkor a
masikra nézve sem novekedési (ill. fogyasi) komponens.

Majdnem minden nivonak azok a komponensei, amelyek a sikot szétvalasztjak,

nem metszik J hatarat. Ennélfogva majdnem minden #-re cp’g,* ) = (Dé’f(t) és igy

+ oo +oo

viEr)= | ol di= | O (t)dt=VEE(F).

N

A segédtételt bebizonyitottuk.

7*
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Tehat az Osszes variacidk invariansak J énmagara valé olyan homeomorf leképe-
zéseivel szemben, amelyek a £ pontot a helyén hagyjak, a V*, V®, V variaciék pedig
(és Vg % is, ha ¢ hatarpont) invariansak J dnmagira valé dsszes homeomorf leképe-
zéseivel szemben.

Megjegyezziik, hogy az &ltalunk bevezetett varidcidk, hasonldan az egyvaltozos
fiiggvények esetéhez, nem linearis funkcionalok. Az egyvaltozds fiiggvények esetében
azonban az F,, F, fiiggvények osszeadasakor variacidik 6sszeaddédnak, feltéve, hogy
F, és F, kiilonbéz3 szakaszokon véltoztak, vagyis ha az [a, b] értelmezési intervallum
elgallithatd két szakasz [a, c] + [d, b] = [a, b] Gsszegeként Vigy, hogy az F, fiiggvény
allandé az [a, c] szakaszon, F, pedig a [d, b] szakaszon. Analég modon legyen
J=J,+J,, ahol J; és J, két zart tartomdany; legyenek F,(#n), F,(1) folytonos
fliiggvények, amelyekre

Fi(n)=const; ha néd,
és :
F,(q)=const, ha n¢clJ,.

......

osszegével. Itt variacion barmelyik variaciot értjiik — a pozitiv, negativ vagy teljes,
hatar- vagy belsG varidciot. Ennek a ténynek a bizonyitdsa nyilvanvald, ezért a
bizonyitast elhagyjuk.

Most megmutatjuk, hogy a Vé’ i, Vé' * variaciok és a bel@liik képezett Vb, VE,
V+, V-, V dsszegek mindegyike mint funkcional alulrdl félig folytonos az egyenletes
konvergencidra nézve, vagyis érvényes a kovetkezd tétel.

22. TETEL (a V, V**, V% paridcick alulrdl félig folytonos voltdrol). Legyen
{E{m)} folytonos fiiggvényekbdl alld egyenletesen konvergens sorozat és F(n) =lim F(n).
. s

Akkor tetszés szerinti £ € J pontra
Vi (F)= lim Vi (F),

ahol a két pont helyébe a
b+,b—,h+,h—
kombindciok bdrmelyike irhato. Tovdbbd fenndlinak a

Ve(F)=Lim V(E), V*(F)= lim VA(F),

VEF)=im VE(F), V(F)= lim V(F)
egyenlotienségek.
Mieldtt a 22. tételt bebizonyitanank, elGrebocsatunk egy segedtételt.

42. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény a szokdsos J tartomdnyon, &
tetszés szerinti pont és T a tipikus nivok halmaza (F(&)4T). Legyen K a t tipikus
nivé olyan reguldris komponense, amely nem fogydsi (ill. nem novekedési) komponens.
Legyen J, 3 & és J, az a két tartomdny, amelyre K felosztja J-t. Legyen U a K komponens
bdrmilyen kis kdrnyezete. Akkor vagy taldlhatok olyan ac UNJy, be UNJ, pontok,
hogy F(a) <t és F(b)=t (illetve F(a)=>t és F(b)<t), vagy K helyettesitheté ugyan-
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annak a nivénak valamely, U-ban fekvd K’ komponensével, amelyre az emlitett koriil-
mény mdr fenndll, azaz taldlhaték ac UNJ1 b€ UNJ5 pontok, amelyekben F(a) <t
és F(by=t (ill. F(a)=t és F(b)y<t); itt J13& és J3 azokat a tartomdnyokat jelenti,
amelyekre K’ osztja fel J-t.

BizonyiTAs. Legyen (€J,, Ty az egydimenzidos fa és o egyszerii iv Tp-ben
az l;, [, végpontokkal. Tegyiik fel, hogy a K komponens nem fogyasi komponens és
t¢(K)=1,. Akkor /, az F*(]) fiiggvénynek nem fogyasi pontja a ¢ iven /;-re vonat-
kozoban. Legyen U (/,) az I, pont azon kérnyezete, amelyet az U(K) kdrnyezet general.
Ha az l§l tv és az U (/0) halmaz metszete tartalmaz olyan /" pontot, amelyre F*(/')<t,
akkor az I'l, iv és U (/,) metszetében talalhaté olyan /” pont, ahol F*(I”) >t (mert
kiillonben /, maximumbhely lenne a ¢ iven) és az /’/” iven a ¢ nivonak van olyan I
pontja, amelynek a 1(I~) inverz képe eleget tesz a segédtétel kdvetelményeinek.
Most legyen I, és U (7;) metszetének minden pontjaban F *(l)>t Akkor ebben a

kornyezetben mindeniitt F *(l)>t mert kiildnben az I Elgl0 nu (lo) pontnak, ahol
F(l) =1, kvazi-extrémalis 1f (l) komponens felelne meg.

Analég médon, /; és /; helyét felcserélve azt talaljuk, hogy vagy az 1410 ivnek az
U (/) kornyezettel valo metszete tartalmaz olyan /” pontot, amelyre 75 (l ”) a keresett

komponens, vagy az lcl0 No (/o) metszeten mindeniitt F*(/) <t.

Tehat ha U(/y) N o nem tartalmaz nekiink sziikséges /” pontot, akkor /, fogyasi
pont.

Ha K nem novekedési komponens, akkor a bizonyitast a — F(n) fiiggvényre valo
attéréssel nyerjitk. A segédtételt bebizonyitottuk.

A 22, TETEL BIZONYITAsSA. Legyen T az F(n) fliggvény tipikus nivoinak halmaza
és T, az F(n) fuggvény tipikus nivoinak halmaza. Legyen T* = T ]]T

Minthogy a 7, T, (s=1, 2, ...) halmazok mindegyikének klegeszno halmaza
legfeljebb megszémlélhaté, T * klegeszuo halmaza szintén legfeljebb megszamlalhato;
itt CT-hez és CT-hez szamitjuk az Fy(&), ill. F(&) értéket is.

Most legyen ¢ € T*. Bebizonyitjuk, hogy ha @?E(z‘) = N, akkor lim (DI}+ (=N,

és ha ®p'«(f)= N, akkor lim OFL ()=N s fennall, ahol ®}'; és @} ; (hasonléan

h+

Py : és (I)F _¢) a megfeleld multlphcltas fuggvenyeket jelenti az F, ill. F, figgvényekre
vonatkozoéan. Tehat legyen (Dp,,;(t) = N (ilietve (l)p’ "{t)=N). Legyenek K, ..., Ky az
F figgvény ¢ tipikus nivéjanak olyan regularis komponensei, amelyek nem fogyasi
komponensek €s amelyek szétvalasztjak (ill. nem valasztjak szét) a sikot. Akkor a 11.
segédtétel értelmében talalhatd olyan 6 =0, hogy az M = E,, ;+ E,_ ; halmaz paronkint
elvalasztja a K, K,, (s,m=1,2,...,N) komponenseket. Jelolje JO & I
(s=1,2, ..., N) azokat a tartoméanyokat, amelyekre a K, komponens felosztja J-t,

mégpedig olyan sorrendben, hogy EeJ?. Legyen U, a K, komponens olyan kicsiny

kornyezete, hogy U,-ben t—gé F(;1)§t+—gr . A 42. segédtétel szerint a K, kompo-

nensek helyettesithet6k ugyanannak a nivonak olyan K; komponenseivel (lehet, hogy
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K; =K,), amelyek a megfelei6 U -ben fekszenek és amelyekhez taldlhatok szintén
U -ben fekvd a,, b, pontok tigy, hogy

1. Flag)<t<F(by;

2. K elvalasztja az a,, £ pontokat b,-tGl.

Legyen ag, b, és K rogzitett (s=1, 2, ..., N). Ha a K, komponensek nem met-
szették J hatarat, akkor az U, kornyezeteket valaszthatjuk olyan kicsiknek, hogy U,
és kovetkezésképpen K < U, szintén ne messe J hatarat. Ha pedig a K, komponensek
nem valasztottak szét a sikot, akkor a Ky komponensek, amelyek elég kis U, kirnye-
zetek esetén elvalasztjak egymastdl a K és a CU, halmazt (feltesszitk, hogy U, a J
tartomany hataranak legalabb egy pontjat nem tartalmazza; ez mindig elérhetd, mert
J hatara nem tartozik teljesen a sikot szét nem valaszté K, komponenshez), feltétleniil
metszik J hatarat, és minthogy 7 tipikus, nem valasztjak szét a sikot.

Az F,(n) fiiggvények egyenletesen tartanak F(n)-hoz, tehat valamely n indextdl
kezdve F,(a,)~t, F,(b,)=-t. Ennélfogva valamely n, indext8l kezdve az F,(n) fiigg-
vények EY nivéhalmazai (n =n,) elvalasztjdk az a,, b, (s=1, 2, ..., N) pontokat.
Ebbdl kovetkezik, hogy E bizonyos Ki”, ..., Kx" komponensei rendre elvalaszt-
jdk az a; és b, ..., ay és by pontot. A K,(,"), K komponenseknek nem kell eleve
kiillonbozniiik. Meg fogjuk azonban mutatni, hogy valamely #o indextSl kezdve az
osszes K komponensek killénbodzék (s=1, 2, ..., N). Valéban, a t nivd a,, b,
pontokat elvalasztd Ko komponense szlikségképp metszi az U, halmazt. Tegyiik
fel; hogy K =K (s #m) az indexek valamely végtelen n, sorozatara. Az {n}
részsorozatot valaszthatjuk ugy, hogy It K™ 520, Legyen K=It K"™. A K halmaz

k k

kontinuum, és minthogy 7 € K< esetén F,(n) =1 és az F,(n) fiiggvények egyenletesen
tartanak az F(n) fuggvényhez, F(n) a K kontinuumon mindeniitt egyenld z-vel.
Nyilvanvald, hogy K metszi az U, és az U, halmazt is. Ha azonban az U, U,, halmazo-
kat ugy valasztottuk, amint fentebb mondtuk, akkor F(y) az U, U,, halmazokon

legfeljebb a g értékkel kiilonbozik #-t6l. Ily médon az R = K + 175 + 5,,, kontinuum

metszi K; -t is, Kn-t is (s6t, tartalmazza Gket), és az R kontinuumon az F(x) fiiggvény

1-t6l valé eltérése sehol sem haladja meg a ; értéket. Ebbdl kovetkezik, hogy az

M = E, s+ E,_; halmaz nem valasztja el a K¢, Kn komponenseket.

Tehat megmutattuk, hogy valamilyen »n-t8] kezdve a K" komponensek mind
kiilsnbsz8k (s=1, 2, ..., N). Legyen K" az F,(n) figgvény E" nivéhalmazanak az
a,, b, pontokat elvilaszté komponensei kozill a b -hez legkozelebbi. Meg fogjuk
mutatni, hogy elég nagy n indexekre mindegyik K™ nem fogyasi komponens.

MindenekelStt mutassuk meg, hogy IZS(") nem valasztja el a ¢, a, pontokat, ha n

elég nagy. Végezziik a bizonyitast indirekt médon. Legyen {1?5"*)} olyan komponensek
sorozata, amelyek elvalasztjak a &, a, pontokat.

Feltehetjiik, hogy e sorozat topoldgiai limes inferiora nem iires és a K =1t KM
k

halmaz kontinuum. Akkor a ¢ nivé KoK komponense szintén elvalasztja a &, a,
pontokat. Azonkivill K elvalasztja az a, by pontokat, mert a K™ halmazok ezt
teszik. A 7 nivo két, aza,, b, pontokat elvalasztd K, K{ komponense koziil valamelyik
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kozelebb fekszik b -hez. Ha K elvalasztja a & pontot a,-t68l és az a; pontot b,-t6l,
akkor Ka ¢ pontot nem valasztja el b, -tol (ugyanis ¢ tipikus volta miatt K regularis),

Ekkor K kozelebb van b,-hez, mint K, mert K, elvdlasztja a &, b, pontokat.
Megmutatjuk, hogy Ks’ kvazi-extrémalis komponens.

Legyen R, olyan kontinuum, amely a K™ komponenst dsszekdti a b, ponttal
és nem metszi az E™ — K™ halmazt. Az F tétel alapjan ilyen kontinuum létezik,

ugyanis K™ az EM™ nivéhalmaz ag, b, pontokat elvalasztd komponensei koziil a
b,-hez legkozelebbi. Feltehetjiik, hogy az {n,} részsorozat olyan ritka, hogy It R, =0
k

ésigyaz R =It R,, halmaz kontinuum. Nyilvdnvalé, hogy R3 b és R K #0. Tovabba
k

egyik F, (1) fiiggvény sem kisebb a megfelel§ R, halmazon, mint t. De akkor F (;1~)‘

az R halmazon szintén nem kisebb -nél. Minthogy K. elvalasztja a &, pontot a K
komponenstdl, Ky nyilvan kvazi-extrémalis komponens: az R halmazon mindeniitt

F(mn =1, és a K/ altal levalasztott tartomanyban éppugy, mint a K| és K altal hatérolt
tartomanyban talalhaték R-nek olyan pontjai, amelyekben F() >t (az egyik esetben

F(b,)>1t, a masik esetben pedig ez azért igaz, mert kiilénben a K, K komponensek
R-nek a koztikk levd tartomanyban fekv3 részével egyiitt egyetlen komponenst
adnanak).

Tehat elég nagy n indexekre az F,(n) fiiggvény ¢ nivéjanak az a,, b, pontokat

elvalasztd komponensei kozill a b -hez legkozelebb fekvd K" komponens elva-
lasztja a &, b, pontokat. A 10. segédtétel értelmében ezek a komponensek nem fogyasi
komponensek. Korabban bebizonyitottuk, hogy valamely n,-t6l kezdve az &sszes
K halmazok kiilonboz6k. Ebbsl kévetkezik, hogy valamely n,-t6]1 kezdve
O} ()= N, illetve @i ()=N. Minthogy r tetszés szerinti tipikus nivé, ebbdl
kovetkezik, hogy majdnem minden z-re (sét, legfeljebb megszamlalhatéan sok kivé-
tellel mindegyikre) fennall

lim @ ()= De(0),  lim OFf () = DF ().

A valds figgvénytan ismert tétele szerint ebbél kovetkezik :

+eo

+ oo
VIt (F)= | O (dt = lim | O (Hydt = lim V" (F)

€s

+o00
Vit(F)= | ok(dr=lim | o} ((1)dt = lim lim Vit (F).

Az F fiiggvényrdl attérve a — F fiiggvényre, konnyen adddik:
Ve~ (F)= lim Vi (F)
€s

Ve (F)= lim V]~ (F).



104 _ A. SZ- KRONROD: KETVALTOZOS FUCGVENYEKROL (II)
4

Végiil a megfelel§ egyenlétlenségeket 9sszeadva kapjuk:
V()= lim VE(F); VA(F)= lim VH(F);
V(s Em Ve (E); VF)= imV(F).
A 22, tételt bebizonyitottuk.

Teljesen analog mdadon bizonyithaté a kovetkezd.

23. TETEL. Legyen {F,(n)} folytonos fiiggvényekbdl dllo egyenletesen konvergens
sorozat és F(ny) = lim F(»n).

Akkor bdrmely J-beli &, { pontpdrra

VPE(F)= lim VPE(F); V" (F)s lim (V0 (F);

O(F)=lim (VP(F);  V'(F)= lim VA(F);

s

VE(F)= lim gVE(F);  V(F)S lim V(F).

Ezt a bizonyitast elhagyjuk.

Tehat megmutattuk, hogy a Vé’ i, Vé' * Vf, v®, v" és V variaciék mind olyan
funkcionalok, amelyek a négyzeten vagy gombfeliileten folytonos fiiggvényekre
vannak €rtelmezve (gombfeliilet esetén a "+ - V" hatar-variacidk elesnek) és amelyek
eleget tesznek a kovetkezd feltételeknek:

1. V(F)=0.

2. Ha J =J,+J,, ahol J,,J, zart tartomanyok, tovabba az F,(n), F»(n)
folytonos fiiggvényekre )

Fi(in)=Cy ha neJ,,

F,(n)=C, ha neJ,,

akkor V(F,+ F,) = V(F,)+ V(F,).
3. Ha F(n)= lim F(n), akkor V(F) =lim V(F) (feliilré! valo félig folytonossdg )..

4. HartaJ tartomany onmagara vald homeomorf leképezése, amely a £ pontot
a helyén hagyja, és F[r(n)] = F(n), akkor V(F)=V(F). A V*, Vb, V variaciokra,
és abban az esetben, amikor a & pont J hatarahoz tartozik, a V¢b+, Vg— variaciokra

is, teljesiil az az er6sebb 4* kovetelmény, amely abban kiillonbozik 4-t6l, hogya 7
homeomorfizmustol nem kivanja meg, hogy a &€ pontot a helyén hagyja.

Forditotta: Bogndr Jdnos
a matematikai tudomdnyok kandidatusa
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