
G É P S Z E R K E Z E T E K I N E R C I Á L I S 

N E M L I N E A R I T Á S A 

O R D Ó D Y M Á R T O N * 

A do lgoza t egy négycsuk lós m e c h a n i z m u s lengés tan i v i z s g á l a t á v a l f o g l a l k o z i k . 
A z á l ta lános t ö m e g e t l ineár is f ü g g v é n n y e l k ö z e l í t i ; ezér t a mozgásegyen le tben n e m l i n e á -
r i s k i fe jezések j e l e n n e k meg. A n e m l i n e a r i t á s m é r t é k é n e k je l l emzésére egy e v á l t o z ó 
bevezetését j a v a s o l j a . V é g ü l n é h á n y p é l d á t m u t a t be , m e l y b e n a m e g o l d á s t a K r ü l o v — 
B o g o l j u b o v - m ó d s z e r r e l á l l í t j a elő. 

Gépek többségé t merev t agokbó l álló k inemat ika i l áncnak t ek in t i k ; 
e model leke t kü lönböző gerjesztő, visszatér í tő , csillapító s tb . e rőha tások érik. 
Az egyes szerkezetek kinet ikai ene rg iá j a á l t a l ában 

T = jm(q) q 2 ; 

a q á l t a l ános koord iná tához t a r t o z ó á l ta lános t ömeg t e h á t q -nak függvénye . 
H a a vizsgált mozgás a q = q0 egyensúlyi he lyzet környeze tében zaj ló kis 
amp l i t údó jú lengés, akkor az 

m(q) = m(q„) + ~ (q — q„) + . . . 
d4 q. 

h a t v á n y s o r he lyet t a mozgásegyenlet l inearizálása é rdekében szokás a sor 
első t a g j á v a l számolni , azaz az á l ta lános t ömege t á l l andónak tek in ten i . E 
dolgozat egy speciális esetben ennek a közelí tésnek néhány köve tkezményé re 
m u t a t r á . 

Vizsgál juk egy négycsuklós mechanizmussa l model lezhető szerkezet len-
géseit (1. ábra) . A lengéseket a q szögelfordulás ha tá rozza meg. 

A lengésampl i túdóról fe l tesszük, hogy az a q0 = 0 egyensúlyi he lyzet 
kis környeze tében m a r a d , és ezért m(q) h a t v á n y s o r á t az 

m(q) = m 0 ( l + eq) 

l ineáris kifejezéssel köze l í t jük ahol m0 = m(q0) és 

1 dm(q) 
e -

dq Я• 

O r d ó d y M á r t o n , 1024 Budapes t , S z i l á g y i E . fasor 13 — 15. 
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A mozgásegyenlet bal oldala t e h á t 

d Э T Э T 

dt 9 q dq 
= m „ q + e\qq +-J ? 

Az általános t ö m e g vá l tozásábó l származik a kerek záró je lbe foglal t nemlineá-
r is kifejezés, me lye t ezért inerciál is neml inear i t ásnak n e v e z t ü n k el. 

Annak érdekében , h o g y az inerciális neml inea r i t á s t az egyéb nemlinea-
r i t á s t okozó ha t á sok tó l k ü l ö n vizsgálhassuk, f e l t e t t ü k , hogy az A csuklóban 

m(q) 

q o = 0 
1. ábra 

l ineáris v isszatér í tő , v a l a m i n t k i smér tékű csillapító és ger jesztő erőpárok mű-
ködnek . A mozgásegyenle t így 

q + co2q 

v a g y a második der ivá l ta t k iemelve 

q + w2 

bq +qq + у 9 2 - г ( 0 ( i ) 

q 
1 + eq 1 + sq 

bq+^q2-g(t) (2) 

Ellensúlyok, l end í tőkerekek a lka lmazása m i a t t s á l t a l á b a n kicsi. Mivel m(q) 
mindig pozi t ív , ezért az 

1 

1 + eq 
^ 1 - eq + 2e2q2 + (3) 

ha tványso r t m á r az első n é h á n y tag is jól közelít i . E z t fe lhasználva a mozgás-
egyenlet a 

q + ü)2q= ef(q, q, t, e) 

úgyneveze t t „ s t a n d a r d " a l a k r a veze the tő vissza [1]. 
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A megoldás ke reshe tő t ehá t K r ü l o v — B o g o l j u b o v módszere a lap ján egy 
e h a t v á n y a i szerinti sor a l ak jában . 

Mivel a mozgásegyenlet csak kevéssé kü lönböz ik a l ineár is tól , ezért a 
megoldás tó l is e lvá rha tó , hogy közel fog esni a l ineár is egyenlet megoldásához; 
csak a vá l tozók b izonyos t a r t o m á n y a i b a n vá rha tó lényeges e l térés a ké t meg-
oldás k ö z ö t t . Az el térés mértéke £-től függ, £ n a g y s á g á t pedig a d o t t szerkezet 

esetén a qn egyensúlyi helyzet h a t á r o z z a meg. 

A t o v á b b i a k b a n néhány speciál is esetet v izsgálunk. 

1. Mechanizmusok autonóm lengése 

Az 1. ábra szer in t i modell ger jesz tés nélküli mozgását 

q + (o\ = — e jóg + qq+ у g2 

differenciálegyenlet í r j a le. [1] sze r in t a megoldást 

q = a cos xp -(- £« j (a , xp) + s2u2(a, tp) -f- . . . (4) 

a l a k b a n lehet keresni , ahol az a és xp mennyiségek az 

à = eAfa) + e2A2(a) -f . . ., 

y> = a + EBfa) + s2B2{a) + . . . (5) 

dif ferenciá legyenle tekből h a t á r o z h a t ó k meg. A megoldás t a mozgásegyenle tbe 
he lye t t e s í tve és £ azonos h a t v á n y a i n a k e g y ü t t h a t ó i t összegyűj tve , rekurz íve 
mego ldha tó egyenletek adódnak. 

Az első közelítés a lap ján 

Uj = — a2 — a2 cos 2xp ; 

4 4 

ezt fe lhaszná lva a másod ik közelí tésből 

EÖa a = — • 

íi e 2 0 2 xp = w 1 f-
8 со2 16 

Az inerciál is neml inear i t ás t £2 pontosságig véve f igyelembe az ampl i túdó 

a = a0 e x p [—£<5t/2] a l a k b a n cseng le, mely megegyezik a l inear izá l t mozgás-
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egyenlet a l a p j á n nyerhe tő e redménnye l . A lengések f r ekvenc iá j a és a lengések 
középhelyzete azonban f ü g g az a m p l i t ú d ó nagyságá tó l . 

2. Mechanizmusok gerjesztett lengése 

A l ineár is mozgásegyenlet v izsgá la ta a lap ján ger jesztő e rőpá r ha tására 
á l landósul t a m p l i t ú d ó j ú és f r ekvenc i á jú ger jesz te t t v a l a m i n t csi l lapodó szabad 
lengés v á r h a t ó . Nemlineár is kifejezések f igyelembevéte lével egyszerű eg cos vt 
gerjesztés ese tén is egy sor ú j jelenség lép fel. Az á l landósu l t lengés ha rmoniku-
soka t i l letve f e lha rmon ikusoka t t a r t a l m a z h a t ; és mozgáss tabi l i tás i kérdések is 
fe lve tődnek. Az inerciális neml inear i t á s sa já tossága , hogy a kü l ső gerjesztő 
h a t á s egyú t t a l mindig pa ramé te r e s ger jesz tés t is j e l e n t [2]. 

A (2) egyenle tbe a (3) kifejezést behe lye t tes í tve ugyanis a mozgásegyenlet 

g(t)(l - eq + 2e2q2 + ...) 

a lakú taggal bővül . A l inear izál t egyenletből adódó e redmények tő l eltérően 
rezonanciára lehet számí tan i minden o lyan esetben, amikor 

v ^ — со , (6) 
9 

p és q kis egész számok [1]. 

2.1. Nemrezonáns lengések 

Fel tesszük, hogy a gerjesztő- és a s a j á t f r ekvenc i a nem tesz eleget a (6) 
fe l té te lnek. E b b e n az ese tben a gerjesztéssel k iegészí te t t mozgásegyenlet meg-
oldását a (4) és (5) sorok a l a k j á b a n lehet keresni; az u v u2, . . . függvények 
azonban az idő tő l is függenek . Első közelí tésben 

eg cos vt e2a2 

q = a cos -| cos 2y> , 
со2 — V2 6 

ahol 
eö a = a , 

2 

xp — со . 

A megoldás t e h á t — nemlineár is kifejezések m e g t a r t á s a esetén is — со frek-
venciá jú sa já t l engésekből és v f r ekvenc i á jú ge r j e sz te t t lengésekből tevődik 
össze. A sa já t lengések a l inear izál t egyenle tből n y e r h e t ő megoldáshoz hasonló 
módon cs i l lapodnak, a ge r j esz te t t lengés pedig első közelí tésben megegyezik 
az inhomogén l inearizál t egyenlet pa r t iku lá r i s megoldásával . 
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2.2. Mechanizmusok alaprezonanciája 

Rezonanc iá ra elsősorban abban az e s e t b e n kell s zámí t an i , amikor a r e n d -
szer s a j á t f r e k v e n c i á j a és a ger jesztő f r e k v e n c i a egymást megközelí t ik, a z a z 
amikor p = 1, q = 1. A megoldás t ismét l e h e t a (4) és (5) sorok f o r m á j á b a n 
keresni ; u,-ről, a- ról és rp-ről azonban fel kel l t enni , hogy az időtől explicit mó-
don függenek. Az első közelí tés a lapján 

q = a cos qj -f- e — a 2 cos 2 y 
4 4 

2. ábra 

ahol a második közelítést is f igyelembe v é v e 

eba eg . „ 
a = — 5 — s i n <9, (7) 

2 со V 

e = œ - v cos в - ü l f ! ü . ( 8 ) 
a(co -f- v) 4 

tp = vt 0- 0. 

Állandósult lengések esetében a — 0 = O. E z t fe lhasználva , a rezonancia-
görbe (2. á b r a ) : 

n ^ - ó 2 « 2 (9) r2 = to2 - — a2 

Egy mechan izmus ge r j e sz te t t lengése t ehá t ha rmon ikusok s o r o z a t á t 
t a r t a lmazza . Műszermechanizmusok esetében fontos lehet [3] , hogy a sze rkeze t 
n e m az eredet i q0 egyensúlyi helyzet, h a n e m a qk = q0 0- ea2 /4 középhelyze t 
körü l végzi a lengéseket; a második h a r m o n i k u s jelenléte pedig t o r z í t h a t j a a 
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műszer k i m e n ő je lé t . A nul lpontel to lódás és a torzí tások m é r t é k e e-nal a r á n y o s ; 
egy szerkezet m u n k a p o n t j á n a k k ivá lasz tásakor ezért e n a g y s á g a is s z e m p o n t 
lehet . 

A (7) és (8) képletekből levezethető a s tab i l i tás fe l té te le is. Eszerint s t a b i -
lis az az a m p l i t ú d ó , melyre fennáll , hogy 

I t t av a rezonancia-görbe meredeksége. Az ampl i túdóugrás lehetőségét a 2. 
ábra szemlél te t i . A (9) kép le tbő l kitűnik, h o g y a rezonancia-görbe e ldeformáló-
dása egy e2 n a g y s á g ú t a g n a k köszönhető; az ampl i t i ídó-s tabi l i tás kérdése t e h á t 
csak az e lsőrendűnél p o n t o s a b b közelítés a lka lmazásáva l vizsgálható. 
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Инерционная нелинейность конструкций машин. В статье исследуются колебания 
четырехшарнирного механизма. Обобщенную массу автор приближает при помощи линей-
ной функции, вследствии чего в уравнении движения появляются нелинейные выражения. 
В статье предлагается введение переменной, выражающей меру нелинейности. В заключе-
нии приводится несколько примеров, решение которых осуществляется способом Кры-
лова — Боголюбова. 

av < 0, ha v2 > со2 1 -
4 

IRODALOM 


	54. kötet / 1-2. szám
	II. Szerkezetek mechanikája szekció������������������������������������������
	ORDÓDY M.: Gépszerkezetek inerciális nemlinearitása����������������������������������������������������������


	Oldalszámok������������������
	215����������
	216����������
	217����������
	218����������
	219����������
	220����������


