
A KVÁZICSOPORTOK NÉHÁNY PROBLÉMÁJÁRÓL 
írta: DÉNES JÓZSEF és PÁSZTOR ENDRÉNÉ 

Bevezetés 

L a t i n n é g y z e t e n EULER ó t a e g y o l y a n n é g y z e t e s m á t r i x o t é r t ü n k , a m e l y n e k 
n2 m e z ő j é b e n n k ü l ö n b ö z ő b e t ű , i l l e t v e s z á m ú g y f o g l a l h e l y e t , h o g y e g y s o r b a n 
é s e g y o s z l o p b a n s e m f o r d u l e l ő k é t a z o n o s . A Cayiey-féle c s o p o r t t á b l á k , m i n t i s -
m e r e t e s , s p e c i á l i s l a t i n n é g y z e t e k . 

E g y G c s o p o r t CAYLEY t á b l á j a A k ö v e t k e z ő t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z i k : 
1. L a t i n n é g y z e t , v a g y i s o l y a n | | a a | | n é g y z e t e s m a t r i x , a m e l y n e k m i n d e n s o r a , 

i l l e t v e o s z l o p a G e l e m e i n e k e g y p e r m u t á c i ó j a . 
2 . É r v é n y e s a n é g y s z ö g k r i t é r i u m , v a g y i s m i n d e n i , j , . . . i n d e x e s e t é n a z aik = 

= aa=ahll, aJk=ajlkl e g y e n l e t e k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y ап=аии. 
M e g f o r d í t v a , t e t s z ő l e g e s | l a i k | | m a t r i x , a m e l y r e n d e l k e z i k a z 1. 2 . t u l a j d o n s á -

g o k k a l , e g y G c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j a . 
A z S v é g e s h a l m a z t a k k o r n e v e z z ü k k v á z i c s o p o r t n a k , h a S - b e n é r t e l m e z v e 

v a n e g y m ű v e l e t é s t e t s z ő l e g e s a,b e s e t é n a z ax = b, ya = b e g y e n l e t e k n e k p o n t o -
s a n e g y m e g o l d á s a v a n . K é t k v á z i c s o p o r t o t ß , - e t é s Q 2 - 1 ( a ß r b e n é r t e l m e z e t t 
m ű v e l e t e t j e l ö l j ü k 1 - g y e l , a ß 2 - b e n é r t e l m e z e t t m ű v e l e t e t 2 - v e l ) , a k k o r n e v e z ü n k 
i z o t o p n a k , h a t e t s z ő l e g e s x, yCQi e s e t é n l é t e z i k o l y a n <r, 17, g l e k é p z é s , h o g y 

Ф1у)=Ф)2е(у). 
A k v á z i c s o p o r t o k m ű v e l e t t á b l á j a l a t i n n é g y z e t é s m e g f o r d í t v a , m i n d e n l a t i n 

n é g y z e t h e z i z o t ó p i á t ó l e l t e k i n t v e e g y é r t e l m ű e n t a l á l h a t ó o l y a n k v á z i c s o p o r t , a m e l y -
n e k e z a m ű v e l e t t á b l á j a . A k v á z i c s o p o r t o k d e f i n í c i ó j á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a k v á z i -
c s o p o r t o k é s a l a t i n n é g y z e t e k e l m é l e t e i g e n s z o r o s k a p c s o l a t b a n á l l e g y m á s s a l . 

A k é r d é s i r o d a l m á b ó l e z a k a p c s o l a t n e m t ű n i k k i e l é g g é , m e r t a k u t a t ó k a 
l a t i n n é g y z e t e k h e z l e g t ö b b n y i r e k o m b i n a t o r i k a i p r o b l é m á k m e g o l d á s a k ö z b e n j u -
t o t t a k ( m i n t p l . a 3 6 t i s z t p r o b l é m á j a , b ű v ö s n é g y z e t e k s z e r k e s z t é s e ) , m í g a k v á z i -
c s o p o r t o k e l m é l e t e a z u t o l s ó é v t i z e d e k b e n m i n t a c s o p o r t e l m é l e t e g y á l t a l á n o s í -
t á s a f e j l ő d ö t t k i . J e l e n d o l g o z a t e g y i k c é l j a e k a p c s o l a t k i d o m b o r í t á s a . 

E d o l g o z a t s z e r z ő i n e k e g y i k e m á s h e l y e n ( l á s d [8]) m e g o l d o t t a a k ö v e t k e z ő 
p r o b l é m á t : 

„ H a g y j u n k e l e g y G v é g e s я - e d r e n d ű c s o p o r t c s o p o r t t á b l á j á b ó l t e t s z ő l e g e s 
к s z á m ú e l e m e t . H a t á r o z z u k m e g a l e g n a g y o b b k = k ( n ) s z á m o t , a m e l y r e a t á b l a 
m e g m a r a d ó r é s z e a m ű v e l e t t á b l á t e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a . " 1 [ 8 ] - b a n m e g t a -
l á l h a t ó a k ö v e t k e z ő e r e d m é n y : k(n) = 2n — 1 h a 4 é s k(4) = 3 . 

A d o l g o z a t b a n a z e l ő z ő p r o b l é m a k v á z i c s o p o r t o k r a v o n a t k o z ó a n a l o g o n j a k é n t 
a k ö v e t k e z ő k é r d é s r e a d u n k v á l a s z t : Hány elemet hagyhatunk el tetszőlegesen egy 
n-ed rendű latin négyzetből úgy, hogy a megmaradó elemek az eredeti latin négy-
zetet egyértelműen meghatározzák? 

1 Ezt A problémát F U C H S L Á S Z L Ó vetette fel könyvében (lásd [ 1 0 ] ) . 

1 III. Osztály Közleményei XIII /2 
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M á s s z a v a k k a l : Hány etemet hagyhatunk el tetszőlegesen egy n-ed rendű kvázi-
csoport művelettáblájából úgy, hogy a megmaradó elemek az eredeti művelettáblát 
egyértelműen meghatározzák ? 

K é r d é s ü n k r e a 1. t é t e l h e z t a r t o z ó k o r o l l á r i u m a d j a m e g a v á l a s z t . T e t s z ó ' l e g e s 
л - r e (л ^ 3 ) l é t e z i k k é t k ü l ö n b ö z ő ' o l y a n л - e d r e n d ű l a t i n n é g y z e t , a m e l y e k p o n t o s a n 
4 h e l y e n k ü l ö n b ö z n e k e g y m á s t ó l ; m í g 3 e l e m e t a k á r h o g y e l h a g y v a e g y t e t s z ő l e g e s 
л - e d r e n d ű l a t i n n é g y z e t b ő l ( л ^ 3 ) , a m e g m a r a d ó e l e m e k b ő l a l a t i n n é g y z e t e g y -
é r t e l m ű e n r e k o n s t r u á l h a t ó . л = 3 e s e t é n a l a t i n n é g y z e t 9 e l e m e k ö z ü l b á r h o g y a n 
is a d u n k m e g 4 - e t , a h i á n y z ó 5 e l e m r e k o n s t r u á l h a t ó . 

A z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á h o z f e l h a s z n á l t k o n s t r u k c i ó s m ó d s z e r s e g í t s é g é v e l e g y -
s z e r ű b i z o n y í t á s t a d u n k R . SCHAUFFLER e g y t é t e l é r e é s m e g c á f o l j u k D . W . W A L L n a k 
e g y s e j t é s é t . ( 2 . §, 3 . § . ) 

A 4 . § - b a n F U C H S L Á s z L Ó n a k n é h á n y k v á z i c s o p o r t o k k a l k a p c s o l a t o s p r o b l é -
m á j á v a l f o g l a l k o z u n k . 

A z 5 . § - b a n a l a t i n n é g y z e t e k d i a g o n á l i s a i v a l a n a l ó g g r á f e l m é l e t i f o g a l m a t 
m u t a t j u k b e . A z e m l í t e t t a n a l ó g i a s e g í t s é g é v e l a d i a g o n á l i s o k g y a k o r l a t i k i k e r e -
s é s é r e a d ó d i k e g y s z e r ű m ó d s z e r . 

A s z e r z ő k k ö s z ö n e t ü k e t f e j e z i k k i RÉNYI ALFRÉD é s F U C H S LÁSZLÓ p r o f e s z -
s z o r o k n a k é r t é k e s m e g j e g y z é s e i k é r t . 

l . § . Egy konstrukciós módszer 

1. TÉTEL: Tetszőleges n-re (лS4) létezik olyan n-ed rendű kvázicsoport, amely 
tartalmaz másodrendű részkvázicsoportot. , 

BIZONYÍTÁS : Н а л p á r o s , a k k o r a t é t e l b e n k i m o n d o t t á l l í t á s k ö v e t k e z i k CAUCHY-
n a k k ö v e t k e z ő t é t e l é b ő l : Legyen G n-rendű csoport és p n-nek prímosztója, akkor 
G tartalmaz p-ed rendű elemet. V a g y i s , h a л p á r o s , a k k o r v a n 2 - r e n d ű a l c s o p o r t j a , 
í g y c s a k a n n a k b i z o n y í t á s a m a r a d h á t r a , h o g y p á r a t l a n n-re i s i g a z a t é t e l . 

Н а л p á r a t l a n , m e g m u t a t j u k , h o g y m i n d e n p á r a t l a n л > 3 - r a l e h e t i l y e n k v á z i -
c s o p o r t o t k o n s t r u á l n i . 

S z ü k s é g ü n k l e s z a diagonális f o g a l m á r a , e z t a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i n i á l j u k : 

Egy n-ed rendű latin négyzetben (kvázicsoport művelettáblájában) diagonális-
nak2 nevezünk n olyan különböző elemet, amelyek a latin négyzet különböző soraiban 
és oszlopaiban helyezkednek el. 

A z á l t a l u n k h a s z n á l t e l n e v e z é s t a d i a g o n á l i s e l e m e i n e k a m ű v e l e t t á b l á b a n v a l ó 
e l h e l y e z k e d é s e i n d o k o l j a . 

L e g y e n ax, a2, an, bx, b2, ..., bn, cx, c2, ..., c„ e g y л - e d r e n d ű G c s o p o r t 
e l e m e i n e k h á r o m p e r m u t á c i ó j a é s aibl = ci{i= 1, 2 , . . . , л ) G - n e k e g y d i a g o n á l i s a , 
a k k o r aibia1=cia1 i s d i a g o n á l i s é s aibial = cia1, aibia2 = cta2, • • • aibia„ = cxan d i a -
g o n á l i s o k p á r o n k é n t d i s z j u n k t a k . V a g y i s , t e t s z ő l e g e s v é g e s л - e d r e n d ű c s o p o r t b a n 
e g y e t l e n d i a g o n á l i s l é t e z é s é b ő l k ö v e t k e z i k л d i s z j u n k t d i a g o n á l i s l é t e z é s e . 

2 A diagonálist J. SINGER l - l permutációnak nevezi cikkében. (Lásd [21]-ben.) 
M . HALL és L. J. PAIGE comple te mapping-nek nevezi a [13] és [17] do lgoza tban . 
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H a n p á r a t l a n , a k k o r n y i l v á n v a l ó a n a ^ i — a } ( / = 1 , 2 , . . . , « ) d i a g o n á l i s t a l k o t . 
A z e l ő z ő k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a p á r a t l a n « - e d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t o k m ű -

v e l e t t á b l á i « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s s a l r e n d e l k e z n e k , « + 2 r e n d ű ( « p á r a t l a n ) k í v á n t 
t u l a j d o n s á g ú k v á z i c s o p o r t o t n y e r h e t ü n k a z « - e d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t b ó l , h a 
e g y i k d i a g o n á l i s á n a k m i n d e n e l e m e h e l y é b e и + 1 - e t , e g y m á s i k d i a g o n á l i s á n a k 
m i n d e n e l e m e h e l y é b e « + 2 - t í r u n k és a k é t k i v á l a s z t o t t d i a g o n á l i s t я + 1 - e d i k , 
n + 2 - e d i k s o r k é n t , i l l e t v e o s z l o p k é n t c s a t o l j u k a k o n f i g u r á c i ó h o z . A j o b b a l s ó 
s a r o k b a n l e v ő n é g y ü r e s h e l y r e a z « + 1, « + 2 e l e m e k e t í r j u k a k ö v e t k e z ő e l r e n d e -
z é s b e n : 

и + 1 « + 2 

и + 2 « + 1 
A z í g y l é t r e j ö t t n é g y z e t e s m a t r i x l a t i n n é g y z e t é s e g y o l y a n « + 2 - e d r e n d ű k v á z i -
c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j a , a m e l y t a r t a l m a z m á s o d r e n d ű r é s z k v á z i c s o p o r t o t . 

M i v e l « = 1 e s e t b e n a d i a g o n á l i s o k s z á m a e g y é s a k o n s t r u k c i ó h o z k é t k i v á l a s z -
t o t t d i a g o n á l i s r a v a n s z ü k s é g , я = 3 - r a n e m t u d u n k k í v á n t t u l a j d o n s á g ú l a t i n n é g y -
z e t e t k o n s t r u á l n i . 3 

KORROLÁRIUM : Tetszőleges n-re (и F 3) létezik két olyan n-ed rendű latin négyzet, 
amelyek pontosan 4 helyen különböznek egymástól, míg 3 elemet akárhogy elhagyva 
egy tetszőleges n-ed rendű latin négyzetből (n F 3) a latin négyzet egyértelműen re-
konstruálható. 

T e k i n t s ü k u g y a n i s a z t a z л - e d r e n d ű Q k v á z i c s o p o r t o t , a m e l y n e k v a n m á s o d -
r e n d ű r é s z k v á z i c s o p o r t j a . A k k o r Q m ű v e l e t t á b l á j a a k ö v e t k e z ő a l a k ú : 

axa2a3...an  

a2 ai 

1. ábra 

a h o l űj , a2, . . . , c „ - n e l Q e l e m e i t j e l ö l j ü k . 
N é g y e l e m m e g v á l t o z t a t á s a e s e t é n e g y Q-tói k ü l ö n b ö z ő « - e d r e n d ű k v á z i -

c s o p o r t k ö v e t k e z ő a l a k ú m ű v e l e t t á b l á j á h o z j u t h a t u n k : 

a2 ax ...a„ 
ö j a 2 

2. ábra 

3 RÉNYI ALFRÉD h ívta fel f igyelmünket az 1. tétel egy más ik b izonyí tására : 
Н а и > 3 , a k k o r minden m á s o d r e n d ű latin négyzet kiegészíthető n x 2 lat in tégla lappá. 

H . B. MANN [16] könyvében ta lá lha tó tétel szerint, tetszőleges n/,m latin téglalap kiegészí thető 
nXn latin négyzetté. E tételből következik, hogy az nX2 lat in tégla lap kiegészíthető nXn latin négy-
zetté és ez a latin négyzet eleget tesz köve te lményünknek . H a s o n l ó m ó d o n bizonyí tha tó a 2. tétel is. 

1* 
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H á r o m e l e m t e t s z ő l e g e s e n e l h a g y h a t ó , m i v e l e b b e n a z e s e t b e n v a n a l a t i n 
n é g y z e t n e k e g y o l y a n s o r a v a g y o s z l o p a , a m e l y b ő l e g y e t l e n e l e m h i á n y z i k é s e z 
e g y é r t e l m ű e n p ó t o l h a t ó , h a s o n l ó m ó d o n a m é g h i á n y z ó k é t e l e m is . 

MEGJEGYZÉS: M. HALL-tól származik a következő tétel (lásd [12]). 

G n-ed rendű Abel-csoport tetszőleges elemei legyenek c1, c2, •••, c„. Akkor és 
csak akkor létezik két G összes elemeiből álló a,, ... , a„, bt, ..., b„ permutáció, 
amelyre fennáll, hogy 

( 1 ) С ( = я , - / > ; ( i = l , 2 , . „ , и ) , 

ha 
Cí +C2 + • " +Cn = 0-

M . HALL e r e d m é n y é t FUCHS L . v é g t e l e n T ó e Z - c s o p o r t o k r a is k i t e r j e s z t e t t e . 
( L á s d : [11] . ) 

H a ( l ) - r e f e n n á l l , h o g y ct ( / = 1 , 2 , . . . , « ) i s p e r m u t á c i ó t a l k o t , a k k o r ( l ) - e t 
d i a g o n á l i s n a k n e v e z z ü k . 

M . H A L L é s FUCHS L . a d i a g o n á l i s l é t e z é s é n e k s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s f e l t é t e l é t 
a d t a m e g , a f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g é t m á r k o r á b b a n L . J . PAIGE v é g e s e s e t r e b e b i z o -
n y í t o t t a . ( L á s d [18] . ) P . BATEMANN ( l á s d [1]) b e b i z o n y í t o t t a , h o g y t e t s z ő l e g e s 
v é g t e l e n c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j á b a n v a n d i a g o n á l i s . 

K é s ő b b a p r o b l é m á t v i z s g á l t á k n e m / 4 ó e / - c s o p o r t o k r a i s . M . H A L L é s L . J . 
PAIGE b e b i z o n y í t o t t a ( l á s d [13]) , h o g y f e l o l d h a t ó c s o p o r t n á l t e t s z ő l e g e s « - r e s z ü k -
s é g e s é s e l é g s é g e s , f e l o l d h a t a t l a n c s o p o r t o k n á l s z ü k s é g e s f e l t é t e l e a n n a k , h o g y a 
c s o p o r t t á b l á b a n l e g y e n d i a g o n á l i s a z , h o g y a 2 - 5 > / o w - a l c s o p o r t n e m c i k l i k u s . M . H A L L 
és L . J . PAIGE a z t s e j t i k , h o g y a f e l t é t e l f e l o l d h a t a t l a n c s o p o r t o k e s e t é b e n is e l é g -
s é g e s . 

MEGJEGYZÉS : HA e g y « - e d r e n d ű G v é g e s c s o p o r t c s o p o r t t á b l á j á b a n l e v ő d i s z -
j u n k t d i a g o n á l i s o k s z á m a d, a k k o r d = 0 m o d « . A z o n b a n a b b ó l , h o g y e g y l a t i n 
n é g y z e t n e k « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s a v a n , n e m k ö v e t k e z i k , h o g y e z e g y b e n c s o p o r t -
t á b l a i s . 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó u g y a n i s , h o g y l é t e z i k o l y a n и d i s z j u n k t d i a g o n á l i s ú l a t i n 
n é g y z e t , a m e l y n e m c s o p o r t t á b l a . 

A m á r e m l í t e t t , M . HALL é s L . J . PAIGE á l t a l b e b i z o n y í t o t t t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , 
h o g y « = 4k + 2 e s e t é n « - e d r e n d ű c s o p o r t c s o p o r t t á b l á j a n e m t a r t a l m a z d i a g o n á l i s t . 

M á s r é s z t , R . C . BOSE é s S . S . SHRIKANDE m e g c á f o l t a a z o r t o g o n á l i s l a t i n 
n é g y z e t e k r e v o n a t k o z ó F w / e r - s e j t é s t 4 n > 1 0 - r e é s E . T . PARKER « = 10 e s e t r e . 
( L á s d [4], [5], [19] . ) 

D . M . JOHNSON, A . L . DULMAGE, N . S . MENDELSOHN ( l á s d [15]) é s L . J . PAIGE 
( l á s d [17]) b e b i z o n y í t o t t á k , h o g y o r t o g o n á l i s l a t i n n é g y z e t p á r t c s a k и d i s z j u n k t 
d i a g o n á l i s ú l a t i n n é g y z e t h e z l e h e t k o n s t r u á l n i . 

V a n t e h á t o l y a n l a t i n n é g y z e t , a m e l y « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s ú é s n e m c s o p o r t -
t á b l a . A z a l á b b k ö z ö l t 1 0 - e d r e n d ű l a t i n n é g y z e t « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s ú és , m i n t a z 

4 EULER azt sejtette, hogy ha n = 4k+ 2 és « => 6 , akko r nem létezik «-rendű ortogonális latin 
négyzetpár, BOSE és SHRIKANDE a zonban minden 4 к h2 a lakú « > 10-re, PARKER pedig и = 1 0 - г е 
kons t ruá l tak or togonál is latin négyzetpárt . 
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k ö n n y e n l á t h a t ó , n e m c s o p o r t t á b l a : 

0 : ! 4 ; 1 7 2 9 8 3 6 5 

8 ! !1 i 5 2 7 3 9 4 0 6 

9 8 2 6 3 7 4 5 1 0 

5 9 0 3 0 4 7 6 0 1 

7 6 9 8 4 1 5 0 3 2 

6 7 0 9 8 5 2 1 0 3 

3 0 7 1 9 8 6 2 5 4 

1 2 3 4 5 6 0 7 8 9 
2 3 4 5 6 0 1 8 9 7 
4 5 6 0 1 2 3 9 7 8 

( A n é g y s z ö g k r i t é r i u m a m e g j e l ö l t e l e m e k r e n e m t e l j e s ü l . ) 

MEGJEGYZÉS: H a n=pa
1

ípa
2

2...pf, v a l a m i n t m i n {pl,p2, ...,p„) j e l ö l i a 
p\,p2, k ü l ö n b ö z ő p r í m s z á m o k k ö z ü l a l e g k i s e b b e t , a z t s e j t j ü k , h o g y 

k ( $ ) s á 2 m i n {pi,p2, ...,pr)-\, 

a h o l к ( s ) e g y n - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j á b ó l o l y a n m ó d o n e l h a g y h a t ó 
e l e m e k l e g n a g y o b b s z á m á t j e l ö l i , h o g y a t á b l a m e g m a r a d ó r é s z e a m ű v e l e t t á b l á t 
e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a . 

A z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á n á l f e l h a s z n á l t m ó d s z e r s e g í t s é g é v e l b e l á t h a t ó a k ö v e t -
k e z ő T . EVANS [24] é s S . K . STEIN á l t a l b e b i z o n y í t o t t t é t e l : 

2. TÉTEL: Minden n-re létezik olyan n-ed rendű kvázicsoport, amely tartalmaz 
n 

k-ad rendű részkvázicsoportot, ha IcS- . 

MEGJEGYZÉS: A Z e l ő z ő k b e n l á t h a t t u k , h o g y a z z ( Ó E / - c s o p o r t o k k ö z ö t t v a n 0 
d i a g o n á l i s ú , p l . m i n d e n p á r o s r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t i l y e n . K ö n n y e n b e l á t h a t ó , 
h o g y l é t e z i k n e m k o m m u t a t í v 0 d i a g o n á l i s ú c s o p o r t , i l y e n p l . a d i é d e r c s o p o r t . 

N e m s i k e r ü l t b e b i z o n y í t a n u n k , h o g y e g y G c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j a a k k o r é s 
c s a k a k k o r 0 d i a g o n á l i s ú , h a a c s o p o r t e g y s é g e l e m e n e m á l l í t h a t ó e l ő a c s o p o r t 
ö s s z e s e l e m e i t t é n y e z ő k é n t p o n t o s a n e g y s z e r t a r t a l m a z ó s z o r z a t k é n t . T o v á b b á a 
k ö v e t k e z ő k é r d é s t n e m s i k e r ü l t m e g v á l a s z o l n i : l g a z - e , h o g y m i n d e n 0 d i a g o n á l i s ú 
l a t i n n é g y z e t c s o p o r t t á b l a ? 

2.§. A csoportizotóp kvázicsoportok 

A 2 . t é t e l a l k a l m a z á s a k é n t b e f o g j u k b i z o n y í t a n i R . SCHAUFFLER e g y t é t e l é t 
( l á s d [ 2 0 ] - b a n ) . 

L e g y e n M a z 1, 2 , . . . , n t e r m é s z e t e s e g é s z s z á m o k n e m ü r e s , v é g e s r é s z h a l m a z a . 
A z M h a l m a z o n é r t e l m e z e t t Tí l a t i n n é g y z e t á l t a l m e g h a t á r o z o t t 1 m ű v e l e t k v á z i -
c s o p o r t o t a l k o t é s e z t ( M ) i - g y e l j e l ö l j ü k . 
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J e l ö l j e Q „ a z ö s s z e s « - e d r e n d ű M h a l m a z o n é r t e l m e z e t t k v á z i c s o p o r t b ó l á l l ó 
h a l m a z t . Q „ - t a k k o r n e v e z z ü k e g é s z é b e n a s s z o c i a t í v n a k , h a t e t s z ő l e g e s 1 , 2 ( ( M ) i , 
(M)2 tklj m ű v e l e t e k h e z t a l á l h a t ó o l y a n 1 * , 2 * ( ( M ) i » , ( M ) 2 * £ Q „ ) m ű v e l e t , h o g y 
M t e t s z ő l e g e s x,y,z e l e m é r e f e n n á l l a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é s : 

(2) xl(y 2 z) = (xl* y)2* z. 

R . SCHAUFFLER t é t e l e a k ö v e t k e z ő : 

3. TÉTEL: Q„ akkor és csak akkor egészében asszociatív, ha я S 3. 

BIZONYÍTÁS: S z á m o l á s s a l k ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y я S 3 e s e t b e n Q n e g é s z é b e n 
a s s z o c i a t í v ( l á s d [ 2 0 ] - b a n ) . A t é t e l b i z o n y í t á s a a z z a l v á l i k t e l j e s s é , h a k i m u t a t j u k , 
h o g y я > 3 e s e t é b e n í i „ n e m e g é s z é b e n a s s z o c i a t í v . E n n e k k i m u t a t á s á h o z s z ü k s é g ü n k 
lesz a k ö v e t k e z ő t é t e l r e : 

Legyen X egy olyan részhalmaza Cl„ -пек, amelyre (2) teljesül. Ekkor tetszőleges 
T] -re ((M)i 6 X) érvényes a következő: 

х\у = ср(х)2г2ф(у), 

ahol 2 müvelet az M halmazon csoportot alkot, ennek a (M)2 csoportnak cp, ф két 
automorfizmusa, z pedig M-nek egy rögzített eleme, x, у két tetszőleges eleme 
M-nek.5 

M á s k é p p e n f o g a l m a z v a SCHAUFFLER t é t e l e í g y h a n g z i k : 

Qn akkor és csak akkor egészében asszociatív, ha minden eleme csoportizotóp. 
( E g y k v á z i c s o p o r t o t a k k o r n e v e z ü n k c s o p o r t i z o t ó p n a k , h a l é t e z i k v e l e i z o t ó p 

c s o p o r t . ) M i v e l m i n d e n я ( я > 3) p o z i t í v e g é s z s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n 

я ' \ n ' < ^ y j ) e g é s z s z á m , h o g y n n e m o s z t ó j a я - п е к , í g y a 2 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , 

h o g y я > 3 e s e t é n l é t e z i k o l y a n я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , a m e l y r e n e m é r v é n y e s a 
Lagrange-tétel, v a g y i s n e m c s o p o r t i z o t ó p . T e h á t я > 3 e s e t é n Q „ n e m l e h e t e g é -
s z é b e n a s s z o c i a t í v . 

3. §. D. W. Wall egy sejtéséről 

D . W . WALL [22] c i k k é b e n k ö z ö l t e a k ö v e t k e z ő s e j t é s é t : 
J e l ö l j e Q a z o l y a n я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t o t , a m e l y m d i s z j u n k t y -ed r e n d ű 

r é s z k v á z i c s o p o r t o t t a r t a l m a z , a k k o r f e n n á l l a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é s . 6 

(3) n^(m+l)s 

5 A tételt BELOUSZOV m o n d t a ki egyik e lőadásában a moszkvai egyetem 1958. február 3—6-ig 
megtar to t t algebrai ko l lokv iumán . Az előadás k ivona ta megta lá lható bizonyítás nélkül BELOUSZOV 
[2] dolgoza tában . H o s s z ú M . bizonyítot ta be a tételt [14] dolgozatában. Hason ló állítás szerepel 
R. H . BRUCK [6] do lgoza tában is. 

A csopor t izo tóp kváz icsopor tokra vona tkozó feltételekkel foglalkozik A. FRIGERIO [9] dol-
goza ta is. 

6 (3)-ban leírt összefüggést Wal l sejtésnek fog juk nevezni abban az esetben, ha m =-2, mivel 
az m = 1 és m = 2 esetre (3) érvényességét D . W. Wall bebizonyítot ta, a bizonyítás megtalá lható 
[22]-ben. 
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E n n e k a p a r a g r a f u s n a k a z a c é l j a , h o g y m e g c á f o l j u k W A L L s e j t é s é t é s b e b i z o -
n y í t s u k a k ö v e t k e z ő t é t e l t : 

4. TÉTEL. Ha m > 2, akkor létezik olyan kvázicsoport, amely m diszjunkt tet-
szőleges azonos rendű részkvázicsoport egyesítése. 

BIZONYÍTÁS: R . H . BRUCK b e b i z o n y í t o t t a ( l á s d [7]), h o g y t e t s z ő l e g e s « - r e 
( « > 2 ) l é t e z i k i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t . 7 N y i l v á n v a l ó , h o g y e g y i d e m p o t e n s «? -ed 
r e n d ű k v á z i c s o p o r t m i n d e n e l e m é t h e l y e t t e s í t h e t j ü k e g y s - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t t a l 
é s í g y e g y ú j ms r e n d ű k v á z i c s o p o r t h o z j u t u n k , 8 a m e l y r e f e n n á l l a k ö v e t k e z ő ö s s z e -
f ü g g é s 

n=ms. 

MEGJEGYZÉS: A Z 1. t é t e l b e n f e l h a s z n á l t k o n s t r u k c i ó s e l j á r á s a l k a l m a z á s a k é n t 
m e g m u t a t j u k , h o g y m i n d e n « > 2 - r e l é t e z i k i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t . 

P é l d a k é p p e n a l e í r t m ó d s z e r s e g í t s é g é v e l a h a r m a d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t b ó l 
( l á s d 5 . á b r a ) l é t r e h o z u n k e g y n e g y e d r e n d ű i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t o t ( l á s d 6 . 
á b r a ) . 

1 2 3 4 1 2 3 

1 1 [ 3 ] 2 

2 3 2 [Tj 
3 m 1 3 

5. ábra 

1 4 2 3 

3 2 4 1 

4 1 3 2 

2 3 1 4 

6. ábra 

7 Az 1. tétel kapcsán bizonyítást nyert az is, hogy tetszőleges «=-2 és n ^ 6-ra van olyan latin 
négyzet, amely n diszjunkt diagonálist tartalmaz. Idempotens n-cá rendű kvázicsoport létezése 
ennek speciális esete. 

8 A leírt konstrukciós eljárásra példaképpen vegyük azt az esetet, amikor n = 6, m = 3, s—2. 
Vegyünk egy harmadrendű idempotens kvázicsoportot, amely a következő művelettáblával írható 
le: 

1 2 3 

l 1 3 2 
2 3 2 1 
3 2 I 3 

3. ábra 

Ha 1 helyébe az ^ latin négyzetet, 2 helyébe ? j végül 3 helyébe ^ latin négyzetet helyettesítjük, 

akkor egy olyan hatodrendű kvázicsoportot kapunk, amely három diszjunkt másodrendű rész-
kvázicsoportot tartalmaz (lásd 4. ábra). 

1 4 2 5 3 6 

1 1 4 3 6 2 5 
4 4 1 6 3 5 2 
2 3 6 2 5 1 4 
5 6 3 5 2 4 1 
3 2 5 1 4 3 6 
6 5 2 4 1 6 3 

4. ábra 
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A Q j e l z e t t d i a g o n á l i s e l e m e i h e l y é b e 4 - e t í r t u n k . M i v e l t e t s z ő l e g e s p á r a t l a n 
n-re, a z я - e d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t t a l i z o t ó p i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t l é t e z i k é s 
a z я - e d ( я > 1) r e n d ű b ő l я . + 1 - e d r e n d ű i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t a z e l ő z ő k h ö z 
h a s o n l ó m ó d o n k o n s t r u á l h a t ó , k ö v e t k e z i k , h o g y m i n d e n я - r e ( я > 2 ) l é t e z i k 
i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t . 

4. §. Fuchs László néhány kvázicsoportokkal kapcsolatos problémája 

F U C H S LÁSZLÓ v e t e t t e f e l a k ö v e t k e z ő p r o b l é m á k a t : 

1. T e t s z ő l e g e s я e s e t é n t a l á l h a t ó - e я m i n d e n к t a g ú p a r t í c i ó j á h o z ( я = я , + я 2 -+-
л 

+ . . . + я к ) , a h o l nk È » 2 S . . . ^nk é s o l y a n Q„ я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , 
i=2 

a h o l 

Qn = ßniUß„2U...Uß„k. 
2 . T e t s z ő l e g e s я - п е к e g y a d o t t 

я = nk + n2 + ... +nk 

p a r t í c i ó j á h o z l é t e z i k - e o l y a n O n я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , a m e l y r e f e n n á l l , h o g y 

QN = ßN, U . . . U Q„k. 
3 . T e t s z ő l e g e s я - h e z l é t e z i k - e o l y a n Q„ я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , a m e l y n e k 

m i n d e n m-re S ^ j v a n m-ed r e n d ű r é s z k v á z i c s o p o r t j a . 

A z 1. p r o b l é m a s p e c i á l i s e s e t k é n t t a r t a l m a z z a a 2 . é s 3 . p r o b l é m á k a t . 
A z 1. é s 2 . p r o b l é m a e s e t é n я = nl+n2 + ...+nk f e l t é t e l m i a t t a s z e r e p l ő 

бл,> Qn2> •••> Qnk r é s z k v á z i c s o p o r t o k p á r o n k é n t e l e m i d e g e n e k . 

L e g y e n я . a k k o r l a t i n n é g y z e t t u l a j d o n s á g o k m i a t t 9 Q„( ( / = 2 , . . . , k ) 

e g y e t l e n i d e m p o t e n s e l e m b ő l á l l é s e z z e l b i z o n y í t o t t u k , h o g y a z 1. é s 2 . p r o b l é m á r a 
a d o t t v á l a s z t a g a d ó . 1 0 

A 3 . p r o b l é m á t i l l e t ő e n a s z e r z ő k n e k n e m s i k e r ü l t e r e d m é n y t e l é r n i . 
A 3 . p r o b l é m á t c s o p o r t o k e s e t é n , v a g y i s a m i k o r m o s z t ó j a я - n e k , С . HOBBY, 

H . RUMSEY és P . M . WEICHSEL v i z s g á l t á k ( l á s d [25]) é s a k ö v e t k e z ő t é t e l t b i z o -
n y í t o t t á k b e : 

G v é g e s я - e d r e n d ű c s o p o r t a k k o r é s c s a k a k k o r t a r t a l m a z a z ö s s z e s l e h e t -
s é g e s m - e d r e n d ű fin o s z t ó j a я - п е к ) e l e m e k b ő l l e g a l á b b e g y e t , h a a k ö v e t k e z ő 
f e l t é t e l e k k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k t e l j e s ü l : 

(1) G c i k l i k u s 
( 2 ) G p - c s o p o r t é s t a r t a l m a z p i n d e x ű c i k l i k u s a l c s o p o r t o t 
( 3 ) n=p*q, a h o l p é s q k ü l ö n b ö z ő p r í m s z á m o k . G c s a k e g y e t l e n q-Sylow 

a l c s o p o r t o t t a r t a l m a z é s e z G - n e k k o m m u t á t o r a l c s o p o r t j a , v a l a m i n t a k k o r i s , 
h a S, G - n e k p-Sylow a l c s o p o r t j a , é s b S - n e k g e n e r á t o r e l e m e , é s bp G - n e k a 
c e n t r u m á b a n v a n . 

9 Lásd [221. 
10 A részletes bizonyítás a problémakörre vonatkozó egyéb eredményekkel együtt egy 

későbbi alkalommal fog megjelenni. 



A KVÁZICSOPORTOK NÉHÁNY PROBLÉMÁJÁRÓL 117 

5.§. A diagonális fogalmának gráfelméleti analogonja 

M i n d e n zz-ed r e n d ű l a t i n n é g y z e t h e z h o z z á r e n d e l h e t ő e g y g r á f a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n : 

J e l ö l j e au az A l a t i n n é g y z e t z - ed ik s o r á b a n é s y - e d i k o s z l o p á b a n á l l ó e l e m e t , 
ű ^ - h e z r e n d e l j ü k h o z z á a g r á f Pi} s z ö g p o n t j á t . A g r á f b a n k é t s z ö g p o n t o t a k k o r 
k ö t ü n k ö s s z e e g y é l l e l , h a a k é t s z ö g p o n t n a k m e g f e l e l ő Л - b e l i e l e m e k a z o n o s a k , 
v a g y e g y s o r b a n , i l l e t v e e g y o s z l o p b a n v a n n a k . J e l ö l j ü k a z Л - h o z r e n d e l t g r á f o t 
G(A)-\al. 

E g y g r á f b a n a f ü g g e t l e n p o n t o k m a x i m á l i s r e n d s z e r é n e k n e v e z i k a z o n p o n t o k 
h a l m a z á t , a m e l y e k k ö z ü l n i n c s k é t o l y a n , a m e l y e t é l k ö t ö s s z e é s b á r m e l y , e h a l m a z o n 
k í v ü l l e v ő p o n t b ó l v e z e t é l a h a l m a z v a l a m e l y i k e l e m é h e z . 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a m e n n y i b e n A-ban v a n d i a g o n á l i s , ú g y a d i a g o n á l i s n a k 
m e g f e l e l ő G(v4 ) -be l i s z ö g p o n t o k a f ü g g e t l e n p o n t o k n a k e g y m a x i m á l i s r e n d s z e r é t 
a l k o t j á k . 

A l a t i n n é g y z e t e k és b i z o n y o s g r á f o k k ö z ö t t l e í r t k a p c s o l a t l e h e t ő s é g e t n y ú j t 
g r á f e l m é l e t i e r e d m é n y e k a l k a l m a z á s á r a . 

C . BERGE k ö n y v é b e n [3] f o g l a l k o z i k a m a x i m á l i s f ü g g e t l e n p o n t r e n d s z e r e k 
k i v á l a s z t á s á v a l . 

O r t o g o n á l i s l a t i n n é g y z e t e k e g y s z e r ű e l ő á l l í t á s á h o z s z ü k s é g e s o l y a n a l g o r i t m u s , 
a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l k i v á l a s z t h a t ó a d o t t l a t i n n é g y z e t b ő l e g y d i a g o n á l i s . 

C . BERGE e r e d m é n y e i n e k m e g f e l e l ő á t f o g a l m a z á s a s e g í t s é g é v e l a d i a g o n á l i s 
k i v á l a s z t á s a e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p r e p r o g r a m o z h a t ó . A d i a g o n á l i s o k k i v á l a s z -
t á s á r a s z o l g á l ó p r o g r a m o t k é s z í t e t t t ö b b s z e r z ő , r é s z l e t e s e b b t á j é k o z t a t á s [ 2 6 ] - b a n 
t a l á l h a t ó . 

[21] d o l g o z a t á b a n J . SINGER f o g l a l k o z i k a k ö v e t k e z ő p r o b l é m á v a l : a z zz-ed 
r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j á b ó l (zz p á r a t l a n ) h á n y f é l e k é p p e n v á l a s z t h a t ó k i 
d i a g o n á l i s . 

B i z o n y o s g r á f o k r a v o n a t k o z ó a n is f o g l a l k o z t a k h a s o n l ó k é r d é s s e l . V a g y i s a z t 
v i z s g á l t á k , h o g y b i z o n y o s g r á f o k b a n h á n y f é l e k é p p e n l e h e t m a x i m á l i s f ü g g e t l e n 
p o n t r e n d s z e r t k i v á l a s z t a n i . 

A b e v e z e t e t t m e g f e l e l t e t é s l e h e t ő s é g e t n y ú j t a g r á f e l m é l e t i e r e d m é n y e k a l k a l m a -
z á s á r a . 
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