
K I E G É S Z Í T É S E K A S Z Á L E R Ő S Í T É S Ű A N Y A G 

E L E M E I K Ö Z T I E G Y Ü T T D O L G O Z Á S L E Í R Á S Á H O Z 

S E B Ő K F E R E N C 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

A t a n u l m á n y a s z á l e r ő s í t é s ű a n y a g o k m e c h a n i k á j á b ó l m e r í t i t á r g y á t , és az i r o -
d a l o m b a n f e l l e l h e t ő e l m é l e t e k e t a ny í rás i a l a k v á l t o z á s , i l l e t ő l e g a k e r e s z t k o n t r a k c i ó 
h a t á s á n a k f i g y e l e m b e v é t e l é v e l egészí t i k i . A z e z e n a l a p o n v é g z e t t l e v e z e t é s k é t , h a t á r -
ese t kén t i s f e l f o g h a t ó k a p c s o l a t i t í p u s e s e t é b e n é b r e d ő belső e r ő k r e s z o l g á l t a t össze-
f ü g g é s e k e t . A szá l és az á g y a z a t tény leges e g y ü t t d o l g o z á s á n a k b e m u t a t á s a a v a s b e t o n -
é p í t é s t a n b ó l v e t t s z á m p é l d á n t ö r t é n i k , a m e l y a z i s m e r t , k í sé r l e t i a d a t o k k a l j ó e g y e z é s t 
m u t a t . 

1. Bevezetés 

A szálerősí tésű anyagok m e c h a n i k á j á n a k alapkérdése a szál és az a z t 
körülvevő á g y a z a t közti kapcso la t . A p r o b l é m a k ö r az ép í tőmérnöki t u d o m á n y -
b a n nem ú j , k u t a t á s a azonban á l ta lában k ö z v e t l e n műszaki f e l ada tok megol-
d á s á r a i r ányu l t . A hazai e r edmények közül e lsősorban PALOTÁS [4], v a l a m i n t 
TASSI [6] k o r á b b i vizsgálataira u t a lunk , akik a jelenséget az acé lbe té t , i l letőleg 
a feszítőhuzal l eho rgonyzódásakén t t á r g y a l t á k . Ugyanezt a k é r d é s t KÉZDI [2] 
és PETRASOVITS [5] mint a cölöp és a t a la j kö lcsönha tásá t í r t a le. 

A jelen t a n u l m á n y cél ja , hogy a f e l a d a t o t általános f o r m á b a n kezelve , 
némiképp egységesí tse és kiegészítse a szak i roda lomban [1, 3] fellelhető e lmé-
le t eke t . Fe l té te lezzük, hogy m i n d a szál, m i n d az ágyazat a n y a g a követ i a 
l ineáris r u g a l m a s s á g t a n t ö rvénye i t , amelynek szokásos fe l tevése i t és e lha-
nyagolása i t a t o v á b b i a k b a n k ü l ö n m a g y a r á z a t nélkül a lka lmazzuk . Ez egy-
b e n azt is j e l en t i , hogy a p lasz t i f iká lódás lehe tőségé t f igyelmen k ívül h a g y j u k . 
N e m fogla lkozunk a szerkezeti elemek eset leges s tabi l i tásvesztésével s e m . 

2. Jelölések 

Az a l k a l m a z o t t jelöléseket az 1. áb ra szemléltet i . A szá l ra vona tkozó 
a d a t o k a t a, az á g y a z a t r a v o n a t k o z ó k a t b, az össze te t t anyago t je l lemzőket с 
indexszel l á t t u k el. 
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К - F 

t f t ! t ! t t t t t t t t t t t t i x 
Ш7Л 

2rn M -
2 r b 

1. ábra 

dx 

3. Alapösszefüggések 

3.1 A nyírási feszültség és alakváltozás 

A k i r a j z o l t elem egyensúlya a l a p j á n a nyírófeszül tség a szál m e n t é n 

ra daa 

" 2 dx 

és egy á l t a l ános , r k o o r d i n á t á j ú helyen 

(1) 

xbr — xa 

ahol 

r„ 
1 — 

1 r2 , -

a 1 — 1 
r 

• в 4 -

Q = = 1 - 1 

2 
-1. 

l ra 

(2) 

(3) 

Ezek i smere t ében a komponensek ny í rás i a lakvá l tozása az érintkezési fe lü le ten 

Y a = x a ~ ^ , (4) 

illetőleg a 

kifejezést ra és rb közt in tegrá lva 

2G„ 

dybr — ~~~ df 

Yb = x a 
e + 1 

2G„ 
in (e + 1 ) - 1 . (5) 
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3.2 A radiális normálfeszültség és az ennek hatására fellépő alakváltozás 

B e v e z e t v e a v a s b e t o n s z e r k e z e t e k s z á m í t á s á b a n haszná l t , a r uga lmasság i 
m o d u l u s o k v i s z o n y á t j e l lemző 

" f (6) 

s z á m o t , a n y o m á s 
F 

P = C i — C 2 a a , (7) 
Ab 

ahol F a t e rhe lő d e r é k e r ő , Ab az á g y a z a t k e r e s z t m e t s z e t i t e r ü l e t e ; az á l l andók 
é r t é k e ped ig 

C l = 1 2 - * ( 8 ) 

es 

C , = 

1 , 1 
— Pa+— Pb 
n q (9) 

n о 
p a Poisson-fé le s z á m . 

A szál f e lü l e t én éb redő de rékfeszü l t ség az á g y a z a t 

^ = -2p * 
eE b 

n a g y s á g ú f a j l agos a l a k v á l t o z á s á t okozza , a m e l y h e z e lője lhelyesen h o z z á a d ó d i k 
m é g a kü l ső erő á l t a l közve t l enü l o k o z o t t a l a k v á l t o z á s : 

eb — ~~~ iab ~ 2p—- \ . (10) 
E„ { e 

E z e n menny i sége t u g y a n c s a k F k ü l s ő erővel és aa szá l feszül tséggel fe jezzük ki 

еь = í^s—7"— Ct <rJ (11) 
Eb \ Ab 

ahol 

es 

c ,= i - i a C l , (i2) 

C4 = —(1 -2pbc2). (13) 
e 
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A szálra vona tkozóan , a h id rosz ta t ikus feszültségi á l lapotból köve tkezően az 

9 l^a 
eaP = 2 p -

összefüggés adha tó m e g , ami a külső erő által közve t lenü l okozo t t a lakvál to-
zással összegezve a köve tkező e r e d m é n y t ad j a : 

£„ = <*e + 2p 
f-a (14) 

Az e lőbbihez hasonlóan a kifejezést i t t is F külső erővel hozzuk kapcso la tba 
és így, á t a l ak í t á sok u t á n 

1 
e„ = + Ce a a 

ahol 

es 
C 5 = 2 / t a C x , 

Ce = 1 — 2fia Co 

(15) 

(16) 

(17) 

3.3. A deformációs vonal differenciálegyenlete 

A szálerősítésű a n y a g o n keresz tü l , terhelet len á l lapo tban f e l v e t t A BCD 
egyenes a terhelés h a t á s á r a , á l t a lános esetben az A'B'B"C"C'D' helyzetbe 
kerül (2. ábra ) . A v á z l a t helyes ér te lmezésével kapcso la tban rá kel l m u t a t n u n k 
arra, h o g y ese tünkben n e m a szokásos kihúzó-kísér le t ről van szó; h a n e m éppen 
ellenkezőleg, a merevebb szál gá to l ja az ágyazat s z a b a d a lakvá l tozásá t . 

2. ábra 
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és mivel 

A d iszkont inu i tás az áb ra szer int 

A = (ub — ua) - (yb -f ya), 

du 

a deformációs vonal d i f ferenciá legyenlete 

= ~ — " f - ( y a + Vb) » 
dx dx 

ami az előzőekben l eveze te t t összefüggések fe lhasználásával 

dA 
dx j 
d J d 2 g a 

= L 0 — C8«ra - r C7 t , 
dx2 

a l a k b a n í rha tó , ahol 

Л U * Я, 

ся = Q + • 
és 

е . - I t 
e + i Inj (g + 1) - 1 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

4. A szál és az ágyazat együttdolgozása különféle kapcsolat i t ípusok esetében 

4.1. Tökéletes kapcsolat 

A szál és az á g y a z a t közti együt tdolgozás egy ik ha tá rese te a tökéletes 
kapcso la t . Ez úgy is megfoga lmazha tó , hogy a két e lem kon t inu i t á sa deformál t 
á l l apo tban sem szűnik meg. Előbbi levezetésünk di f ferenciá legyenle te ennek 
é r t e lmében a 

* ßl aa + ß2F= 0 (23) 
dx2 

a lakra egyszerűsödik, ahol 
rç7 
c 0 ' 

(24) 

es 

Ä = (25) 



232 SEBŐK FERENC 

A jelölésbeli egyszerűség kedvéér t ugyancsak b e v e z e t j ü k a 

В = A = ßi 
. ßi. 

(26) 

t é n y e z ő t . 
A differenciálegyenlet mego ldása az F = 0 pe remfe l t é te lekke l az x = 0 

és x — l helyen 

eosh ß2 — 

F- В 1 —, , ( 2 7 ) 

cosh ß2 
I 

a fe lü le t i nyomás é r t éke a korább i kép le tekbe va ló behelyet tes í tésse l 

C, - c 2 B 1 -
cosh в* í— ж) 

Иг\2 ) 1 
cosh ß„ — 

2 
a ny í rófes z ül t ség ped ig 

sinh ß2 

ta — F- ß2 В 
— х\ 

cosb ß2 

(28) 

( 2 9 ) 

Tel jesen azonos fe lépí tésű összefüggésekre j u t o t t ko rábban С о х , D o w és 
ROSEN [1] is, noha az á l ta luk közö l t e g y ü t t h a t ó k ér téke e l tér . A különbség 
a keresz tkon t rakc ió , illetőleg a fe lü le t i normálfeszül tség h a t á s á n a k f igyelembe-
véte léből ered. 

4.2. Súrlódásos kapcsolat 

Az összetet t a n y a g vise lkedésének másik h a t á r á l l a p o t a , h a a szál és az 
á g y a z a t közöt t k izárólag súr lódóerő működik , vagy i s 

la - в P- ( 3 0 ) 

ahol q* a súrlódási t ényező . Ez köve tkez ik be pé ldáu l egy v a s b e t o n t a r t ó meg-
repedése , illetőleg a b e t é t megcsúszása esetében. 

A differenciálegyenlet a f e n t i e k szerint a 

da g  

dx 
f i "a + 9>l F = 0 ( 3 1 ) 
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a lako t öl t i , ahol a kons t ansok 

9i 
2Q* Сг 

та Ab 

г 
9г = L 2 , 

v a l a m i n t 

Ф = 
Ci _ 9i 

Аь C2 cp2 

A mego ldás az előbbi peremfe l té te lek mellet t 

aa = F0{ 1 - e*'x). 

( 3 2 ) 

( 3 3 ) 

( 3 4 ) 

( 3 5 ) 

4.3. A lehorgonyzódási hossz 

A z előbbiek a l a p j á n ugyancsak számí tha tó a t a r t ó végétől mér t azon l 0 

t ávo l ság , amelynél n a g y o b b k o o r d i n á t á j ú p o n t o k b a n m á r n e m lép fel csúszás, 
vagyis a különböző ruga lmasság i t u l a jdonságokka l rendelkező ké t anyag meg-
egyező a lakvá l tozásá t a felületen ébredő feszültség b iz tos í tan i képes. É r t é k e 

J o - in 
<Рг 

1 — L 
c , U ) 

1-АъВ 
Ci 

( 3 6 ) 

A f e n t i mére t egyben i r á n y m u t a t á s t is ad a minimál is szálhossz megválasz-
t á s á t i l le tően. 

5. Számpélda 

5.1. Kiindulási adatok 

A k a p o t t e redményeke t egy v a s b e t o n rúd hosszant i feszül t ségá l lapotán 
szemlé l t e t jük . A v á l a s z t o t t model l t egyet len acélszál a l ko t j a , amelye t a b e t o n 
koncen t r ikusan vesz körü l . 

A tar tóe lemre F = 2500 k p nagyságú erő m ű k ö d i k . A geometr ia i és 
ruga lmasság i a d a t o k a t az I . t á b l á z a t t a r t a lmazza . Eb a lacsony ér téké t a t ehe r 
t a r t ó s n a k fel té telezet t jellege i ndoko l j a . A súrlódási t ényező ér téké t 0,52-re 
v á l a s z t o t t u k . 
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I . t á b l á z a t 

Adat Acél Beton 

r [ c m ] 1,0 3,0 
E [ k p / c m 2 ] • 10« 2 ,10 0 , 1 1 

ß [ - ] 0,300 0 ,166 

5.2. A lehorgonyzódási hossz 

A felvet t a d a t o k k a l a lehorgonyzódási hossz a (36) szer in t 49,09 cm-re 
a d ó d o t t . 

A képlet á t rendezésével érdekességképpen megvizsgá l tuk , mekkora lenne 
az a g* súrlódási tényező, a m e l y a megcsúszás lehetőségét eleve k izá r j a . A ka-
p o t t 1,556-os é r t ék ar ra u t a l , h o g y a szálvég ki lazulása e lkerü lhe te t len . 

5.3. Tökéletes kapcsolat 

A szálfeszültségre, az ér intkezési nyomás ra , v a l a m i n t a nyírófeszül tségre 
vona tkozó s zámí t á s e r edménye i t a I I . t á b l á z a t b a n közö l jük . A fe lve t t felté-
t e l ek teljesülése esetében az e r ő á t a d á s t e h á t v iszonylag igen rövid szakaszon 
m e g y végbe. A p e lő je lvá l tása a ké t anyag Poisson- tényezőjének viszonyából 
következik . 

I I . t á b l á z a t 

X tt« p г 
[cm] [kp/cm«] [kp/cm«] [kp/cm«] 

0 0 1 1 , 4 1 1 2 4 , 5 9 
1 2 0 1 , 2 7 6 , 3 5 7 9 , 9 6 
2 3 3 0 , 4 7 3 , 1 0 5 1 , 3 2 
3 4 1 3 , 3 5 1 , 0 1 3 2 , 9 4 
4 4 6 6 , 5 6 - 0 , 3 2 2 1 , 1 4 
5 5 0 0 , 7 1 — 1 , 1 8 1 3 , 5 7 
6 5 2 2 , 6 3 - 1 , 7 4 8 , 7 1 
7 5 3 6 , 6 9 — 2 , 0 9 5 , 5 9 
8 5 4 5 , 7 2 — 2 , 3 2 3 , 5 9 

1 0 5 5 5 , 2 4 — 2 , 5 6 1 , 4 8 
oo 5 6 1 , 9 0 - 2 , 7 2 0 

5.4. Súrlódásos kapcsolat 

A 4.2. p o n t szerinti súr lódásos kapcsola t esetében az acélszál legnagyobb 
feszültsége 453,65 kp/cm 2 , v a g y i s min tegy 2 0 % - k a l a töké le tes kapcsola thoz 
t a r t o z ó ér ték a l a t t marad . Az e rőá t adás m i n t e g y ötszörös hosszúságot igényel. 

A valóságos helyzet n é z e t ü n k szerint a k é t h a t á r é r t é k k ö z ö t t v a n . 
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5.5. Az acél és a beton együttdolgozása 

Fel té te lezzük , hogy a lehorgonyzódás meg tö r t én te u t á n a tényleges szál-
feszültség a k é t ha tárese t középér téke , v a g y i s 507,8 kp/cm 2 . Az F erő „ m a r a -
d é k á t " a b e t o n veszi fel, és benne 36,0 k p / c m 2 nagyságú feszül tséget okoz. 
A deformációk azonosságából következően ez n = 14,10 v i szonynak felel meg, 
ami jó egyezés t m u t a t a kísér le tek ismert ada ta iva l . 

A k a p o t t ér téket u g y a n a k k o r szembe kell ál l í tani az 5.1 p o n t szer int 
s zámí tha tó n = 19,09-es v iszonnyal . Az összehasonlí tás így a r ra u ta l , hogy a 
pon tosabb s zámí t á s a va lóság jobb le í rását engedi meg. 
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Дополнения к описанию содействия между элементами волокноусиленного матери-
ала. Статья берёт свой предмет из механики волокноусиленных материалов и дополняет 
теории, находящиеся в литературе, учетом влияния деформации сдвига и поперечной 
контракции. Вывод, проведённый на этой основе, подаёт соотношения для усилий двух 
типо в сцепления, которые можно считать и предельными случаями. 

Показ действительного содействия между волокной и средой производится через 
примерный расчёт, взятый из тематики железного бетона. Результаты хорошо совпадают 
с экспериментальными данными. 
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