
F O L Y T O N O S A L Á T Á M A S Z T Á S Ú K Ö R G Y Ű R Ű K 

V I Z S G Á L A T A 

S Z A L A I J Á N O S 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

A t a n u l m á n y te tsző leges k e r e s z t m e t s z e t ű , f o l y t o n o s a l á t á m a s z t á s ú k ö r g y ű r ű k 
á l l a p o t j e l l e m z ő i n e k m e g h a t á r o z á s á t m u t a t j a be s z i m m e t r i k u s és a n t i m e t r i k u s t e r h e k 
ese tében . 

1. A t a n u l m á n y célja 

A dolgozat f o r g á s h é j a k (pl. hű tő to rnyok) fe lső peremeit merev í tő kör-
gyűrűk á l lapot je l lemzőinek — belső erőinek és a l akvá l tozása inak — meg-
ha tá rozásáva l foglalkozik. A gyako r l a tban közve t l enü l a lka lmazha tó össze-
függéseket m u t a t be, ame lyek fe lhaszná lha tók a pe remzava rok v izsgála takor . 

2. Feltevések, jelölések 

A ruga lmasság tan szokásos fe l tevései t a lka lmazzuk . A k ö r g y ű r ű kereszt-
metszete tetszőleges, de a gyűrű m e n t é n állandó. A keresz tmetsze t méretei a 
sugárhoz viszonyí tva k ics ik . A csavarás i középponto t a sú lypont ta l azonosnak 
t e k i n t j ü k . 

Mind a külső t e h e r , mind a t ámaszreakc ió a keresz tmetsze t tetszőleges 
p o n t j á b a n ha tha t . 

X, Y, Z a t e t s z ő l e g e s i r á n y ú k ü l s ő teher ö s s z e t e v ő i , a m e l y e k p o z i t í v e lő je l l e l 
az l / a á b r á n l á t h a t ó k . 

X x , Xy, XM a t á m a s z v o n a l b a n f e l l é p ő i s m e r e t l e n e r ő k ( az 1/b á b r á n n e g a t í v e lő-
j e l ű e k , XM p o z i t í v ) . 

Vizsgálataink s o r á n a körgyűrűre ha tó t e r h e k e t á thelyezzük a kereszt-
metsze t sú lypon t j ába , a m i egyben a z t is jelenti, h o g y a sú lypon tba áthelye-
zet t t e rhekke l egyidejűleg az r, b és z tengelyekre v o n a t k o z ó mR, тпь és mz nyo-
m a t é k o k a t is f igye lembe kell venni . Az 

u , V, ív e l m o z d u l á s o k p o z i t í v é r t e l m e a z o n o s a k o o r d i n á t a - t e n g e l y e k p o z i t í v i r á n y á v a l , 
x a k e r e s z t m e t s z e t e l f o r d u l á s a . 

T o v á b b i jelölések: 
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F a k ö r g y ű r ű keresz tmetsze t i t e rü l e t e , 
JR, Jz a tehetet lenségi n y o m a t é k o k az r , ill. z tengelyekre , 
JT csavarás i tehete t lenségi n y o m a t é k , 

E,G = - ^ j r- rugalmassági tényezők, 
-(t 1 v ) 

KR = EJR,KZ = EJZ,CT=GJT, 0 = -^-, D = EF. 

3. A feladat differenciálegyenletei 

3.1 Egyensúlyi egyenletek 

A függőleges, normál i s és é r i n t ő i rányú ve tü l e t i egyenle tek (1/c—l/e 
ábrák) : 

W * - + Y - X y = 0 , ( 3 . 1 ) 
ds 

dQ* + + z _ X z = 0 5 (3.2) 
ds R 

dN, Q t 

ds R 
X - X x = 0. ( 3 . 3 ) 

N y o m a t é k i egyenle tek, f o r g a t á s a ê, r és z tengelyek k ö r ü l (1/c— l / e 

áb rák) : 
д AJ AJ 

m , = 0 , ( 3 . 4 ) 

0 , ( 3 . 5 ) 

= 0 , ( 3 . 6 ) 

dMT MR 

ds R 

dMR MT 

ds 1 В 

dM, 
ds 

ahol 

Beveze tve a 
ds = Rdi> . (3.7) 

4- (...) = (..•)' (3.8) 

jelölést , a nyí ró erők kiküszöbölésével az egyensúlyi egyenletek n é g y egyenletre 
r e d u k á l h a t o k : 

M'r - MR + Rme = 0 , ( 3 . 9 ) 

M"R = M f + H m H Я 2 ( Y - X y ) = 0 , ( 3 . 1 0 ) 

N » + — M í + R(Z - X z ) + mi = 0 , ( 3 . 1 1 ) 
R 

N Í - — MÍ + R(X - X x ) - m z = 0 . ( 3 . 1 2 ) 
R 
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3.2 A belső erők és alakváltozások közötti összefüggések 

N = — (u w"), 
R R3 

(3.13) 

MR = - ^ f - (—»" + Rx), X,MT = ( й л ' + f ' ) , M , = ^ («I + «, ' ) , (3.14) 
R R R 

Q» = % r ( 1 + e )* ' + " ë 1 - e®") + mR R2 

Kz 

R3 

R3 

(3.15) 

(3.16) 

3.3 v4z alakváltozások differenciálegyenletei 

A belső erők a lakvá l tozásokkal k i fe jeze t t é r téke i t a (3.9)—(3.12) össze-
függésekbe behelye t tes í tve , rendezés u t á n az alábbi d i f ferenciá legyenle tekre 
j u t u n k : 

R 
V = 

X = 

1 + Q 
1 

R( i + e) 

. R2 

x _ qX ___ m } 

R3 R4 

Qv" — v" — mR —— ( Y — Xy) 

(3.17) 

(3.18) 

( u ' + w) + («Л + 2м," -F и») = - Я (Z - Xz) - m'z, (3.19) 
R R3 

(u" + w') = -R(X - Xx) + mz. 
R 

(3.20) 

A (3.17) és (3.18) egyenle tekből : 

m ЮЗ 
„• + 2v- + Vя = — {R[Y" — Ху— е(У - Xy)] + 

KR 

+ m™ — om'm — (1 + p) ml }, 
(3.21) 

R2 

x" + 2 x ' + x = - — [Л(1 + е ) ( У - X y ) + 

Rr (Ó.22) 

+ (1 + p) ™'r + — m *] • 

А (3.19) és (3.20)-ból: 

и)Г+ 2w'" -F te ' = — [-R( Z' — X'z) + R(X - Xx) - m"z - mz], 
К 

(3.23) 
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d . 

к 7 и — 
R2 D 

R 

( w m + 2 w" + w) 
R2 

— ( Z - Xz) 
D (3.24) 

D 
mz 

MT + 
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Fen t i d i f ferenciá legyenle tekben 

mi - Zek — Ye2 + Х ^ з — Х у е 4 + Хм, 

mz = —Xe 2 — Xxe4 , (3.25) 

friß — —Xe x — X x e 3 . 

4. A differenciálegyenletek megoldásai 

4.1 Tengelyszimmetrikus terhek 

X = X 0 = 0, Y0 — Xzo = 0, mR0 — mZo = 0, 

и = 0, v = kons t . (4.1) 

A szerinti de r ivá l t ak é r téke zérus. A (3.17) és (3.19) differenciálegyen-
l e t ekbő l : 

R2 

x = m f , (4.2) 
KR 

R2 

u> = — — (Z 0 — XZ0), (4.3) 

mé0 = Z 0 e j — Y0(e2 -f e4) -f X Z o e 3 - f X M 0 , (4.4) 
1\t = — w, M9 = MT = 0, M ff = Rmi0 . (4.5) 

R 

Az X z o é s X M 0 i smeret lenek ér téke i t az a l á t ámasz t á s r a fe l í rha tó a lakvál -
tozás i köve te lményekből h a t á r o z h a t j u k meg. 

4.2 Antimetrikus terhek 

4.21 A terhekre vonatkozó korlátozások 

Azt az ese te t vizsgál juk, amikor a kö rgyű rű re h a t ó te rhek — m i n d a 
kü lső terhek, m i n d a t ámaszreakc iók — összetevői Four ie r -po l inómokka l 
m e g a d h a t ó k . E z e k ál ta lános t a g j a i : 

X = X „ sin né, Y = Yn cos né, Z — Zn cos né, (4.6) 

Xx = XXn sin né, Xy — XYn cos né, Xz = X Z n cos né. (4.7) 

mt — min cos né, mz = mZn sin né, mR — mRn sin né, (4-8) 

= Хмп 0 0 8 

1 6 
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mim = ~ Yne2 — XYnet + XZne3 -j- XMn, 
mZn = — x n e 2 — x X n e 4 ' ( 4 - 9 ) 

= —X„ej — XXne3 . 

Az a lka lmazások során i lyen ese tekben elegendő a di f ferenciá legyenletek 
egy-egy pa r t iku lá r i s megoldásának az i smere te , amelyeket 

и = un sin né, V = vn cos nê, w = wn cos né, 
(4.10) 

y. = xn cos né 

a l a k b a n ke r e she tünk . 

Az n >• 1 ese tben a k ö r g y ű r ű r e h a t ó kü lső te rhek ö n m a g u k b a n egyen-
s ú l y b a n v a n n a k , míg n = 1 ese tben nincs egyensúly . 

4.22 Partikuláris megoldások n = 1 esetben 

A kö rgyű rű re h a t ó t e rheknek ki kell e légí teniük az a lábbi f e l t é t e l eke t : 
Vetüle t i egyen le t : 

Q = j ' * R ( Z j - XZ1) cos2 é dé + P'n R ( X j - X x i ) sin2 é dé = 

= nR{Zl - X 2 l ) + nR(Xj - X x i ) = 0 . 

E b b ő l az összefűggséből: 

|Z j - XZ1 = - X j + X x i . (4.11) 

N y o m a t é k i egyenle t : 

M =|о
2Л й т } 1 cos2 é dé - Rmpi sin2 é dé — P " Ä 2 ( Y j - Х У 1 ) cos2 é dé = 

= nR(mei — mRj) — nR2(Y2 — Х У 1 ) = 0 . 

E b b ő l a köve te lménybő l 

+ « ( V i - X y j ) . (4.12) 

Figyelembe v é v e az egyensúlyi köve te lményeke t , n = 1 ese tben a 
(3.21) — (3.23) d i f ferenciá legyenle tek j obb o lda lán álló t agok ér téke zérus. 
A (4.10) a la t t i megoldások a homogén egyenle teke t kielégítik, az á l landók azon-
b a n h a t á r o z a t l a n o k m a r a d n a k . É r t éke ike t az a lábbi megfontolások a l ap j án 
s z á m í t h a t j u k . 
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A (3.11) és (3.17) egyenle tekből : 

N9 = —R(Z — Xz) — m'z , (4.13) 

Ri 
vx + Rx k = — — — — - m n , (4.14) cr(i + p) 

és így [lásd a (3.14) összefüggéseket] : 

Mp = R — ? — m ^ cos b . (4.15) 
1 + 9 

Legyenek a merev í te t l en héj pe remének a lakvá l tozása i a hé j r a h a t ó t e rhekből 
és a még ismere t len pe remte rhekbő l 

"ift' "iЛ' «hó és *iл = w'ih = » (4-16) 
Э « 

eíh = — - — (м;1Л sin <p - f и1Л) cos b. 
n - e 4 

A gyűrű a lakvá l tozása i : 

tij = vlh, x1 = ivlh, w1 = wlh . (4.17) 
л — e4 

Az ismeret len pe remte rhekbő l k e t t ő az egyensúlyi egyenletekből megha tá roz-
h a t ó . Legyenek ezek Xxi és X y x . Az XZ1 és X ^ j értékei az 

1 R2 

л + w ih = — — m f l , (4.18) 
R - e4 CT(1 + e) 

1 , . „ „ Ne . M в e3 (ulh sin cp + ulh) cos b = —zr~ + (4.19) 
R — e4 D Kp 

köve te lményekbő l adódnak , ahol 

' f i = e l Z1 — e2 Y1 + e3 XZ1 + -Z—— [(«1 + e3)(Z l — A J -
K —e4 

- ( R + e 2 ) Y j \ - b _ J * _ X M l , 

(4.20) 

" — 4 

"»zi = - («ï + « J A i - e4 (Zx - X Z 1 ) . (4.21) 

1 6 * 
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X Z 1 és w, i smere tében и, a (3.24) összefüggésből s zámí tha tó . Az a lakvál tozások 
értékeivel a belső erők is m e g h a t á r o z h a t ó k . 

4.23 Partikuláris megoldások n > 1 esetben 

A pa r t i ku l á r i s megoldások á l l andóinak megha tá rozásá ra a differenciál-
egyenle tekből az alábbi összefüggések a d ó d n a k : 

R 3 

vn n2(n2 - l ) 2 = - — - [R(«2 + e)( Yn - Xyn) - (n3 + ne) mRn + 
R (4.22) 

+ n2{i + e W , ] , 
R2 

* > 2 - l ) 2 = - — - [ (R( l + e)( Yn - XYn)+(1 + o)nmRn ( l + n2e)mpn] ,(4.23) 
Kp 

R 4 

wn n(n2 — l)2 = 
K, 

n(Z„ — XZn) + Xn-Xxn+-—{n2 - 1) mZn 
R 

, (4.24) 

К R2 R 
nun = — w„ - — 4 - (n2 — I)2n;r, — (Zn - XZn) - — nmZn. (4.25) 

íx L) D U 

Az a lakvá l tozások i smere tében a belső erők a 3.2 p o n t b a n m e g a d o t t 
összefüggésekből nye rhe tők . 

Az i smere t len t ámasze rőke t a p e r e m g y ű r ű és a hé j hézagmentés illesz-
kedésére v o n a t k o z ó köve te lményekbő l lehet megha tá rozn i . 

I R O D A L O M 

ORAVAS, G.: B e i t r a g zur B e r e c h n u n g des Kre is r inges auf e las t i scher Unte r lage . Der Bauinge-
nieur (1956), 177-180 

SCHLAICH, J . : D e r kon t inu ie r l i ch gelagerte Kre i s r i ng u n t e r an t ime t r i s che r B e l a s t u n g . Beton 
und Stahlbetonbau (1967), 2 1 - 2 3  

FLÜGGE, W . : S t resses in Shells. Spr inger Ver lag, Be r l i n—Heide lbe rg —New Y o r k 1973 

E x a m i n a t i o n of con t inuous support type a n n u l i . D e t e r m i n a t i o n of the s t a t e cha rac te r -
ist ics of c o n t i n u o u s s u p p o r t t y p e annul i of o p t i o n a l cross sect ion u n d e r s y m m e t r i c a l a n d anti-
me t r i c loadings , respect ively . 

U n t e r s u c h u n g von kont inuier l ich ge lager ten Kreier ingen. Die S tudie b e h a n d e l t die 
B e s t i m m u n g d e r Z u s t a n d s k e n n w e r t e von kon t inu ie r l i ch ge lager ten Kreis r ingen bei s y m m e t r i -
schen u n d a n t i m e t r i s c h e n Be la s tungen . 

Исследование сплошно опёртых круглых колец. В статье приведено определение 
характеристик состояния сплошно опёртых круглых колец любого сечения в случае осе-
симметричной или кососимметричной относительно одного диаметра нагрузки. 
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