
FELÜLETI GÖRBÉK AFFIN GEODETIKUS 
GÖRBÜLETÉNEK ÚJ JELLEMZÉSE 

í r t a : M E R Z A J Ó Z S E F 

A h á r o m d i m e n z i ó s a f f i n t é r b e á g y a z o t t x = x(u1,u2) f e l ü l e t e n a z u n i m o d u -
l á r i s a f f i n m e t r i k á t a 

tp = Gxß du" du" 

a l a p f o r m a d e f i n i á l j a 1 , a h o l a Gxß m e n n y i s é g e k a s z o k o t t 

G - . СП 
m ó d o n k é p z e n d ó ' k é s 

t o v á b b á 

aXR = 
Sx Sx д2х 
du1 ' Su2 ' did Su" 

a = d e t l l a y l l 

M i n t i s m e r e t e s , e m e l l e t t b e v e z e t i k a Fubini é s Pick á l t a l d e f i n i á l t 

ф = A xßy du" du" du' 
k ö b ö s a l a p f o r m á t , a m e l y e t a 

дх dx 
d3x 

Su1 ' du2 

f o r m á b a n i s í r h a t u n k . A f e l ü l e t Gauss-féle d e r i v á c i ó s k é p l e t e i t e z e k u t á n a 

a l a k b a n n y e r j ü k , 2 a h o l 

82x dx 

F a ß — + Z ' x ß , 

é s a Txß m e n n y i s é g e k a Gxß t e n z o r b ó l a z i s m e r t m ó d o n k é p e z e t t Christoffel-szxm-
b ó l u m o k . A z í g y n y e r t Г * k o n n e x i ó a f e l ü l e t e n s z i m m e t r i k u s a f f i n ö s s z e f ü g g é s t 
d e f i n i á l . E z e n ö s s z e f ü g g é s h e z t a r t o z ó a u t o p a r a l e l g ö r b é k e t a 

d2ue did du" .. dut 

1 Lásd: [1], [6]. 
2 Lásd: [4]. 
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d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l j e l l e m e z h e t j ü k , m a j d b e v e z e t h e t ü n k e g y i l y e n g ö r b é n o l y a 
a f f i n p a r a m e t e r t , a m e l y s e g í t s é g é v e l a z a u t o p a r a l e l g ö r b e d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e a 

d2u'J + r*p du" du» _ Q 
do2 7l' do do 

a l a k o t ö l t i . 3 

E z e n e l ő z m é n y e k u t á n r á t é r ü n k a d o l g o z a t c é l j á n a k m e g j e l ö l é s é r e . I s m e r e t e s , 
h o g y v a l a m e l y f e l ü l e t i g ö r b e a f f i n g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t é t a 

V\G\. 
\<р\>1г - e - f г т з т г - 5 ; e = — s g n G; G = d e t \\Gaß) 

du" 
f o r m u l á v a l é r t e l m e z h e t j ü k , 4 a h o l a — = t" j e l ö l é s a l k a l m a z á s á v a l 

ds 

0 = Dt" 
t" 

' ds 

A s z i m b ó l u m а Г * s e g í t s é g é v e l k é p e z e t t i n v a r i á n s d e r i v á l t o p e r á t o r a . A d o l g o z a t 

c é l j a a n n a k k i m u t a t á s a , m i k é n t l e h e t v a l a m e l y g ö r b e a f f i n g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t é t a z 
ő t é r i n t ő a u t o p a r a l e l g ö r b é t ő l v a l ó e l t é r é s e m é r t é k é v e l d e f i n i á l n i . E c é l b ó l t e k i n t s ü k 
a z e k v i a f f i n 5 í v h o s s z r a v o n a t k o z t a t o t t x=x*(s) =x(u(s)) f e l ü l e t i g ö r b é t . R ö g z í t -
s ü k a g ö r b e e g y p o n t j á t é s l e g y e n a z a z í v h o s s z m é r é s k e z d ő p o n t j a , a z a z 

x* (о) = х(н(о)) = x(u). 
(0) 

E p o n t b a n a g ö r b e e g y e n l e t e h a r m a d r e n d i g s o r b a f e j t v e 

x * (y) = X* ( o ) + X * ' ( o ) - 5 + A"*" у + X * ' " ( о ) у + О ( 4 ) , 

( 0 ( 4 ) a z i - b e n l e g a l á b b n e g y e d f o k ú t a g o k a t j e l ö l ) . F e l h a s z n á l v a a z a u t o p a r a l e l 
g ö r b e d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t é t , a z u"(o)=u" é s 

- ( ^Л 
do / a=„ \dsJs=o 

k e z d e t i f e l t é t e l e k m e l l e t t m e g h a t á r o z h a t ó a z a z x ( ü ( o ) ) a u t o p a r a l e l g ö r b e , a m e l y 
k i e l é g í t i a 

d2ü? *edü* du» 

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t . A z a u t o p a r a l e l g ö r b e e g y e n l e t e v é g t e l e n s o r a l a k j á b a n l e g y e n 

x(<7) - x(o) + x'(o)o + x"(o) ~ + X » у + 0(4) . 

3 Lásd: [3]. 
4 Lásd: [2]. 
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R e n d e l j ü k e g y m á s h o z a z e g y e n l ő p a r a m e t e r é r t é k ű p o n t o k a t , t e h á t n e v e z z ü k a z 
s = (T-hoz t a r t o z ó p á r o k a t m e g f e l e l ő p o n t p á r o k n a k . E p o n t o k b a n v e g y ü k a g ö r b é k 
é r i n t ő v e k t o r a i t . B l a s c h k e i d é z e t t m u n k á j á b a n é r t e l m e z i k é t v o n a l e l e m a f f i n t á v o l -
s á g á t a k ö v e t k e z ő m ó d o n . K é t v o n a l e l e m a f f i n t á v o l s á g a a z o n t e t r a é d e r t é r f o g a t á n a k 
h a t o d i k g y ö k é v e l e g y e n l ő , a m e l y e t a z é r i n t ő v e k t o r o k k é t t á m a d á s i p o n t j a , t o v á b b á 
a z é r i n t ő v e k t o r o k n a k a m á s i k g ö r b e m e g f e l e l ő p o n t j a b e l i s i m u l ó s í k j á v a l v a l ó m e t -
s z é s p o n t j a i a l k o t n a k . 

A s z á m o l á s c é l j á r a j e l ö l j ü k a z s = a é r t é k h e z t a r t o z ó p o n t o t a g ö r b é n R - v e l , 
a z a u t o p a r a l e l g ö r b é n p e d i g P - s a l . A P, i l l . P p o n t o n á t h a l a d ó é r i n t ő e g y e n l e t e 

y — X * ( í ) + É Í - X * ' ( S ) , ü k У = x ( f f ) + r x ' ( < r ) 

é s a z u g y a n e z e n p o n t o k b a n v e t t s i m u l ó s í k o k e g y e n l e t e 

| z - x * ( j ) , x*'(s), x*"(s)I = O, ill. \z — x(p), x (ff), x » | = O. 

A a—s f e l t é t e l t k i h a s z n á l v a a P p o n t b e l i é r i n t ő a P p o n t b e l i s i m u l ó s í k o t a 

|хр)-х*(д), x'(s), x'TOl  
И о | x * ' ( í ) , X'(s), x"(s)\ 

p a r a m é t e r h e z t a r t o z ó M2 p o n t b a n m e t s z i . A P p o n t o n á t h a l a d ó é r i n t ő é s a A p o n t -
b e l i s i m u l ó s í k Mx m e t s z é s p o n t j á n a k p a r a m e t e r é r t é k e p e d i g 

| х * ( л ) - х ( л ) , x*'(s), x*"(s)\  
T ° | x ' ( í ) , x*'(í), x * " ( s ) | 

R ö v i d s z á m o l á s u t á n a PPMXM2 t e t r a é d e r V t é r f o g a t á r a a 

6V = т о / v i x ( s ) ~ x * ( s ) , x'(s), x*'(s)I ' 

k i f e j e z é s t k a p j u k . E n n e k b e c s l é s e s o r á n f o n t o l j u k m e g , h o g y 

X* ( о ) = X ( o ) é s X* ' ( o ) = x ' ( o ) . 

A r 0 é s p 0 e s e t é b e n e l é g s é g e s a s o r f e j t é s b e n a m á s o d r e n d ű d e r i v á l t a k i g e l m e n n i , 
a z o n b a n a h a r m a d i k t é n y e z ő e s e t é b e n a h a r m a d r e n d ű t a g o k a t i s figyelembe k e l l 
v e n n i . V i s z o n y l a g e g y s z e r ű s z á m í t á s r é v é n k a p j u k , h o g y 

/i0=-|-(1+°0)); t 0 =- | . ( i + o(i)), 
m í g 

|x(í) -x*(s), x ' ( j ) , x*'(s)I = ^ • [ | x * ' ( o ) ; X » - x * » ; x » - x * » | + O ( l ) ] . 

A f e n t i e k ö s s z e v e t é s é v e l a t e t r a é d e r t é r f o g a t a t e h á t 

( 2 ) 6V=^-\x*\o); x"(ó) — x * " ( o ) ; x » - x * » | + 0 ( 7 ) . 

A k é p l e t b e n s z e r e p l ő d e t e r m i n á n s m e g h a t á r o z á s á r a á l l í t s u k e l ő a b e n n e s z e r e p l ő 
v e k t o r o k a t e g y a l a p t r i é d e r r e v o n a t k o z ó l a g . M i v e l a z x * g ö r b e n e m a u t o p a r a l e l 
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g ö r b e , a z é r t a r r a m i n d e n t o v á b b i n é l k ü l a l k a l m a z h a t ó k a z [ 5 ] - b e n l e v e z e t e t t k é p l e -
t e k s e z é r t a 

dx 
t = /<"— = ** 

( 0 du* 

'2) \ds py ) ôu* 

t^ = n ( я : a f e l ü l e t a f f i n n o r m á l i s a ) 

t r i é d e r b e n f e n n á l l n a k a z a l á b b i ö s s z e f ü g g é s e k : 

X*'— t 
( i ) 

x*"= t +<p t 
(2) T ( 3 ) 

x*"' = F*t + A- t . 
(«0 (3) 

A z a u t o p a r a l e l g ö r b e e s e t é b e n 

m i v e l a z o n b a n a g ö r b é r e f e n n á l l a z ( 1 ) d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t , a z é r t j = O , v a g y i s 

a h o l J a m e g f e l e l ő g ö r b e p o n t b a n v e e n d ő . E n n e k d e r i v á l á s a a z 

x" = w' t + <p't' Y (3) T ( 3 ) 

e r e d m é n y t s z o l g á l t a t j a . M i v e l a z o n b a n | a f e l ü l e t a f f i n n o r m á l i s a , a z é r t a 

dn _ g dx 
du*~ "du« 

d e r i v á c i ó s k é p l e t f e l h a s z n á l á s á v a l 5 l á t j u k , h o g y a 

r _ % dü*_dtj du*def^ 
(3) du* da du* da 

v e k t o r a z é r i n t ő s í k b a n f e k s z i k . H a a a = 0 p o n t o t t e k i n t j ü k , a k k o r а т v e k t o r f e l -
b o n t h a t ó a (t)(o) és t (o) v e k t o r o k s e g í t s é g é v e l 

x = a t (o) + ß t (o) 
(1)V (2) 

a l a k b a n . V é g e z z ü k e l e z e k u t á n a ( 2 ) d e t e r m i n á n s b a v a l ó b e h e l y e t t e s í t é s t : 

A = I x*\o), x"(o) -x*"(o), x"\ó)—x*"'(o) \ = 

= | t (о), <pt(o)- t (o)-wt(ó), 4•>' t (o) + w\a t (ó) + ß t (o)~\-F*t - At |. 
' ( l ) v (3)V (2) y (3) " r (3) r L (Iff *(2)V / J (a) (3)' 

5 L á s d : [1]. 
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E g y s z e r ű b b í r á s m ó d k e d v é é r t h a g y j u k el a z s = 0=0 h e l y á l l a n d ó k i í r á s á t , 
m a j d e g y s z e r ű b b a l a k r a h o z v a a d e t e r m i n á n s t a 

A = | t , t , (y'-A) t I 
41) (2)' K Y ' (3) ' 

k i f e j e z é s t n y e r j ü k . H a s z n á l j u k m é g f e l a 

11, t , = '(1) (2) (3)' 
é s a z 

А=-<р' + ф 

ö s s z e f ü g g é s e k e t 6 s i l y m ó d o n a 

a l a k h o z j u t u n k . A CECH á l t a l b e v e z e t e t t a f f i n g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t k i f e j e z é s é b ő l a 
<5-|G|1/2 h e l y e t t e s í t h e t ő s í g y 

A = £ ( < A + - y У < Р 3 / 2 - Х 9 

l e s z . H a a d e t e r m i n á n s é r t é k é t a t e t r a é d e r t é r f o g a t k é p l e t é b e í r j u k é s a 

288 £ 
c(u) = c(u1, u2)=-

ч 

c s u p á n f e l ü l e t i h e l y t ő l f ü g g ő á l l a n d ó t b e v e z e t j ü k , a k k o r 

+ 0(1). 

A W . BLASCHKE á l t a l d e f i n i á l t a f f i n t á v o l s á g 7 

d=c- \V\1!', с = c o n s t . 

f e l h a s z n á l á s á v a l é s a z 

„ И « ) ! 1 ' '  

\c\ 
j e l ö l é s s e l h a t á r á t m e n e t r e t é r v e 

a d ó d i k . 

\хд\Чб — a - l i m 
s-> 0 

TÉTEL: Valamely felületi görbe affin geodetikus görbülete az öt érintő, alkalma-
san választott, autoparalel görbétől való eltérésének mértékét szolgáltatja, amint azt 
az előző képlet kifejezi. 

6 Lásd: [5]. 
7 Lásd: [1]. 
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