FELULETI GORBEK AFFIN GEODETIKUS
GORBULETENEK UJ JELLEMZESE

. irta: MERZA JOZSEF

A hiromdimenziés affin térbe agyazott x=x(u', u?) felilleten az unimodu-
laris affin metrikat a
@ = G,p du® duf

alapforma definialja!, ahol a G,; mennyiségek a szokott

_ Y
Gaﬁ_ Iall/J

médon képzendSk és
- ox  ox 02x
) ul’ ou2’ ourouf |’
tovabba
a=dct|la,-j||.
Mint ismeretes, emellett bevezetik a Fubini és Pick altal definialt
Y = A, du duf du?
kobos alapformat, amelyet a

1

ox Ox
V=t

e

x|——dp

formaban is irhatunk. A felillet Gauss-féle deriviciés képleteit ezek utan a

02x *p, OX
LA o S
ou® ouf ? ue +Gapn
alakban nyerjiik,2 ahol

Taf=T%+ 4,

és a I',y mennyiségek a G,,; tenzorbdl az ismert modon képezett Christoffel-szim-
bélumok. Az igy nyert I'* konnexié a felilleten szimmetrikus affin Gsszefiiggést
definial. Ezen Osszefiiggéshez tartozd autoparalel gdrbéket a

diue  _x du* duf du?
a7 TV =205

1 Lasd: [1], (6]
2 Lasd: [4].
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differencialegyenlettel jellemezhetjiik, majd bevezethetiink egy ilyen gorbén oly o
affin parametert, amely segitségével az autoparalel gorbe differencidlegyenlete a

d2ue N *o du® duf
do? """ do do
alakot olti.3
Ezen el6zmények utan ratériink a dolgozat céljanak megjelolésére. Ismeretes,
hogy valamely feliileti gorbe affin geodetikus gorbiiletét a

VIG} .

#,= —&+——-+0; €= —sgnG; G=det|G,'
I(PI/Z g “ ﬂ‘I

g

formulaval értelmezhetjiik,* ahol a %=t“ jelolés alkalmazisaval

D>
ds |’
A 7 szimbolum a I'* segitségével képezett invarians derivalt operatora. A dolgozat
célja annak kimutatasa, miként lehet valamely gorbe affin geodetikus gorbiiletét az
Gt érint8 autoparalel gorbétSl vald eltérése mértékével definialni. E célbdl tekintsiik
az ekviaffin s ivhosszra vonatkoztatott x=x*(s)=x(u(s)) felitleti gorbét. Rogzit-
sitk a gorbe egy pontjat és legyen az az ivhosszmérés kezdGpontja, azaz

x*(0) = x(u(0)) = x(u).
)

o=\t

E pontban a gorbe egyenlete harmadrendig sorbafejtve

52
2

(O(4) az s-ben legalabb negyedfokd tagokat jelol). Felhasznalva az autoparalel
gorbe differencialegyenletét, az u“(o)=(t£‘ és

i) _(ur
do )s=0 \ds)s=o

kezdeti feltételek mellett meghatarozhaté az az x(u(s)) autoparalel gorbe, amely
kielégiti a

(M

3
x*(s)=x*(0) + x*"(0)-s + x*” — + x*"(0) % +0(4),

d2ue *o du® du?
AT ——=
da? do do

differencialegyenletet. Az autoparalel gorbe egyenlete végtelen sor alakjaban legyen

o? o}
%(0)=x(0) + %' (0) o + X" (0) 57+ x”(0) ETRa 0(4).

3 Lasd: {3].
4 Lasd: [2]).
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Rendeljik egymashoz az egyenl§ parameterértékii pontokat, tehat nevezziik az
s =0-hoz tartoz6é parokat megfelel pontparoknak. E pontokban vegyiik a gorbék
érint8vektorait. Blaschke idézett munkajaban értelmezi két vonalelem affin tavol-
sagat a kovetkez8 mddon. Két vonalelem affin tavolsaga azon tetraéder térfogatanak
hatodik gydkével egyenl8, amelyet az érintGvektorok két tAmadasi pontja, tovabba
az érint6vektoroknak a masik gorbe megfelel6é pontjabeli simulésikjaval valé met-
széspontjai alkotnak.

A szamolas céljara jeloljilk az s=o0 értékhez tartozd pontot a gérbén P-vel,
az autoparalel gérbén pedig P-sal. A P, ill. P ponton athaladé érint3 egyenlete

y = x*¥@ )+ u-x*¥(s), ill. y = x(0)+1X(0)

és az ugyanezen pontokban vett simuldsikok egyenlete
1z — x*(s), x*'(s), x*"(s)] = O, ill. |z—X(0), X'(0), X" (5)| = O.
A o =35 feltételt kihasznilva a P pontbeli érintd a P pontbeli simuldsikot a
_ IX(8) —x*(s), X'(s), X" (s)|
T ), X(9), T

parameterhez tartozé6 M, pontban metszi. A P ponton 4thaladé érintd és a P pont-
beli simulésik M; metszéspontjanak parameterértéke pedig

_ Ix*¥®) —%(s), x*'(s), x*"(s)|
T IRG), X¥(s), ¥
Rovid szdmolas utan a PP MM, tetraéder V térfogatira a
6V = Toptor|R(5) —x*(5), F(s), x*()|
kifejezést kapjuk. Ennek becslése soran fontoljuk meg, hogy
x*(0)=Xx(0) és x*'(0)=X'(0).

A 14 és p, esetében elégséges a sorfejtésben a masodrendi derivaltakig elmenni,
azonban a harmadik tényez§ esetében a harmadrendii tagokat is figyelembe kell
venni. Viszonylag egyszerii szamitas révén kapjuk, hogy

Ho=—2+(14+0(D); o= —5+(1+0(D),
mig
X (s) — x*(s), ¥(s), x*'(5)| = % -[1x*'(0); X"(0) — x*"(0); X" (0) — x*"(0)| + O(D)].

A fentiek Osszevetésével a tetraéder térfogata tehat

2 6V = % < |x*(0); X7(0) —x*"(0); X" (0) — x*"(0)| + O (7).

A képletben szerepl§ determinins meghatirozaséara allitsuk ¢l a benne szerepld
vektorokat egy alaptriéderre vonatkozélag. Mivel az x* goérbe nem autoparalel
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gorbe, azért arra minden tovabbi nélkiil alkalmazhaték az [5}-ben levezetett képle-
tek s ezért a

t =t“ﬂ= */
a - ou
dr* *a B ox
t ={——+Tpt't | 2=
2 <ds +hay ou*
(g):n (n: a feliilet affin normalisa)
triéderben fennallnak az alabbi Gsszefiiggések:
x¥ =t
)
x*¥'=t t
(2)+¢(3)
X*"=Ft + A ¢.
@ (€]

Az autoparalel gorbe esetében
Z =% =x*’ =1 ,
(1)(0) X'(0)=x*(0) (1)(0)
mivel azonban a gérbére fennall az (1) differencialegyenlet, azért 5=0, vagyis
=7 — i .
Y =G
ahol £ a megfelel§ gérbepontban veendS. Ennek derivalasa az
-—///= 4 t i/
x ¢ [©)) + (;0(3)

eredményt szolgaltatja. Mivel azonban g a feliilet affin normalisa, azért a

on o, 0x
ow % oue :

derivacios képlet felhasznalasaval’ latjuk, hogy a
b e _on diae
(3)—61,4“ da*éu“ do
vektor az érint8sikban fekszik. Ha a ¢ =0 pontot tekintjiik, akkor a 7 vektor fel-
bonthaté a (g)(o) és (g)(o) vektorok segitségével

T=af () +BL(0)

alakban. Végezziik el ezek utan a (2) determinansba vald behelyettesitést:
A=Ix*'(0), X"(0) — x*"(0), X" (0) — x*”(0)| =

=150 250~ (@ =0 L0 ¢ (@ +olag @) +Fr @] - Fop AL

5 Lasd: [1].
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Egyszer{ibb irasméd kedvéért hagyjuk el az s=0=o0 hely allandé kiirasat,
majd egyszeriibb alakra hozva a determinanst a

A=|t, t, (¢ — At
Im @ (@ )<3)l

kifejezést nyerjilk. Hasznaljuk még fel a

|2, t, t|=]G|"6
1) (2) 3)
és az
A=2 ¢ +y

osszefiiggéseket® s ily modon a
A=—(%+¢>mm%

alakhoz jutunk. A CecH 4ltal bevezetett affin geodetikus gorbiilet kifejezésébsl a

8-|G|" helyettesithetS s igy
A=¢ (4, +%).(p3/z.xg

lesz. Ha a determinans értékét a tetraéder térfogatképletébe irjuk és a

288 ¢
. ﬂ)
P ('H 3

csupan felilleti helytdl fiiggd allandot bevezetjilk, akkor

cW=c(u', u?)=

L3

c(u)-s—12=x9+ o(l).

A W, BLASCHKE altal definidlt affin tavolsag’

d=c-|V|'s, ¢=const.
felhasznalasaval és az
_ e

T el
4
s

TETEL: Valamely feliileti gérbe affin geodetikus gorbiilete az 6t érintd, alkalma-
san vdlasztott, autoparalel giorbétél valo eltérésének mértékét szolgdltatja, amint azt
az elozé képlet kifejezi.

jeloléssel hataratmenetre térve

|2¢]'s = o-lim
s=0

adodik.

6 Lasd: [5].
7 Lasd: [1).
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