NEHANY MEGJEGYZES .
A SZOBOLJEV-FELE DISZTRIBUCIO ELMELETHEZ

irta: FRIVALDSZKY SANDOR

A jelen cikkben néhany kiegészitést tesziink a Szoboljev-féle disztribucid el-
mélethez (1. [1]), illetve a legfontosabb Szoboljev-féle tételekhez, amelyekkel a [2]
cikk is foglalkozik. Vezessiik be a W (Q) térben az alabb1 normét:

||<Pl|w;,k>(m={H<P||L1(n)+ Z_’ ||Dk1...kn<P||L,,(n)}1”’,

ahol Q egy n-dimenzids tartomany, amelynek pontjal x= (x,,. 5 Xy (n=2).

Ez a kifejezés barmely Q tartomany esetén véges és a W¥(Q) tér Banach-
teret alkot ezzel a norméaval. Végiil, ha Q csillagtartomany, akkor a fenti norma
ekvivalens a Szoboljev-féle normaval.

A sziikséges alapfogalmak megtalalhatdk a [2] cikkben. Ebben a csillagtarto-
manyokra, illetve véges szamu ilyen tartomany alkalmas egyesitésére kimondott
Szoboljev-féle tételek altalanositasira a kovetkezd tétel talalhatod:

TETEL: Legyen Q tetszbleges tartomdny, Q° pedig olyan, amelynek lezdrdsa
is még Q-ban van (azaz Q°c Q). Ekkor létezik olyan M =M (Q°) dllando, hogy
bdrmely ¢ € W*(Q) fiiggvény esetén

1) 9€L,(Q°,

2) <pEW")(Q) (l—l k—1),

H A 0=i=k egész szam bdarmely (iy, ..., i,) felbontdsa esetén (ahol i+ ...
o+, = i; i;=0) fenndll, hogy

1Dk, ..ol L) = Ml pllwgne)-

A @ fiiggvény és annak ésszes legfeljebb (k —1)-ed rendii Szoboljev-féle deri-
baltjaz egy legfeljebb O (n-dimenzios) Lebesgue-merteku halmazon megvdaltoztathatok
ugy, hogy a ¢ fuggveny és annak fenti derwaltjaz mdr mindeniitt értelmezettek legye-
nek az Q halmazon és az 4j ¢’ fiiggvényre és annak uj, fenti derivdltjaira érvényesek
legyenek az aldbbi dllitdsok:

4) Ha k=>nfp és 0=i<k—n/p egész szdm, akkor ¢’ € Ci(Q), tovdbbd az i szdm
bdrmely (i, ..., 1,) felbontdsdra fenndll:

dig’

— §.M” ’”w(" Q ;
8x'1‘...6x:," Co((_io) 4 >
5) Ha Df,..., ¢ €Co(Q) a k szdm bdrmely (ky, ..., k,) felbontdsa esetén,
vagy ez elérhetd a D ..., ¢ fiiggvényeknek O Lebesgue-mértékii halmazon valé meg-
1 n

vdltoztatdsdval, akkor g’ €C, . (Q);
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6) Ha n’ olyan pozitiv egész szdm, amelyre n=>n">n—(k —i)p, ahol 0=i<k
egész szam, ha S* egy (n’ + 1)-dimenzios tartomdny peremének egy darabja reguldris
és S* < Q°, és ha (iy, ..., 1,) az i szdm valamely felbontdsa, akkor D},...; ¢" € L,(S*)
és

1D4,...in @ |50 = MU i -

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy erdsithetSk-e a fenti tétel allitasai. Neve-
zetesen, ha a 4. pont feltételei teljesiilnek, akkor fennill-e a ¢’ € C,(Q) allitas, vagy
legalabb a ¢’ fiiggvény korlatos lesz-e az Q halmazon (az Q — Q halmaz pontjaiban
¢’ =0); illetve, ha a 6) pont feltételei kozott az S* CQ° feltételt az S* < felté-
tellel helyettesitjiik, vajon igaz lesz-e a pont allitisa. Mindkét kérdést negativ irdny-
ban fogjuk eldonteni egy-egy ellenpélda segitségével.

A. Képezziik az alabbi tartomanyt:

Qn={x; x1>0; |x2] < xT; xi +§<2; —1l=x;=<1 i=3,..,m},
ahol m=2. Legyen
2
ray= {Z x,}

és szamitsuk ki az

ﬁ
(]) rz‘")

o

integralt, ahol x>0. A Fubini-tétel szerint

_=2J ff f D Gy, dep dxs...dx,
T rem

- —10 sing tjm-1)
cos"‘

a polar-tarszformacié értelmében.
Elvégezve a t=x,/r.,;, helyettesitést, kapjuk, hogy

1
F(n-1)

dx J‘
1 Ry rETh (lJrfz)“‘/2 .

"(n 1)

Az integral tulajdonsagai szerint ezért

1
dx, _ 2
a — a ’
Fmy  Fin-1y
1

mivel
ﬁl -
(1 +,2)a/2 -
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Teljes indukcioval kapjuk, hogy

J' J' dx;... _ 22
_ a -
’(n) r2)

Ezért (1) véges, ha az

nj4 }2
dr,
2
63
0 (sxmr 1j(m-1)
cos™ ¢
integral véges. Ha o #2, akkor
%|4 V2 n/4 a-2

dr 1 1 = cos™ @ \m-1
@ J _[ r“(‘zl)dq) —a+2[ 2 4 ( sin ‘P) d
@ )2 d 4

0 ( sin @ )l/(m—l)

cos™ ¢

A (0, n/4) intervallumban

ezért ha a=>2 és az

integral véges, akkor a (2) integral is véges. Végiil, ha
\
oa—2
-

m—1

azaz
a<m+1,

és a=>2, akkor az (1) integral véges.

153

Legyen n=2, k egész és a p>1, f>2 szamok egyébként tetszGlegesek. Legyen

m olyan szim, amelyre

?3) l+m=>@B+kp;, m=2
Ekkor a
1
p(x)=¢'(x)=
o
fiiggvényre ¢ € C (Q™); ¢ € L,(Q™) és mivel
1

0" g+k?

l de(x) |-
™

k kn | ™
ox1...0x,"
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azért 0*¢'[oxka...0xk€L, (Q"') a k szam barmely (k, ..., k,) felbontisira. Ezért
¢ € WPH(Q™), mégis a ¢’ fiiggvény nem korlatos az Q" halmazon. (Ebbdl kovet-
keZlk hogy az Q™ tartomany nem kvézi-csillagtartomany.)

B. A fenti Q™ tartomanyban vizsgaljuk az alabbi halmazt
S* = {x:0<x;<a;x;, =00 =2,...,n—n"+1);
—xy<x;<x(j=n—n"+2,..n)}

ahol O<n' <n egész és O<a<1. _,,

Ez a halmaz egy n’-dimenziés hipersikon fekszik, tovabba S* Q™ és
S*N (@ — Q) = {0}, azaz egyetlen pont. Szamitsuk ki az alabbi integralt, ahol
a=>0:

@ IEIRIE
Iny Iy

. —xl —-X1

dx,...dx,

~

n—l

a Fubini-tétel szefint, ahol a valtozdkat atindexeltik. A t=x,/r, -, helyettesi-

téssel
Xt

f(nr~1)

X1
dx, t
Fey Pty (1 22
X3

—x1
F(nr=1)

adodik. Mivel x;/r,._)=1 és

1 1
2«/2 = (l +t2)a/

2x, 1 J‘dx,, =2x,— 1

=1, ha —-1=r=1,

azért

2
2 ’?n'—l) Ty r(,, -1)

Hasonldan

2 w1 X1 1
<2—Z;—) “1;5 f —;l—dxz...dx,,.é(le)""‘ i,
X

1 ) X1
-X1 -X3
- e

n—-1

ezért a (4) integral akkor és csakis akkor véges, ha az

a
1o
jx'{ * dX1
. 1]
integral véges, azaz, ha
n—l—a>—1,

’

a<n.
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Legyen n=2, k egész szam és a p > 1 szam egyébként tetszGleges. Legyen
n>n">n—kp pozitiv egész. Ha f=>max (2,n) és

P =g’ ()= rgi) ,

akkor ¢’¢ L,(S*). Mégis, ha (3) fenndll az m szamra, akkor ¢’€ W (Qm).

IRODALOM
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