
NÉHÁNY MEGJEGYZÉS 
A SZOBOLJEV-FÉLE DISZTRIBÚCIÓ ELMÉLETHEZ 

í r ta: FRIVALDSZK.Y SÁNDOR 

A j e l e n c i k k b e n n é h á n y k i e g é s z í t é s t t e s z ü n k a Szoboljev-fé\e d i s z t r i b ú c i ó e l -
m é l e t h e z (1. [1]), i l l e t v e a l e g f o n t o s a b b Szoboljev-féle t é t e l e k h e z , a m e l y e k k e l a [2] 
c i k k i s f o g l a l k o z i k . V e z e s s ü k b e a W i k ) ( Q ) t é r b e n a z a l á b b i n o r m á t : 

M . « > W = { I I A H > + 2 11<. . .*„9>11МП)} 1 / Р , 
P У ' Zkt = k 

a h o l f i e g y и - d i m e n z i ó s t a r t o m á n y , a m e l y n e k p o n t j a i x — ( x l t ..., xn) (n ^ 2 ) . 
E z a k i f e j e z é s b á r m e l y О t a r t o m á n y e s e t é n v é g e s é s a í f ? k ) ( f i ) t é r Banach-

t e r e t a l k o t e z z e l a n o r m á v a l . V é g ü l , h a Q c s i l l a g t a r t o m á n y , a k k o r a f e n t i n o r m a 
e k v i v a l e n s a Szoboljett-féle n o r m á v a l . 

A s z ü k s é g e s a l a p f o g a l m a k m e g t a l á l h a t ó k a [2] c i k k b e n . E b b e n a c s i l l a g t a r t o -
m á n y o k r a , i l l e t v e v é g e s s z á m ú i l y e n t a r t o m á n y a l k a l m a s e g y e s í t é s é r e k i m o n d o t t 
Szoboljev-féle t é t e l e k á l t a l á n o s í t á s á r a a k ö v e t k e z ő t é t e l t a l á l h a t ó : 

TÉTEL: Legyen FI tetszőleges tartomány, ÍI° pedig olyan, amelynek lezárása 
is még Çl-ban van (azaz í2°cíi). Ekkor létezik olyan M = M(£l°) állandó, hogy 
bármely cp € W(

p
k) (Q) függvény esetén 

1) cpíLp(Sl°), 
2 ) < р б И ^ > ( П 0 ) ( / = 1, . . . , Á — 1), 
3) A O^i^k egész szám bármely (ij, ..., i„) felbontása esetén (ahol ik +... 

...+/'„ = /; ij^Oj fennáll, hogy 

Höf, ...inrp\\bPm S M||ç>||ww(n). 

A cp függvény és annak összes legfeljebb (k — l)-ed rendű Szoboljev-féle deri-
váltjai egy legfeljebb 0 (n-dimenziós) Lebesgue-mértékű halmazon megváltoztathatók 
úgy, hogy a cp függvény és annak fenti deriváltjai már mindenütt értelmezettek legye-
nek az Í2 halmazon és az új cp' függvényre és annak új, fenti deriváltjaira érvényesek 
legyenek az alábbi állítások: 

4) На к > njp és O^i-^k — n/p egész szám, akkor cp' £ С f fi), továbbá az i szám 
bármely (/,, ..., /„) felbontására fennáll: 

18'CP' II , „ . , ... 

CXl ...CX„ |c0(íl°) 

5) Ha Dk
kl...kn f £ C0(Q) а к szám bármely (klt ..., k„) felbontása esetén, 

vagy ez elérhető a Dkr..kncp' függvényeknek 0 Lebesgue-mértékű halmazon való meg-
változtatásával, akkor cp'íCk_l(fi); 
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6) На п' olyan pozitív egész szám, amelyre n>rí >n — (k — i)p, ahol 
egész szám, ha S* egy (n' +1 )-dimenziós tartomány peremének egy darabja reguláris 
és S* c f í ° , és ha (i\, ..., i„) az i szám valamely felbontása, akkor D\r ,.in y £ Lp(S*) 
és 

It-f (,...(„ qp'lltp(s*) S MIIqs'IIwwj(fi) • 

A t o v á b b i a k b a n m e g v i z s g á l j u k , h o g y e r ő s í t h e t ő k - e a f e n t i t é t e l á l l í t á s a i . N e v e -
z e t e s e n , h a a 4 . p o n t f e l t é t e l e i t e l j e s ü l n e k , a k k o r f e n n á l l - e а у £ С , ( П ) á l l í t á s , v a g y 
l e g a l á b b a y ' f ü g g v é n y k o r l á t o s l e s z - e a z Q h a l m a z o n ( a z Q — fi h a l m a z p o n t j a i b a n 
9 ? ' = 0 ) ; i l l e t v e , h a a 6 ) p o n t f e l t é t e l e i k ö z ö t t a z S * c f i ° f e l t é t e l t a z S * c H f e l t é -
t e l l e l h e l y e t t e s í t j ü k , v a j o n i g a z l e s z - e a p o n t á l l í t á s a . M i n d k é t k é r d é s t n e g a t í v i r á n y -
b a n f o g j u k e l d ö n t e n i e g y - e g y e l l e n p é l d a s e g í t s é g é v e l . 

A . K é p e z z ü k a z a l á b b i t a r t o m á n y t : 

fi'" = { x ; x i > 0 ; | x 2 | < x T ; XI + 2 - = 2 ; — 1 < X ; 

a h o l m ^ 2 . L e g y e n 

1 (i = 3 л ) } , 

é s s z á m í t s u k k i a z 

(1) í 
i = l 

dx 
r* 

00 

Vi 

i n t e g r á l t , a h o l o t > 0 . A Fubini-tétel s z e r i n t 

1 1 я/4 } r2 

Г d x Л 
* f* 

— = 2 
J r 0 0 « 

-Xf-dr(2)dydx3...dxn 
Г(п) 

-1 - 1 0 / sin ff \l/(m— 1) 
n _ 2 s cos'" ffl 

a p o l á r - t a r s z f o r m á c i ó é r t e l m é b e n . 

E l v é g e z v e a í = x „ / r ( n _ 1 ) h e l y e t t e s í t é s t , k a p j u k , h o g y 

7 Ï 
J f(n) A n - 1 ) J 

dt 

( 1 - R 2 ) * ' 2 

Г(п-1) 

A z i n t e g r á l t u l a j d o n s á g a i s z e r i n t e z é r t 

í 

í dx„ 2 
a 7 

Г(п) 1) 

m i v e l 

( 1 + , 2 ) Я / 2 - 1 -
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T e l j e s i n d u k c i ó v a l k a p j u k , h o g y 

1 dx3...dxn ^ 2n~2 

h 
A Л 

n-2 

Г(п) r(2) 

E z é r t ( 1 ) v é g e s , h a a z 
я / 4 

í í 
0 / s in <p \ l / ( m — 1) 

> COS'" <!>' \ COS"1 q>' 

i n t e g r á l v é g e s . H a a k k o r 

« г í 
0 / sin cp \ l / ( m - l ) 

V cos™ g ' 

A ( 0 , л/4) i n t e r v a l l u m b a n 

e z é r t h a a =>2 é s a z 

л Sin p 

л / 4 

j P 

dp 
tx-ï 

- i 

i n t e g r á l v é g e s , a k k o r a ( 2 ) i n t e g r á l i s v é g e s . V é g ü l , h a 

t 

* - 2 1. 
m-l 

a z a z 

a < m + 1, 

é s a > 2 , a k k o r a z ( 1 ) i n t e g r á l v é g e s . 

L e g y e n n S 2 , к e g é s z é s а / ) > 1 , / ? > 2 s z á m o k e g y é b k é n t t e t s z ő l e g e s e k . L e g y e n 
m o l y a n s z á m , a m e l y r e 

(3) 1 +m>(ß + k)p~, ms= 2. 
E k k o r a 

p(x) = p'(x) = -j-

f ü g g v é n y r e 7 / € C„ (Qm) ; ç>' € L , ( Í 2 m ) é s m i v e l 

8kp'(x) 
dxki ...dxk„" 

1 
fl + k ' 



154 FRIVALDSZKY S. 

a z é r t dkcp'/dx\i...dxk"Ç.Lp(Çlm) а к s z á m b á r m e l y (kl, . . . , k„) f e l b o n t á s á r a . E z é r t 

<p' € fV<k)(£lm), m é g i s a <p' f ü g g v é n y n e m k o r l á t o s a z Í 2 m h a l m a z o n . ( E b b ő l k ö v e t -
k e z i k , h o g y a z Q m t a r t o m á n y n e m k v á z i - c s i l l a g t a r t o m á n y . ) 

B , A f e n t i Clm t a r t o m á n y b a n v i z s g á l j u k a z a l á b b i h a l m a z t 

S * = { x : 0 = 0 ( i = 2 , . . . , л - л ' + 1 ) ; 

— xí<xJ<x1(j = n —rí +2,...rí)} 

a h o l 0 < rí < n e g é s z é s 0 < a < 1. 

E z a h a l m a z e g y л ' - d i m e n z i ó s h i p e r s í k o n f e k s z i k , t o v á b b á S * c Q m é s 
S * D ( Q m — П ш ) = {0} , a z a z e g y e t l e n p o n t . S z á m í t s u k k i a z a l á b b i i n t e g r á l t , a h o l 
a > 0 : 

( 4 ) f ^ - f L f j - * , . . * , 
J On) J J J Г(„') 
S* 0 -XI — Xl 

n ' - l 

a Fubini-iètet s z e r i n t , a h o l a v á l t o z ó k a t á t i n d e x e l t ü k . A t = xn./r(n,_1) h e l y e t t e s í -

t é s s e l 

Xl Г(п'-1) 
dt 

f ^ - á - г 
J /"(„<) /•(„'_!) J 

(1+t2)*'2 

' ( n i - l ) 
a d ó d i k . M i v e l é s 

2"'2 - (1+t2)"2 

a z é r t 

1 1 , u 
S i , h a — l ^ f ë l , 

2 x , 1 Г dx„. „ 1 
— I — - r s 2 x , -
1/2 - I « 

r ( " ' - l ) J V ) 
2«/2 

- V" — 
- X I 

H a s o n l ó a n 
Xl Xl 

V - 1 ) 

-X l - X l 

e z é r t a ( 4 ) i n t e g r á l a k k o r é s c s a k i s a k k o r v é g e s , h a a z 

a 
\x\~1~'dxx 

0 
i n t e g r á l v é g e s , a z a z , h a 

л ' — 1 — a > - 1 , 

ok rí. 
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L e g y e n n S 2, к egész s z á m és a p >• 1 s z á m e g y é b k é n t t e t sző leges . L e g y e n 
n>ri >n — kp p o z i t í v egész . H a ß > m a x (2, n) és 

<p(x) = f'(x) = - j - , 
r(") 

a k k o r tp'$L1(S*). Még i s , h a (3) f e n n á l l a z m s z á m r a , a k k o r <p'£ fV^k)(Qm). 
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