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Bevezetés 

A z u t ó b b i é v e k b e n a n e m l i n e á r i s p r o g r a m o z á s a z é r d e k l ő d é s k ö z é p p o n t j á b a 
k e r ü l t . A lineáris programozás a l k a l m a z á s i k ö r e k o r l á t o z o t t , s o k e s e t b e n u g y a n i s 
a c é l f ü g g v é n y v a g y a f e l t é t e l e k n e m l i n e á r i s a k , é s l i n e á r i s s a l v a l ó h e l y e t t e s í t é s ü k 
d u r v a k ö z e l í t é s . A n e m l i n e á r i s p r o g r a m o z á s k ö r é b e n j e l e n t ő s h e l y e t f o g l a l e l a 
k o n k á v p r o g r a m o z á s . A k o n k á v p r o g r a m o z á s ú j s z e r ű f e l a d a t o t j e l e n t p é l d á u l 
a z é r t i s , m e r t e g y k o n v e x p o l i é d e r e n e g y k o n k á v f ü g g v é n y a m a x i m u m á t á l t a l á b a n 
n e m c s ú c s o n é r i e l . E b b ő l k ö v e t k e z i k a z is, h o g y a k o n k á v p r o g r a m o z á s i e l j á r á s o k 
á l t a l á b a n n e m v é g e s e k . 

A konkáv programozás f e l a d a t a a k ö v e t k e z ő : M a x i m a l i z á l a n d ó e g y 7(x) k o n -
k á v f ü g g v é n y g ( ( x ) — 0 ( ' = 1, 2 , . . . , k ) f e l t é t e l e k m e l l e t t , a h o l g f ( x ) f ü g g v é n y e k is 
k o n k á v o k . H a 

m 

7 ( x ) = 2 c i x i 
j=i 

é s 
m 

giOO = 2 " i j X j - b i ( } — 1 , 2 , . . . , k ) 
7=1 

a k k o r l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i f e l a d a t o t k a p u n k . 
A z e l s ő k o n k á v p r o g r a m o z á s r ó l s z ó l ó c i k k , K U H N é s TUCKER [6] d o l g o z a t a 

1 9 5 0 - b e n j e l e n t m e g . E b b e n f ő l e g e x i s z t e n c i a - é s u n i c i t á s t é t e l e k t a l á l h a t ó k , v a l a -
m i n t a z ú n . n y e r e g p o n t t é t e l . A z A R R O W , H U R W I T Z é s U Z A W A á l t a l k i a d o t t [10] 
c i k k g y ű j t e m é n y b e n á l t a l á n o s l i n e á r i s t e r e k b e n v a l ó p r o g r a m o z á s ( H U R W I T Z : P r o g -
r a m m i n g i n L i n e a r S p a c e s ) , t o v á b b á f ő k é n t k o n v e r g e n c i a - , e x i s z t e n c i a - é s u n i -
c i t á s t é t e l e k t a l á l h a t ó k . E g y b e n a z o p t i m u m o t i s s z o l g á l t a t ó n y e r e g p o n t m e g k e r e -
s é s é t d i f f e r e n c i á l - i l l . d i f f e r e n c i a e g y e n l e t e k r e v e z e t i v i s s z a , a m e l y e k g y a k o r l a t i f e l -
h a s z n á l á s a a z o n b a n k o r l á t o z o t t . E r r ő l a t é m á r ó l l á s d m é g KARLIN [5] m u n k á j á t . 

M á s i k f o n t o s n e m l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i t é m a k ö r a kvadratikus programozás. 
E z e n á l t a l á b a n e g y p o z i t í v d é f i n i t ( v a g y s z e m i d e f i n i t ) k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y m a x i -
m a l i z á l á s á t é r t i k l i n e á r i s f e l t é t e l e k m e l l e t t . M i n t h o g y e g y p o z i t í v d é f i n i t ( s z e m i d e -
finit) k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y k o n v e x , e z a f ü g g v é n y m a x i m u m á t a f e l t é t e l e k á l t a l 
m e g h a t á r o z o t t k o n v e x p o l i é d e r v a l a m e l y i k c s ú c s á n v e s z i f e l . E z a z o k a a n n a k , 
h o g y a k v a d r a t i k u s p r o g r a m o z á s m ó d s z e r e i n e k k i i n d u l ó p o n t j a a s z i m p l e x m ó d s z e r 
m e g f e l e l ő m ó d o s í t á s a . L á s d p é l d á u l WOLFE [11] d o l g o z a t á t . A m e n n y i b e n e g y p o z i -
t í v d é f i n i t ( s z e m i d e f i n i t ) k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y m i n i m u m á t k e r e s s ü k , a k k o r e z 
e k v i v a l e n s a f ü g g v é n y ( — l ) - s z e r e s é n e k , t e h á t e g y k o n k á v f ü g g v é n y n e k m a x i m a l i -
z á l á s á v a l , a m i e g y k o n k á v p r o g r a m o z á s i p r o b l é m a . 

4 III. Osztály Közleményei XIII /2 
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A z i t t k ö z ö l t d o l g o z a t b a n a k o n k á v n á l á l t a l á n o s a b b c é l f ü g g v é n y e s e t é n v i z s -
g á l j u k a p r o g r a m o z á s i f e l a d a t o t , f e l t é t e l i e g y e n l e t e i n k a z o n b a n l i n e á r i s a k . 

A k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y f o g a l m á t A R R O W é s ENTHOWEN v e z e t t e b e a z [1] 
c i k k b e n , a z o n b a n i t t c s a k e x i s z t e n c i a - é s u n i c i t á s t é t e l e k , v a l a m i n t a p r o b l é m á n a k 
n y e r e g p o n t k e r e s é s é r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s e t a l á l h a t ó . 

N e m r é g j e l e n t m e g ROSEN [8] c i k k e , a m e l y b e n a k o n k á v p r o g r a m o z á s i f e l a d a -
t o t e g y ú j m ó d s z e r r e l a z ú n . g r a d i e n s v e t í t é s s e l o l d j a m e g . E n n e k a c i k k n e k a fó ' 
g o n d o l a t a i t h a s z n á l t u k f e l é s á l t a l á n o s í t o t t u k a j e l e n d o l g o z a t b a n , k i e g é s z í t v e a 
k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó l e m m á k k a l , v a l a m i n t n é h á n y m e g j e g y z é s s e l . 

A z elsó ' § - b a n a k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y e k n e k a t o v á b b i a k h o z s z ü k s é g e s , e d d i g 
m é g n e m t á r g y a l t t u l a j d o n s á g a i t i s m e r t e t j ü k . A 2 . § - b a n m e g e m l í t ü n k n é h á n y f o n -
t o s f o g a l m a t é s l e m m á t , a m e l y r e a m ó d s z e r b e n t á m a s z k o d u n k . A 3 . § e g y m á t r i x -
i n v e r t á l á s i m ó d s z e r r e l é s a v e t í t ó ' m á t r i x o k t u l a j d o n s á g a i v a l f o g l a l k o z i k . A d o l g o z a t 
g e r i n c é t a 4 . § a l k o t j a . E b b e n t a l á l h a t ó a k v á z i - k o n k á v p r o g r a m o z á s i f e l a d a t m e g -
f o g a l m a z á s a — k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y m a x i m a l i z á l á s a é s a m a x i m u m h e l y é n e k 
m e g k e r e s é s e l i n e á r i s f e l t é t e l e k e s e t é n — a f e l a d a t m e g o l d á s á t e ló 'kész í tó ' t é t e l e k , 
v a l a m i n t a z e l j á r á s k o n v e r g e n c i á j á n a k b i z o n y í t á s a . V é g ü l a z 5. § - b a n r ö v i d e n ö s z -
s z e f o g l a l j u k a z a l g o r i t m u s t , a m e l y a 4 . § t é t e l e i n a l a p s z i k . 

Ez úton köszönöm PRÉKOPA ANDRÁsnak, hogy dolgozatomat áttanulmányozta 
és hasznos tanácsokkal látott el. 

1. DEFINÍCIÓ: E g y m-változós / ( x ) f ü g g v é n y t (Х = { Г [ , . . . , XM}) k o n k á v n a k 

n e v e z ü n k e g y R k o n v e x t a r t o m á n y b a n , h a m i n d e n xx,x2£R e s e t é n 

t e l j e s ü l . ( H a a h a t á r o z o t t e g y e n l ó ' t l e n s é g t e l j e s ü l m i n d e n m e g e n g e d e t t A-ra , a f ü g g -

v é n y t s z i g o r ú a n k o n k á v n a k n e v e z z ü k . ) 

2 . DEFINÍCIÓ: E g y W - v á l t o z ó s f ( x ) f ü g g v é n y t k v á z i - k o n k á v n a k n e v e z ü n k e g y 

R k o n v e x t a r t o m á n y o n , h a m i n d e n xx, x2 £ R e s e t é n 

t e l j e s ü l . H a a h a t á r o z o t t e g y e n l ó ' t l e n s é g t e l j e s ü l m i n d e n m e g e n g e d e t t A- ra , a k k o r 

a f ü g g v é n y t s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v n a k n e v e z z ü k . 

A f e n t i d e f i n í c i ó b ó l n y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d e n k o n k á v f ü g g v é n y e g y b e n k v á z i -

k o n k á v i s . E g y k o n k á v , d e n e m s z i g o r ú a n k o n k á v f ü g g v é n y l e h e t s z i g o r ú a n k v á z i -

k o n k á v . ( P é l d á u l : a z x - t e n g e l l y e l n e m p á r h u z a m o s e g y e n e s . ) 

A t o v á b b i a k b a n m e g v i z s g á l j u k a k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y e k n é h á n y t u l a j d o n -

s á g á t . 

1. LEMMA : 'Egy egyváltozós differenciálható f(x) függvény akkor és csak akkor 
kvázi-konkáv egy (a,b) intervallumon xx, x2 £ (a, b) esetén, ha az 

l . § . Kvázi-konkáv függvény fogalma és tulajdonságai 

/ [ A x , + (1 - A)X2] ^ A / ( X L ) + (1 - A ) / ( X 2 ) ( 0 < A < 1) 

/ [A X L + ( 1 — A)X2] S min { / ( X l , / ( x 2 } (0 < A < 1) 

f(Xl)tëf(x2) 

(1.2) 
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BIZONYÍTÁS: A f e n t i f e l t é t e l szükséges. L e g y e n u g y a n i s a z / ( x ) f ü g g v é n y k v á z i -
k o n k á v . A z t k e l l i g a z o l n u n k , h o g y ( 1 . l ) - b ő l k ö v e t k e z i k ( 1 . 2 ) . T e k i n t s ü k e l ő s z ö r 
a z x 2 > x 1 e s e t e t . E k k o r 

( 1 . 3 ) / ( x 1 ) = l i m / ( X l + 4 ~ / ( X l ) s O , 
Л-.0 n 

m e r t 
f(x2 + / / ) — / ( x j ) ^ 0 , h a c s a k xt+h S x 2 

a z / ( x ) k v á z i - k o n k á v i t á s a é s ( 1 . 1) m i a t t . A z o n b a n x 2 > x l m i a t t (1 . 3 ) e k v i v a l e n s 

( 1 . 2 ) - v e l . x 2 < X j e s e t é n a b i z o n y í t á s u g y a n í g y t ö r t é n i k , m í g x 2 = x x e s e t é n ( 1 . 2 ) 

t r i v i á l i s a n t e l j e s ü l . 

A z e l é g s é g e s s é g i g a z o l á s á h o z t e g y ü k f e l , h o g y m i n d e n x2, x2£(a, b)-re (1 . 1)-

b ő l k ö v e t k e z i k ( 1 . 2 ) . I g a z o l n i f o g j u k , h o g y / ( x ) a z (a, b) i n t e r v a l l u m o n k v á z i -
k o n k á v . L e g y e n x 2 > x j xlt x2£(a, b) k é t o l y a n p o n t , a m e l y r e (1 . 1) f e n n á l l . B e -

l á t j u k , h o g y / [ A x t + ( 1 — Я ) х 2 ] ^ / ( х ! ) ( 0 < / < 1). A b i z o n y í t á s i n d i r e k t m ó d o n 

t ö r t é n i k . T e g y ü k f e l u g y a n i s , h o g y l é t e z i k e g y x 3 ( x t < x 3 < x 2 ) p o n t , m e l y r e / ( x 3 ) < 

c / ( x t ) . E k k o r l é t e z i k e g y x 4 £[xlt x 3 ) p o n t , m e l y r e f(x4) =f(x1), d e f(x) < / ( x , ) 

m i n d e n x € ( x 4 , x 3 ) e s e t é n . 1 M i v e l / ( x 4 ) > / ( x 3 ) é s x 4 < x 3 l é t e z i k o l y 

x 5 £ ( x 4 , x 3 ) m e l y r e 

( 1 . 4 ) / ( x 5 ) < 0 . 

M á s r é s z t a z o n b a n 

( 1 - 5 ) / ( x 5 ) ^ / ( x 4 ) = / ( X j ) S / ( x 2 ) 

é s 

( 1 . 6 ) x 5 < x 2 . 

(1 . 4 ) , (1 . 5), é s (1 . 6 ) e g y ü t t a z ( 1 . 2 ) - n e k e l l e n t m o n d . T e l j e s e n h a s o n l ó a n i g a -

z o l h a t j u k a l e m m a e l é g s é g e s r é s z é t , h a x 2 < x , e s e t é n t e l j e s ü l (1 . 1), t e h á t a l e m m á t 

i g a z o l t u k . 

2. LEMMA: Egy egyváltozós folytonos függvény akkor és csak akkor szigorúan 
kvázi-konkáv az (a, b) intervallumon, ha kvázi-konkáv (a, b)-n és bármely x 0 pontnak 
létezik olyan (x0 — e, x0 + e) környezete, ahol 

( 1 . 7 ) f(x) © / ( x 0 ) (minden x £ ( x 0 — e, x0 + e), x = x0 esetén). 

BIZONYÍTÁS: I g a z o l j u k e l ő s z ö r a l e m m a s z ü k s é g e s s é g é t . A k v á z i - k o n k á v i t á s 
a d e f i n í c i ó m i a t t s z ü k s é g e s . A m á s i k f e l t é t e l is s z ü k s é g e s , u g y a n i s h a l é t e z n e e g y 
X; ( j = 1, 2 , . . . ) x 0 - h o z t o r l ó d ó p o n t s o r o z a t , h o g y / ( х г ) = / ( x 0 ) , a k k o r / ( x ) f o l y t o n o s -
s á g a m i a t t e g y x 0 - b ó l k i i n d u l ó s z a k a s z o n a f ü g g v é n y é r t é k e / ( x 0 ) v o l n a , t e h á t n e m 

v o l n a s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v . 

A z e l é g s é g e s s é g b i z o n y í t á s á h o z l e g y e n e k x t , x2 £ (a, b) t e t s z ő l e g e s p o n t o k , é s 
x2 , / ( x 2 ) ëf(x2). ( A z x 2 < x t e s e t t e l j e s e n h a s o n l ó a n t á r g y a l h a t ó . ) M i v e l a 
f ü g g v é n y k v á z i - k o n k á v : 

(1 . 8) / [ A x t + (1 - A)x 2 ] ^ f ( X l ) ( 0 < Л < 1). 

1 Azon x, pontok, melyekre f(xi) =--f(x,) nem torlódhatnak Хз-hoz, ekkor ugyanis az / ( x ) 
folytonossága miatt /(XI)=/(A'3) volna a feltevéssel ellentétben. 

4 * 
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T u d j u k a z t is a m á s o d i k f e l t é t e l m i a t t , h o g y l é t e z i k o l y ó m e l y r e 

( 1 . 9 ) / [ А * 1 + ( 1 - Я ) х 2 ] > / ( х 2 ) ( 0 < A s á ) 

t e l j e s ü l . T e g y ü k f e l a f e n t i á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n , h o g y l é t e z i k e g y x 3 € ( x 1 ( x 2 ) , 
( x 3 Ф х х , х 3 ^ x 2 ) m e l y r e 

( 1 . 1 0 ) / ( x 3 ) =f(x,). 

A l k a l m a z z u k a l e m m á b a n s z e r e p l ő m á s o d i k f e l t é t e l t a z x 3 p o n t r a . x 3 - n a k v a n 
o l y a n k ö r n y e z e t e , m e l y b e n f ( x ) ^ f ( x 3 ) . E z t ö s s z e v e t v e ( 1 . 8 ) - c a l , k a p j u k , h o g y 
l é t e z i k e g y o l y x 4 6 ( x 3 , x 2 ) p o n t , a m e l y r e 

( 1 . 1 1 ) / ( x 4 ) > / ( x 3 ) . 

( 1 . 9 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l é t e z i k e g y x 5 6 ( X ( , x 3 ) , m e l y r e 

( 1 . 1 2 ) f ( x 5 ) > / ( x 3 ) . 

A z o n b a n ( 1 . 11) é s ( 1 . 12) e l l e n t m o n d a k v á z i - k o n k á v i t á s n a k , a m i v e l a l e m m á t 
i g a z o l t u k . 

Megjegyzés: A z 1. é s 2 . d e f i n í c i ó b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y e g y n v á l t o z ó s f ü g g v é n y 
e g y R k o n v e x t a r t o m á n y b a n a k k o r é s c s a k a k k o r k v á z i - k o n k á v , i l l . s z i g o r ú a n k v á z i -
k o n k á v , h a a k o n v e x t a r t o m á n y b á r m e l y k é t p o n t j á t ö s s z e k ö t ő s z a k a s z a m e n t é n 
k v á z i - k o n k á v , i l l . s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v . 

3 . DEFINÍCIÓ: A d o t t / ( x ) m - v á l t o z ó s f ü g g v é n y é s e g y R k o n v e x t a r t o m á n y a z 
m - d i m e n z i ó s t é r b e n . A z x 0 £ A p o n t o t a z / (x ) f ü g g v é n y R t a r t o m á n y b e l i l o k á l i s 

m a x i m u m á n a k n e v e z z ü k , h a l é t e z i k e g y o l y a n G ( x 0 , e ) x 0 p o n t k ö r ü l i e s u g a r ú 

g ö m b , m e l y r e 

/ (x 0 ) = m a x / (x ) 
xCRnG(x0,E) 

3. LEMMA : Egy m-változós, folytonos, kvázi-konkáv függvénynek egy zárt konvex 
R tartományban pontosan egy lokális maximuma van, amely természetesen az R-beli 
abszolút maximum is. 

BIZONYÍTÁS: A f e l t é t e l e k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l é t e z i k a b s z o l ú t m a x i m u m , 
a m e l y l o k á l i s m a x i m u m i s . A z t k e l l c s a k b e l á t n i , h o g y t ö b b n e m l e h e t . L e g y e n u g y a n i s 
a z / ( x ) f ü g g v é n y n e k x , é s x 2 A - b e l i l o k á l i s m a x i m u m a , é s l e g y e n t o v á b b á 

( 1 . 1 3 ) / ( X l ) ^ / ( X 2 ) . 

E k k o r a z / ( x ) s z i g o r ú k v á z i - k o n k á v i t á s a m i a t t : 

( 1 . 1 4 ) / ( A X 1 + ( 1 - / ) X 2 ) > / ( X 2 ) ( 0 < Я < 1 ) . 

M i v e l a z o n b a n x1,x2dR é s R k o n v e x , a z e g é s z ( х „ , x 2 ) s z a k a s z A - b e n v a n , t e h á t 
e l l e n t m o n d á s r a j u t o t t u n k a z z a l , h o g y X[ A - b e l i l o k á l i s m a x i m u m , a m i v e l i g a z o l t u k 
a l e m m á t . 
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2.§. Néhány fontos fogalom és lemma 

A t o v á b b i a k b a n a z x v e k t o r t m i n d i g o s z l o p v e k t o r n a k t e k i n t j ü k , a t r a n s z p o n á l t -
j á t , a m e g f e l e l ő s o r v e k t o r t x T - v e l j e l ö l j ü k . 

4 . DEFINÍCIÓ : A z m d i m e n z i ó s e u k l i d é s i t é r e g y 5 h a l m a z á t sokaságnak n e v e z z ü k , 
h a e l ő á l l í t h a t ó a k ö v e t k e z ő a l a k b a n 

a h o l К a l t é r . A s o k a s á g d i m e n z i ó j á n a d e f i n í c i ó j á b a n s z e r e p l ő К a l t é r d i m e n z i ó j á t 
é r t j ü k . 

A z m d i m e n z i ó s e u k l i d e s i t é r b e n a z m — 1 d i m e n z i ó s s o k a s á g o t hipersíknak 
n e v e z z ü k . 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a d o t t n é s b e s e t é n a z 

e g y e n l e t e t k i e l é g í t ő x v e k t o r o k h i p e r s í k o t a l k o t n a k , é s m i n d e n h i p e r s í k í g y á l l í t h a t ó 
e l ő . A z п = ( я 1 ; . . . , nm) v e k t o r t a sík normálvektorának, n e v e z z ü k . I s m e r e t e s t o v á b b á , 
h o g y a h i p e r s í k a t e r e t k é t f é l t é r r e o s z t j a . ( A t é r e g y t e t s z ő l e g e s p o n t j á r ó l ú g y d ö n t h e t ő 
e l , h o g y m e l y i k f é l t é r b e n v a n , h o g y a s í k e g y p o n t j á b ó l a k i v á l a s z t o t t p o n t b a m u t a t ó 
v e k t o r n a k a n o r m á l v e k t o r r a l v a l ó s k a l á r i s s z o r z a t a p o z i t í v v a g y n e g a t í v ; m é g e g y -
s z e r ű b b e n a ( 2 . 2 ) e g y e n l e t b e v a l ó b e h e l y e t t e s í t é s k o r p o z i t í v v a g y n e g a t í v s z á m o t 
k a p u n k . ) A z o n p o n t o k h a l m a z á t , a m e l y e k r e a (2 . 1) e g y e n l e t p o z i t í v v a g y n u l l a 
é r t é k e t a d , n e v e z z ü k a s í k p o z i t í v f é l t e r é n e k , a t ö b b i p o n t e g y ü t t e s é t p e d i g a s í k 
n e g a t í v f é l t e r é n e k . 

T e k i n t s ü k m o s t к s z á m ú h i p e r s í k p o z i t í v f é l t e r é n e k a k ö z ö s r é s z é t , E z e g y 
k o n v e x h a l m a z , j e l ö l j ü k Л - e l . A z a z 

(2. 1) 5 = {v + x : x<EK}, 

(2.2) 
m 

m 
(2. 3) Я , ( x ) = 2 nijXj-b,^о ( / = 1 , 2 , ...,k), 

a h o l 
m 

M á s k é p p e n , f e l h a s z n á l v a , h o g y П; = ( я п , ni2, . . . , nim), 

A z R z á r t k o n v e x h a l m a z t e h á t 

(2. 6) 
A z R h a l m a z h a t á r a 

R = {x : i , - ( x ) i = 0 / = 1 , 2 , . . . k ) . 

( 2 . 7 ) В = { х : Я , ( х ) = 0 v a l a m i l y e n /'-re é s Я ; ( х ) ^ 0 m i n d e n / - r e } 

H a s z n á l n i f o g j u k m é g a t o v á b b i e g y s z e r ű s í t ő j e l ö l é s e k e t : 

(2. 8) 

( 2 . 9 ) 

Nk = [n,, n2 , ..., nj , 
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Nk тхк m é r e t ű m a t r i x , b^ p e d i g к d i m e n z i ó s v e k t o r . í g y a z R h a l m a z a z o n x p o n -
t o k b ó l á l l , a m e l y e k r e a z 

( 2 . 1 0 ) N l x - h k ^ О 

v e k t o r e g y e n l ő t l e n s é g t e l j e s ü l . 

5. DEFINÍCIÓ: A ( 2 . 8 ) t í p u s ú Nq matrix pszeudoinverzének n e v e z z ü k a z 

( 2 . 1 1 ) (NT
qNqyXNq 

m á t r i x o t . 
K ö n n y e n i g a z o l h a t ó a z a l á b b i l e m m a . 

4. LEMMA: Az Nq matrix psZeudoinverze akkor és csak akkor létezik, ha az 
Nq-t alkotó n^, ...,n„ vektorok lineárisan függetlenek. 

J e l ö l j ü k 7 / ; - v e i a z i - e d i k h i p e r s í k p o n t j a i n a k h a l m a z á t , a z a z a z o k a t a z x p o n -
t o k a t , m e l y e k r e 2 ; ( x ) = 0 , 

( 2 . 1 6 ) H, — {x : Ai(x) = n j x — bt = 0 } . 

T e k i n t s ü n k m o s t t e t s z ő l e g e s q s z á m ú l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n h i p e r s í k o t . 2 L e g y e n 
a k ö z ö s r é s z ü k Q, t e h á t 

( 2 . 1 7 ) ö = í W 
i = l 

J e l ö l j ü k t o v á b b á H f l a l a z n ; n o r m á l v e k t o r ú , o r i g ó n á t m e n ő s í k o t é s ö ° - l a l e z e k 
k ö z ö s r é s z é t : 

(2.18) # P = {x : n,x = 0}, 

( 2 . 1 9 ) Q ° = í ) H l 
i= 1 

A Q° h a l m a z q d i m e n z i ó s a l t é r . A o r t o g o n á l i s k i e g é s z í t ő a l t e r é t j e l ö l j ü k 
g - m a l . N y i l v á n v a l ó , h o g y 

( 2 . 2 0 ) О = j x : t e t s z ő l e g e s v a l ó s s z á m j . 

T e k i n t s ü k m o s t a k ö v e t k e z ő m X m - e s m á t r i x o t : 

( 2 . 2 1 ) Pq = Nq(NT
qNq)-lNT

q. 

5. LEMMA: P egy vetítő matrix,3 mely minden m dimenziós vektort Q-ba vetít. 

2 Hipers íkokat lineárisan függet leneknek nevezünk, h a normálvektora ik lineárisan függet-
lenek. 

3 Vetítésen merőleges vetítést é r tünk , azaz olyat, hogy az eredeti és a vetített vektor kü lönb-
sége merőleges a r ra az al térre vagy sokaságra , ahova vetí tünk. Ez nyilvánvalóan egyértelmű. Ugyanis 
ha lenne ket tő , azok különbsége merőleges lenne az altérre, de másrészt benne is van, tehát 0. A tér 
egy pon t j á t azonosnak tek in t jük az or igóból a p o n t b a m u t a t ó vektorra l , ezért pon t vetítése 
és vektor vetítése közöt t nem teszünk különbséget . 
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BIZONYÍTÁS: M i v e l Em, a z m d i m e n z i ó s e u k l i d é s i t é r , Q° é s ß o r t o g o n á l i s 

ö s s z e g e , m i n d e n £ m - b e l i v e k t o r e g y é r t e l m ű e n á l l í t h a t ó eló' m i n t e g y ß ° - b e l i é s e g y 
ß - b e l i v e k t o r ö s s z e g e . E z é r t e l e g e n d ő i g a z o l n i , h o g y 

( 2 . 2 2 ) Pq\ = 0 h a v < E ß ° 

é s 

( 2 . 2 3 ) Pqw = w h a w 6 ß . 

L e g y e n v € ß ° . E k k o r Q° d e f i n í c i ó j a m i a t t 

i n n e n 
n , r v = 0 0 ' = 1 , 2 , . . . , 9 ) , 

< v = Q , 

a m i b ő l Pq d e f i n í c i ó j a m i a t t (2 . 2 2 ) a z o n n a l k ö v e t k e z i k . 

L e g y e n m o s t w Ç Q, a z a z 
« 

w = Z П;П; = А в а , 
i = 1 

i n n e n 

Pq w = Nq(NqNq) -1 NqNqa = Nqa = w 

E z z e l a l e m m a á l l í t á s á t i g a z o l t u k . 
M e g j e g y z e n d ő , h o g y h a q = m, N,„ n é g y z e t e s m a t r i x é s 

( 2 . 2 4 ) P q = X m N n - 1 ( N l ) - 1 N l = I 

e g y s é g m á t r i x , a z a z m i n d e n v e k t o r t ö n m a g á b a v e t í t , a h o g y v á r h a t ó v o l t . 
T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő m X w - e s m á t r i x o t : 

( 2 . 2 5 ) P° = I - Pq = I"Nq(NqNq)-1 Nq. 

6. LEMMA : P°q vetítőoperátor, mely minden m dimenziós vektort Q°-ba vetít. 

BIZONYÍTÁS: L e g y e n i s m é t v £ ß ° é s w £ ß . F e l h a s z n á l v a a z 5 . l e m m á t , k a p j u k , 

h o g y 

é s 

„ 0 z, Р„У = У- Pay = V 

P° w = W — Pq W = О 9 T 

a m i v e l i g a z o l t u k a l e m m á n k a t . 
A z e d d i g i e k b ő l k ö v e t k e z i k a z a l á b b i , v e t í t ő m a t r i x o k é s l i n e á r i s f ü g g e t l e n s é g 

k a p c s o l a t á r a v o n a t k o z ó á l l í t á s . 

7. LEMMA: Legyenek n,-k ( / = 1, 2, ..., k) lineárisan független vektorok és Pq 
a fenti (2. 25) vetítőmatrix. Annak a szükséges és elégséges feltétele, hogy egy у 
vektor lineárisan független legyen nrktöl, az, hogy 

( 2 . 2 6 ) P°qy* О 

legyen. 
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8. LEMMA : Egy tetszőleges X vektor Q-beli vetülete4 a következőképpen állítható 
elő: 
(2. 27) Pqx = x — Nq (jV[áQ -1 (Nqx - b„). 

BIZONYÍTÁS: H a s z n á l j u k a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t 

T 
Д ; ( х ) = П; X — BI 

( 2 . 2 8 ) Á ( x ) = 

/ n í x - M 
T L 

n2x — b2 

V nqx — bq) 

— NÍx — Ьл 

E k k o r a Q s o k a s á g í g y í r h a t ó : 

( 2 . 2 9 ) Q = { x : Á ( x ) = o } . 

A z t k e l l t e h á t b e l á t n i , h o g y m i n d e n x - r e 

(2. 30) X(Pqx) = o, 

t o v á b b á , h o g y a v e t í t é s m e r ő l e g e s , 4 a z a z 

( 2 . 3 1 ) Pqx — x£Q. 

F i g y e l e m b e v é v e (2 . 2 7 ) - t é s ( 2 . 2 8 ) - t , v a l a m i n t Q d e f i n í c i ó j á t , 

À ( P q x ) = N l x - b q - N q N q ( N ^ N q ) - 1 (Nqx- b„) = О. 

V e z e s s ü k b e a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s t : 

(NqNq)'1 ( A j x - b , ) = u. 
E k k o r 

я 
PqX - X = NqU = 2 "i4> » 

i = l 
a m i v e l i g a z o l t u k a l e m m á n k a t . 

A vetítőmatrixok néhány egyszerű tulajdonsága 

L e g y e n e k v, w £ E m t e t s z ő l e g e s v e k t o r o k . B o n t s u k f e l ő k e t 0 - b e l i , i l l . 0 ° - b e l i 
ö s s z e t e v ő i k r e : 

( 2 . 3 2 ) \=Pq\ + Pq\ yy = Pqyy+P°qyv. 

Q é s Q° o r t o g o n a l i t á s a m i a t t 

( 2 . 3 3 ) (Pqy)T(P°qyy) = 0 éS (Pq\)T (PqW) = 0. 

E z é r t 

(2. 34) v 'w = (Pqy)T(Pqw) + (Pqy)T(P°w) 

4 Lásd a 3. lábjegyzetet. 
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é s 

(2. 35) v r ( F > ) = <P t°v)r(P f°w) = ( P > ) T w . 

E z t a l k a l m a z v a v = w - r e k a p j u k , h o g y 

( 2 . 3 6 ) ! vr(P,°v) = |P,°v|2. 

V é g ü l m e g j e g y z e n d ő ' , h o g y ( 2 . 2 4 ) é s (2 . 2 5 ) m i a t t , h a q = m 

(2.37) Pmv = o ( m i n d e n v£Fm e s e t é n ) . 

3.§. Matrix inverzió. Vetítőmatrixok kiszámítása 

A t o v á b b i a k b a n g y a k r a n l e s z s z ü k s é g ü n k a z (NJNQ)~L t í p u s ú i n v e r z e k , v a l a m i n t 
a Pq é s Pq v e t í t ó ' m a t r i x o k k i s z á m í t á s á r a , k ü l ö n b ö z ő ' п , , п 2 , ..., n9 e s e t é n . L e g g y a k -
r a b b a n ú g y l é p f e l a p r o b l é m a , h o g y a s z e r e p l ő ' n , - b ó ' l e g y e t e l h a g y u n k , v a g y e g y 
ú j a t h o z z á v e s z ü n k . E z é r t k ü l ö n ö s e n h a s z n o s l e s z r e k u r z i ó s f o r m u l á k k é s z í t é s e . 

A m o s t k ö v e t k e z ő ' m a t r i x i n v e r z i ó s m ó d s z e r [ 7 ] - b e n t a l á l h a t ó m e g . 
L e g y e n A e g y n é g y z e t e s m a t r i x . V é g e z z ü k e l a k ö v e t k e z ő ' p a r t i c i o n á l á s t : 

( 3 . 1) -K A2 

A4J 

a h o l AX é s A4 n é g y z e t e s m á t r i x o k , A2, A3 a m e g f e l e l ő s o r ú , i l l . o s z l o p ú d e r é k s z ö g ű 
m á t r i x o k . L e g y e n t o v á b b á 

( 3 . 2 ) А0 = А4-АЗАГ1А2. 

H a m i n d AX, m i n d A0 n e m s z i n g u l á r i s , a k k o r A i n v e r z e l é t e z i k é s a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n á l l í t h a t ó e l ő : 5 

( 3 . 3 ) A ' 1 = B -

a h o l 

( 3 . 4 ) 

Г Bj B21 

U a B 4 J ' 

BJ=A( L+A- 1A2A0 

BI — -АГ 1A2AÖ 

Р з = -AÔ 'АзАТ 

B4 = AÖ1. 

Az A és В m á t r i x o k ö s s z e s z o r z á s á v a l e l l e n ő r i z h e t ő , h o g y В v a l ó b a n i n v e r z . ( 3 . 4 ) -
b ő l n y i l v á n v a l ó , h o g y BT u g y a n o l y a n m é r e t ű m a t r i x , m i n t AT ( i — 1, 2 , 3 , 4 ) , t e h á t , 
h a i s m e r t A~L, a k k o r a BL i s a z . U g y a n c s a k ( 3 . 4 ) - b ó ' l k ö v e t k e z i k , h o g y 

( 3 . 5 ) А(1 = ВХ-В2В11В3, 

5 Természetesen ez az elégséges feltétel nem szükséges, azonban a mi esetünkben teljesülni 
fog. 
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L e g y e n m o s t 

( 3 . 6 ) A = N [ N q 

(3 .7) AI=NJ.INQ_1 

(3.8) A2 = A3=N^MQ 

( 3 . 9 ) А4 = ЩЩ=1. 
H a i s m e r j ü k (N^Nq)~l-et, a k k o r k ö n n y e n k i s z á m í t h a t j u k 

( 3 . 5 ) s e g í t s é g é v e l , a h o l m o s t BX, В 2 , В 3 , В А a z (NfNq)~1 m a t r i x n a k а ( 3 . 6 ) — 
( 3 . 9 ) - n e k m e g f e l e l ő p a r t i c i o n á l á s a i , a z a z В х a b a l f e l s ő s a r o k b a n l e v ő (q — 1) X 
X(q— l ) - e s m a t r i x , B4 a z u t o l s ó s o r e l e m e , B2 é s B3 p e d i g a z u t o l s ó o s z l o p , i l l . 
u t o l s ó s o r b ó l e l h a g y v a a z u t o l s ó e l e m e t . ( H a n e m a z n ( ( - t a k a r j u k e l h a g y n i , h a n e m 
e g y m á s i k n ; - t , N^NQ-ban s o r , i l l . o s z l o p c s e r é k k e l e l é r h e t ő , h o g y n ( é s n 4 s z e r e p e t 
c s e r é l j e n e k , e k k o r t e r m é s z e t e s e n a z i n v e r z e n i s v é g r e k e l l h a j t a n i a m e g f e l e l ő o s z l o p - , 
i l l . s o r c s e r é t . ) 

H a i s m e r j ü k (N^1Nq-1)~1-et, ( N q N q ) ~ 1 a k ö v e t k e z ő k é p p e n s z á m í t h a t ó k i : 
f e l h a s z n á l v a a P°q v e t í t ő o p e r á t o r ( 2 . 2 5 ) e l ő á l l í t á s á t é s A0 ( 3 . 2 ) d e f i n í c i ó j á t , 

(3. 10) A0 = nq[l-Nq^1(NqL1Nq.1)-1NqLl]nq = щ Р4°_ i ne, 

a z a z f e l h a s z n á l v a ( 2 . 3 6 ) - o t , 

A0 = TTQFQ- = № IN,)R(/°- ,ПЧ) = IP°Q_ {NQ\2 

( 3 . 1 1 ) Ao=\P°q-inq\2. 

A 7 . l e m m a s z e r i n t a n n a k a s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s f e l t é t e l e , h o g y A 0 > 0 l e g y e n , a z , 
h o g y nq l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n l e g y e n n f - k t ő l ( / = 1 , 2 , . . . , q— 1). E z t f e l t é v e ( e k k o r 

A j 1 = - — , m e r t A0 e g y e l e m ü m a t r i x ) : 
А о 

BI = (NQ-INQ-I)'1 + AÖ yq-i y « - i 

( 3 . 1 2 ) B2 = BT
3= -Aö'yq-t 

04= aö1, 
a h o l 

(3. 13) y e - i = ( < _ i # , _ i ) - 4 < - i n 4 ) . 
E k k o r ( A j L e t a k ö v e t k e z ő k é p p e n á l l í t h a t j u k e l ő : 

[ В В 

B3 B\ ' 

a h o l BT ( / = 1 , 2 , 3 , 4 ) a ( 3 . 1 2 ) - b e n d e f i n i á l t m a t r i x . 

A z e d d i g i e k s e g í t s é g é v e l k ö n n y e n a d h a t u n k e g y r e k u r z i ó s f o r m u l á t a Pq é s a 
v e t í t ő o p e r á t o r o k r a . F e l h a s z n á l v a a ( 2 . 2 1 ) , ( 3 . 1 2 ) é s ( 3 . 1 4 ) k é p l e t e k e t , 

(3. 15) = P 1 Bl 1 =Pq-i +Aö\P°q-inq){Pq-inq)T. 
L R 3 R 4 J L n , J 
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J e l ö l j ü k Ug-val a P q _ t n í ( i r á n y ú e g y s é g v e k t o r t : 

„ o 
Pq- 1П, ( 3 . 16) 

Mivel Pq = I — Pq , 
- 1 П« 

( 3 . 1 7 ) Pq = Pq - 1 — Uq Uq . 

A l k a l m a z z u k a Pq o p e r á t o r t e g y t e t s z ő l e g e s y£E,„ v e k t o r r a : 

( 3 . 1 8 ) P ° y = P q ~ t y — ( u j u ) u 9 . 

T o v á b b á , m i v e l | u e | = l , t e h á t 

( 3 . 1 9 ) | P î ° y l 2 = I A - i y l 2 + [ u [ y | 2 - 2 ( u [ y ) u ï ( J P g ° _ 1 y ) . 

A l k a l m a z z u k m o s t a ( 2 . 3 5 ) ö s s z e f ü g g é s t : 

( 3 . 2 0 ) u [ ( £ ° _ 1 У ) = i u , ) r y = u [ y . 

H a s z n á l j u k f e l e z t ( 3 . 1 9 ) - b e n : 

( 3 . 2 1 ) I A ° y l 2 = I G ° - i y l 2 - | u [ y | 2 . 

E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 

(3.22) l-PeVl — I -fT- г УI — |yl-
T e k i n t s ü k a d o t t n a k a z n 1 , n 2 , - „ n , n o r m á l v e k t o r o k a t . K i s z á m í t a n d ó P f , az 

az o p e r á t o r , a m e l y a 

Q, = { x : n j x = 0 / = 1 , 2 , . . . , / } 

a l t é r b e v e t í t . A ( 2 . 2 5 ) e l ő á l l í t á s b ó l P ? - t a z a z a z e l s ő h i p e r s í k b a v e t í t ő o p e r á t o r t 
m e g k a p h a t j u k . M o s t v e s s z ü k a m e g m a r a d t n o r m á l v e k t o r o k k ö z ü l a z e l s ő t , a m e l y 
l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n n j - t ő l , é s a (3 . 17) r e k u r z i ó v a l k é p e z z ü k P\?-t. A m o s t f e n n -
m a r a d ó n o r m á l v e k t o r o k k ö z ü l v e s z ü n k e g y e t , a m e l y a z e l s ő k é t n o r m á l v e k t o r t ó l 
l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n , é s i s m é t a l k a l m a z z u k a z e m l í t e t t r e k u r z i ó t . A z e l j á r á s t a d d i g 
f o l y t a t j u k , a m í g a l e h e t ő l e g t ö b b l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n n o r m á l v e k t o r t k i v á l a s z t o t -
t u k . E k k o r e l j u t o t t u n k e g y P ß v e t í t ő o p e r á t o r h o z , a m e l y t e h á t Г s z á m ú h i p e r s í k 
k ö z ö s r é s z é b e v e t í t . B e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y e z a z o p e r á t o r e g y b e n a z ö s s z e s 
e m l í t e t t h i p e r s í k k ö z ö s r é s z é b e v e t í t . 

9. LEMMA: Legyen az n , , n 2 , ..., n( normálvektorok közül az első V számú 
lineárisan független, de bármelyik további már legyen lineárisan összefüggő velük. 
Legyen továbbá Pj az első l számú hipersík közös részébe vetítő operátor és y Ç Em 
tetszőleges vektor. Ekkor 

( 3 . 2 3 ) щ(Р?у) = 0 ( < 7 = 1 , 2 , . . . / ' , / ' + 1 , . . . / ) . 

BIZONYÍTÁS: q = l , 2 , . . . , / ' - r e P,9 d e f i n í c i ó j á b ó l k ö v e t k e z i k a z á l l í t á s . L e g y e n 
m o s t q>l'. A 7 . l e m m a m i a t t 

| P r n j = 0 . 
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F e l h a s z n á l v a (2 . 3 5 ) - t , 

щ(Ргу) = (РгщУ(Ргу) = 0, 
a m i b i z o n y í t a n d ó v o l t . 

S z ü k s é g ü n k l e s z m é g a t o v á b b i a k b a n n é h á n y e g y s z e r ű ö s s z e f ü g g é s r e é s l e m m á r a . 
E l s ő n e k v i z s g á l j u k m e g a t ö b b v á l t o z ó s F u j / o r - f o r m u l á t . 

L e g y e n 
F ( x ) = F(xl, x2, ..., xm) 

o l y a n m v á l t o z ó s f ü g g v é n y e g y R k o n v e x t a r t o m á n y b a n , a m e l y m i n d e n xt s z e r i n t 
k é t s z e r f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó , é s a m e l y n e k a p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i F - b e n 
k o r l á t o s a k . E k k o r f e l í r h a t j u k a Taylor-form\ükt: 

(3 . 2 4 ) F(x) — F(x0) + ( x - x 0 ) T g ( x 0 ) + ( x - x 0 ) T C ( x ' ) ( x - x 0 ) , 

a h o l 
x 0 £ F t e t s z ő l e g e s p o n t , 

g w v n x ; j aXl ' dx2 ' ••• дхт y 
é s 

' l W I . , , 
— m a t r i x , x £ ( x 0 , x ) . 

2 d x i d x j J , y j = i , 2 m 

M i n t h o g y F ( x ) m á s o d i k p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i k o r l á t o s a k , 

(3. 25) - y|x - x ö | 2 ( x _ Xo)t c(x')(x - x0). 

L e g y e n y = ym a l e g k i s e b b , a m e l y r e a (3 . 2 5 ) m é g t e l j e s ü l . 

6 . DEFINÍCIÓ: H a A e g y s k a l á r m a t r i x , a k k o r A normáján a k ö v e t k e z ő t é r t j ü k : 

vi И Х 1 6 

Ml = m a x 4 4 . 

L e g y e n e k n f , n 2 , . . . , n e l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n e k , e k k o r N j N q n e m s z i n g u l á r i s , 
n o r m á j a l é t e z i k , t e h á t v a n o l y a n y v > 0 , m e l y r e 

( 3 . 2 6 ) p t f X ) - 1 ! ^ . 

10 . LEMMA: A ( 3 . 2 6 ) - / teljesítő "f-re fennáll a 

( 3 . 2 7 ) I 

egyenlőtlenség. 

BIZONYÍTÁS: Н а С e g y t e t s z ő l e g e s m a t r i x é s c t J e g y i k e l e m e , a k k o r 

( 3 . 2 8 ) | с у | ё | | С | | . 

T e k i n t s ü k u g y a n i s a z t a z x , v e k t o r t , a m e l y n e k y ' -edik k o o r d i n á t á j a 1, a t ö b b i 0 . 

6 Az A matr ix így definiált n o r m á j a az egység hosszúságú vektorok képei közül a leghosszabb 
nagyságúval egyenlő. H a A valós szimmetr ikus matr ix, akko r MII n e m más, mint a legnagyobb 
abszolút ér tékű sajátérték abszolút értéke. 
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M i v e l j x j j — 1, t e h á t 

| | C | | a | C x | = 2Ckj = \cu\. 

E z z e l ( 3 . 2 8 ) - a t b e l á t t u k . L e g y e n e k A é s At m i n t ( 3 . 6 ) é s ( 3 . 7 ) - b e n . A~l = (NfNq)-1 - t 
p a r t i c i o n á l j u k ú g y , m i n t (3 . 3 ) - b a n . E k k o r A0 = \P° _ xnq\2. M i v e l = A ô 1 e l e m e 
a z A - 1 m a t r i x n a k , ( 3 . 2 8 ) s z e r i n t é s ( 3 . 2 6 ) m i a t t 

M ö ' H ^ N y v , 

a z a z 

[ I P ^ i ^ É J - ^ y , , 

a m i t á t r e n d e z v e , a z t k a p j u k , h o g y 

F e l h a s z n á l v a ( 2 . 2 5 ) - ö t é s (2 . 2 7 ) - e t , 

s e z z e l a l e m m a á l l í t á s á t i g a z o l t u k . 

11. LEMMA: Legyen Q a A;(x)=nfx — bt = 0 ( i = 1, 2 , . . . , q) hipersíkok közös 
része, és legyen x 0 d Q. Ekkor annak szükséges feltétele, hogy az 

( 3 . 2 9 ) x = x 0 + z 

pont benne legyen az 

( 3 . 3 0 ) R = { x : i ; ( x ) s 0 i=\,2, ...q, ...,k} 

tartományban, az, hogy 

( 3 . 3 1 ) é v / Z Í É O 

legyen. 

BIZONYÍTÁS: T e g y ü k f e l u g y a n i s , h o g y e z n e m t e l j e s ü l . E k k o r l e g a l á b b e g y i-re 
n f z < 0 , p é l d á u l z = l - r e . E k k o r a z o n b a n 

Ái(x) = n l (x 0 + z ) - ú i = nTz<0, 
m i v e l 

a f e l t e v é s s z e r i n t e z z e l i g a z o l t u k a l e m m á t . 

Áx(x) = n í x 0 - ú i = 0 , 

4 .§ . A kvázi-konkáv programozási feladat 
lineáris feltételek esetére 

L e g y e n R t a r t o m á n y a ( 2 . 5 ) - b e n d e f i n i á l t f é l t e r e k k ö z ö s r é s z e , a z a z 

( 4 . 1 ) A = { x : Áj ( x ) = n f x — ő; ё 0 / = 1 , 2 , . . . к } . 
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R z á r t é s k o n v e x t a r t o m á n y , a h a t á r a 

( 4 . 2 ) В = { x : á ( ( x ) = 0 v a l a m i l y e n / - r e é s Â ; ( x ) m i n d e n / - r e } . 

L e g y e n t o v á b b á 

(4.3) F(x) = F(xitx2, ...,xm) 

m - v á l t o z ó s s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y , é s j e l ö l j ü k a g r a d i e n s é t g ( x ) - e l : 

x ' - , ' í 8F 8F dF I 

Feladat: K e r e s e n d ő ' a z F ( x ) s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y m a x i m u m a a z 
R z á r t k o n v e x t a r t o m á n y b a n , é s k e r e s e n d ő a z a z x0£R a m e l y r e 

( 4 . 5 ) F ( x 0 ) = m a x F ( x ) . 
x£R 

A t o v á b b i a k b a n f e l t e s s z ü k , h o g y i s m e r ü n k e g y x l f R 1
 p o n t o t , é s e b b ő l k o n s t r u á -

l u n k e g y o l y a n k o n v e r g e n s x ( s o r o z a t o t , m e l y r e 

( 4 . 6 ) F ( x 1 ) < F ( x 2 ) < . . . < F ( x „ ) < . . . 

k i m u t a t j u k t o v á b b á , h o g y x „ - > - x 0 , é s e r r e a z x 0 - r a ( 4 . 5) t e l j e s ü l , a z a z x 0 p o n t 
o p t i m á l i s a f e l a d a t r a n é z v e . 

1. TÉTEL: Legyen x0 pont az R tartomány határán. x0 pontosan q hipersikon 
van rajta (lë^Sm), amelyekről feltesszük, hogy lineárisan függetlenek. (Normál-
vektoraik lineárisan függetlenek.) Nevezzük ezen síkok közös részét Q-nak, amely 
tehát a síkok lineáris függetlensége miatt m — q dimenziós sokaság. Legyen továbbá 
F(x) szigorúan kvázi-konkáv függvény, amelynek második parciális deriváltjai korláto-
sak R-ben. Ezenkívül F ( x , ) > F ( x 0 ) esetén ( x ! — x 0 ) r g 0 AO legyen8. Ekkor annak 
a szükséges és elégséges feltétele, hogy az F(x) függvény az R tartománybeli maximu-
mát az x0 pontban érje el, azaz, hogy az 

F ( x 0 ) = m a x F ( x ) 

egyenlet teljesüljön, az hogy 

( 4 . 7 ) A ° g ( x o ) = 0 

é s 

( 4 . 8 ) ( A / A ? ) - 1 A , g ( x 0 ) ^ 0 

legyen. 
BIZONYÍTÁS: Elégségesség. ( 4 . 7 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , g 0 = g ( x 0 ) m e g a d h a t ó a g - t 

a l k o t ó s í k o k n o r m á l v e k t o r a i n a k l i n e á r i s k o m b i n á c i ó j a k é n t . ( U g y a n i s Ek = Q° + Q 

7 Sok esetben a gazdasági f e l ada tnak i smer jük egy megoldásá t , ui. a jelenleg használa tos 
p r o g r a m ilyen. M á s esetekben Xi = o, megfelelő, ez ui. megfelel a n n a k , hogy semmit sem te rmelünk . 
H a nem ismeretes indu ló p r o g r a m , a lineáris p rog ramozásban ismert e l járással nyerhe tünk 
egyet , ugyanis a feltételek itt is l ineárisak. 

8 Ezt a kényelmetlen feltételt, va lamint azt , hogy az x 0 - t t a r t a lmazó s íkok legyenek l ineárisan 
függet lenek, ki f o g j u k küszöböln i a módszer használa ta során. 
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o r t o g o n á l i s ö s s z e g , t e h á t Pqgo=0 m i a t t g 0 £ ß , Q p e d i g a z n 1 ( . . . , n^ v e k t o r o k á l t a l 

k i f e s z í t e t t a l t é r ) a z a z 

« 
( 4 . 9 ) g 0 = 2 = a h o l r = ( r l f r 2 , . . . rq). 

i= 1 

M i n d k é t o l d a l r a a l k a l m a z v a a z ( N q N q ) ~ 1 N j o p e r á t o r t , 

( 4 . 1 0 ) r = ( N j N j ) ~ 1 N q g o , 

a z a z ( 4 . 8 ) m i a t t 

( 4 . 1 1 ) r ë O . 

T e g y ü k f e l , h o g y x 0 n e m m a x i m á l i s p o n t j a F ( x ) - n e k P - b e n , a z a z l é t e z i k o l y a n 

X j £ P , a m e l y r e F ( x j ) > F ( x 0 ) . M o s t i g a z o l n i f o g j u k , h o g y e k k o r 

( 4 . 1 2 ) ( X l - X 0 ) r g 0 > 0 . 

A v é g b ő l , h o g y e z t b e l á s s u k , t e k i n t s ü k a z F ( x ) f ü g g v é n y t a z x t — x 0 v e k t o r 
i r á n y á b a n , m i n t e g y d i m e n z i ó s f ü g g v é n y t , a z a z a z 

f i t ) = F ( x 0 + í ( x i - x 0 ) ) 

f ü g g v é n y t m i n t t f ü g g v é n y é t . A 2 . l e m m a u t á n l e v ő m e g j e g y z é s é r t e l m é b e n e z i s 
k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y . M i v e l F ( x t ) > F ( x 0 ) , t e h á t / ( 1 ) > / ( 0 ) , k ö v e t k e z é s k é p p e n 
/ ( ? ) > / ( 0 ) ( 0 < í < l ) , i n n e n / ' ( 0 ) s 0 , a z a z ( x x — x 0 ) ' r g 0 S O , a m i ö s s z e v e t v e a t é t e l 
f e l t e v é s é v e l , m e l y s z e r i n t ( x ^ X Q ) 7 g o ± 0 , a k í v á n t ( 4 . 1 2 ) - t k a p j u k . 

F e l h a s z n á l v a g 0 ( 4 . 9 ) a l a k j á t , ( 4 . 1 2 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 

( 4 . 1 3 ) 0 < 1 ф г х о ) Ч ] . 
;=i 

A ( 3 . 2 3 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l , m i v e l a n n a k f e l l é t e l e t e l j e s ü l ( z = x t — x 0 , x 2 — 
= Xo + X i - x 0 = X j + z £ P ) : ( x t — х о ) т п , ^ 0 (i= 1, ..., q), i n n e n é s ( 4 . 1 3 ) - b ó l 
k a p j u k , h o g y l e g a l á b b e g y г , =>0, a m i e l l e n t m o n d ( 4 . l l ) - n e k , t e h á t a t é t e l f e l t e v é s e 
e l é g s é g e s . 

Szükségesség. B e l á t j u k , h o g y a ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s e k i s . L e g y e n 
q a ( 4 . 1 0 ) - b e l i r v e k t o r k o m p o n e n s e i n e k a s z á m a . T e g y ü k f e l e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t , 
h o g y r q ^ r t ( i = 1, 2 , . . . , q— 1) . H a ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) k ö z ü l n e m m i n d a k e t t ő t e l j e s ü l , 
a k k o r k é t e s e t e t k ü l ö n b ö z t e t ü n k m e g : 

I . 

( 4 . 1 4 ) | P 9 ° g o | > m a x j o j y / ^ v - ' / 2 ! 

9 A tétel szükségesség részében nyi lvánvaló , h o g y az 1. és 2. a l t e rna t íva m i n d e n esete t t a r -
t a l m a z , a m i k o r a (4. 7) és (4. 8) n e m mindegyike tel jesül . A z 1. a l t e rna t íváva l az egész |F [g 0 ! -=0 

eset t á r g y a l h a t ó v o l n a a k k o r is, h a rq> 0 és | P ° g o | - = y rqyj'/2. E z u t ó b b i eset a z o n b a n a 2. a l t e r n a -

t ívába is be le ta r toz ik , és mivel ez kevesebb megszor í tássa l do lgoz ik , ezzel cé lszerű számoln i , a m i k o r 

c sak lehet . (A m á s i k ese tben Q d imenz ió ja vá l toza t lan vagy c s ö k k e n ; i t t ped ig növeksz ik . ) 
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M i v e l | F ° g o | > 0 , x 0 n e m c s ú c s 1 0 ( F - b e n ) , a z a z q ^ m Ç . 1 , t e h á t 0 l e g a l á b b 
e g y d i m e n z i ó s s o k a s á g . T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő e g y s é g v e k t o r t : 

\Pq gol 

E k k o r N j z = 0 , m e r t n f z = 0 ( / ' = 1, 2 , . . . , q), u g y a n i s z € 0 ° , n , Ç 0 é s 0 ° + 0 = Em. 
A z 

( 4 . 1 6 ) x = x 0 + r z 

v e k t o r m i n d e n т - r a 0 - b a n v a n , m e r t x 0 é s z 0 - b e I i e k , 0 p e d i g s o k a s á g . A z o n b a n 
x 0 c s a k a 0 - t l é t r e h o z ó q s z á m ú h i p e r s í k b a n ( # , - , i— 1, 2 , . . . , q) v a n a f e l t é t e l 
s z e r i n t , é s m i v e l l e h e t s é g e s p o n t , 2 j ( x o ) — < 5 > 0 i=q +1, . . . , k. E k k o r a f e n n -
m a r a d ó k — q h i p e r s í k m i n d e g y i k é r e ( H i t i = q+ 1, ..., k ) v a g y l é t e z i k e g y т = т,-, 
a m e l l y e l k é p e z e t t ( 4 . 1 6 ) - b e l i x - r e Л г (х ) = 0 , v a g y a z X = X 0 + TZ m i n d e n т e s e t é r e 
Я ; ( х ) > 0 . A z o n b a n m i v e l R k o r l á t o s , l e g a l á b b e g y p o z i t í v é s e g y n e g a t í v x( l é t e z i k . 
А 2 f ( x 0 + r z ) = 0 e g y e n l e t b ő l 

( 4 . 17) 

M i v e l [ z r n ( | S l , | т г | ё 2 г ( х о ) — > 0 (i = q+ 1, . . . , k ) . L e g y e n r m a l e g k i s e b b p o z i t í v 
t ; , a z a z 

( 4 . 1 8 ) т т = m i n {TJ==<5} (i = q + 1, ..., k). 

E z a r m r e p r e z e n t á l j a a z t a l e g n a g y o b b l é p é s t , a m i t x 0 - b ó l z i r á n y á b a t e h e t ü n k 
a n é l k ü l , h o g y F - e t e l h a g y n á n k . I n n e n b á r m e l y г - r a , m e l y r e 0 т ^ xm , x = x 0 + r z £ F . 

A v é g b ő l , h o g y m e g m u t a s s u k F ( x ) > F ( x 0 ) t e l j e s ü l é s é t e l é g k i c s i n y т - r a t e k i n t -
s ü k a k ö v e t k e z ő e g y e n l ő t l e n s é g e t , m e l y e t ( 3 . 2 4 ) - , ( 3 . 2 5 ) - é s (4 . 1 6 ) - b ó l k a p t u n k : 

( 4 . 1 9 ) x ( z r g 0 ) - yx2 iS F ( x ) - F ( x 0 ) . 

T e h á t ( 2 . 3 6 ) , ( 4 . 14) é s ( 4 . 15) figyelembevételével 

( 4 . 2 0 ) z 7 g 0 = | F ° g o | . 

E z t v i s s z a í r v a ( 4 . 1 8 ) - b a , 

( 4 . 2 1 ) T [ | P e ° g o | - f t ] S F ( x ) - F ( x o ) . 

A z F f ü g g v é n y n ö v e k e d é s é r e v o n a t k o z ó a l s ó k o r l á t a l e g n a g y o b b , h a 
T = | 7 ° g 0 | / 2 y : 

( 4 . 2 1 0 i ^ L ^ S F ( x ) - F ( x 0 ) . 

L e g y e n 

( 4 . 2 2 ) t ' = m i n { x m , | F ° g 0 | / 2 y } ë m i n [ S , | F e ° g o | / 2 y } . 

10 Ugyanis P° ö ° - b a vetít, h a pedig q — m volna, akko r az m dimenziós térben m számú lineá-
risan független sík közös része Q° csak egy pon t . Bármely vektor vetítése ß ° - b a tehát null vektor , 
| B ? g o | > 0 lehetetlen volna. 
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E k k o r 

( 4 . 2 3 ) X i ^ X o + T 'z £R, 

e s 

( 4 . 2 4 ) y T ' | P ; g o ! S E ( x ) - F ( x o ) . 

I I . M o s t t e k i n t s ü k a m á s o d i k a l t e r n a t í v á t : rq>0 (rqSrit /' = \,...,q—\), 

( 4 . 2 5 ) \ P 4 ° g o \ ^ l - r q y y - V > . 

K i m u t a t j u k , h o g y t a l á l h a t ó e g y /?-bel i x , p o n t , ú g y h o g y 

( 4 . 2 6 ) - F r X ' ^ F i x J - F i x o ) , 

a h o l 

t ' S m i n i á , — — 
4y yv 

H o g y e z t k i m u t a s s u k , h a g y j u k el a z Nq m á t r i x b ó l n ^ - t . í g y a z Nq_x = 

= [n,, n2 , ..., i ^ - J mX(q— l ) - e s m á t r i x h o z j u t u n k . A m e g f e l e l ő v e t í t ő m a t r i x o t 
j e l ö l j ü k T ^ - i - g y e i . T u d j u k , h o g y T ^ n . — O ( / = 1 , 2 , . . . , q — 1) . A m i n t a z t a 10 . 
l e m m á b a n k i m u t a t t u k , a ( 3 . 2 7 ) e g y e n l ő t l e n s é g t e l j e s ü l Рц_кпч-га. ( 2 . 3 2 ) - b ő l , é s 
a b b ó l a t é n y b ő l , h o g y iq — к ( / = 1 , 2 , . . . , q ) k i f e s z í t i Q-ot k ö v e t k e z i k , h o g y 

( 4 . 2 7 ) go= 2 ón,- + P ° g o -
í = i 

Q-1 t a r t a l m a z z a a z a z a l t é r , a m i b e Pq v e t í t , e z é r t 

p ° 
"q-l 

é s (4 . 2 7 ) - b ő l k ö v e t k e z ő l e g 

A 1 g 0 l a l s ó k o r l á t j á t m e g k a p j u k ( 3 . 2 7 ) é s ( 4 . 2 5 ) s e g í t s é g é v e l : 

Pq-lPч gO = ö , go , 

„О n 0 , nO 
Pq- 1 gO = А Л - 1П4 + X gO • 

( 4 . 2 8 ) I T>4°_ t go 11= r , | 7*,°-1 n , | - I P ° g 0 | ë j r , ^ . 

T o v á b b á , m i v e l < P ° 8 o = 0 és n J P ° _ 1 n 4 = | P ° _ 1 n , | 2 ( l á s d ( 2 . 3 6 ) ) k ö v e t k e z i k , h o g y 

П Х - 1 g0 = Гц \ Pq- I n„ 12 > 0. 
L e g y e n 

( 4 . 2 9 ) ^ = 
l ^ - i g o l 

5 III. Osztály Közleményei Х Ш / 2 
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E k k o r A j _ ! Z = 0 é s e z é r t a z x = x 0 + r z p o n t m i n d e n т > 0 e s e t é n 
A , - b e n f e k s z i k ( / = 1 , 2 , . . . , 9 — 1) d e n i n c s e n A g - b a n . 

í g y a k í v á n t X j = x 0 + i ' z ( Ä , t e l j e s ü l , a h o l 

f ' = m i n { r m , | P g ° _ i g o | / 2 y } . 

I t t t e r m é s z e t e s e n т,„ = m i n { т ; > 0 } (i — q, q + l , ..., к). E n n e k b e l á t á s a p o n t o s a n 
ú g y t ö r t é n i k , m i n t a z I . r é s z b e n . A k í v á n t ( 4 . 2 6 ) a z o n n a l k ö v e t k e z i k (4 . 2 4 ) - b ő l 
( 4 . 2 8 ) m i a t t . T e r m é s z e t e s e n ( 4 . 2 4 ) - b e n i s | P g g 0 | h e l y e t t , g 0 | - t k e l l v e n n ü n k . 

2. TÉTEL: Legyen x0 pont az R tartomány belsejében és teljesüljenek az előző 
tétel feltevései. Ekkor annak szükséges és elégséges feltétele, hogy az F(x) függvény 
az R tartománybeli maximumát x0 pontban érje el, az hogy 

( 4 . 3 0 ) g ( x o ) = 0 

legyen. 

BIZONYÍTÁS: AZ elégségesség i g a z o l á s á h o z t e g y ü k f e l , h o g y (4 . 30) t e l j e s ü l , d e 
m é g i s l é t e z i k o l y a n X j Ç F , a m e l y r e F ( x , ) > F(x0). E k k o r s z ó s z e r i n t m e g i s m é t e l -
h e t ő (4 . 12 ) i g a z o l á s a , e z a z o n b a n e l l e n t m o n d á s , m e r t g o = 0 e s e t é n ( x t — x 0 ) r g 0 = 0 . 

A szükségesség b i z o n y í t á s a u g y a n ú g y t ö r t é n i k , m i n t a z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á b a n 
a s z ü k s é g e s s é g n é l t a l á l h a t ó I . e s e t b e n , u g y a n i s e k k o r 9 = 0 , Pq = I és P°g0=go-
H a t e h á t g o ^ O , a k k o r | g o | > 0 , t e h á t a z o t t a n i k o n s t r u k t í v b i z o n y í t á s e g y o l y a n 
x x p o n t o t i s s z o l g á l t a t , m e l y r e F(x1)>F(x0). 

A z 1. é s 2 . t é t e l s z e r i n t e g y t e t s z ő l e g e s x0£R v a g y o p t i m á l i s p o n t , a z a z a z 

F ( x ) f ü g g v é n y a z x 0 p o n t b a n v e s z i f e l a z A - b e l i m a x i m u m á t — e k k o r m e g o l d o t t u k 

f e l a d a t u n k a t — v a g y t a l á l h a t ó e g y X j Ç A p o n t , a m e l y r e F ( x x ) = = - F ( x 0 ) . A t é t e l e k 

b i z o n y í t á s a i k o n s t r u k t í v a k , t e h á t e g y b e n m ó d s z e r t i s s z o l g á l t a t n a k e g y r e j o b b 

p r o g r a m k e r e s é s é r e . I g a z o l n i k e l l m é g , h o g y a z e l j á r á s k o n v e r g e n s , e z e n k í v ü l a 1 . 

t é t e l b e n s z e r e p l ő k é n y e l m e t l e n f e l t é t e l e k t ő l i s m e g a k a r u n k s z a b a d u l n i . E r r e s z o l g á l 
a z a l á b b i t é t e l , é s a z a z t k ö v e t ő m e g j e g y z é s e k . 

3. TÉTEL: Legyen x0 tetszőleges pont R-ben és legyen az {x,} sorozat a kővetkező-
képpen definiálva: 

X; + L = X; + T/ZÍ ( / = 0 , 1 , . . . ) , 

ahol Z[ és г- az 1. és 2. tétel bizonyításának „szükségesség" részéből az i-edik lépésben 
kapott z és Tf. 

Ekkor az ( x j sorozathoz tartozó { F ( x , ) } = { F , } sorozat szigorúan növekedő, és 
a) vagy véges sok tagból áll, véget ér FN-nél, ekkor xN optimális pont, azaz F(x)-

nek az R-beli maximuma FN, 
b) vagy az {F,} sorozat végtelen, ekkor konvergens sorozatot alkot, melynek 

határértéke, F m a x , egyben E(x)-nek az R-ben felvett legnagyobb értéke, és a meg-
felelő {x,} sorozat is konvergens. Az ( x j sorozat határértékét x*-gal jelölve igaz az,, 
hogy 

/ • m s x = F ( x * ) . 

BIZONYÍTÁS: A k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t f o g j u k h a s z n á l n i G = m a x { 0 , r f 
( j = 1, 2 , . . . , q), a h o l a ( 4 . 9 ) - b e n s z e r e p l ő r k o m p o n e n s e i , P ° g i = P q g H i ) , ö p e d i g 
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a ( 4 . 1 8 ) - b a n i s s z e r e p l ő a l s ó k o r l á t . 

(A . m n v í m i n f l f ° g . ] 2
 m i n r e t 2 M 

( 4 . 3 1 ) i/ó = m a x < m i n — , - — , m i n — , — > ë U . 

X l 4 y 2 i L 1 6 " v ' 4 / ? v J j 

A z 1. t é t e l m i a t t 

( 4 . 3 2 ) f i + r f i H i ( / = 0 , 1 , . . . ) . 

A { £ , } s o r o z a t t e h á t v a l ó b a n s z i g o r ú a n n ö v e k e d ő , m e r t i/q — 0 é s ф к = 0 e s e t é n 

FN az F(x) f ü g g v é n y £ - b e l i m a x i m u m a , u g y a n i s e k k o r PqN — qn = 0 . A z o n b a n 

i<N e s e t é n ф,>0, m e r t h a v a l a m e l y k<N e s e t é n фк= 0 v o l n a , a k k o r m á r Fk-yal 

v é g e t é r n e a s o r o z a t . A t é t e l á l l í t á s á n a k a ) r é s z é t é s a s o r o z a t s z i g o r ú n ö v e k e d é s é t 

e z z e l b e l á t t u k . 

H a a z { £ ; } s o r o z a t v é g t e l e n , l é t e z i k h a t á r é r t é k e — j e l ö l j ü k £ m a x - a l — m e r t 

e g y m o n o t o n n ö v e k e d ő k o r l á t o s s o r o z a t n a k m i n d i g v a n h a t á r é r t é k e . A ( 4 . 3 2 ) 
e g y e n l ő t l e n s é g e k e t ö s s z e a d v a , 

( 4 . 3 3 ) F m a x - F 0 ^ 2 ^ i -
i = i 

E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l i m i / i ; = 0 , a z a z , h o g y a z £ m a x - h o z t a r t o z ó ф — a 
Í-ЮО 

{ ф ) } s o r o z a t h a t á r é r t é k e — 0 , t e h á t a 1. t é t e l s z e r i n t F , n a x a z F ( x ) f ü g g v é n y / ? - b e l i 
m a x i m u m a a h o g y á l l í t o t t u k . A z t k e l l m é g i g a z o l n u n k , h o g y a z T j - h e z t a r t o z ó 
{ x , } s o r o z a t k o n v e r g e n s . M i v e l a z R h a l m a z k o r l á t o s , e z c s a k ú g y l e h e t s é g e s , h o g y a z 
{ x j s o r o z a t n a k l e g a l á b b k é t t o r l ó d á s i p o n t j a v a n : x * , x * * . V á l a s s z u n k k i a z { x , } 
s o r o z a t b ó l e g y x * - h o z é s e g y x * * - h o z k o n v e r g á l ó r é s z s o r o z a t o t : 

l i m X : = x * l i m х-- = x * * . *v jh 
V-+« p-*oo 

M i v e l a z { £ ; } s o r o z a t m o n o t o n n ö v e k e d ő , k o n v e r g e n s é s h a t á r é r t é k e F m a x , 
k ö v e t k e z ő l e g 

£(x*) = F(x**) = £max. 

A z o n b a n F(x) a f e l t e v é s s z e r i n t s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y , t e h á t a z 

F(x) f ü g g v é n y a z 7?-be l i m a x i m u m á t c s a k e g y h e l y e n é r h e t i e l , ( l á s d : 3 . l e m m a ) , 

t e h á t x * = x * * a z a z a z { x j s o r o z a t k o n v e r g e n s é s F ( x * ) = F m a x , a m i v e l a t é t e l 

m i n d e n á l l í t á s á t i g a z o l t u k . 

Megjegyzések : 
1. A z 1. t é t e l b e n s z e r e p e l a z a f e l t é t e l , h o g y a z x 0 ( Á p o n t o t t a r t a l m a z ó s í k o k 

l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n e k l e g y e n e k . E t t ő l a f e l t é t e l t ő l k ö n n y e n m e g s z a b a d u l h a t u n k . 
T e g y ü k f e l u g y a n i s , h o g y a z x 0 p o n t o t a q l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n s í k o n k í v ü l m é g p 
e z e k t ő l l i n e á r i s a n f ü g g ő s í k i s t a r t a l m a z z a . A ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) f e l t é t e l e k v á l t o z a t l a n u l 
e l é g s é g e s e k , h a e z e k b á r m e l y x 0 - t t a r t a l m a z ó l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n s í k r e n d s z e r r e 
t e l j e s ü l n e k — c s a k e z t h a s z n á l t u k k i — a k k o r x 0 p o n t o p t i m á l i s . 

A ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) s z ü k s é g e s s é g é n e k v i z s g á l a t a k o r k é t e s e t e t k e l l m e g k ü l ö n b ö z -
t e t n ü n k . H a l-Pg g 0 | > 0 , a k k o r a ( 4 . 1 5 ) - b e l i z m e g f e l e l ő , m e r t x 0 b e n n e v a n m i n d a 
p + q h i p e r s í k b a n , t e h á t NqFpz = 0 m i n t a „ s z ü k s é g e s s é g " I. r é s z é b e n , t e h á t a t o v á b b i 
k ö v e t k e z t e t é s e k i s é r v é n y e s e k , t a l á l h a t ó X j m e l y r e F ( x , ) > £ ( x 0 ) . N e h e z e b b a h e l y -

z e t a m á s i k e s e t b e n , a m i k o r | £ ° g 0 | = 0 é s l e g a l á b b e g y 0 . L e g y e n p l . i — q, a z a z 

5* 
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rq > 0 . S z á m í t s u k k i e k k o r a ( 4 . 2 9 ) - b e l i z - t . E r r e a d ó d i k u g y a n ú g y m i n t o t t , h o g y 
N ç - i z = 0 é s n j z > 0 . A l e g t ö b b e s e t b e n t e l j e s ü l , h o g y 

( 4 . 3 4 ) n f z ë O (i = q + l , ... q+p), 

a m i k o r is z i s m é t m e g f e l e l ő . E l ő f o r d u l a z o n b a n , h o g y a (4 . 34 ) s z o r z a t o k k ö z ü l 
v a l a m e l y i k n e g a t í v ( a z a z z n e m l e h e t s é g e s p o n t , m e r t a m e g f e l e l ő n ; n o r m á l v e k t o r ú 
s í k k í v á n t f é l t e r é b e n n i n c s b e n n e , í g y a z xt = x 0 + r z p o n t s e m l e h e t s é g e s p o n t ) . 
E k k o r a z e l j á r á s t a k ö v e t k e z ő k é p p e n m ó d o s í t h a t j u k : 

E g y e g y s z e r ű l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i p r o b l é m á t k e l l m e g o l d a n u n k q v á l t o z ó v a l 
é s q+p m e g s z o r í t á s s a l . A Hq+l s í k b e l i ú ? + 1 - e t h e l y e t t e s í t s ü k bq+l = bq+1 + E -

n a l , h a s o n l ó a n a bq + 2-1. b'q+2 = bq + 2+e2-tel s t b . , a h o l e t e t s z ő l e g e s k i c s i p o z i t í v 
s z á m . A q+p s z á m ú h i p e r s í k m e g h a t á r o z e g y R* k o n v e x p o l i é d e r t , m e l y n e k x 0 

e g y c s ú c s a . g 0 e g y k o n s t a n s v e k t o r . V a l a m i l y e n l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i e l j á r á s s a l 
( v a g y a g r a d i e n s v e t í t é s i m ó d s z e r r e l ) , v a g y m e g h a t á r o z h a t ó o l y z , a m e l y r e 
é s z ' g > 0 e k k o r e — 0 s e g í t s é g é v e l e g y m e g f e l e l ő z - h e z j u t u n k , v a g y k i m u t a t j u k , 
h o g y i l y e n z n i n c s , a z a z x 0 o p t i m á l i s p o n t . 

( H a a f e n t i z k e r e s é s k o r m a x z T g 0 - t h a t á r o z z u k m e g , a k k o r a z e l j á r á s t e l j e s . 
E l é g a z o n b a n e g y o l y a n z i s — h a v a n i l y e n — a m e l y r e k i m u t a t h a t j u k , h o g y z r g 0 > 0 
m i n d e n £ - r a , é s m é g a z e - * 0 e s e t b e n v e t t h a t á r é r t é k e is p o z i t í v . ) 

2 . A 1. t é t e l b e n s z e r e p e l a z a f e l t e v é s , h o g y Р ( х 1 ) > Р ( х 0 ) e s e t é n ( x t — x 0 ) T 

g ( x o ) + 0 , a z a z h a ( x t — x 0 ) r g ( x 0 ) = 0 ( a z x — x 0 i r á n y m e n t i d e r i v á l t ) a k k o r a z 
x — x 0 i r á n y b a n n i n c s o l y a n x í p o n t , a m e l y r e A ( x í ) > A ( x 0 ) v o l n a . ( T e r m é s z e t e s e n 
e z a — ( X j — x 0 ) i r á n y b a n i s i g a z . ) 

H a e z a f e l t é t e l n e m t e l j e s ü l , a z s z e m l é l e t e s e n a z t j e l e n t i , h o g y v a n o l y a n i r á n y , 
a m e l y m e n t é n h a l a d v a e g y o l y a n e g y d i m e n z i ó s i n f l e x i ó s p o n t v a n , a h o l a z e l s ő 
i r á n y m e n t i d e r i v á l t z é r u s . E k k o r a f e n t l e í r t e l j á r á s t m ó d o s í t a n i k e l l , u g y a n i s e k k o r 
a ( 4 . 7 ) é s (4 . 8) f e l t é t e l e k m á r n e m e l é g s é g e s e k x 0 o p t i m a l i t á s á h o z . ( T e r m é s z e t e s e n 
t o v á b b r a is s z ü k s é g e s e k . ) H a a f e l t é t e l e k n e m t e l j e s ü l n e k , a z e l j á r á s t o v á b b r a i s 
s z o l g á l t a t e g y p o n t o t , a m e l y r e P ( x 1 ) = - F ( x 0 ) . H a a z o n b a n t e l j e s ü l n e k a f e l t é t e l e k 
e g y x 0 p o n t r a , a b b ó l m é g n e m k ö v e t k e z i k x 0 o p t i m a l i t á s a . E k k o r t e h á t t a l á l n u n k 
k e l l v a l a m i l y e n e l j á r á s t , a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l v a g y e g y o l y a n X j p o n t h o z j u t u n k , 
a m e l y r e F(xi)>F(x2), v a g y k i t ű n i k , h o g y x 0 o p t i m á l i s . A z a l á b b i a k b a n v á z o l v a 
m e g e m l í t ü n k n é h á n y i l y e n m ó d s z e r t , e g y k é s ő b b i c i k k b e n e r r e m é g r é s z l e t e s e n 
v i s s z a t é r e k . 

a ) K é r d é s , h o g y a z x 0 p o n t t e t s z ő l e g e s k i c s i k ö r n y e z e t é b e n ( A - b e n ) v a n - e 
o l y a n z p o n t , a m e l y b e n a z — x 0 i r á n y b a v e t t i r á n y m e n t i d e r i v á l t n e m n e g a t í v . H a 
n i n c s , a k k o r x 0 o p t i m á l i s . H a v a n , a k k o r A ( z ) > A ( x 0 ) . H a x 0 A h a t á r á n v a n , 
a k k o r c s a k A - b e l i z - k r e v é g e z z ü k a f e n t i e l j á r á s t , a z a z o l y a n o k r a , m e l y e k r e 
( z — x 0 ) n , s O , h a n j d Q . ( E z a f e l t e v é s a z é r t e l e g e n d ő , m e r t h a e g y z - r e t e l j e s ü l 
a f e n t i k r i t é r i u m , a k k o r A ( x ) k v á z i - k o n k á v i t á s a m i a t t a z e g é s z ( x 0 , z ) i n t e r v a l l u m 
m i n d e n p o n t j á r a i s t e l j e s ü l . ) 

b ) H a v a n o l y a n a i r á n y , a m e l y b e n a z e l s ő n e m z é r u s i r á n y m e n t i d e r i v á l t 
p á r a t l a n r e n d ű , a k k o r v a g y a v a g y — a i r á n y b a n a f ü g g v é n y n ö v e k s z i k , e l l e n k e z ő 
e s e t b e n x 0 o p t i m á l i s . H a x „ a h a t á r o n v a n , a k k o r c s a k a z o n ot i r á n y o k a t v e s s z ü k 
s z á m í t á s b a , a m e l y e k A - b e m u t a t n a k , a z a z x n f ^ 0 , h a n ; € ß . E k k o r a z o n b a n a z t 
k e l l m e g k í v á n n u n k , h o g y a z a i r á n y m e n t i e l s ő n e m z é r u s d e r i v á l t p á r a t l a n r e n d ű 
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é s p o z i t í v l e g y e n . H a i l y e n a n i n c s , a z o p t i m u m n á l v a g y u n k , h a v a n , e l é g k i s a 
i r á n y b a v a l ó e l m o z d u l á s s a l e l j u t u n k e g y o l y a n X] p o n t h o z , m e l y r e Р ( х , ) » Р ( х 0 ) . 

c ) M ó d o s í t h a t j u k a z P ( x ) f ü g g v é n y t o l y m ó d o n , h o g y a z é r u s i r á n y m e n t i 
d e r i v á l t a k p o z i t í v b a m e n j e n e k á t , p l . a S e ' X ; h o z z á a d á s á v a l , v a g y m á s m ó d o n . 
I t t a z o n b a n t ö b b p r o b l é m a l é p f e l . Á l l a n d ó j e l l e g ű m ó d o s í t á s t n e m t e h e t ü n k , 
m e r t e k k o r e l r o m o l h a t a k v á z i - k o n k á v i t á s , é s a k o n v e r g e n c i a . A v á l t o z t a t á s 
c s a k a r r a s z o l g á l , h o g y k e r e s s ü n k e g y o l y a n p o n t o t , a h o l a f ü g g v é n y é r t é k n a g y o b b , 
v a g y i g a z o l j u k , h o g y i l y e n n i n c s . E z a m ó d s z e r e g y d i m e n z i ó s v i z s g á l a t o k r a v e z e t h e t ő 
v i s s z a i s m é t a z i r á n y m e n t i d e r i v á l t a k s e g í t s é g é v e l . 

3 . A ( 4 . 2 2 ) - b e n l e í r t x' n e m b i z t o s , h o g y a l e g j o b b ; e l ő f o r d u l h a t , h o g y a z 
i r á n y b a n m á s t á v o l s á g b a n e l m e n v e n a g y o b b f ü g g v é n y é r t é k h e z j u t u n k . M e g k e l l 
t e h á t h a t á r o z n u n k a z P ( x 0 + r z ) f ü g g v é n y , m i n t т f ü g g v é n y é n e k m a x i m u m á t a 
0 < T § r m i n t e r v a l l u m b a n . E z a s o k s z o r k ö n n y e n m e g o l d h a t ó j a v í t á s e r ő s e n m e g -
g y o r s í t h a t j a a k o n v e r g e n c i á t . 

5 . § . Algoritmus a feladat megoldására 

A 4 . §. e l e j é n l e í r t f e l a d a t m e g o l d á s á r a e g y o l y a n a l g o r i t m u s t a d u n k , a m e l y 
f e l h a s z n á l j a a 4 . § - b e l i t é t e l e k e r e d m é n y e i t , s ő t t ö b b h e l y e n a k ö z b ü l s ő l é p é s e k e t i s . 

A z a l g o r i t m u s b a n h a s z n á l t g ( x ) d e f i n í c i ó j a ( 4 . 4 ) - b e n , a Pq v e t í t ő m a t r i x e l ő -
á l l í t á s a p e d i g ( 2 . 2 1 ) - b e n t a l á l h a t ó . 

H a i s m e r e t e s e g y x 0 l e h e t s é g e s p o n t , a k k o r x v = x 0 - v a l k e z d v e a z a l á b b i i t e r a t í v 
e l j á r á s a l k a l m a z h a t ó : 

1 . S z á m í t s u k k i g v = g ( x v ) - t é s P ° g ( x v ) - t . H a P ° g v = 0 é s r ^ o , a h o l r a ( 4 . 1 0 ) -
b e l i v e k t o r , a k k o r x v o p t i m á l i s ( 1 . t é t e l ) . 

2 . H a | F ° g v | k i e l é g í t i ( 4 . 1 4 ) - e t , s z á m í t s u k k i z - t ( 4 . 1 5 ) - b ő l . H a | P ° g v | k i e l é -
g í t i ( 4 . 2 5 ) - ö t , a h o l rq = m a x > 0 , h a g y j u k e l Hq-1 Q - b ó l , v e g y ü k m o s t 
é s a m e g f e l e l ő P ^ - e t . S z á m í t s u k k i z - t ( 4 . 2 9 ) - b ő l . 

3 . S z á m í t s u k k i T m - t ( 4 . 1 7 ) - é s (4 . 1 8 ) - b ó l , f e l h a s z n á l v a a 2 - b e n k a p o t t z - t . 
L e g y e n x'v+1 = XV + T„,Z. 

4 . S z á m í t s u k k i g v + í , ) - e t . H a zTg(+1 a k k o r l e g y e n x v + 1 = x í + 1 é s 
ö - h o z v e g y ü k h o z z á a ( 4 . 1 8 ) - b e l i m i n T ; - n e k m e g f e l e l ő H r t . 

5. H a z T g ' , b i < 0 n , l e g y e n 

( 5 . 1 ) 0 = z T g v / ( z r g v - z r g í + i ) 

é s 

( 5 . 2 ) x v + i = e x v ' + i + ( 1 - Q)XV. 

A s í k o k k ö z ö s r é s z e Q e k k o r v á l t o z a t l a n m a r a d . 
E z a z a l g o r i t m u s e g y x v £ F p o n t h o z , h a a z n e m o p t i m á l i s m e g a d e g y o l y a n 

x v + 1 p o n t o t , a m e l y b e n a z P ( x ) é r t é k e n a g y o b b , m i n t x v - b e n . E z a z e l j á r á s v a g y 

v é g e t é r e g y x 0 p o n t n á l , a k k o r x 0 p o n t o p t i m á l i s , P ( x 0 ) a z P ( x ) f ü g g v é n y F - b e l i 

m a x i m u m a , v a g y e g y k o n v e r g e n s { x v } s o r o z a t o t s z o l g á l t a t , m e l y n e k h a t á r é r t é k e 

a k í v á n t x 0 o p t i m á l i s p o n t . ( 3 . t é t e l . ) 

11 x„-böl, ahol pozitív volt az iránymenti derivált, eljutottunk egy olyan x(+i pontba, ahol 
már negatív az iránymenti derivált, tehát közben valahol nulla is. Ezt â pontot Xv +1" gyei jelöltük. 
xv és Xv + i között F(x) iránymenti deriváltja (xv+1— x„ irányban) pozitív F(x) konkávitása 
miatt, tehát 7 ( х , и ) > Я х , ) . 
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