KVAZI-KONKAV PROGRAMOZASI FELADAT
MEGOLDASA GRADIENS VETITESI MODSZERREL

ifrta: KOVACS LASZLO BELA

Bevezetés

Az utobbi években a nemlinearis programozas az érdeklGdés kozéppontjaba
keriilt. A linedris programozds alkalmazasi kore korlatozott, sok esetben ugyanis
a célfiiggvény vagy a feltételek nem linearisak, és linearissal valé helyettesitésiik
durva kozelités. A nemlinearis programozas korében jelentSs helyet foglal el a
konkav programozas. A konkdv programozis Ujszerii feladatot jelent példaul
azért is, mert egy konvex poliéderen egy konkav fiiggvény a maximumat altalaban
nem csuicson éri el. Ebbs] kovetkezik az is, hogy a konkav programozisi eljarasok
altalaban nem végesek.

A konkdv programozds feladata a kovetkezG: Maximalizalandé egy F(x) kon-
kav figgvény g,(x)=0 (i=1, 2, ..., k) feltételek mellett, ahol g,(x) fiiggvények is
konkavok. Ha

F(x)= 2 cx;
j=1
és
&(X)= 2 nyx;—b; (i=1,2,..,k
j=1

akkor linearis programozasi feladatot kapunk.

Az els6 konkav programozisrdl szoloé cikk, KunN és TUCKER [6] dolgozata
1950-ben jelent meg. Ebben fGleg exisztencia- és unicitastételek taldlhatdk, vala-
mint az Gn. nyeregponttétel. Az ARROw, HUurwiTZ és Uzawa altal kiadott [10]
cikkgytijteményben altalanos linearis terekben val6é programozas (HURWITZ: Prog-
ramming in Linear Spaces), tovabbi féként konvergencia-, exisztencia- és uni.
citastételek talalhaték. Egyben az optimumot is szolgéltatd nyeregpont megkere.
sését differencial- ill. differencia egyenletekre vezeti vissza, amelyek gyakorlati fel.
hasznalasa azonban korlatozott. ErrSl a témardl lasd még KARLIN [5] munkajat,

Masik fontos nemlinearis programozasi témakor a kvadratikus programozds.
Ezen altalaban egy pozitiv definit (vagy szemidefinit) kvadratikus fiiggvény maxi-
malizalasat értik linearis feltételek mellett. Minthogy egy pozitiv definit (szemide-
finit) kvadratikus fiiggvény konvex, ez a fiiggvény maximumat a feltételek altal
meghatérozott konvex poliéder valamelyik csticsan veszi fel. Ez az oka annak,
hogy a kvadratikus programozis modszereinek kiindulépontja a szimplex mddszer
megfelel6 modositasa. Lasd példaul WoLre [11] dolgozatit. Amennyiben egy pozi-
tiv definit (szemidefinit) kvadratikus fliggvény minimuméat keressiik, akkor ez
ekvivalens a fiiggvény (— 1)-szeresének, tehdt egy konkav fiiggvénynek maximali-
zalasaval, ami egy konkav programozasi probléma. ‘

4 1II. Osztily Koézleményei XIII/2
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Az itt kozolt dolgozatban a konkavnal altalanosabb célfiiggvény esetén vizs-
galjuk a programozasi feladatot, feltételi egyenleteink azonban linearisak.

A kvazi-konkav fiiggvény fogalmit ARROW és ENTHOWEN vezette be az [1]
cikkben, azonban itt csak exisztencia- és unicitastételek, valamint a problémanak
nyeregpont Keresésére valQ visszavezetése talalhato.

Nemrég jelent meg RoseN [8] cikke, amelyben a konkav programozasi felada-
tot egy 11j mddszerrel az n. gradiens vetitéssel oldja meg. Ennek a cikknek a f§
gondolatait hasznaltuk fel és altalanositottuk a jelen dolgozatban, kiegészitve a
kvazi-konkav fiiggvényekre vonatkozé lemmakkal, valamint néhany megjegyzéssel.

Az elsG §-ban a kvazi-konkav fiiggvényeknek a tovabbiakhoz sziikséges, eddig
még nem targyalt tulajdonsagait ismertetjitkk. A 2. §-ban megemlitiink néhany fon-
tos fogalmat és lemmat, amelyre a mddszerben tdmaszkodunk. A 3. § egy matrix-
invertalasi mddszerrel és a vetit6matrixok tulajdonsagaival foglalkozik. A dolgozat
gerincét a 4. § alkotja. Ebben talalhaté a kvazi-konkdv programozasi feladat meg-

fogalmazisa — kvazi-konkav fiiggvény maximalizalasa és a maximum helyének
megkeresése linearis feltételek esetén — a feladat megoldasat elGkészits tételek,

valamint az eljaras konvergencidjanak bizonyitasa. Végiil az 5. §-ban réviden 6sz-
szefoglaljuk az algoritmust, amely a 4. § tételein alapszik.

Ez dton koszonom PREKOPA ANDRAsnak, hogy dolgozatomat attanulmanyozta
¢és hasznos tanacsokkal latott el.

1.§. Kvazi-konkav fiiggvény fogalma és tulajdonsagai

1. pEFINiCIG: Egy m-valtozds f(x) fiiggvényt (x={x,, ..., x,,}) konkavnak
neveziink egy R konvex tartomanyban, ha minden x,, x, € R esetén

FOPx +(A=Dx]=(x)+ (1 -ADf(x)  (O<i<D)

teljesiil. (Ha a hatarozott egyenlGtlenség teljesiil minden megengedett A-ra, a fiigg-
vényt szigoruan konkavnak nevezziik.)

2. DEFINiCIO: Egy m-valtozds f(x) fiiggvényt kvizi-konkavnak neveziink egy
R konvex tartomanyon, ha minden x,, x,€ R esetén

fUx + (1 =Dx}=min {f(x;, f(x,}  O<i<D)

teljesiil. Ha a hatarozott egyenlGtlenség teljesill minden megengedett A-ra, akkor
a fiiggvényt szigorfian kvazi-konkavnak nevezziik.

A fenti definiciobdl nyilvanvald, hogy minden konkav fliggvény egyben kvazi-
konk4v is. Egy konkav, de nem szigoriian konkav fiiggvény lehet szigoriian kvazi-
konkav. (Példaul: az x-tengellyel nem parhuzamos egyenes.)

A tovabbiakban megvizsgaljuk a kvazi-konkav fiiggvények néhany tulajdon-
sagat.

1. LEMMA: 'Egy egyvdlitozds differencidlhato f(x) fiiggvény akkor és csak akkor
kvdzi-konkdv egy (a, b) intervallumon x,, x,€(a, b) esetén, ha az

(1.1 S(x)) =f(x2)
egyenlitlenséghdl kovetkezik, hogy
1.2 (2 —x)f (x1) =0.
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BizoNyiTAs: A fenti feltétel sziikséges. Legyen ugyanis az f(x) fiiggvény kvazi-
konkav. Azt kell igazolnunk, hogy (1. 1)-b8l kovetkezik (1.2). Tekintsiik elGszor
az x,=>Xx, esetet. Ekkor

(1.3) F(x,)=lim ﬂf’—“’z_fﬁzo,
h—-0
mert
Sx; +h)—f(x;) =0, hacsak x,+h = x,

az f(x) kvazi-konkavitasa és (1. 1) miatt. Azonban x,>x, miatt (1. 3) ekvivalens
(1. 2)-vel. x, <X, esetén a bizonyitds ugyanigy torténik, mig x, =x; esetén (1. 2)
trivialisan teljesiil.

Az elégségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy minden x,, x, € (a, b)-re (1. 1)-
bdl kovetkezik (1. 2). Igazolni fogjuk, hogy f(x) az (a, b) intervallumon kvazi-
konkav. Legyen x,>x; X, x,€ (a, b) két olyan pont, amelyre (1. 1) fennall. Be-
latjuk, hogy f[ix;+ (1 —Dx,]=f(x,) O<Ai<1). A bizonyitas indirekt modon
torténik. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik egy x; (x; <x; <x,) pont, melyre f(x;) <
<f(x,). Ekkor létezik egy x4 €[x,, x3) pont, melyre f(x,)=f(x,), de f(x)<f(x,)
minden x € (x4, x53) esetén.! Mivel f(x,)>f(x;) és x, <x; létezik oly
x5 € (x4, X3) melyre

(1. 4 , S (x5)<O.
Mésrészt azonban

(1.5 S(xs)=f(x)=f(x) =f(x)
és “

(1.6) Xs<X,.

(1. 4), (1. 5), és (1. 6) egyiitt az (1. 2)-nek ellentmond. Teljesen hasonlbéan iga-
zolhatjuk a lemma elégséges részét, ha x, <x, eseten teljesiil (1. 1), tehat a lemmat
igazoltuk.

2. LEMMA: Egy egyvdltozds folytonos fiiggvény akkor és csak akkor szigorian
kvdzi-konkdv az (a, b) intervallumon, ha kvdzi-konkdv (a, b)-n és bdrmely x, pontnak
létezik olyan (xu—¢&, xo+¢) kornyezete, ahol

1.7 Sx) #f(xo) (minden x€(xo—¢, xo+¢), Xx=1x, esetén).

BizonyiTAs: Igazoljuk elfszor a lemma sziikségességét. A kvazi-konkavitas
a definicié6 miatt szitkséges. A masik feltétel is sziikséges, ugyanis ha létezne egy
X (i=1,2,...) xo-hoz torl6d6 pontsorozat, hogy f(x;) =f(x,), akkor f(x) folytonos-
saga miatt egy xo-bdl kiinduld szakaszon a fiiggvény erteke Sf(x,) volna, tehat nem
volna szigoruan kvazi-konkav,

Az elégségesség bizonyitasahoz legyenek x, x, € (a, b) tetszSleges pontok, és
xy>xy, f(x2)=f(x,). (Az x,<x; eset teljesen hasonldéan targyalhat6.) Mivel a
figgvény kvazi-konkav:

(1.98) Slix; +({1 —Dx,] = fxy) O<=i<l).

1 Azon x; pontok, melyekre f(x;) =f(x,) nem torlédhatnak xi-hoz, ekkor ugyanis az f(x)
folytonossaga miatt f(x:)=f(x3) volna a feltevéssel ellentétben.

4%
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Tudjuk azt is a masodik feltétel miatt, hogy létezik oly 6 melyre
(1.9 Slxy + (A =Dx,]=f(x;)  (0<A=9)

teljesiil. Tegyiik fel a fenti Aallitassal ellentétben, hogy létezik egy x;€ (x,, x,),
(x3 %X, x3 #X,;) melyre

(1. 10) Sfx3)=f(x).
Alkalmazzuk a lemmaban szerepld masodik feltételt az x; pontra. x;-nak van

olyan kornyezete, melyben f(x)#f(x;). Ezt Osszevetve (1.8)-cal, kapjuk, hogy
létezik egy oly x,€ (x5, x;) pont, amelyre

(1. 1D S(xa) = f(x3).
(1. 9)-b8l kovetkezik, hogy létezik egy xs€ (x,, x3), melyre
(1. 12) S(x5)=f(x3).

Azonban (1.11) és (1. 12) ellentmond a kvazi-konkavitisnak, amivel a lemmat
igazoltuk.

Megjegyzés: Az 1. és 2. definiciobdl kovetkezik, hogy egy n valtozos fiiggvény
egy R konvex tartomanyban akkor és csak akkor kvazi-konkav, ill. szigortan kvazi-
konkav, ha a konvex tartomany barmely két pontjat Gsszek6t§ szakasza mentén
kvazi-konkav, ill. szigorian kvazi-konkav.

3. DerINicIO: Adott f(x)m-valtozos fiiggvény és egy R konvex tartominy az
m-dimenzids térben. Az X, € R pontot az f(x) fiiggvény R tartomanybeli lokalis
maximumanak nevezziik, ha létezik egy olyan G(x¢, &) X, pont koriili ¢ sugaru

gdémb, melyre
fx)=_ max  f()
x€ RNG (xo, &)
3. LEMMA: Egy m-vdltozés; folytonos, kvdzi-konkdv fiiggvénynek egy zdrt konvex
R tartomdnyban pontosan egy lokdlis maximuma van, amely természetesen az R-beli
abszolut maximum is.

BizoNyiTAs: A feltételekbSl kovetkezik, hogy létezik abszolit maximum,
amely lokalis maximum is. Azt kell csak belatni, hogy tobb nem lehet. Legyen ugyanis
az f(x) fiiggvénynek x; és x, R-beli lokalis maximuma, és legyen tovabba

(1.13) fxy) = f(x,).
Ekkor az f(x) szigort kvazi-konkavitasa miatt:
(1. 14) F(Ax, + (1 = Axy) > f(xy) O<i<l).

Mivel azonban x;, X, € R és R konvex, az egész (X,, X,) szakasz R-ben van, tehat
ellentmondasra jutottunk azzal, hogy x, R-beli lokalis maximum, amivel igazoltuk
a lemmat.
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2.§. Néhany fontos fogalom és lemma

A tovabbiakban az x vektort mindig oszlopvektornak tekintjiik, a transzponalt-
jat, a megfelelS sorvektort xT-vel jeloljiik.

4. DEFINICIO: Az m dimenzids euklidési tér egy S halmazat sokasdgnak nevezziik,
ha elGallithatd a kovetkez$ alakban

Q.0 ' S = {vix : xek},

ahol K altér. A sokasag dimenzidjan a definicidjiban szerepld K altér dimenzidjat
értjiik.

Az m dimenziés euklidesi térben az m—1 dimenzids sokasagot hipersiknak
nevezziik.

Konnyen belathatd, hogy adott n és b esetén az

2.2) 3 nx;—b=0 <§n§=1>
= =1

egyenletet kielégitd x vektorok hipersikot alkotnak, és minden hipersik igy allithaté
eld. Azn=(n,, ..., n,) vektort a sik normdlvektordnak nevezziik. Ismeretes tovabba,
hogy a hipersik a teret két féltérre osztja. (A tér egy tetszGleges pontjardl ugy donthetd
el, hogy melyik féltérben van, hogy a sik egy pontjabdl a kivalasztott pontba mutaté
vektornak a normalvektorral valé skalaris szorzata pozitiv vagy negativ; még egy-
szerlibben a (2. 2) egyenletbe valé behelyettesitéskor pozitiv vagy negativ szimot
kapunk.) Azon pontok halmazat, amelyekre a (2. 1) egyenlet pozitiv vagy nulla
értéket ad, nevezziik a sik pozitiv félterének, a t5bbi pont egyiittesét pedig a sik
negativ félterének,

Tekintsitkk most k szdmu hipersik pozitiv félterének a kozos részét. Fz egy
konvex halmaz, jel6ljik R-el. Azaz

@.3) l,-(x)zj:%l mx—b=0  (=1,2, . K),
ahol

2. 4) _zmln,gzl (=1,2, .. k).
Masképpen, felhasznalva, hogy ni=l(n“, Nipy eees Ni),

2.5) A(x)=n/x—b;=0 (i=1,2, ... k).
Az R zart konvex halmaz tehat

(2.6) R={x: 2(x)=z=0 i=1,2,..k}.

Az R halmaz hatara

2.7 = {x:4,(x)=0 valamilyen i-re és 1(x)=0 minden i-re}
Hasznalni fogjuk még a tovabbi egyszeriisité jeloléseket:

(2. 8) N.=[ny,n;, ..., 0],

2.9 b, ={by, ..., b}.
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N, mxk méretii matrix, b, pedig k dimenziés vektor. Igy az R halmaz azon x pon-
tokbol all, amelyekre az

(2. 10) Nix—b =0
vektoregyenlGtlenség teljestil.

5. DEFINfCIO: A (2. 8) tipustt N, matrix pszeudoinverzének nevezzik az
(2.11) (NIN)'NT

matrixot.
Konnyen igazolhaté az alabbi lemma.

4. LEMMA: Az N, matrix pszeudoinverze akkor és csak akkor létezik, ha az
N -t alkoté my, ...,n, vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Jelsljiikk H;-vel az i-edik hipersik pontjainak halmazat, azaz azokat az x pon-
tokat, melyekre 1,(x)=0,

(2.16) Hi={x: A:(x)=n] x—b; =0},

Tekintsiink most tetsz8leges ¢ szamu linearisan fiiggetlen hipersikot.2 Legyen
a kozosrészilk Q, tehat

Q.17 Q= E]IH,-.

Jeloljiik tovabba H?-lal az n; normalvektori, origén atmend sikot és Q°-lal ezek
ko6z0s részét:

(2.18) H?={x: nx=0},
2.19) 0= H;.

_ A ©° halmaz ¢ dimenzids altér. A Q° ortogonalis kiegészit§ alterét jeloljiik
Q-mal. Nyilvanvald, hogy

~ q
(2.20) 0= {x ox= D Am;, J; tetsz8leges valds szém} .
i=1

Tekintsiik most a kovetkezd m X m-es matrixot:
(2.21) P,=N,(NyN)~'Ny.

5. LEMMA: j’q egy vetité matrix,? mely minden m dimenzios vektort Q-ba veltit.

2 Hipersikokat linedrisan fliggetleneknek neveziink, ha normalvektoraik linearisan fiigget-
lenek.

3 Vetitésen merdleges vetitést értiink, azaz olyat, hogy az eredeti és a vetitett vektor kiilonb-
sége merdleges arra az altérre vagy sokasdgra, ahova vetitiink. Ez nyilvinvalban egyértelmii. Ugyanis
ha lenne kettd, azok kiilonbsége merSleges lenne az altérre, de masrészt benne is van, tehdt 0. A tér
egy pontjat azonosnak tekintjiikk az origdbol a pontba mutaté vektorral, ezért pont vetitése
és vektor vetitése k6zott nem tesziink kiilonbséget.
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BizonyiTAs: Mivel E,,, az m dimenzids euklidési tér, Q° és Q ortogonalis
Osszege, minden FE,,-beli vektor egyértelmiien allithatd el mint egy Q°-beli és egy

Q-be]i vektor Osszege. Ezért elegend§ igazolni, hogy

(2.22) Py=0 ha veQ°
és
(2.23) Pw=w ha weQ.

Legyen v€ Q°. Ekkor Q° definicidja miatt

n/v=0 (=12, ..

innen
T
Nyv=0,

amibdl i’q definicidja miatt (2. 22) azonnal kovetkezik.
Legyen most we Q, azaz

DM

w=

an;=N,a,
1

innen 5
Pw=N,(NJN)-'N/Na=Na=w

Ezzel a lemma allitasat igazoltuk.
Megjegyzends, hogy ha g=m, N,, négyzetes matrix és

(2.24) Py=MNuNu~ (N7)-INE=1

,q),

egységmatrix, azaz minden vektort 6nmagaba vetit, ahogy varhaté volt.

Tekintsitkk a kovetkez8 m X m-es matrixot:

2.25) P} =I—P,=I—-N,(N;N) 'N;.

6. LEMMA: P vetitboperdtor, mely minden m dimenzids vektort Q°-ba vetit.

BizoNYiTAs: Legyen ismét ve Q° és w¢ Q Felhasznalva az 5. lemmat, kapjuk,

hogy
va:v—qu=v
és
Plw=w—-Pw=0

amivel igazoltuk a lemmankat.

Az eddigiekbdl kovetkezik az alabbi, vetitGmatrixok és linearis fiiggetlenség

kapcsolatara vonatkozd allitas.

7. LEMMA: Legyenek n;-k (i=1,2, ..., k) linedrisan fiiggetlen vektorok és Pg
a fenti (2.25) vetitdmatrix. Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy y

vektor linedrisan fiiggetlen legyen n;-ktél, az, hogy

(2.26) Ply#0O
legyen.
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; 8. LEMMA: Egy tetszéleges x vektor Q-beli vetiilete* a kovetkezoképpen dllithato
{ els: '
i (2.27) Px=x—N,(NIN)-1(N]x—b,).
v BizonyitAs: Hasznaljuk a kovetkez§ jelbléseket
E A(x)=n/x—b; l.
E’ nix—b;
5 l‘lTX—-b T
E (2.28) A)=| 2. 2|=N]x—b,
E - n;X — b,
K Ekkor a Q sokasag igy irhat6:
L 2. 29) 0 = {x:A(x)=0).
% Azt kell tehat belatni, hogy minden x-re b
E 2. 30) M(PX) = o, ¢
L tovabba, hogy a vetités merSleges,* azaz
(2.31) - Px—x€0Q.

Figyelembe véve (2.27)-t és (2. 28)-t, valamint Q definicidjat,
MPX)=NyX—by— Ny Ny(NgN) = (Ngx—b) = O.
Vezessitkk be a kovetkezs jelolést:

(NaNp)~' (Ngx—b)=u.
Ekkor

q
Px—x=Nu= 2 un;,

i=1
amivel igazoltuk a lemmankat. ‘
A vetitématrixok néhdny egyszerii tulajdonsdga |

Legyenek v, w€ E,, tetsz8leges vektorok. Bontsuk fel Sket O-beli, ill. Q°-beli

OsszetevGikre:

(2. 32) ‘ v=Py+PN w=Pw+PJw.

0 és Q° ortogonalitasa miatt

(2.33) (PY(PIW)=0 & (PIV) (Pw)=0. ’
Ezért

Q.38 Viw = (BT (P,w) + (POV)T(Pow)

4 Lasd a 3. labjegyzetet.

. L e v sy R o b G
DA PP~ L DL VR S ST LIV EPRA NI RIS B I0S SFEID: \R2:V Y SNSRI 21



KVAZI-KONKAV PROGRAMOZASI FELADAT MECOLDASA GRADIENS VETITESI MODSZERREL 165

és

(2.35) VI (PoW) = (PoV)T(Pw) = (PV)Tw.
Ezt alkalmazva v=w-re kapjuk, hogy

(2.36) PovT(P)v) =PV

Végiil megjegyzendd, hogy (2. 24) és (2. 25) miatt, ha g=m
2.3 , Pyv=o0 (minden v€E,, esetén).

3.§. Matrix inverzio. Vetitomatrixok kiszamitasa

A tovabbiakban gyakran lesz sziikségiink az (NJ N )~! tipusi inverzek, valamint
a P, és P, vetit6matrixok kiszdmitaséara, kiilonboz6 n,, n,, ..., n, esetén. Leggyak-
rabban figy Iép fel a probléma, hogy a szereplS n;-bGl egyet elhagyunk, vagy egy
Ujat hozzavesziink. Ezért kiilondsen hasznos lesz rekurzids formuldk készitése.

A most kovetkez8 matrix inverziés moddszer [7]-ben talalhaté meg.

Legyen A4 egy négyzetes matrix. Végezziik el a kovetkezS particionalast:

. y A, A,
(3. 1) =la al

ahol 4, és A, négyzetes matrixok, 4,, A; a megfelel§ sort, ill. oszlopt derékszogii
matrixok. Legyen tovabbi

(3.2) Ao=As— A3A7 4,

Ha mind A4,, mind A, nemszingularis, akkor A4 inverze létezik és a kovetkezs-
képpen Allithatd elg:5

B, B,
-1 _ —
(3.3) A —B_I:B3 BJ,
ahol
By=A7 '+ A7 ' 4,45 4347
6.4 By=  — A7 AA5"
‘ By=  —A;'Asdr!
By= 45"

Az A és B matrixok Osszeszorzasaval ellendrizhetd, hogy B valdban inverz. (3. 4)-
bdl nyilvanvald, hogy B; ugyanolyan méreti matrix, mint 4; (i=1, 2, 3, 4), tehat,
ha ismert A—1, akkor a B; is az. Ugyancsak (3. 4)-b8l kovetkezik, hogy

3.9 A7'=B,—B,B;'B;,

5 Természetesen ez az elégséges feltétel nem sziikséges, azonban a mi esetiinkben teljesiilni
fog.
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Legyen most

(3.6 A=N]N, ~
(3.7 Ai=Nj_1N,_,
(3.8) Ay =A3 =N, _in,
(3.9) As=nin,=1.

Ha ismerjiik (NTN,)~'-et, akkor konnyen kiszamithatjuk (N]_;N,_,)~!-et
(3. 5) segitségével, ahol most By, B,, By, B, az (NJN,)~! matrixnak a (3.6)—
(3. 9)-nek megfelel§ particionalasai, azaz B, a bal fels6 sarokban lev§ (g —1)X
X (g — 1)-es matrix, B, az utolsé sor eleme, B, és B, pedig az utolsé oszlop, ill.
utolsé sorbdl elhagyva az utolsé elemet. (Ha nem az n,-t akarjuk elhagyni, hanem
egy masik n;-t, NJN,-ban sor, ill. oszlopcserékkel elérhetd, hogy m; és m, szerepet
cseréljenek, ekkor természetesen az inverzen is végre kell hajtani a megfelel§ oszlop-,
ill. sorcserét.)

Ha ismerjitk (NJ_ N,_,)~*-et, (NJN,)~' a kovetkezGképpen szamithatd ki:
felhasznalva a PJ vetitGoperator (2.25) eldallitasat és A4, (3.2) definicidjat,

(3. 10) Ao=n [1— Ny (Ng_1Ng- 1)~ ' Ni_1]ng =1 Py_ 11,
azaz felhasznalva (2. 36)-ot,

Ao=nf Pl in,=(N2_ ) (P)_n)=|P]_in,|?
(3.11) Ao=|P]_1n,2.

A 7. lemma szerint annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy A, >0 legyen, az,
hogy n, linearisan fliggetlen legyen n;-kt8l (i=1,2, ...,g—1). Ezt feltéve (ekkor

Ag oL mert A, egyelemli matrix):

AO’
Bi=(Ng-1Ng-1)" '+ 45 g-114-1
(3.12) By=B3= — A5 Y4-1
Bi= A(;ls
ahol
(3.13) Ya-1=(Ng-1N- )~ (Ng-1mg).
Ekkor (NJN,)~*-et a kovetkezGképpen allithatjuk elS:
B, B
T _1_ 1 2
(3. 14) (NGNp)~t = [ 5 BJ,

ahol B, (i=1,2,3,4) a (3. 12)-ben definialt matrix.
Az eddigiek segitségével konnyen adhatunk egy rekurzids formulat a P, és a
P vetitoperatorokra. Felhasznalva a (2.21), (3. 12) és (3. 14) képleteket,

. B, B N, .
(3.15  P,=[N,-1n,] [B‘ Bz] [an ]:P.,_l+A61(P2_1nq)(P3_1nq)T.
3 4 q
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Jeloljik u,-val a P,_;n, irdnyd egységvektort:

)

G.16) - u =t

. [Pg—1my]
Mivel P =I—P,,
(3.17) P, =P i—u,u,.
Alkalmazzuk a PQ operatort egy tetszbleges y € E,, vektorra:
(3.18) Ply=P) 1y—(uju)u,. '
Tovabba, mivel |u| =1, tehat
(3.19) |Plyl2= | Py-1y]? + ugyl2 — 2(ugy) ug (Pg-1y).
Alkalmazzuk most a (2. 35) Osszefiiggést:
(3.20) 1y (Pg-1y) = (Pg-1u)Ty =ugy.
Hasznaljuk fel ezt (3. 19)-ben:
3.21) [Pyl =P 1yl — lugyl>.
Ebbdl kovetkezik, hogy
(3.22) |Pyl=|Ps-1y] = yl.

Tekintsiik adottnak az ny, n,, ..., n, normalvektorokat. Kiszimitando PP, az
az operator, amely a

0, ={x: nlx=0 i=12,..,1}

altérbe vetit. A (2. 25) elGallitasbdl P9-t azaz az elsG hipersikba vetitd operatort
megkaphatjuk. Most vesszilk a megmaradt normalvektorok koziil az elsét, amely
linedrisan fiiggetlen n,-t6l, és a (3. 17) rekurzidval képezziik PJ-t. A most fenn-
marad6 normélvektorok koziil vesziink egyet, amely az elsé két normélvektortol
linearisan fiiggetlen, és ismét alkalmazzuk az emlitett rekurzidt. Az eljarast addig
folytatjuk, amig a lehetS legtobb linedrisan fiiggetlen norméalvektort kivalasztot-
tuk. Ekkor eljutottunk egy PP vetitGoperatorhoz, amely tehat I’ szamu hipersik
kozis részébe vetit. Be fogjuk bizonyitani, hogy ez az operator egyben az &sszes
emlitett hipersik kozos részébe vetit.

9. LEMMA: Legyen az my,n,,...,n; normdlvektorok kozil az elsé I szdmu
linedrisan fiiggetlen, de bdrmelyik tovdbbi mdr legyen linedrisan Osszefiiggd veliik.
Legyen tovdbbd P az elsé I szdmii hipersik kiozos részébe vetits operdtor és y € E,
tetszbleges vektor. Ekkor

(3.23) n(PPy)=0  (g=1,2,..0,F+1,..1).-

BizonyiTAs: ¢=1, 2, ..., I'-re P? definiciéjabdl kovetkezik az allitas. Legyen
most g=/'. A 7. lemma miatt
| P 0| =0.
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Felhasznalva (2. 35)-t,
ng(P’y)=(Prng)T (Pry)=0,
ami bizonyitand¢d volt.
Szitkségiink lesz még a tovabbiakban néhany egyszerii osszefiiggésre és lemmara.
Els6nek vizsgaljuk meg a tobbvaltozds Taylor-formulat.

Legyen
F(x) = F(x;, X5, -oes Xp)

olyan m valtozés fiiggvény egy R konvex tartomanyban, amely minden x; szerint
kétszer folytonosan differencidlhatd, és amelynek a parcidlis derivaltjai R-ben
korlatosak. Ekkor felirhatjuk a Taylor-formulat:

(3.24) F(x) = F(Xg) + (X — X)Tg(X,) + (x — Xo)T C(x') (X — Xo),

ahol
X € R tetszbleges pont,

g(X)=VF(X)={

OF(x) 0F(x) 0F(x)
ox, 7 Ox, 7 x, )’
és

C= {% —5)%—}1 tam matrix, X €(Xq, X).
Minthogy F(x) masodik parcialis derivaltjai korlatosak,
(3.25) — PIX — X[ = (x — x0)T C(x") (x — Xo).
Legyen y=y,, a legkisebb, amelyre a (3. 25) még teljesiil.

6. DEFINiCIO: Ha A egy skalarmatrix, akkor 4 normdjdn a kdvetkez8t értjiik:
6
|AX|

i '=
A max -
Legyenek n;,n,, ... linearisan fiiggetlenek, ekkor NN, nemszmgularls,
norméja létezik, tehat van olyan 7, >0, melyre
(3.26) [(Ng N~ = ..
10. LEMMA: A4 (3. 26)-¢ teljesitd y,-re fenndll a
3.27) qu—lnq|§')’v_l/?
egyenlotlenség.

BizonyiTAs: Ha C egy tetszGleges matrix és c;; egyik eleme, akkor

(3.28) el = 1C.

Tekintsitkk ugyanis azt az x, vektort, amelynek j-edik koordinatija 1, a tobbi O.
¢ Az A matrix igy definidlt normaja az egység hosszisagu vektorok kepe1 koziil a leghosszabb

nagysaguval egyenld. Ha 4 val6s szimmetrikus matrix, akkor |4l nem mas, mint a Iegnagyobb
abszolut értékii sajatérték abszolit értéke.
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Mivel |x,]=1, tehat

iclzlcx| =Vk§ e =Vez =leyl.

Ezzel (3. 28)-at belattuk. Legyenek A és 4, mint (3. 6) és (3. 7)-ben. A~! =(NIN)~!-t
particionaljuk gy, mint (3. 3)-ban. Ekkor 4,=|P¢_;n,|?. Mivel B,=Ay" eleme
az A-' matrixnak, (3. 28) szerint és (3. 26) miatt

4o |="4"Y=1.,
azaz b
[[Pe-102- = y,,

amit atrendezve, azt kapjuk, hogy
| Pg-1ng| =y,
Felhasznalva (2. 25)-6t és (2. 27)-et,
| Py-1ng| =| Py- 11y,
s ezzel a lemma Allitasat igazoltuk.

11. LEMMA: Legyen Q a A(x)=nfx—b,=0 (i=1,2, ..., q) hipersikok kézos
része, és legyen xo€ Q. Ekkor annak sziikséges feltétele, hogy az

(3.29) X=X +Z

pont benne legyen az

(3. 30) R={x: 2(x)=0 i=1,2,..q, ..k}
tartomdnyban, az, hogy

(3.31) Nz=0

legyen.

BizonyitAs: Tegyiik fel ugyanis, hogy ez nem teljesiil. Ekkor legalabb egy i-re
nfz <0, példiul i=1-re. Ekkor azonban

A(x)=n](xo+2)—by=n}z<0,
mivel

/11 (x)=nfx0 —b1 =0,

a feltevés szerint ezzel igazoltuk a lemmat.

4.§. A kvazi-konkav programozasi feladat
linearis feltételek esetére
Legyen R tartomany a (2. 5)-ben definialt félterek kozds része, azaz

(G R={x: L(x)=n/x—b;=0 i=1,2, ..k}
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R zart és konvex tartomany, a hatara

4.2 B = {x:2{(x)=0 valamilyen i-re és A(x)=0 minden i-re}.
Legyen tovabba

4. 3) F(X) = F(xy, X3, -y Xp)

m-valtozés szigortian kvazi-konkav fiiggvény, és jeloljik a gradiensét g(x)-el:

: 0F OF oF
(4.4) . g(x)__.VF(X)—{EC_;, 5);-2—, E}.
Feladat: Keresend8 az F(x) szigortan kvazi-konkav fiiggvény maximuma az
R zart konvex tartomanyban, €s keresendd az az x, € R amelyre

“.5) F(x,)=max F(x).
X€R

A tovabbiakban feltessziik, hogy ismeriink egy x, € R 7 pontot, és ebbsl konstrua-
lunk egy olyan konvergens x; sorozatot, melyre

(4. 6) Fx)<F&y)<..<F(x,)<...

kimutatjuk tovabba, hogy Xx,—>Xx,, és erre az xg-ra (4. 5) teljesiil, azaz x, pont
optimalis a feladatra nézve.

1. TETEL: Legyen X, pont az R tartomdny hatdrdn. X, pontosan q hipersikon
van rajta (1 =q=m), amelyekrél feltessziik, hogy linedrisan fiiggetlenek. (Normdl-
vektoraik linedrisan fiiggetlenek.) Nevezziik ezen sikok kézos részét Q-nak, amely
tehdt a sikok linedris fiiggetlensége miatt m —q dimenzios sokasdg. Legyen tovdbbd
F(x) szigoriian kvdzi-konkdv fiiggvény, amelynek mdsodik parcidlis derivdltiai korldto-
sak R-ben. Ezenkiviil F(x,)> F(x,) esetén (x; —Xg)T 8o =0 legyen®. Ekkor annak
a sziikséges és elégséges feltétele, hogy az F(x) fiiggvény az R tartomdnybeli maximu-
mdt az X, pontban érje el, azaz, hogy az

F(xy)=max F(x)

X€ER
egyenlet teljesiilion, az hogy
4.7 PJg(x0)=10
és
(4.8) (N N~ Nyg(xo0) =0
legyen.

BizONYiTAs: Elégségesség. (4. 7)-b8l kovetkezik, g, =g(x,) megadhaté a QO-t
alkotd sikok normalvektorainak linearis kombinacidjaként. (Ugyanis E, = Q°+ O

7 Sok esetben a gazdasagi feladatnak ismerjiik egy megolddsat, ui. a jelenleg hasznilatos
program ilyen. Mds esetekben x, =0, megfeleld, ez ui. megfelel annak, hogy semmit sem termeliink.
Ha nem ismeretes induld program, a linedris programozdsban ismert eljarassal nyerhetiink
egyet, ugyanis a feltételek itt is linearisak.

8 Ezt a kényelmetlen feltételt, valamint azt, hogy az xo-t tartalmazoé sikok legyenek linedrisan
fiiggetlenek, ki fogjuk kiisz6bolni a médszer hasznalata sordn.
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ortogonalis Osszeg, tehat PJg, =0 miatt g, € Q, Q pedigaz ny, ..., n, vektorok altal
kifeszitett altér) azaz

q
4.9 go= 2 rim=N,;r, ahol r=(ry,r;, ... 1)
i=1
Mindkét oldalra alkalmazva az (NJN,)~'N] operatort,
(4.10) r=(N; N)-'N, g,
azaz (4. 8) miatt
“.11) r=0.

Tegyiik fel, hogy x, nem maximélis pontja F(x)-nek R-ben, azaz létezik olyan
X, €R, amelyre F(x,)=> F(x,). Most igazolni fogjuk, hogy ekkor

(4.12) (X1 — X0)Tgo > 0.

Avégbdl, hogy ezt belassuk, tekintsik az F(x) fiiggvényt az x, —x, vektor
iranyaban, mint egydimenzids fiiggvényt, azaz az

S(2) = F(xo+t(x; —Xo))

fiiggvényt mint ¢ fiiggvényét. A 2. lemma utin lev8 megjegyzés értelmében ez is

kvazi-konkav fliggvény. Mivel F(x,)=> F(x,), tehat f(1)>f(0), kovetkezésképpen

F(©)=f(0) (0<t=<1), innen [ (0)=0, azaz (x; —Xq)7 g, =0, ami Osszevetve a tétel

feltevésével, mely szerint (x; —Xo)T 8o #0, a kivant (4. 12)-t kapjuk.
Felhasznalva g, (4. 9) alakjat, (4. 12)-b6l kovetkezik, hogy

q

4. 13) 0< > rif(xy —xo)Tm].

i=

A (3.23) egyenlGtlenségbdl, mivel annak feltétele teljesiil (z=x —X,, X; =
= Xg+X;—Xo = X; +Z€ER) : (X;—Xo)T ;=0 (i=1, ..., q), innen és (4. 13)-bol
kapjuk, hogy legalabb egy r;>0, ami ellentmond (4. 11)-nek, tehat a tétel feltevése
elégséges.

Sziikségesség. Belatjuk, hogy a (4. 7) és (4. 8) feltételek sziikségesek is. Legyen
g a (4. 10)-beli r vektor komponenseinek a szama. Tegyiik fel egyszeriiség kedvéért,
hogy r,=r,; (i=1,2,...,q—1). Ha (4.7) és (4. 8) koziil nem mind a kett§ teljesiil,
akkor két esetet kiilonboztetiink meg:

1.

1 9
4.14) [Py go| > max {0; 7rqu‘/2}

9 A tétel sziikségesség részében nyilvanvalo, hogy az 1. és 2. alternativa minden esetet tar-
talmaz, amikor a (4.7) és (4. 8) nem mindegyike teljesiil. Az 1. alternativaval az egész ]P2g0!<0

. . . . 1 i
eset targyalhaté volna akkor is, ha r,>0 és ]P2g0|<7rqy\, Y2, Ezutbbi eset azonban a 2. alterna-

tivaba is beletartozik, és mivel ez kevesebb megszoritassal dolgozik, ezzel célszer(i szamolni, amikor
csak lehet. (A masik esetben Q dimenzidja valtozatlan vagy cs6kken; itt pedig novekszik.)
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Mivel |Pdg,|=>0, x, nem csics'® (R-ben), azaz g=m €1, tehat Q legalabb
egydimenzids sokasig. Tekintsitkk a kovetkez$ egységvektort: :

PO
4. 15) z=—48%
| Py 8ol

Ekkor NJz=0, mert nfz=0 (i=1,2, ..., ¢), ugyanis z€ Q°, n,-EQ és Q°+Q =E,.
Az

4.16) X=Xgo+71Z

vektor minden 7-ra Q-ban van, mert X, és z Q-belick, Q pedig sokasig. Azonban
X, csak a Q-t létrehoz6 g szamu hipersikban (H;, i=1,2,...,q9) van a feltétel
szerint, és mivel lehetséges pont, 1,(Xq)=6=>0 i=g+1, ..., k. Ekkor a fenn-
maradé k —g hipersik mindegyikére (H;, i = q+1, ..., k) vagy létezik egy t=1,,
amellyel képezett (4. 16)-beli x-re 1;(x)=0, vagy az X = X, +1Z minden 7 esetére
A{x)=0. Azonban mivel R korlatos, legalabb egy pozitiv és egy negativ t, 1étezik.
A A(xo+72) = 0 egyenletbdl

4i(Xo)
(4.17) 7= zTn‘: .

Mivel [z7n;{ =1, [t =4, (X0)=6=0 (i=¢g+1, ..., k). Legyen 7, a legkisebb pozitiv
T;, azaz

4. 18) 17,, = min {7; =48} i=q+1,..,k).

Ez a 1, reprezentilja azt a legnagyobb 1épést, amit x,-bdl z irAnyaba tehetiink
anélkill, hogy R-et elhagynank. Innen barmely 7-ra, melyre0=71=7,,x = X, +1Z€ R.
Avégb6l, hogy megmutassuk F(x)=> F(X,) teljesiilését elég kicsiny t-ra tekint-
siik a kovetkezd egyenlStlenséget, melyet (3.24)-, (3.25)- és (4. 16)-bdl kaptunk:

4.19) (27 gy) — yr2 = F(x) — F(Xo).
Tehat (2. 36), (4. 14) és (4. 15) figyelembevételével

(4. 20) 27go=| Py gol.

Ezt visszairva (4. 18)-ba,

(4.21) t[| Py'gol — ytl=F(x) — F(xo).

Az F figgvény novekedésére vonatkozo alsé korlat a legnagyobb, ha
T=|Pgg,l/2y:

0j2
@.21%) %éF(x)—F(xo).
Legyen -
(4.22) T’ =min {tn, | P;gol/2y} = min {3, | P,gol/27}.

to Ugyanis P? Q°-ba vetit, ha pedig g=m volna, akkor az m dimenzids térben m szama linea-
risan foggetlen sik k6z6s része Q° csak egy pont. Barmely vektor vetitése Qo-ba tehdt null vektor,
[P3go|>0 lehetetlen volna.
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Ekkor

(4.23) X, =X, +1T'ZE R,

és

(4 24) -1 qu gol F(X) F(XQ)

H. Most tekintsik a masodik alternativat: r,>0 (r,zr,i=1,...,9-1),
(4.25) LPOgol_u—-rqu V2,
Kimutatjuk, hogy talalhaté egy R-beli x, pont, ugyhogy

1 —
(4.26) TT"qu " = F(x1) — F(xo),

, . r
7' = min {5, ‘W}.

Hogy ezt kimutassuk, hagyjuk el az N, matrixb6l n,-t. fgy az N, -1 =
—[nl,nz,. . By_1] mX(g—1)-es matrixhoz Jutunk A megfelelo vetltomatrlxot
jeloljitk P, _,-gyel. Tudjuk, hogy P,_,n;=0 (i=1,2,. ,q—l) Amint azt a 10.
lemmaban kimutattuk, a (3.27) egyenlotlenseg teljesul _ing-ra. (2. 32)-b6l, és

abbdl a ténybdl, hogy n;—k (i=1, 2, ..., q) kifesziti Q ot kovetkeznk hogy

ahol

q
(4 27) . o= Z rin; +qugo.
i=1

Q-t tartalmazza az az altér, amibe P, vetit, ezért
P;_1Pigo="P/g0,
€s (4. 27)-bol kovetkezdleg
Pf_lgo:rqu.ln,,+Pq°go.
A |PY_, gl alsé korlatjat megkapjuk (3.27) és (4.25) segitségével:

1 .
(4.28) | Py 180l =g Py 1mg = | Pgo| = —-ravy

Tovabba, mivel nTP2g,=0 és nIP2_,n,=|P?_ n,|? (lasd (2.36)) kovetkezik, hogy

anqO-l g0=rq|Pq—1nq|2>0-
Legyen
_ Pf_lgo

(4.29) .
| Py 180l

5 III. Osztdly Kézleményei XIIT/2
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Ekkor N7_,z=0¢és n]z>0, ezért az x = X, + 1z pont minden 7>0 esetén
H;-ben fekszik (i=1, 2, ...,g—~1) de nincsen H,-ban,
Igy a kivant x, = xo+7'Z€R, teljesiil, ahol

7' =min {tn, |qu—lg0|/2'y}'

Itt természetesen t,,=min {7;>0} (i = ¢,g9+1, ..., k). Ennek belatasa pontosan
ugy torténik, mint az I. részben. A kivant (4. 26) azonnal koévetkezik (4. 24)-bSl
(4.28) miatt. Természetesen (4. 24)-ben is [P,g,| helyett |P,_,g,l-t kell venniink.

2. TETEL: Legyen X, pont az R tartomdny belsejében és teljesiiljenek az elézé
tétel feltevései. Ekkor annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az F(x) fiiggvény
az R tartomdnybeli maximumadt x, pontban érje el, az hogy

4. 30) ' g(x,)=0
legyen.

BizoNYiTAs: Az elégségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy (4. 30) teljesiil, de
mégis létezik olyan x, € R, amelyre F(x,)> F(x,). Ekkor szd szerint megismétel-
hetd (4. 12) igazolasa, ez azonban ellentmondas, mert g, =0 esetén (x; — Xo)7g, =0.

A sziikségesség bizonyitasa ugyantligy torténik, mint az 1. tétel bizonyitasaban
a sziikségességnél talalhaté I. esetben, ugyanis ekkor ¢=0, P,=1I és Plg,=g,.
Ha tehat g, =0, akkor |g,] =0, tehat az ottani konstruktiv bizonyitas egy olyan
X, pontot is szolgaltat, melyre F(x,)=> F(x,).

Az 1. és 2. tétel szerint egy tetszGleges x, € R vagy optimalis pont, azaz az
F(x) fiiggvény az x, pontban veszi fel az R-beli maximumat — ekkor megoldottuk
feladatunkat — vagy talalhaté egy x, € R pont, amelyre F(x,)=> F(x,). A tételek
bizonyitasai konstruktivak, tehit egyben modszert is szolgaltatnak egyre jobb
program keresésére. Igazolni kell még, hogy az eljaras konvergens, ezenkiviil a 1.
tételben szereplS kényelmetlen feltételektdl is meg akarunk szabadulni. Erre szolgél
az alabbi tétel, és az azt kovet§ megjegyzések.

3. TETEL: Legyen x, tetszéleges pont R-ben és legyen az {X;} sorozat a kévetkezd-
képpen definidlva:
Xi+1=Xi+‘Ci’Zi (l=0, 1,...),

ahol z; és t} az 1. és 2. tétel bizonyitdsdnak ,,szitkségesség” részébdl az i-edik lépésben
kapott z és 7;.

Ekkor az {x;} sorozathoz tartozé {F(x,)} ={F;} sorozat szigoriian névekeds, és

a) vagy véges sok taghbdl dll, véget ér Fy-nél, ekkor xy optimdlis pont, azaz F(x)-
nek az R-beli maximuma Fy,

b) vagy az {F;} sorozat végtelen, ekkor konvergens sorozatot alkot, melynek
hatdrértéke, F,,., egyben F(x)-nek az R-ben felvett legnagyobb értéke, és a meg-
felelé {x;} sorozat is konvergens. Az {x;} sorozat hatdrértékét x*-gal jelolve igaz az,

hogy
Fmax = F(X*)-

BizoNYiTAs: A kovetkez8 jeldléseket fogjuk haszndlni o =max {0, r;}
(=12, .., q), ahol r; a-(4. 9) -ben szerepld r komponensei, P°g; = PJg(x;), 6 pedig
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a (4. 18)-ban is szereplG alsé korlat.

. |Pog;|2  6|P%; . 0% d0;
4. 31 ;=max { min 5 , min| —-—, = |V =0.
@30 v { [ 4y 2 16v7,” 4y,

Az 1, tétel miatt
(4. 32) Fi..—F, =y, (i=0,1,..).

A {F;} sorozat tehat valdban szigortan névekedd, mert ¥;=0 és Yyy=0 esetén
Fy az F(x) fiiggvény R-beli maximuma, ugyanis ekkor PJ =oy=0. Azonban
i< N esetén ; >0, mert ha valamely k <N esetén Y, =0 volna, akkor mar F,-val
véget érne a sorozat. A tétel allitisAnak a) részét és a sorozat szigord ndvekedését
ezzel belattuk.

Ha az {F;} sorozat végtelen, létezik hatarértéke — jeldljik F,,.-al — mert
egy monoton novekedS korlatos sorozatnak mindig van hatarértéke. A (4. 32)
egyenlStlenségeket Gsszeadva,

(4.33) : Froox—Fo= 2 ;.

Ebbdl kovetkezik, hogy lim y;=0, azaz, hogy az F,,-hoz tartozd Yy — a

ioeo

{;} sorozat hatarértéke — 0, tehat a 1. tétel szerint F,,, az F(x) fiiggvény R-beli
maximuma ahogy allitottuk. Azt kell még igazolnunk, hogy az F;-hez tartozd
{x,} sorozat konvergens. Mivel az R halmaz korlatos, ez csak Ugy lehetséges, hogy az
{x;} sorozatnak legalabb két torlédasi pontja van: x*, x**. Valasszunk ki az {x;}
sorozatbol egy x*-hoz és egy x**-hoz konvergild részsorozatot:

lim x; =x* lim x; =x**,
v Ju

V—doo oo

Mivel az {F;} sorozat monoton novekedd, konvergens és hatarértéke F,
kovetkezSleg

max *

F(x*) = F(x**) =

max

Azonban F(x) a feltevés szerint szigorian kvazi-konkav fiiggvény, tehat az
F(x) fuggvény az R-beli maximumat csak egy helyen érheti el (lasd: 3. lemma),
tehat x* =x** azaz az {x;} sorozat konvergens és F(x*)=F,,, , amivel a tétel
minden allitasat igazoltuk.

Megjegyzések:

1. Az 1. tételben szerepel az a feltétel, hogy az x, € R pontot tartalmazo sikok
linearisan fiiggetlenek legyenek. EttSl a feltételtdl konnyen megszabadulhatunk.
Tegyiik fel ugyanis, hogy az x, pontot a g linearisan fiiggetlen sikon kiviil még p
ezektd] linearisan fiiggs sik is tartalmazza. A (4. 7) és (4. 8) feltételek valtozatlanul
elégségesek, ha ezek barmely x,-t tartalmazd linearisan fiiggetlen sikrendszerre
teljesiilnek — csak ezt hasznaltuk ki — akkor x, pont optimalis.

A (4.7) és (4. 8) sziitkségességének vizsgalatakor két esetet kell megkiilonboz-
tetniink. Ha |PJg,| >0, akkor a (4. 15)-beli z megfeleld, mert x, benne van mind a
pt+q h1persxkban, tehat NJ,,z=0 mint a ,sziikségesség” I. részében, tehat a tovabbi
kovetkeztetések is ervenyesek taladlhat6 x, melyre F(x,)=> F(x,). Nehezebb a hely-
zet a masik esetben, amikor |PJgo| =0 és legalabb egy r;=>0. Legyen pl. i=g, azaz

5!
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r,>0. Szamitsuk ki ekkor a (4. 29)-beli z-t. Erre ad6dik ugyanigy mint ott, hogy
NT_,2=0 és nfz>0. A legtobb esetben teljesiil, hogy

(4.34) n/z=0 (i=q+1, ...q+p),

amikor is z ismét megfelels. ElGfordul azonban, hogy a (4. 34) szorzatok koziil
valamelyik negativ (azaz z nem lehetséges pont, mert a megfelel n; normalvektori
sik kivant félterében nincs benne, igy az x; = X, + 1z pont sem lehetséges pont).
Ekkor az eljarast a kovetkezGképpen modosithatjuk:

Egy egyszerii linearis programozasi problémat kell megoldanunk ¢ valtozéval
és g+p megszoritassal. A H,,, sikbeli b, . -et helyettesitsik b, , = b, +e-
nal, hasonléan a b, ,-t. by, , = b,,,+&*-tel stb., ahol ¢ tetszSleges kicsi pozitiv
szam. A g+ p szamu hipersik meghataroz egy R* konvex poliédert, melynek x,
egy csicsa. g, egy konstans vektor. Valamilyen linedris programozasi eljarassal
(vagy a gradiens vetitési modszerrel), vagy meghatirozhat6 oly z, amelyre N7, ,z2=0
és 27g=>0 ekkor ¢—~0 segitségével egy megfelel§ z-hez jutunk, vagy kimutatjuk,
hogy ilyen z nincs, azaz x, optimalis pont.

(Ha a fenti z kereséskor max zTg,-t hatarozzuk meg, akkor az eljaras teljes.
Elég azonban egy olyan z is — ha van ilyen — amelyre kimutathatjuk, hogy z7g, >0
minden e-ra, és még az & —~0 esetben vett hatarértéke is pozitiv.)

2. A 1. tételben szerepel az a feltevés, hogy F(x,)=> F(X,) esetén (x, —x,)7
g(x,) %0, azaz ha (x; —X,)7g(xe) =0 (az x—x, irdnymenti derivalt) akkor az
X —X, iranyban nincs olyan xi pont, amelyre F(xi)=> F(X,) volna. (Természetesen
ez a —(X; —Xg) irdnyban is igaz.)

Ha ez a feltétel nem teljesiil, az szemléletesen azt jelenti, hogy van olyan irany,
amely mentén haladva egy olyan egydimenzids inflexidés pont van, ahol az elsd
irAnymenti derivalt zérus. Ekkor a fent leirt eljarast mddositani kell, ugyanis ekkor
a (4.7) és (4. 8) feltételek mar nem elégségesek x, optimalitisihoz. (Természetesen
tovabbra is sziikségesek.) Ha a feltételek nem teljesiilnek, az eljaras tovabbra is
szolgaltat egy pontot, amelyre F(x,)= F(x,). Ha azonban teljesiilnek a feltételek
egy X, pontra, abbol még nem kovetkezik x, optimalitasa. Ekkor tehat talalnunk
kell valamilyen eljarast, amelynek segitségével vagy egy olyan x, ponthoz jutunk,
amelyre F(x,)=> F(x,;), vagy kitlinik, hogy x, optimalis. Az alabbiakban vazolva
megemlitiink néhany ilyen modszert, egy késGbbi cikkben erre még részletesen
visszatérek.

a) Kérdés, hogy az x, pont tetszGleges kicsi kOrnyezetében (R-ben) van-e
olyan z pont, amelyben a z— x, iranyba vett iranymenti derivalt nem negativ. Ha
nincs, akkor x, optimalis. Ha van, akkor F(z)> F(x,). Ha x, R hatiran van,
akkor csak R-beli z-kre végezzilkk a fenti eljarast, azaz olyanokra, melyekre
(z—xo)n; =0, ha n;€ Q. (Ez a feltevés azért elegends, mert ha egy z-re teljesiil
a fenti kritérium, akkor F(x) kvazi-konkavitiasa miatt az egész (x4, z) intervallum
minden pontjara is teljesiil.)

b) Ha van olyan « irdny, amelyben az els6 nem zérus irAnymenti derivalt
paratlan rendii, akkor vagy a vagy —a iranyban a fiiggvény novekszik, ellenkezé
esetben x, optimalis. Ha x;, a hatdron van, akkor csak azon « iranyokat vessziik
szamitasba, amelyek R-be mutatnak, azaz an; =0, ha n;€ Q. Ekkor azonban azt
kell megkivannunk, hogy az o iranymenti elsé nem zérus derivalt paratlan rendi
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és pozitiv legyen. Ha ilyen o nincs, az optimumnal vagyunk, ha van, elég kis «
iranyba vald elmozdulassal eljutunk egy olyan x; ponthoz, melyre F(x,) > F(xq).

¢) Médosithatjuk az F(x) fiiggvényt oly mddon, hogy a zérus 1ranyment1
derivaltak pozitivba menjenek at, pl. a ZXZ&'x; hozziadasaval, vagy mas modon.
Itt azonban tobb probléma lép fel. Allando jellegli moédositast nem tehetiink,
mert ekkor elromolhat a kvazi-konkavitas, és a konvergencia. A valtoztatas
csak arra szolgal, hogy keressiink egy olyan pontot, ahol a fiiggvényérték nagyobb,
vagy igazoljuk, hogy ilyen nincs. Ez a médszer egydimenzids vizsgilatokra vezethetd
vissza ismét az iranymenti derivaltak segitségével.

3. A (4.22)-ben leirt " nem biztos, hogy a legjobb; el8fordulhat, hogy a z
iranyban mas tavolsigban elmenve nagyobb fiiggvényértékhez jutunk. Meg kell
tehat hataroznunk az F(x,+1z) fiiggvény, mint 7 fiiggvényének maximumat a
0 <t=r1, intervallumban. Ez a sokszor kénnyen megoldhaté javitas er&sen meg-
gyorsithatja a konvergenciat.

5.§. Algoritmus a feladat megolddsara

A 4.§. elején leirt feladat megoldasara egy olyan algoritmust adunk, amely
felhasznalja a 4. §-beli tételek eredményeit, sGt tobb helyen a kozbiils§ 1épéseket is.

Az algoritmusban hasznalt g(x) definiciéja (4. 4)-ben, a P? vetitématrix el6-
allitasa pedig (2. 21)-ben talalhato.

Ha ismeretes egy X, lehetséges pont, akkor x, = x,-val kezdve az al4bbi iterativ
eljaras alkalmazhato:

1. Szamitsuk ki g, =g(x,)-t és PJg(x,)-t. Ha Pjg,=0 és r=0, ahol r a (4. 10)-
beli vektor, akkor x, optimalis (1. tetel)

2. Ha |Pig,| klelegltl (4. 14)-et, szamitsuk ki z-t (4. 15)-bSl. Ha |Pg,| kielé-
giti (4. 25)-6t, *ahol r,=max {r;} >0, hagyjuk el H,-t Q-bol, vegyilk most N,_,-et
és a megfelelé P _l-et Szamitsuk ki z-t (4. 29)- bol

3. Szémitsuk ki t,-t (4.17)- és (4. 18)-bdl, felhasznalva a 2-ben kapott z-t.
Legyen x,,; = XV+T,,,Z.

4, Szamitsuk ki g,,1=g(x},)-et. Ha zTg, ., =0, akkor legyen x,,, =x,,, és
Q-hoz vegyuk hozza a (4. 18)-beli min 7;-nek megfelelo H;-t.

5. Ha z7Tg, 1 <01!, legyen

(5. 1) [ :zTg\'/(ZTgv —z7go41)
és .
(5.2) Xy+1=@Xy+1+ (1 — @)X, .

A sikok kozds része Q ekkor valtozatlan marad.

Ez az algoritmus egy X, € R ponthoz, ha az nem optimalis megad egy olyan
X,.; pontot, amelyben az F(x) értéke nagyobb, mint x,-ben. Ez az ¢ljaris vagy
végetér egy X, pontnal, akkor x, pont optimalis, F(x,) az F(x) fiiggvény R-beli
maximuma,vagy egy konvergens {x,} sorozatot szolgaltat, melynek hatarértéke
a kivant x, optimalis pont. (3. tétel.)

11 x,-bol, ahol pozitiv volt az iranymenti derivalt, eljutottunk egy olyan x;.. pontba, ahol
mar negativ az irdnymenti derivalt, tehat kozben valahol nulla is. Ezt a pontot X, . :-gyel jeloltiik.
X, €s X,+1 kOzott F(x) iranymenti derivaltja (x,+1—X, iranyban) pozitiv F(x) konkavitasa
miatt, tehat F(x,+1)> F(x,).



178 KOVACS L. B.: KVAZI-KONKAV PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA ...

IRODALOM

[11 K. J. ARROW—A. C. ENTHOVEN: Qusai-Concave programming, Econometrica 29 (1961)
778 —800.

[2} K. J. ARRow—L. Hurwitz—H. Uzawa: Constraint Qalifications in Maximization Problems,
Naval Research Logistics Quarterly 8 (1961) 175—191.

[3] E. BopewiG: Matrix Calculus, New York, 1956., 36—38. o.

[4] T. N. E. GreviLLE: Some Applications of the pseudoinverse of a matrix, Siam Review, 1960,
No 2. 15-22.

[5]1 KARLIN: Mathematical methods and Theory in Games, Programming and Economics, Oxford,
1959., Nonlinear Programming, 199—242, o.

[6] H. W. KuHN—A. W. Tucker: Nonlinear programming, Proceedings of Second Berkeley Sym-
posium, 1950, 481—492. o.

[7} M. LotkiNn—R. REMAGE: Scaling and error analysis for matrix inversion by partitioning, Ann.
Math. Statist. 24 (1953) 428 —439.

[8] J. B. Rosen: The Gradient Projection Method for Nonlinear Programming, Part 1., Linear
Contrains. J. Soc. Indust: Appl. Math. 8 (1960) 181—217.

[9] J. B. Rosen: The Gradient Projection Method for Nonlinear programming. Part II. Nonli-
near Costrains., J. Soc. Indust. Appl. Math. 9 (1961) 514—532.

[10] K. J. Arrow, L. Hurwitz, H. UzAwA: Studies in Linear and Nonlinear Programming. Stan-
ford, California, 1958.

[11] P. WoLFE: The simplex method for quadratic programming. Econometrica 27 (1959)
382—398. o. (magyar forditdsa: MTA III. Oszt. Kozl. 10 (1960) 373 —391).

(Beérkezett: 1963, 1II. 1.)




	13. kötet / 2. sz.

	KOVÁCS LÁSZLÓ BÉLA: Kvázi-konkáv programozási feladat megoldása gradiens vetítési módszerrel���������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	157����������
	158����������
	159����������
	160����������
	161����������
	162����������
	163����������
	164����������
	165����������
	166����������
	167����������
	168����������
	169����������
	170����������
	171����������
	172����������
	173����������
	174����������
	175����������
	176����������
	177����������
	178����������


