A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

KETVALTOZOS FUGGVENYEKROL (III)*

irta: A. Sz. KRONROD

I11. fejezet
SIKBELI VARIACIO

A variicié fogalmanak jelentGs szamu kiilonboz8 altalanositasa ismeretes a
kétvaltozos folytonos fiiggvények esetére; ezek alapjaban véve megtartjak a variacio-
funkcionalt mint teljesen additiv halmazfiiggvényt jellemzd tulajdonsiagokat. A leg-
elfogadottabb, ugy latszik, a kvetkez, TONELLItS] szarmazd definicié (lasd [6]).

21. definicid. Legyen f(x,y) az a=x=b, c=y=d téglalapon értelmezett
kétvaltozos fiiggvény. Jelentse £, (») és f,,(x) az

fx’o(y) =f(x0 s y)’ ‘f;'o(x) :f(x’ yo)
egyvaltozos fiiggvényeket. Legyen

b d
Vi) =] V,(fu)dxo + | Valfy)dvos

ahol V(fy,) és Vi(f;,) az fr (1), f,(%) egyvaltozés fiiggvényeknek a [c, 4], ill. [a, b]
szakaszon vett kozonséges varidcidjat jelenti.

A Tonelli-féle varidcié korldtossdga maga utdn vonja az f(x,y) fiiggvény app-
roximativ teljes differencidljdnak majdnem mindeniitt valé létezését.

A V(f) funkcional félig additiv:

Vi(f+ @) = Vi(f) + Vi(g).

A Tonelli-féle variaci6fogalom hianyossagai elég nyilvanvalék. Véleményem
szerint a legfontosabb az, hogy a Tonelli-féle varidcionak nincs kbzvetlen geometriai
jelentése; ez a koriilmény tobbek kozstt abban nyilvanul meg, hogy a Tonelli-féle
variacié nem invaridns a koordindtatengelyek megvaltoztatasaval szemben, ami
megneheziti a varidcionak mint halmazfiiggvénynek fogalmara valo attérést. Mas-
részt lehetetlenné valik a varidcid A4tvitele felilleteken értelmezett fiiggvényekre.

Ebben a fejezetben bevezetjiik a sikbeli varidcié fogalmat. Ez a fiiggvénynek
altalaban véve ugyanazokat a tulajdonsagait tiikkrozi vissza, mint a Tonelli-féle

* Venexu Matematuueckux Hayx, Tom V, Bemyck 1(35), 24—134. A forditds els6 része
az MTA III. Osztily Kozleményei 12 (1962) 361 —386. oldalan, a masodik része ugyane lap 13
(1963) 65—104. oldalan jelent meg.
A most kozolt rész a cikk még hdtralevo IIL. és IV. fejezetét tartalmazza. A Fiiggelék cimil
fejezet és az irodalomjegyzék a forditds elsé részében taldlhato.
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variacid, de mar invaridns a koordinatatengelyek megvaltoztatasival szemben.
Folytonosan differencidlhaté. fiiggvény esetében a sikbeli varidcio egyszeriien kifejez-
hetd analitikusan: egyenlé a gradiens abszolit értékének kettds integrdljdval.

Ugyanakkor a sikbeli variacié fogalma valtoztatias nélkiil alkalmazhatd olyan
fiiggvényekre, amelyek tetszés szerinti feliileten vannak értelmezve. A sikbeli
variacid egyuttal hasznos eszkoznek bizonyul a korlatos felszinii feliiletek szerkezeté-
nek tanulmanyozasanal.

1.§. A sikbeli variacié definicidja.
A sikbeli variacionak mint teljesen additiv halmazfiiggvénynek tulajdonsagai

Legyen F(n) a J tartomanyon értelmezett, folytonos fiiggvény.

......

+ oo

W)= v(E)dr

- oo

szdmot, ahol v(S) az S halmaz Hausdorff-féle linearis mértéke (lasd 1. fej. 4. §),
E, pedig nivohalmaz. Az integrdl mint Lebesgue-féle kiilsG integral képezendd.
A tovabbiakban (45. segédtétel) be fogjuk bizonyitani, hogy v(E,) mint ¢ fliggvénye
mérhetd és igy a kiils integralt majd egyszerlien Lebesgue-integrallal helyettesithetjiik.

Ertelmezziik tovabba a J tartomanyon folytonos F() fiiggvény tetszés szerinti,
J-ben fekvG M Borel-halmazon vett W(F, M) sikbeli variaciojat a kovetkezs-
képpen:

+oo
W(F, M)=[v(E,n M)dr,

— oo

ahol az integral az elGbbiekhez hasonloan mint Lebesgue-féle kiilsG integral képe-
zend6. Meg fogjuk mutatni, hogy a) v(E,) mint ¢ fiiggvénye mérhet§ b) ha
W(F)< + o, akkor barmely M Borel-halmazra v(E,(\ M) mint t fliggvénye mérhetd
és a W(F, M) fuggvény teljesen additiv a Borel-halmazok osztalyan.

43, SEGEDTETEL. Legyen R,, ..., R,, ... J-ben fekvé halmazoknak egy soro:zata,
és S, d pozitiv szémok. Tegyiik fel, hogy bdrmely, d-nél nem kisebb dtmérdjii nyilt
korlemezekbdl dll6 o, rendszerre, amely befedi az R, halmazt, az dtmérék ésszege
legaldbb S. Legyen tovdbbd R :l: R,. Akkor bdrmely, nyilt korlemezekbdl dllo és az

R halmazt befedé o rendszer kirei dtmérdinek Osszege legaldbb S, ha mindegyik kor
ditmeérdje legaldbb d.

BizoNyiTAs. Legyen ¢ nyilt és d-nél nem kisebb a4tmérgjii korlemezekbdl allo.
rendszer, amely befedi az R halmazt. Akkor elég nagy n-re a ¢ kor-rendszer az R,
halmazt is befedi. EbbGl kovetkezik a segédtétel allitasa.

44, SEGEDTETEL. Legyen F(n) valamely négyzeten értelmezett folytonos fiigg-
vény. Legyen D C J tetszés szerinti zdrt halmaz. Akkor a v(E,(\ D) fiiggvény Borel-
mérheté és igy Lebesgue szerint is mérhetd.
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BizoNyiTAs. Legyen A=0 tetszés szerinti szdm. Vezessik be a T, =
-—E {v(E,N\ D)= A} jelolést és vizsgaljuk meg e halmaz deskriptiv természetét.

E celbol képezziik azoknak a t pontoknak a T'(g, A) halmazat, amelyekre E, olyan
tulajdonsagi, hogy az E,(\ D halmaz barmely, ¢-nil nem kisebb 4tmérGjii k6r6kkel
val6 befedésénél az atmérSk Osszege legalabb A. Megmutatjuk, hogy a T'(g, A)
halmaz zart. Valoban, legyen {r,} a T(g, A) halmazhoz tartozé pontokbdl alié

konvergens sorozat és fo=lim 1,. Tekintsiik az It (E,,ND)=E* halmazt.

Minthogy a D halmaz zart és az F fliggvény folytonos, fennall E* c E, N D.
De a 43. segédtétel szerint az E* halmaz g-nal nem kisebb atmér8jii korokkel vald
barmely lefedésénél az atmér6k hosszusaganak Osszege legalibb A. Kovetkezés-
képpen ez még inkabb fennall az E, N D halmazra, tehat 7,€ T(g, A).

De

1 1
TA:],.IIZ—T(7,A“T>, N

amivel a v(E,) fiiggvény Borel-mérhetGségét bebizonyitottuk.
A 44, segédtételbdl kapjuk a kovetkezbt.

45, SEGEDTETEL (a v(E,) fiiggvény mérhetbségérdl). Legyen F(n) a J tartomdnyon
Sfolytonos fiiggvény. Akkor az a v(t) fiiggvény, amely minden t pontban az E, halma:z
Hausdorff-féle linedris mértékével egyenld, Borel-mérhets és igy Lebesgue szerint is
mérheto.

A 44, segédtétel felhasznalasaval nehézség nélkiil bebizonyithatjuk a v(E,N M)
fliggvény mérhet8ségét tetszés szerinti Borel-halmaz esetén, fel kell azonban tenni,
hogy W(F)=< + <.

24, TETEL (a v(E,N M) fiigguvény mérhetdségérol). Legyen F(n) a szokdsos J
tartomdnyon értelmezett folytonos fiiggvény, M CJ tetszés szerinti Borel-halmaz és
W(F)< +oo. Akkor a v(E,N\M) fiiggvény mint t fiiggvénye Borel-mérheté.

BizoNyiTAs. A bizonyitist arra az esetre végezziik el, amikor J négyzet. A gomb-
feliillet esetére valo attérés trivialis,

1°. Megmutatjuk, hogy ha R valamely szakasz, akkor v(E,) R)=0 majdnem
minden t-re. Ez abbol kovetkezik, hogy szakaszon elhelyezkedd halmaz Hausdorff-
féle linedris mértéke megegyezik a kozonséges Lebesgue-mértékkel, és igy az R
szakaszon az egymast nem metsz6 E,() R halmazok kozul legfeljebb megszamlal-
hatoéan soknak lehet pozitiv mértéke.

2°. Ha G nyilt halmaz, akkor v(E,NG) Borel-mérheté fiiggvény. Valéban, G
elBallithatd megszamlathatdan sok G, négyzet 3sszegeként, amelyek csak megszam-
lalhatéan sok R, szakaszban metszik egyméast. Akkor a linedris mértéknek a
Borel-halmazok osztalyan vald teljes additivitasardl szdlo tétel szerint

V(ENG)= 2 v(E,NG,)—v(E,N D R,),
vagyis mivel v(E,N 3 R,)#0 legfeljebb megszamlalhatoan sok ¢ értékre all fenn,
a v(E,N G) figgvény legfeliebb megszamlalhatdan sok z-re kiillonbozik a > v(E,NG,)

Borel-mérhet8 fiiggvényt6l, tehat maga is Borel-mérhetd.
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Megjegyezziik, hogy v(E, (N G) mérhet3ségének bizonyitasahoz sehol sem hasz-
naltuk fel a W (F) variacié korlatossigat.

3°. Tegylik fel, hogy a v(E,N M) fiiggvény Borel-mérhet8ségét bebizonyitottuk
minden f<a osztalyt M Borel-halmazra. Megmutatjuk, hogy az a-dik osztalyba
tartozé6 M Borel-halmazra is v(E,(\ M) Borel-mérhetd.

Legyen M = > M,, ahol az M, halmazok a-nal kisebb index{i Borel-osztalyok-

hoz tartoznak. Elég azt az esetet tekinteniink, amikor az M;\ M; halmazok a-nal
kisebb indexti Borel-osztalyokhoz tartoznak. Mindegyik v[E, N (M, — M, _,)] fiigg-
vény meérhetd. Valéban, M,—M,_, = M,— M, M,_,. Minthogy a v(E,NM,),
v(E,NM,_,) figgvények mérhet6k és majdnem mindeniitt végesek, a
VENM,—M,_))] = v(ENM,)—v(E,NM,_,) fiiggvény mérhets, ennélfogva
mérhet§ a v(E,NM) = ZVv[E,N(M,—M,_,)] figgvény is. Most tegyiik fel, hogy

M= [[M,, ahol az M, halmazok «-nél kisebb indexii Borel-osztalyokhoz tartoz-

nak. Vezessiik be az N=CM, N,=CM, jeloléseket. Mindegyik N, halmaz o-nal
kisebb indexii Borel-osztalyhoz tartozik, koévetkezésképpen a v(E,NN)=
= SV[E,N(N,—N,-,)] fiiggvény mérhets. De v(E,\M)=v(E)—v(E,NN)

majdnem mindeniitt (mindeniitt, ahol v(E,) véges) és ily modon v(E, N M) mérhets
fiiggvény.

Minthogy v(E,(\ M) mérhetSségét arra az esetre, amikor az M halmaz nyilt
vagy zart, bebizonyitottuk (a 44. segédtételben és a 2° pontban), tételiinket bebi-
zonyitottuk.

A 45, segédtétel alapjan a

w(F)=[v(dt

definiciéban az integrdlon most kozdnséges Lebesgue-integralt érthetiink; ugyanez
vonatkozik W(F, M)-re is abban az esetben, amikor az F(n) fliggvény sikbeli vari-
acidja korlatos, vagyis W(F)< + oo.

Felhasznalva v(E,N\ M)-nek mint ¢ fiiggvényének bizonyitott mérhet&ségét
minden M Borel-halmazra, trivialis médon be fogjuk bizonyitani a W (F, M) varia-
cidonak mint az M Borel-halmaz fiiggvényének teljes additivitasat.

......

fiiggvény. Akkor W(F, M) mint az M Borel-halmaz fiiggvénye teljesen additiv.

A bizonyitas azonnal adddik abbol, hogy a Hausdor fi-féle linearis mérték
a Borel-halmazokon teljesen additiv.

Valéban, legyenek M, M,,... egymist nem metsz8 Borel-halmazok és
M=3M,. Akkor MNE,= > (M,NE), tehat tekintettel arra, hogy a jobb ol-

n no )
dalon 4ll6 dsszeadanddok nem metszik egymast, és hogy a v(M,NE,) fliggvények

mérhet Gk, fennall
+ oo

W (F, M)=fv(MmE,)dz=Zj'v(M,,mE,)dmZ W(F,‘ M),

n—oo

és ezt kellett bebizonyitani.
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Most felsoroljuk a sikbeli varidcionak mint teljesen additiv halmazfiiggvényt
szolgaltatd funkcionalnak a tulajdonsagait.

1. W(F, M) nemnegativ funkciondl, amely a Borel-halmazok osztilyan és a
folytonos F(n) fiiggvények osztilyan van értelmezve.

2. W(F, M) teljesen additiv halmazfiiggvény tetszés szerinti rogzitett, korlatos
sikbeli variacioju, folytonos F(n) fiiggvény esetén.

3. W(C-F, M) = |C|-W(F, M), ahol C tetszés szerinti allandé.

4. Ha 7 valamely mozgis az értelmezési tartomanyban és F*[t(n)]= F(n),
akkor W[F*,t(M)]= W(F, M).

5. W(F) feliilrél félig folytonos funkciondl, vagyis ha a folytonos F,(n) fiigg-
vények sorozata egyenletesen tart F(n)-hoz, akkor W(F)=lim W(F).

6. Az F*(n) = F(n) + C figgvényre W(F*)= W(F).

7. Ha F(x, y)=y az egységnégyzetben, akkor W(F)=1.

Az 1., 3., 4., 6. és 7. tulajdonsag kozvetleniil kovetkezik a sikbeli variacio de-
finicidojabol. A 2. tulajdonsagot a 25. tételben bizonyitottuk be.

Be kell még bizonyitanunk, hogy a sikbeli variacio feliilrél félig folytonos (5.

tulajdonsag).

46. SEGEDTETEL. Legyen €=>0 tetszés szerinti szdm és 0 <d <e. Akkor bdrmely
s hosszusdgu L egyszerti ivhez vagy topologikus korhoz taldlhato L-nek legfeljebb

d
d és legaldbb > dtmérdjii korokkel valé {o,} befedése ugy, hogy az dtmérdk Osszege
nem nagyobb, mint s+e.

BizoNyiTAs. Vezessiik be az a, b végpontokkal rendelkez8, s hosszisagu L
egyszerli iven 7(c) paraméter gyanant az a-tdl c-ig mért ivhosszusigot. Legyen
s

1 .
C, az a pont, ahol 7(C,) =;+(m—1)d (m=0, 1, ...,[? ——2—]). Rajzoljunk
mindegyik C,, pont és a b pont mint kdzéppont koriil egy-egy g sugaru a,, kort.

A megszerkesztett zart korlemezek Osszege befedi az L ivet, és az atmérSk Osszege
=s+d<s-+e¢& Mindegyik o, kor sugarat tetszés szerinti kis értékkel megnovelve,
kapjuk L egy keresett befedését nyilt korlemezekkel.

Arra az esetre, amikor L topologikus kor, a bizonyitas analég médon torténik,

csak az a és b pont egybeesik.
47. SEGEDTETEL. Legyen K, ..., K,, ..., egyszerii ivek vagy topologikus kirok
valamely sorozata és K=1t K,. Akkor v(K)=lim v(K,).

BizonyiTAs. Tegyitk fel, hogy ez nincs igy és v(K)=A+3, ahol 6=0 és
A=lim v(K,). (Ha lim v(K,) =9, akkor a segédtétel allitdsa trivialis.) Legyen

g, >0 olyan kicsi, hogy vh(K)>A+%. Valasszunk ki egy {K, } részsorozatot,
amelyre m v(K,,) = A. Feltehetjilk, hogy maga a {K,} sorozat mar ilyen. Legyen

az N=0 szam olyan, hogy n= N esetén i;< v(K,)<A+ g—.
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Elhagyva az els6 N—1 szamG K|, ..., Ky, kontinuumot, feltehetjiik, hogy
az egész K, , K,, ... sorozatnak megvan ez a tulajdonsaga. Legyen a 46. segédté-

telben e=§% és d=min (%, 678) Mindegyik K, ivet fedjitkk be legfeljebb d és leg-
alabb ; sugar kordk olyan {o{} rendszerével, hogy a rendszerbeli korok atmérsi-

36 T
nek Osszege =A+=. Legyen {6} az a kér-rendszer, amelyet {6} koreinek

i; 8

\
3 75

r. _

. T

- 36

ivi.' A+ —g

3

. . LT, T .

L aranyt megnagyitasaval kapunk. Nyilvanvald, hogy 1<oc<€. Minthogy K=1t K,,
b i "

{ van olyan n> N szam, hogy o(n, K;) <O(Td barmely n € K pontra. Akkor a {5}
PF kor-rendszer befedi a K halmazt. Tovabba a {G"} rendszerhez tartozé korok at-

mérSinek Osszege nem haladja meg az

it 75

2 36 36 16 - 76

- <A+§>a§<A+§)- 36-—A+Tg

e A4+—

‘i: , , r . . ~( .o ’ y gre . 68 7 : .

= értéket és mindegyik (™ kor atmérdje legfeljebb d-o §7'E = g,. Ellentmondasra
wﬁf" ~

i jutottunk a v, (K)>A+% feltevéssel és ezzel bebizonyitottuk a segédtételt.

iR

48. SEGEDTETEL. Legyen K teljesen reguldris komponens (ldsd a definiciét az
. elsé kozleményben, a 372. oldalon) és J,, J, azok a tartomdnyok, amelyekre K
Sfelosztja a J tartomdnyt. Legyen v(K)= A. Akkor bdrmely ¢=0 szdmhoz taldilhaté

olyan 6 =0, hogy ha az L topologikus kor vagy egyszerii iv elvdlasztja a J, —3(K), ‘

Jy —0(K) halmazokat, ahol 6(K) a K halmaz 5-sugari kérnyezete, akkor v(LY= A —s. i

T

R

BizoNnyiTAs. Tegyiik fel, hogy ez nincs igy. Legyen ¢=>0 tetszés szerinti szam.
Legyen 6, >d,>...,1im,=0 és L, ..., L,, ... topologikus kordk vagy egyszerii

ivek olyan sorozata, hogy L, elvalasztja a J, —93,(K), J, —93,(K) halmazokat, azon-
kiviil v(L,)=A—e. Megmutatjuk, hogy It L, D K. '

Legyen {€ K. Akkor, mivel K teljesen regularis komponens, {€J;NJ,. Le-
gyen U a { pont tetszés szerinti kérnyezete. Legyen o; € UNJ, és a,€ UNJ,. Le-
gyen 6 =min [|«;, K|; |, K|]. Nyilvanvald, hogy mindazon n indexekre, amelyekre
d,<9, L, elvalasztja az a,, a, pontokat és igy metszi az U kornyezetet. -Tehat
(€lt L,, és minthogy { a K halmaz tetszés szerinti pontja, KcClt L,. A 47, segéd-




KETVALTOZOS FUGGVENYEKROL (I11) 185

tétel szerint
v(K)=v(ltL,)=lim v(L)y=A—¢.

A kapott ellentmondas bizonyitja segédtételiinket.
A 48, segédtétel felhasznalasaval most bebizonyitjuk a sikbeli variacio feliil-
r8l félig folytonos voltat.

26. TETEL (a sikbeli varidcio feliilrél félig folytonos voltdrdl). Tegyiik fel, hogy
a J-n értelmezett, folytonos F,(n) fiiggvények sorozata egyenletesen tart F(n)-hoz.
Akkor W(F)=lim W(F,).

BizonyiTAs. Minthogy
tos +e

WP = [vd, wE)=[vod,

elég megmutatnunk, hogy v(f)=lim v,(f) majdnem minden f-re. Megemlitjik még,

hogy ha W(F,)=< minden F,-re, akkor a tétel allitasa trivialis. Ezért elGre fel-
tehetjitkk, hogy majdnem minden z-re és minden n-re v,(f) < + . Hagyjuk figyel-
men kivill mindazokat a nivokat, amelyekre az F(y), F,(n) (n=1,2,...) fuggvé-
nyeknek csak egyike is tartalmaz regularis, de nem teljesen regularis komponen-
seket. A 3. tétel szerint (lasd I. fej. 1.§) ilyen nivo legfeljebb megszidmlilhatéan
sok van. Zarjuk ki azokat a nivékat is, amelyek tartalmaznak (az F(n) fiiggvényre
nézve) kvazi-extrémalis komponenst. Elhagyva tovabba azokat a nivékat, amelyek-
nek a regularis komponensei véges Gsszhosszlisigiiak és a nem regularis kompo-
nenshez tartozd pontjaibdl allé halmaz Hausdorff-féle linearis mértéke nullatél
kiilonboz6, a 10. tétel értelmében szintén legfeljebb megszamlalhatéan sok nivét
hanyagolunk el. Legyen most T az &sszes megmaradt ¢ értékek halmaza. A T hal-
maz teljes mértékii.

1°. Legyen K az F(n) flggvény t,€ T nivdjanak regularis komponense. Legyen
Jy és J, az a két tartomany, amelyre K felosztja J-t. Legyen U(K) a K komponens
tetszés szerinti kdrnyezete. Akkor taldlhaté olyan 5, >0, hogy bdrmely pozitiv 6 <3,

szdmravagy a t —3 nivé valamely komponense elvdlasztia a K, J, — U(K) halmazokat

és a t+ 0 nivo valamely komponense elvdlasztja a K, J, — U(K) halmazokat, vagy a

t+6 nivé valamely komponense elvdlasztja a K, J, — U(K) halmazokat és a t—9

nivé valamely komponense elvdlasztia a K, J, — U(K) halmazokat.

1° BiZONYIiTASA. Legyen Tr az F(y) fiiggvény egydimenzidos faja. Legyen
(€J—U(K) és (eJ,—U(K). Akkor az ly=1r(K) pont az_ Iy, I, végpontokkal
rendelkez8 o egyszerii fv belsé pontja. Megmutatjuk, hogy az /,/, iv barmely, /,-hoz
elég kozeli I” pontjanak K’ =751 (l') inverz képe elvalasztja a K, J; — U(K) halmazo-
kat. Valoban, ellenkezd esetben talalhato lenne olyan {{}, {€J, — U(K) és {L},

1561270 pontsorozat, hogy /,—~1I, ha s— <, és t71(l) nem vilasztja el a {, pontot
K-tol.

J kompaktsaga miatt feltehetjilk, hogya {¢,} sorozat konvergal egy {, € J; — U(K)
ponthoz. De az /=15({,) pont OsszekithetS [y-lal egy o minimalis egyszeri iv
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segxtsegevel A o’ ivnek nem lehetnek mas kozos pontjai o-val, mint /,, Valoban,
ha I* Elglo Na’ és I* 21, akkor 751 (I*) elvalasztja K-t {,-t6l és még inkabb rendel-
kezik ezzel a tulajdonsaggal minden elég nagy s indexii 77 1(l), ugyanis az /*-tél
l,-ig terjed§ darabon a g, o’ 1vekr\19k egybe kell esniiik tekintettel arra, hogy mind-
kett§ minimalis. Tovabba ha [* € [,/ (N a’, akkor 1z !(/*) elvalasztja a K komponenst
a {€J, ponttdl, és igy t71(*) nem vilasztja el a K komponenst a {,€J, pont-
tol. Tehat [, a g, o’ ivek egyetlen kdzos pontja, méghozza o-nak belsé pontja. Ko-
vetkezeskeppen I elagazasi pont, ami az 5. tétel szerint lehetetlen. Ennélfogva az
lgl0 iv minden, /,-hoz elég kozeli I’ pontjanak 17 1 (') inverz képe elvalasztja a J, — U(K)
és a K halmazt. Analég mddon az lol; iv minden, /,-hoz elég kozeh I pontjanak

inverz képe elvalasztja egymastdl a K és a J, — U(K) halmazt. Az / lo és az lolc iven
1s ly-hoz barmllyen kozel talalhatok olyan pontok, ahol F(*[)#t. Ha Iy kbrnyeze-
tében az Iglo iven az F*(I)—t kiilonbség nem valt jelet, akkor ennek a kiilonbség-
nek az lol; iven /,-hoz barmilyen kozeli pontokban ellenkez§ elgjelet kell felvennie,
mert killénben K = 77 1(/y) kvazi-extrémalis komponens lenne. Kovetkezésképpen
taldlhaté olyan I, !” pontpar, hogy vagy F*(l')=>t=>F*(l"), vagy F*({')<t<
<F*(I") és a K, = 1571(l'), K, = t7*(l”) komponensek a K komponenst elva-
lasztjak a J, —U(K) ill. J,—U(K) halmaztdl. Az 1° allitist bebizonyitottuk: d,
gyanant valaszthatjuk a min {|F* (") —¢|, |F*(/")—1]} értéket.

2°, Legyen K a ty€ T nivé regularis komponense és 0 =0 tetszés szerinti szam.
Legyen v(K)=>A+d, ahol d=0. Akkor taldlhaté olyan N, hogy n> N esetén a
K komponens 0-sugartt kérnyezete tartalmazza az,- F,(n) fliggvény E,‘;” nivdjdanak
valamely, legaldbb A hosszusdgii komponensét.

2° BIZONYITASA. A 48. segédtétel alapjan valasszuk a 4 =0 szimot olyan kicsi-
nek, hogy a J, —d(K), J, —5(K) halmazokat elvalaszté barmely topologikus kor
vagy egyszerii iv legalabb 4 hosszusagu. Legyen tovabba é =0. Akkor 1° érteimé-
ben taldlhatok olyan K, <FE,.., K,CE,,, (r;>0) komponensek, amelyek el-
valsztjak egymastol a K, J, —6(K), ill. K, J, —8(K) halmazokat. Meghatarozott-
sag kedvéért legyen K, CE,.,, K,CE,_, . Elég nagy n indexekre n¢ K, esetén

F,(n) = t+ 2, n€K, esetén pedig F,(n) = t—T—21. De akkor az F,(n) fiiggvény

t nivojanak valamely K~,| komponense elvalasztja a K;, K, és igy a J, —d(K),
J, —6(K) halmazokat is. A f,-ra tett megszoritdsok kovetkeztében K topologikus
kor vagy olyan egyszerii iv, amelynek végpontjai J hatirin fekszenek, és & meg-
valasztisa folytan v(K)=A. Tovabba K, és K, elvalasztja a 1?,, komponenst a
J; —6(K) illetve a J,—6(K) halmaztol, tehat IE',,CO(K). A 2° allitast bebizonyi-
tottuk.

3°. Legyen 14€T és v(E,) = A+e, ahol ¢>0. Akkor lim v(EM)=A.

3° BIzONYiTAsA. Minthogy #,€ T, talalhato véges szamu K“) .oy K™ regu-
laris komponens E,-ban ugy, hogy Z'v(K")) = A+—. Legyen a 0=0 szim
olyan Kkicsi, hogy ezeknek a komponenseknek a B-sugaru kornyezetei ne messék

egymast. Legyen dzzim ¢és alkalmazzuk a 2° pontot. Azt kapjuk, hogy minden
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elég nagy n indexre az F,(n) fiiggvény ¢ nivéja tartalmaz legalabb m szamu {K(D}
(j=1, ..., m) komponenst, amelyre K{?cC0(KY) és v(K) = v(K(f))—%. Akkor

i i u . €
v ( > K,‘.”) > S v(KV)—= =4,
=1 =1 2
amibdl a 3° allitas kovetkezik.
3°-bdl kozvetleniil kdvetkezik a tétel allitisa, mert az ¢ >0 szam tetszés szerinti
1évén, lim v(EM™) = v(E,)) minden # € T nivéra. A 26. tételt bebizonyitottuk.
n

Kovetkezmény. Legyen {F,(n)} folytonos fiiggvényekbdl &ll6 sorozat,
amely egyenletesen tart F(n)-hoz. Legyen G valamely tartomany. Akkor W(F, G)=
=lim W(F,, G).

Megjegyzés. Zart D halmazraa W(F, D)=lim W(F,, D) egyenlStlenség mar

nem mindig teljesill, amint ezt a kovetkez6 példa mutatja. Legyen D, a Cantor-
féle perfekt halmaz az x tengely valamely szakaszan és D valamely D, feletti ,,fésii””

J-ben. Legyen f(x) a ,,Cantor-féle 1épcs8™ a [0, 1] szakaszon: f(x)— ! ha %fx< i
f(x)—— ha—;—fxf 5 ; flx )—— ; éxé-g— stb. Legyenek bo;al,bl;az, by .3

Qs bs Aoy @ szomszédos mtervallumok végpontjai az n-edranguakig bezarélag, bal-
rél jobbra szamozva (b, és a,,; a [0, 1] szakasz végpontjait jelenti). Legyen
Julag) = f(bs-1); [ (b)) =f(by) és az [a,, b, [b,—1, a,] szakaszokon értelmezziik az
f.(x) fiiggvényt linearisan. Legyen F(x,»)=f(») é F,(x,y)=f,(y) 0O=x=1;
0=y=1). Nyilvinval6, hogy W(F, D)—l W(F,, D)=0 és az F,(n) fuggvények
sorozata egyenletesen tart £(n)-hoz.

A paragrafus befejezéséiill megemlitjiik még, hogy barmely rogzitett, korlatos
sikbeli variaciéja, folytonos F(n) fiiggvény esetén maga a W(F) variacid a J tar-
tomanyon egy Carathéodory-féle mértéket értelmez: minden E halmaznak felel-
tessitk meg a W(F, E)= n}%fa W (F, M) szamot, ahol az infimum az F-t tartalmazé

Osszes M Borel-halmazra képezendS. Nyilvan W(F, E)=0. Tovabba ha E,, E,
egymastol pozitiv tavolsigra lev6 halmazok, akkor W(F, E; + E,) = W(F, E))+
+ W(F, E,). Végiil barmilyen E,, E,, ... halmazokra W(F, Z'E) ZW(F E,).

Ily médon W(F, E) eleget tesz a Carathéodory-féle mérték osszes ax1oma1nak
Ebbdl specialisan kovetkezik az alabbi.

27. TETEL. Legyen F(y) korldtos sikbeli varidcidju, folytonos fiiggvény és M
tetszés szerinti Borel-halmaz J-ben. Akkor bdrmely ¢>0 szdmhoz taldlhato olyan
DcM zdrt halmaz, hogy W(F, D) > W(F, M) —e.
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2. 8. A sikbeli variacio félig additiv.
A sikbeli varidcié értelmezése vetiiletek segitségével

Ebben a paragrafusban megmutatjuk, hogy a sikbeli variacié feliilr8l félig
additiv, vagyis hogy ha ¢(n), ¥ (n) folytonos fiiggvények és F(n) = o(n)+y(n),
akkor W(F) = W(g)+ WQH).

Ezzel kapcsolatban a variacié 1j, a korabbival egyenértékii definicidjat kapjuk,
amely talin 6nmagaban is érdekes.

49. SEGEDTETEL. Legyen M valamely Borel-halmaz az x, y,t térben, és legyen
az xy, yo vdltozok @z, 5(x,, yo) fiiggvénye egyenld az M halmaz x =x,, y =y, egye-
nesen fekvd pontjainak szamdval. A @3 5(xo, yo) fiigguény mérhetd.

BizoNyiTAs. Amint a deskriptiv halmazelméletbdl ismeretes, az x, y sik azon
pontjainak halmaza, amelyekben @3 5(x,, ¥o)=n, két 4-halmaz kiildnbsége (s6t,
CA-halmaz). EbbGl kovetkezik a segédtétel allitasa.

50. SEGEDTETEL. Legyen M sikbeli, zdrt halmaz és | tetszés szerinti egyenes,
amely ugyanabban a sikban fekszik, mint M. Legyen tovdbbd n €l esetén ®,(n) az
M halmaz azon pontjainak szdma, amelyek az M halmaz I-re valé meréleges vetitése
sordn az n pontba mennek dt. Akkor

+o0

‘ O,(ndn=v(M), ¢

—~ oo

ahol v(M) a Hausdorff-féle linedris mérték.

BizonyiTAs. Legyen S linearis zart halmaz. Jelentse 7,(S) az S halmaz olyan
pontjainak maximalis szdmat, amelyek koziil barmely kettGnek a tivolsiga leg-
alabb &. Most legyen @, (1) =T,(m,\ M), ahol m, az | egyenesre a & pontban
emelt merdleges. Kénnyen belathato, hogy a @, ,(») fiiggvény alulrél félig folyto-
nos és igy Borel-mérhetd. Tovabba

®,(n) = liT @, ,(n) € e<eg esetén D, (=D, (1)
£

Végiil nyilvanvald, hogy
4+ oo

| ®, ,(ndn=v(M).

— oo

Valéban, legyen ¢, az M halmazt befed§ kér-rendszer, amely ;--nél nem nagyobb

z' .

atmérdji korokbdl all. Akkor a o, rendszerhez tartozé korék atmérSinek Gsszege
4

nem lehet kisebb, mint
+ oo

|, iyan.

—co

Valdban, rajzoljuk meg o, mindegyik kbrében az / egyenessel .pairhuzamos atmérst.
z
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Minden, az / egyenesre mer6leges és a { ponton atmend egyenest legalabb @, ,(£)
ilyen atmérS metsz. Ebb6l allitasunk kovetkezik. Tehat '

+oo
YONE [0, dn & @,()=lim @),

tovabba @, (1)=0,, ,(m=D,(n), ha ¢ >¢,.
EbbGl kovetkezik @,() mérhetSsége és a

v(M) = l @,(n)dn

egyenlStlenség. A segédtételt bebizonyitottuk.

1 \ T 1 ‘oo
Legyen 0<e<5 tetszés szerinti szam. Jelentse I,(‘J",{ m azt az T hosszisaga
—

szakaszt, amelynek egyik végpontjanak koordinatai x:%, y= F%, és amely

az x tengellyel 82.—1,:71 nagysagu szoget alkot (1', k=12, .., [2?] +1;

m= l;l?] +1, [%J +2, ) Rendezziik ezeket a szakaszokat kozonséges (=9 ={7,}

sorozatba oly médon, hogy r<s esetén |I|=|I] legyen (|I| az I szakasz
hosszisaga).

Legyen CcJ rektifikalhaté egyszerii iv vagy topologikus kor és d=0 tetszés
szerinti szam. Legyen {I{©:#} a J tartomanyban fekvd szakaszok sorozata, amelyet
a kovetkezSképpen definialunk.

Jelentse X* azon g-nél nem hosszabb I J szakaszok Osszességét, amelyek-

nek végpontjai C-n fekszenek és amelyek mindegyikéhez taldlhaté olyan 7, € Z(=9
szakasz, hogy &(/, L) <e |L,|, ahol (4, B) a Hausdorff-féle tavolsig (lasd I.

fej. 4. §). Jeloljiikk tovabba 7€ X* esetén C,-vel a C ivnek az I har altal meghataro-
zott szakaszat. Valasszuk {69 gyanant azt az 1€ I* szakaszt, amelynek minimalis
index(i 7, felel meg. Tegyuk fel, hogy az I{¢9, ..., I/&® szakaszokat mar meg-

szerkesztettiikk. Tekintsiikk mindazokat az I€ X* szakaszokat, amelyekre C; nem
k-1

metszi a > C (c,+ halmazt. Vélasszuk ki koziilik azt az I szakaszt, amelynek
i=1 i

minimélis indexd I, felel meg és ezt vegyiik [{C9-nek.

51. SEGEDTETEL. Legyen a CCJ rektifikdlhaté iv hosszisdga S és d=>0 olyan
zdm, hogy bdrmely C-be irt poligon hosszisdga nagyobb, mint S —¢, hacsak a maxi-
madlis élhosszisdg d-nél kisebb, Akkor

e =S~ 2e.

BizonyiTAs. Legyen 21‘0 4 =L,. Talalhaté olyan N,, hogy Ly-hez hozza-

véve bizonyos (altalaban nem az {I{¢®} sorozathoz tartozd) I},,, ..., I%, szaka-

1

6 1II. Osztdly Kozleményei XIIE/2
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szokat, amelyekre |I%,s|=5|I{GP|, C-be irt poligont kapunk. De ebbdl kivet-
N
kezik, hogy C— > C .y hosszisaga N novekedtével egy e-nal nem nagyobb
k=1 ke
szamhoz tart, vagyis > |I{&P| = S—2e. A segédtételt bebizonyitottuk.
k

Legyen RcCJ valamely kontinuum és d>0. Legyen {I{R®} olyan szakaszok-
bdl all6 sorozat, amelyeknek végpontjai R-ben fekszenek és amelyeket a kvetkezs-
képpen definidlunk: jelentse £* mindazon szakaszok Osszességét, amelyeknek vég-
pontjai R olyan részkontinuumahoz tartoznak, amely teljesen a szakasz egyik
végpontja mint kozéppont korill a szakasz hosszusagaval mint sugarral rajzolt
zart korlemezben fekszik. Minden ilyen I szakaszra a neki megfelel§ kort Qj-vel

fogjuk jelolni. Legyen Z** azoknak a X*-hoz tartozd, —-nél kisebb hossziisagi sza-

kaszoknak az Osszessége, amelyekre /€ Z** esetén talalhaté [, €X(=9 szakasz
gy, hogy o(Z, I, ) <ée-|f, |. Vilasszuk IRD gyanant azt a T**-beli szakaszt, amelyre

a megfeleld T(9-beli szakasz indexe minimalis. Tegyiik fel, hogy az IR ...,

IR szakaszokat mar megszerkesztettiik. Tekintsiik azon I**-beli szakaszokat,
k-1

amelyeknek megfeleld korok nem metszik a > Q (r.a) halmazt, és véalasszuk ki
i=1 13

koziilik azt a szakaszt, amelyre a megfelel§ Z(D-beli szakasz minimalis indexii.
Eppen ezt a szakaszt vesszitkk 7{&9-nek,

52. SEGEDTETEL. Legyen RCJ valamely kontinuum, v(R)=A és d=0 olyan,
hogy ve(R)>A. Akkor 2|1,§R:d>|>i;,

k
. . d
BizonyiTAs. Legyen N olyan nagy, hogy k=N esetén I,?‘"‘)<g . Akkor

a QI,‘}‘"’) (k=1,2, ..., N) korokével megegyez8 ko6zépponti és azoknal haromszor
nagyobb sugari korlemezek Osszessége befedi R-t, ebbdl pedig kévetkezik, hogy

ud A . A
kZl [I{RA)) > tehat még inkabb ; [I{RD) =%

28. TETEL. Legyen F(n) folytonos fiiggvény. Legyen F(E) az E halmazon tekin-
tett F(n) fiiggvény grafikonja. Legyen tovdbbd {R,} az xyt tér xy sikra meréleges
sikjaibol dll6 sorozat, ng (D) jelentse a térbeli D halmaz Rre valo merdleges vetiile-
tét, végiil {M,} legyen J-beli, egymdst pdronkint nem metszd Borel-halmazokbdl
dllo sorozat. Akkor

W*(F)=sup > mes,[ng (F(M))]=W(F),

ahol mes, a sikbeli Lebesgue-mérték és a felsé hatdr az Osszes lehetséges {R,} és
{M,} sorozatokra képezendd.

BizonyiTAs. 1. Bebizonyitjuk, hogy W(F)= W*(F). Nyilvanvaléan elég azt
az esetet tekinteni, amikor W(F) < 4 o, Ebben az esetben a W(F) = W* (F) egyen-
16tlenség kozvetleniil kdvetkezik az 50. segédtételbdl.
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2. Bebizonyitjuk, hogy W(F)= W*(F). Killonboztessiink meg két esetet.

a) Legyen W(F)< + . Legyen £=>0 tetszés szerinti. A 10. tétel szerint a
t értékeknek van olyan zart D halmaza, hogy #€ D esetén a ¢ nivé barmely, t6bb
pontbdl allé komponense rektifikalhaté iv vagy rektifikalhat6é topologikus kor és

[ Ltyde=w(F) —e,

b
ahol L(r) az E, halmaz rektifikalhaté komponenseinek &sszhosszisiga. Minden
t€ D értékhez talalhaté E,-nek véges szamu rektifikalhaté K, ..., K komponense
ugy, hogy ha L*(f)-vel jeloljiik ezen véges szdmi komponens hosszusiginak az
Osszegét, akkor

-

[ L*ydt=w(F) -2,
b

ahol az integral mint Lebesgue-féle kiilsG integral képezendS. Tovabba minden
1€ D értékhez taldlhaté olyan g, >0 és 0<5,<%', hogy o(K®, K©)s;>0,, és
ha mindegyik K{®-be beirunk egy tetszés szerinti poligont, amelynek maximalis
¢thosszisaga kisebb, mint d,, akkor ennek a poligonnak a hossziisiga nagyobb,

mint v(1<§'>)—neT, ahol T'>2 sup |F(1)l.
t* neJ

Talalhaté olyan ¢=>0 és 0<5<£, hogy, D, s-val jelolve azon ¢ értékek hal-

mazat, amelyekre ¢,>¢ és 6,>0, fennall az

f L*(tydt > W(F) — 3¢

Dp,s

egyenlStlenség. Itt az integral ismét killsG Lebesgue-integral.

Jeloljilkk Py-vel az E,, t€ D nivohalmazok komponenseiben foglalt azon egy-
szerii ivek pontjainak a halmazat, amelyeknek a két végpontjat dsszekotS szakaszok
az I;€ 2@ gszakasztdl Hausdorff-féle értelemben legfeljebb e-|/,] tdvolsdgra van-

i—1
nak. A P; halmazok nyilvan zartak. Vezessiik be az M,=P,, M,=P,— > P,
k=1

jelolést. Legyen R; az xy sikra merGleges és az I; szakasszal parhuzamos sik. Akkor
az 51. segédtétel szerint 1€ D, ; esetén

5 mesy e, (B, (1 M) = L+ ()~ 2
és igy

3 | mes, [ng (BN MJdt> W(F)—4e

i Dps
(ahol az integralon kiils6 Lebesgue-integral értendd).

A nR((F(Mi)) halmazok térbeli Borel-halmazok vetiiletei, tehat sikbeli 4-hal-
mazok, vagyis Lebesgue szerint mérhet8k, és Fubini tétele alapjan fennall

> mes, [ng,(F(M))] > W (F)—4e,
minthogy pedig ¢ tetszés szerinti, > mes, [7g, (F (M) =W(F).

6*
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b) Legyen W(F)=o. Adjunk meg barmilyen N szamot. Akkor talalhatd
olyan n természetes szam, pozitiv d szam és a ¢ értékek olyan 7* halmaza, hogy
t€T* esetén mindegyik E,-ben talalhaté /(t)=n szamu K,, ..., K;,, komponens,
amelyekre

. 1)
vi(t)dt =N, ahol vj;(t)=i271 va(K)

T*

és az integral mint Lebesgue-féle kiilsG integral képezendd.

Legyen I;€ %%, Minden #-re tekintsitk mindazokat az I szakaszokat, amelyekre
8(1, I)<e-|I)| és I végpontjai E,-nek és az I egyik végpontja mint kdzéppont koriil
|I] sugarral rajzolt Qf kornek metszési komponens¢hez tartoznak. Legyen P;=
= > QINE,, ahol az 6sszegezés adott ¢ mellett minden lehetséges Qjf-re, tovabba
minden lehetséges ¢ értékre térténik. A P; halmazok nyilvan zartak.

i-1
Vezessitk be az M, =P, M; = P,— D P, jeloléseket. Az 52. segédtétel értel-
k=1

mében

> ‘ mes, nRi(E,ﬂMi)dt>%,

i T
ahonnan Fubini tétele alapjan (és megjegyezve, hogy a nR,(I:“ (M))) halmazok, épp-
figy mint az g) pontban, mérhetSk) kapjuk:

~ N
2 mes, [ng,(F(M))] =13

és minthogy N tetszés szerinti,
W*(F)=oo,

A tételt teljesen bebizonyitottuk.

1. megjegyzés. A 28.tétel a W(F) sikbelivaridcio uj, a kordbbival ekvivalens
definicidjdt adja vetiiletek segitségével. A tétel megfogalmazdsdban fel lehetne tenni,
hogy az M halmazok nem Borel-félék, hanem zdrtak.

Valéban, a
W(F)= g mes, [ng, (F(M)]

egyenlStlenség érvényes lévén tetszés szerinti M, Borel-halmazokra, annal inkabb
igaz zart halmazokra.

Bizonyitsuk be a forditott egyenlStlenséget. Ennek érdekében megjegyezziik,
hogy azok az M, halmazok, amelyeket a tétel 2. pontjanak bizonyitasa soran szer-
kesztettiink meg, két-két zart halmaz kiillonbségeként alltak el§, tehat F, tipustiak.
Legyen M,=2>F, ,, ahol F; , zart halmazok, és legyen

k
Ms,k= Z Fs,n'
n=1




KETVALTOZOS FUGGVENYEKROL (IIT) 193

Az R, =R, jeloléssel kapjuk:
]i;n 2 mes, [nRs,k(f(Ms,k))] = 2 mes; [, (F~(Ms))]s

amibdl allitisunk kovetkezik.

2. megjegyzés. A 28. tételben az {M} halmazrendszerek és az {R,} sikrend-.
szerek egyardnt lehetnek végesek vagy megszdmldlhatdk.

Az 1j definicié segitségével be fogjuk bizonyitani, hogy a sikbeli variacié félig
additiv.

A tovabbiakban alkalmasabb lesz szamunkra, ha ennek a tételnek egy kissé
mas alakjat hasznaljuk. Vezessﬁk/ be a kovetkez8 definiciot.

22. definicié. Legyen F(y) az xy sikon értelmezett fiiggvény és legyen R az
xyt térben az xy sik b egyenesét €s a ¢ tengelyt tartalmazo sik.

Legyen M valamely halmaz az xy sikban.

Jelentse @gx(F, M, Iy, t,) az F(x,y) fuggvény grafikonja azon pontjainak a
szamat, amelyek M folott fekszenek és amelyeknek R-re valé merSleges vetiilete
az (I, t,) pont. Néha rovidség kedvéért a Og(F, M, I,, t,) jelolésben az F betiit
el fogjuk hagyni.

29. TETEL. Legyen F(x,y) az xy sik egységnégyzetén értelmezett folytonos
fiiggvény. Legyen Ry, ..., R,, ... tetszés szerinti, az xy sikra meréleges sikokbol
dllo rendszer az xyt térben, M, ..., M,, ... pedig az xy sik tetszés szerinti, egymdst
pdronkint nem metszé Borel-halmazaibol dllo rendszer. Akkor

W(E)=sup 3 || @ (F, M,, 1, ndldr,

Rn
ahol a felsé hatdr az isszes lehetséges {R,} és {M,} rendszerekre képezends.

Ez a tétel az 50. segédtétel és a 28. tétel kozvetlen koévetkezménye. A 29. tételre
is érvényes az 1. és a 2. megjegyzés.

53. SEGEDTETEL. Legyenek @(x) és ¥ (x) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos,
korldtos varidcidji fiiggvények. Legyen tovdbbd P zdrt halmaz. Jeldlje E,(f, P) az
f fiiggvénynek a P halmazon felvett értékkészletét, és ®, p(y) az y vdltozonak azt
a fiiggvényét, amely mindegyik y, pontban egyenlé az y, pont P-ben fekvé inverz
képeinek szdmdval, ha az f fiiggvény segitségével leképezziik az x tengelyt az y ten-
gelyre. Akkor

+o0 +oo deo
| Oy p(N)dy= [ @, p(»)dy + l Dy, p(y)dy.

Ha o is,  is egyrétii fiiggvény, akkor

mes, [E, (¢, P)]+mes,[E,(Y, P)] = mes,[E,(¢p+¥, P)],

ahol mes; a Lebesgue-mérték. Konnyen beldthatd, hogy az E,(p), E,(¥), E,(p + )
fiiggvények a segédtétel feltevései mellett mérhetik.
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Akkor, mint ismeretes (lasd pl. a 17. tételt),

+oo

V(= | 0, u(dy,

—ea

ahol M az f fiiggvény értelmezési intervalluma.
Legyen ¢(x) és y(x) két korlatos variacidji, folytonos fiiggvény:

V(g)=A4, V)=B, V(p+y)=C=A+B.

Legyen P valamely zart halmaz. A P-vel hataros intervallumok legyenek 1, ..., I, ...,
végpontjaik oy, ..., a,fB,, ... . Helyettesitsiik a ¢, i fiiggvényeket azokkal a ¢*,
Y* fiiggvényekkel, amelyekre ¢* =¢, Y* =y a P halmaz pontjaiban és amelyek
az I, (s=1,2,...) intervallumokon linearisak. Nyilvanvald, hogy

V(g =A*=4=V(g), VU*)=B*=B=V({).

Az elébbi megjegyzés alapjan

+oo

+oo
[ @ wDdy=a*, | @0y (p)dy=B~. -

—o0 —o0

Tovabba

+o0 +oo0

| u )y =3 9@ =g B+ | 0y p()y

és
+ oo 4 oo

| @uerdy= 3 W@ b Bl + | Oy (.

oo

Valasszuk az N szamot olyan nagynak, hogy

Z 0@ —pBl <7 3 W) —vBl <,

ahol & >0 valamilyen rogzitett szam. Tekintsitkk az M-bél az I,, ..., Iy szomszédos
intervallumok elhagyasa 1tjan keletkez6 P halmazt. A P§ halmaz N+1 szamu
Py, ..., Py, szakaszbdl all. Ervényes a kovetkezG egyenlGtlenség:

Ve (p* +y*)=Vp (%) + Vi, (%),
vagy

+oo +o0 . oo

[ Dy yr,p (N)dy = J @, p, (3)dy + f Dy p () dy.

— oo —o —os
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+oo +eo
[ Ppesyn p(MAYE | Qposynp (P)dy=

+oo +oo

N+1 N+1
':kgl QW“FIII‘,PJ‘-(y)dyékz

1

—ce

N+t w
Gy p, (M dy+ k_Zl D, p ()dy=
+ oo +o0

= J‘Dw,p(y)dyﬂL EH [* () — * (B + J‘Dw,p(y)dy+

— s — oo

+k=§+1 ¥ (o) — Y+ (B = j d)q,,,,,(y)dy+%+ f <I>,p.,,,(y)dy+%.

Tehat barmely >0 szdmra

+oo +oo +oo
| ®perger Dty = [ @ pydy+ [ @y p()dy+e.

Az &¢>0 szam, tetszés szerinti 1évén, elhagyhatd, és felhasznalva, hogy

D, r)= Q,, p(3); (D.r,l'()’) = (D.p, r(»); Dy, PV = Doy, »(»),
végiil a kovetkez6t kapjuk:
+oo

oo +oo
[ Opeysdy= [0, Dy + [ @ ().

—o0 —oo —oo

Abban az esetben, amikor ¢ és  a P halmazon egyrétii fiiggvény, fennall

oo

mes; [E,(p, P)]= [ g, p(»)dy

és a Y-re vonatkoz6 analdg egyenldség, ebbdl pedig kévetkezik a segédtétel maso-
dik allitasa.
30. TETEL (a sikbeli varidcid félig additiv voltdrdl). Legyenek o(x,y), ¥(x,y)

......

W(F) = W(p)+ W)

BizoNyiTAs. Kiilonboztessiink meg két esetet.

1°. W(F)< 4. A 29. tételhez fiizott 1. és 2. megjegyzés értelmében barmely
& >0 szamhoz talalhaték olyan, az xy sikra merSleges R, ..., R, sikok és egymast
paronkint nem metsz8 D,, ..., D, zart halmazok, hogy

3| @7 D, 1 0yl dt = W(F) .

n R
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Legyen R, e sikok kozill barmelyik, / az R, sik és az xy sik metszésvonala,
m az | egyenesre merGleges egyenes az xy sikban és ¢t az xy sikra mer6leges, R,-
ben fekvS egyenes. Minthogy az y =f(x) egyvaltozds fiiggvényre teljesiil
+oo

V(= | @,(dy,

—co

a ¢, y figgvények sikbeli variacidjanak korlatossiga miatt és tekintetbe véve a
17. és 29, tételt, tovabba Fubini tételét, azt kapjuk, hogy majdnem minden /,-ra
oy, m) és Y (l,, m) mint az egyetlen m valtozo fiiggvényei korlatos varidcidjiak,
és igy az 53. segédtétel alapjan

+ oo kel + oo
| ®(F, D,, 1o, ndt= [ ®(p, D,, o, ydi + [ @, D, Iy, .

De mindharom integralandé fiiggvény CA-mérhet§ (s6t, Borel-mérhetd) és nem-
negativ. Mindegyikiikre alkalmazhatd Fubini tétele, ennélfogva

”q’(F, Dy, 1, tydt dl =

Rs

= | [ @G, D, 1, ndrdi+ [ [®W, D, 1, ydr di=W(g, DY+ W(y, D).
Rs ‘Rs

Az utolsé egyenlStlenség fenndllidsa az 53. segédtételbdl kovetkezik.
A kapott W(F,D,) = W(g, D))+ W, D,) egyenlStlenségeket minden s-re
Osszegezve nyerjiik, hogy

wE) <e+ 2 [ [0 D, 1, ndldr=
s=1"

Rs

=2 W(p, D)+ 2 WY, D)+e=W(p)+ W) +e.

Minthogy az ¢=>0 szdm tetszés szerinti lehet, ebb8l kovetkezik a bizonyitandé
W(F) = W(p)+ W) egyenlGtlenség.

2°. W(F)=-oo. Ekkor barmely N-hez talialhaték olyan R,, ..., R, sikok és
Dy, ..., D, zart halmazok, hogy

3| | @x(F D, L ydldt=N.
s=1 R
De a korabbiak szerint

| [@x,(F, D, i dr = [0y (@, D, 1, dl de + [ | @ (0, D, 1, Dyl d,
R ‘Rs Rq

és igy, Osszegezve ezeket az egyenlGtlenségeket s =1-t61 5=n-ig, nyerjiik:

Wp)+ W)z S {JJ O, (, D,y 1, Dl dt + | | g (0, Dy, 1, 1l dt} =

s=1 R

s=1
s

= j’ ”‘DRS(F, D, L, Hdldt=N.
R
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Minthogy N tetszés szerinti, a feltevéssel ellentétben az adodik, hogy W(g)+
+ W) = .

A tételt bebizonyitottuk.

Lényegében mar megmutattuk, milyen kapcsolat van az F(n) folytonos fiigg-
vény W(F) sikbeli variacibjanak és Vi (F) Tonelli-féle variacidjanak korlatossaga
ko6zott. Emlékezziink vissza, hogy jeloléseinkkel

VelF)=| | ®p (F, 0, 1, dlds + | | 0 (F, T, 1, tydl dr,
R Ry

ahol R, és R, az xyr térben fekv6, az xy sikra merdleges, az x, ill. y tengelyt tartal-
mazo sikok. Ezért a 29. tételbbl kivetkezik a V(F)=2W(F) egyenlitlenség. Ki
lehetne mutatni, hogy érvényes egy forditott irdnyu becslés is, nevezetesen bdrmely
Jfolytonos fiiggvényre Vi (F) = W(F). Minthogy ezt az egyenlGtlenséget a tovabbiakban
sehol sem fogjuk felhasznalni, bizonyitasat nem ismertetjiik.*

Foglaljuk Ossze az e paragrafusban nyert eredményeket.

El8szor is ujf eljdrdst adtunk a sikbeli varidcio megszerkesztésére. A bizonyitasokat
mindvégig arra az esetre végeztiik, amikor az értelmezési tartomany a sik. Ez az
eljaras nyilvanvalé moédon atvihet§ arra az esetre, amikor J gombfeliilet. Ilyenkor
az R, sikok szerepét a J kdzéppontjan atmend sikok jatsszak, a vetités pedig az R,
sikra merGleges f6koriv mentén torténik. A megfelel6 bizonyitasokat elhagyjuk.

Masodszor bebizonyitottuk a sikbeli varidcio félig-additivitdsdt, ami teljes ana-
l6gidban van az egyvaltozos fiiggvények variacidjanak félig-additivitasaval. Ez a
tulajdonsag szintén AtvihetG arra az esetre, amikor az értelmezési tartomany gémb-
felilet; ennek bizonyitasat szintén nem részletezzilk.

3.8. A Kkorlatos sikbeli variacigja fiiggvények approximativ
differencialhatosaga. Abszolit folytonos fiiggvények

Az egyvaltozés fiiggvények esetében a variacié korlatossaga maga utan vonja
a fiiggvény derivaltjanak majdnem mindeniitt valo létezését. Kétvaltozods fliggvények-
nél a sikbeli varidcids korlatossaga egymagaban nem elegendd a teljes differencial
majdnem mindeniitt vald létezéséhez. (A kovetkez8 paragrafusban meg fogom
mutatni, hogy a sikbeli és a linearis variacié egyidejli korlatossiga mar elegendd.)
A sikbeli variacié korlatossagabol mégis kovetkezik az approximativ teljes differen-
cial majdnem mindeniitt valé létezése (az approximativ teljes differencil definiciojat
lasd pl. a [6] munkaban). Ezt kozvetleniil is be lehetne bizonyitani, egyszer{ibb
azonban arra a kész tételre hivatkozni, amely szerint korlatos Tonelli-féle variacioval
rendelkez§ fliggvénynek majdnem mindeniitt van approximativ teljes differencialja.
Az el6z6 paragrafusban megmutattuk, hogy a sikbeli variacié korlitossagabol
kovetkezik a Tonelli-féle variacié korlatossaga. Ezek szerint igaz az alabbi tétel.

31. TETEL. Korldtos sikbeli varidcicju, folytonos fiiggvénynek (a sikbeli Lebesgue-
mértékre nézve) majdnem mindeniitt létezik approximativ teljes differencidlja.

* Azt, hogy Vp(F) és W(F) egyszerre véges, a szerz6tdl fiiggetleniil GenErR IsTVAN is felis-
merte és bebizonyitotta (Egy integraltranszformaciorol, 1. Magy. Mat. Kongr. Kézl. (1950), 507—518).
(Szerk.).
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Most bevezetjitk a kétvaltozos fiiggvények abszolut folytonossdgdnak fogalmat.

23. definicié. A J tartomanyon értelmezett, korlatos sikbeli varidcioju,
folytonos F(y) fiiggvényt abszolut folytonosnak mondjuk, ha e fiiggvény sikbeli
varidcicja halmazfiiggvényként tekintve abszolit folytonos, vagyis ha bdrmely ¢=>0
szdmhoz taldlhato olyan 6 =0 szdm, hogy amennyiben az EcJ Borel-halmaz sikbeli
meértéke nem nagyobb d-ndl, az F(n) fiiggvény sikbeli varidcicja az E halmazon leg-
feljebb e.

Kimutattuk, hogy a korlatos sikbeli variacigju fiiggvényeknek majdnem min-
deniitt van approximativ teljes differencialjuk. El6fordulhat, hogy az approximativ
gradiens abszolat értékének sikbeli integralja kisebb, mint a sikbeli variacié. Példa
erre az F(x, y) = F(x) hengerfiiggvény, ahol F(x) folytonos szingularis fiiggvény.
Abszolut folytonos fiiggvényeknél azonban az approximativ gradiens abszolit
értékének sikbeli integralja egyenlS a sikbeli varidcioval, hasonléan ahhoz, ahogy
az egyvaltozos abszolut folytonos fliggvények varidcidja egyenl$ a derivalt abszolut
értékének integraljaval. Attériink ennek a bebizonyitasara.

54, SEGEDTETEL. Legyen F(n) az egységnégyzeten értelmezett folytonos fiigg-
vény. Az F(n) fiiggvény approximativ gradiense abszolut értékének sikbeli Lebesgue-
integrdlja azon a halmazon, ahol ez a gradiens létezik, nem haladja meg F(n) sikbeli

......

BizonyiTAs. Legyen E azon pontok halmaza, amelyekben az F(y) fiiggvény
approximativ teljes differencialja létezik. Osszuk fel az E halmazt E(x, 8, m, n)
halmazokra oly mddon, hogy alljon az E(a, B, m, n) halmaz E mindazon pontjai-
bol, amelyekben az approximativ gradiens nagyobb, mint m, de nem nagyobb,
mint n és e gradiens irdnyanak az x tengellyel bezart sz6ge nagyobb, mint «, de
nem nagyobb, mint §. Az E halmaz és az E(x, §, m, n) halmazok Borel-mérhet8k.
Tekintsitkk F(n) approximativ gradiense abszolut értékének integraljat valamely
E(o, 8, m, n) Borel-halmazon és F(n) sikbeli variacigjat ugyanezen a halmazon.
Fel fogjuk tenni, hogy a f — a sz6g és az n —m kiilonbség elég kicsi. Legyen az « és
a f irany altal bezart szog felezGjének irAnya y, Ismert tétel szerint (lasd pl. [6])
azon pontok E¥(a, §, m, n) C E(x, B, m, n) halmaza, amelyekben az F(y) fliggvény-
nek van a y irAny mentén approximativ derivéltja (egyébként ennek értéke F, cos y+
+ F, sin y, ahol F, és F, az approximativ gradiens két komponense), ugyanakkora
mértékkel rendelkezik, mint E(o, f, m, n). Azonkiviil az E¥(x, 8, m, n) halmaz
Borel-mérhet8. Vezessiink be az xy sikon 1), /y derékszogili koordinatikat. JelGlje
E,, az ly sik /=1, egyenesének az Ej(a, B, m, n) halmazzal kozos részét. Tekintsiik
tovabba ezen az egyenesen az F(y) = F(l,, v) fuggvényt mint egyvaltozos fliggvényt
és értelmezziik az Iy sik /=1, egyenesén a ®.(/,, 1) ,,multiplicitasfiiggvényt” Ggy,
hogy ®q(l,, t) minden ¢ helyen egyenl§ azon pontok szamaval, ahol F(/,, y)=t.
Azt allitom, hogy az It sik barmely /=/, egyenese mentén a multiplicitasfiiggvény
integrilja nagyobb vagy egyenlS, mint m-mes,E, . Ennek a bizonyitasa teljesen
analog annak az ismert tételnek a bizonyitasaval (1asd pl. [6]), amely szerint a multip-
licitasfiiggvény integralja nagyobb vagy egyenld, mint a derivalt abszolit értékének
integralja. Tovabba, Fubini tételét alkalmazva az xy sik E%(x, B, m, n) halmazira
és az It sikban e halmazra vonatkozé multiplicitasfiiggvényre, azt kapjuk, hogy
az emlitett multiplicitasfiiggvény sikbeli integrialja nem  kisebb, mint
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m-mes, EJ (¢, B, m, n). Tekintsilk most az F(y) fiiggvény sikbeli variaciéjat az

.....

E%(a, B, m,n) halmazon nem kisebb, mint a multiplicitasfiiggvény integralja.
Tovabba &sszegezve minden EF(w, B, m, n) halmazra (a variicié teljesen additiv
halmazfiiggvény) és tekintetbe véve, hogy |x—f| és |m —n| tetszés szerinti kicsi,
kapjuk a segédtétel allitasat.

55. SEGEDTETEL. Legyen y=f(x) az [a, b] szakaszon abszolut folytonos, egy-
vdltozos fiiggvény. Legyen M az |a, b] szakaszon fekvé Borel-halmaz és ®, p(y) a P
halmazon tekintett f(x) filiggvény multiplicitdsfiiggvénye. Akkor

.[?q’f, m(y)dy= J | fap () dx,

—5 M
ahol f,, az approximativ derivdlt.

Bizonyitas. 1°. Legyen M zart halmaz. Jeldlje fi,(x) azt a fiiggvényt, amely
az M halmazon f(x)-szel egyenl8 és a kdzbensd intervallumokon linedris. Az fy(x)
fiiggvény abszolut folytonos és ezért teljesiil ra az

teo b

J’ Dy ta,01(V)dy = J [y () dx

egyenlGség. De
+oo +oo +oo
| ®rpp,ta () dy = f Qryu(Mdy+ 2 f Oy, (M),

— o0

ahol {/;} az M halmazzal szomszédos intervallumok sorozata. Masrészt

b

[ 1stdx= [ 1@l dx + 3 | 1 )ldx,

LA £

és minthogy minden i-re

+oo
| @00 )dy= [ 15 G0l dx
e I;

és fu=/f., majdnem mindeniitt, azt kapjuk, hogy

+oo

J @ = | @y = [ 1finldx.
—o M

2°, Legyen M tetszés szerinti Borel-halmaz. Legyen &£>0 tetszés szerinti.
Adjunk meg egy olyan =0 szdmot, hogy ha az egyméist nem metsz§ intervallu-
mokbdl 4116 {I;} rendszerre > |I;| <, akkor az f fiiggvénynek az I; intervallumokon

vett variacidinak osszege legfeljebb e. Valasszunk olyan P < M zart halmazt, amelyre
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mes, (M — P)<¥4. Akkor

4o

| O, m-p(y)dy<e

és

[ 1o dx <,

amib6l kovetkezik az allitis helyessége a 2° esetben.

56. SEGEDTETEL. Legyen F(x,y) a 23. definicioban megadott értelemben abszolit
Sfolytonos fiiggvény a J tartomdnyon. Akkor F(x, y,) mint az egyetlen x vdltozé fiigg-
vénye majdnem minden yq-ra abszolut folytonos.

BizonyirAs., Tegyiik fel, hogy az y, értékeknek egy pozitiv kiilsé mértékii
Y halmazara F(x,y) az x valtozénak nem abszolit folytonos fiiggvénye. Akkor
talalhaté olyan g, >0 szdm és pozitiv kiilsé mérték{ ¥, — ¥ halmaz, hogy barmekkora
legyen is a 0 =0 szam, minden y, € Y, értékhez van egymaést 4t nem fed& szakaszokbol
allé {[aj, ,,. b5, )} véges sorozat, amelyre

Z |af5,yo, bf‘;)’ol <0
és .
2 lF(b:",yo)—F(a;,yo)l >&o.
Legyen &, =mes(Y{)-¢, és valasszunk olyan ¢&; szamot, hogy barmely, 51-nél
kisebb sikbeli mértékkel rendelkez6 sikbeli M Borel-halmazra W(F, M )<

Minden y,€ Y, ponthoz talalhaté az y tengelynek tetszolegesen kis hosszusagu
A, nyilt intervalluma ugy, hogy barmely y, €A,  pontra

i i &
2 !F(bé,yo’ yl)_F(aé,yo: y1)|>—29 .

Ezek a A intervallumok az Y| halmazt a Vitali-féle értelemben befedik. Vitali tétele
alapjan valasszunk ki koziiliikk egy egymast nem metsz6 és egyiittvéve majdnem az
egész Y, halmazt befed6 megszamlalhaté sorozatot. E sorozat mindegyik A=A,
intervallumahoz képezzilk azon (x,y) pontok G; halmazat, amelyekre

x€ 2}, 0 byl €s y€A,,. Mindegyik ilyen halmaz nyilt és mértéke legfeljebb
0-mes; A, . A G; halmazok paronkint nem metszik egymast ésa G = Z G, halmaz

sikbeli mértéke legfeljebb 8. Legyen 6 <é,. Az 54. segédtétel szerint
W(F, G)= | | @, (F, G, x, t)dx dt =g, mes, (Yy),
Ry

ahol R, az yr sik. Ellentmondasra jutottunk.

32. TETEL. Legyen F(x,y) folytonos fiiggvény a J tartomdnyon. Legyen F(x,y)
abszolut folytonos a 23. definicioban megadott értelemben. Akkor F(x, y) approxima-
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tiv gradiense abszolit értékének az integrdlja azon pontok halmazdn, ahol az approxi-

......

BizonyiTAs. Legyen &=>0 tetszés szerinti. A 29. tétel értelmében talalhatod
egymast nem metsz8 Borel-halmazokbdl allé6 {M,} sorozat és az xyt térben fekvd,
az xy sikra mer8leges sikokbdl allé6 {R,} sorozat ugy, hogy

S || ©x (F, M, Loyl de > w(E)—s.

s ‘R,

Legyen /; az R, sik és az xy sik metszésvonala és m, a rad merdGleges egyenes az xy
sikban. A mar idézett tétel értelmében azon 5 € M, pontok My halmaza, ahol az
m, irany szerinti approximativ derivalt létezik és F, = F,.cos y+ F,siny (itt
Fn, az mirany menti approximativ derivalt, y az # pontbeli approximativ gradiensnek
az x tengellyel bezart szbge és F,, F, a gradiens komponensei), Borel-halmaz és
sikbeli mértéke megegyezik M, sikbeli mértékével.

Becsiiljilk meg az

| [1erad, F@nylas

M* .
3

mennyiséget, ahol grad,F(y) az F(n) figgvény approximativ gradiensét jelenti.
MindenekelStt megjegyezziik, hogy M¥ definicidja értelmében MY barmelyik 5
pontjaban |grad, F(n)| =|Fn (7). lly médon az alulrél torténd becsléshez elég az
| Fm (n)] mennyiséget megbecsiilni.

Az 55. segédtétel és Fubini tétele szerint

[ [ @ (F, Mt 1, nyatdr = [ | F,ldx dy.
M

Ry
Masrészt
[| ©(F, My— M2, 1, 1) di dt = W(F, M, — M) =0,
x5
ahonnan

S ([ 1 ldcdy=w(E)—s,
S Ms
és ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Ha az egyvaltozds f(x) fiiggvénynek az [a, b] szakasz mindegyik pontjaban van
véges derivaltja, akkor f(x) variicidja az [a, b] szakaszon egyenl§ a derivalt abszolut

értékének e szakaszon vett integraljaval, feltéve hogy ez az integral véges. Bebizo-
nyitjuk a kétvaltozéds fiiggvényekre vonatkozo analdg tételt.

33, TETEL. Legyen F(x,y) a J egységnégyzeten értelmezett, annak minden
pontjdban véges parcidlis derivdltakkal rendelkezé és totdlisan differencidlhatd fiigg-
vény, és legyen a |grad F(x, y)| fiiggvény integrdlhaté:

| | lgrad F(x, pidx dy< + oo,
J
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Akkor F(x,y) abszolut folytonos fiiggvény és, specidlisan,

W(F)= ” |grad F(x, y)|dx dy.

J

BizoNyiTAs. Ha az egyvaltozds f(x) fiiggvény derivaltja minden pontban
l1étezik és integralhatd, akkor f(x) abszolut folytonos. Ennélfogva ha Im az xy sik
tetszés szerinti derékszogili koordinatarendszere, az F(/, m) fiiggvény [ szerint abszolit
folytonos majdnem minden m-re és viszont.

Legyen most {R,} tetszés szerinti, az xyt térben fekv§ és az xy sikra merdleges
sikokbol 4116 rendszer, és {M,} egymast paronkint nem metsz3 Borel-halmazokbol
allé rendszer. Legyen R, és J metszésvonala [, és az xy sik /;-re merdleges egyenese
my. Jelentse F, (1) az F(x,y) fiiggvény m irdny szerinti derivaltjat az n pontban.
Akkor

[ [1Fajds= [ lgrad F@nlds.
Mg Mg

Minthogy F(n) majdnem minden /, =172 egyenesen abszolit folytonos, az 55. segéd-
tétel alapjan kapjuk:

[ [\Enlas = [ dt, [ 1E, ldm, = | di | @ (F, M. 1, 1y,
Rs

M, M,
tehat
[ [ 1grad Finyias= [ [ o, (F, M., 1,, Dl at,
; ® .
és igy
> || ou (F M, 1, dydl,de = | [ 1grad Fanids,
s=1 .Rs

n
X Ms
s=t

ebbdl pedig tekintettel arra, hogy az {R,} sikrendszer és az {M,} halmazrendszer
tetszés szerinti, a 29. tétel segitségével adddik:

W)= [lgrad Folds < + .
J

Legyen & >0 tetszés szerinti és a § >0 szam olyan kicsi, hogy ha az M Borel-halmaz
sikbeli mértéke nem nagyobb d-nal, akkor

U |grad F(y)ldS <e.

Legyen az M c J Borel-haimaz sikbeli mértéke hatarozottan kisebb, mint é. Fedjiik
be M-et olyan, egymast nem metsz6 A,, ..., 4,, ... négyzetek megszamlalhatd
rendszerével, amelyek teriiletének Osszege <0. Hindegyik A, négyzetre fennall

W(F, A= [ |grad F(n)lds,
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tehat

W(F, My=3 W(F, 4)= | [ lgrad Filds <e,
s 249

5

vagyis az F fuggvény abszolit folytonos. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

Az egyvaltozos fiiggvények esetében a variacid korlatossagabdl kovetkezik,
hogy a derivalt egy teljes mértékli halmazon létezik és véges. Ennek természetes
altalanositasaként addodik az a kérdés, hogy milyen, a variiciéo korlatossigahoz
hasonl6 jellegii feltételek elégségesek a kétvaltozés fliggvények teljes differencialja-
nak létezéséhez.

Megjegyezziik, hogy véges sikbeli varidciéval rendelkezé F(n) fiiggvénynek lehet
hogy egyetlen pontban sem létezik teljes differencidlja.

Szintén konnyl szerkeszteni olyan figgvényt, amely véges linedris varidcidju
és egy pontban sem differencidlhato.

Most meg fogjuk mutatni, hogy a sikbeli és a linedris varidcio egyidejii korldtos-
sdga mdr maga utdn vonja a fiiggvény teljes differencidljdnak majdnem mindeniitt
valé létezését. Ehhez lényegesen felhasznaljuk V. V. SzTYEPANOV egy tételét (lasd
[11] vagy [6]).

34. TETEL (V. V. SZTYEPANOV). Legyen F(n) tetszés szerinti kétvdltozos fiigg-
vény. Akkor (a sikbeli Lebesgue-mériékre nézve) majdnem minden n pontban, ahol
F(n)-nak nincs teljes differencidlja, fenndll

Fa)—Fm) | _
% ni

35. TETEL. Legyen F(n) az egységnégyzeten értelmezett kétvdltozds folytonos
fiiggvény, amelynek linedris varidcidja is, sikbeli varidciidja is véges. Akkor az F(n)
Siiggvénynek majdnem mindeniitt van teljes differencidlja (és a parcidlis derivdltak
végesek ).

lim

0o

BizoNyiTAs. Legyen E; azon pontok halmaza, amelyekben - F(n)-nak nincs
teljes differencialja, E, pedig azoké, amelyekben legalabb az egyik parcialis derivalt
végtelenné valik. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy az E; + E, halmaz sik-
beli mértéke pozitiv (az E,, E, halmazok Borel-mérhet8k). Akkor vagy mes,(E;)=0
€s igy Sztyepanov tétele szerint az F(n) fliiggvény felsG derivaltszima egy pozitiv
mértékii F; halmazon eo-nel egyenlS, vagy mes,(E,)=0, tehat a felsd derivaltszam
megint egy pozitiv mértékli halmazon . Legyen példaul mes,(E,) = u=0 és
legyen az F(y) fiiggvény felsG derivaltszama minden &€ E; pontban oo,

Adjunk meg most egy tetszSlegesen nagy T =0 szimot. Minden £ € E; pontnak
feleltessiink meg két & kozéppontu, koncentrikus K(€), L(&) kort, amelyek koziil
az L(&) kor sugara K(£) sugarinak kétszerese, a K(&) kor pedig olyan, hogy Keriile-
F(n)— F(¢)

In, &I

tén van olyan 5 pont, amelyre >T és |n, ¢l <1,
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Az L(&) kérok rendszere befedi az egész E; halmazt és igy a sikra vonatkozé
Vitali-féle tétel értelmében kivalaszthatdé egymast nem metsz6 L(&,), ..., L(&,)
korskbal all6 véges o rendszer gy, hogy az E; halmaznak a o rendszer koreinek

egyesitésével alkotott metszete f—o-nél nagyobb mértékl legyen.

Tekintsitk most az F(n) fiiggvényt az r; sugart L; kérben. Az F(i) fiiggvénynek
a K; kor keriiletén elhelyezkedS n; pontban felvett értéke és F(y)-nak a &; helyen
felvett értéke kozott a kiilonbség legalabb T-r,.

Meghatarozottsag kedvéért legyen F(n,) = F(£,)+ T-r;. Akkor a K, kérben
minden olyan t nivénak vannak pontjai, amelyre F({)=t=F({)+ T-r;. Jelolje
WD azon, F(E) és F(&)+ T-r; kozotti t nivok Osszességét, amelyekre barmely
K;-beli &€ E, pont kemponense teljesen L;-ben fekszik. AP kiilsd mértékét jelsljiik
Vi _gyel. Legyen A2 azon, F(&)) és F(£))+ T-r; kozotti t nivok dsszessége, amelyek
mindegyikéhez taldlhaté olyan K;-beli pont, hogy az e pontot tartalmazé komponens
nem fekszik teljesen L;-ben. A2 kiilsé mértékét jeloljiik vi?-vel.

Vizsgaljuk az egyes L; kérok hozzajarulasat az F(n) fiiggvény linearis és sikbeli
variacidéjahoz. Valamely L; kdrnek a linedris varidcidhoz valé hozzajarulisa a tel-
jesen L;-ben fekvS nivohalmaz-komponensek révén legalabb v{. A sikbeli vari4cié-
hoz adott jarulék viszont legalabb v{?).r;, mert d-nél nagyobb atmérdjli sszefiiggd
halmaz Hausdorff-féle linearis mértéke nem lehet kisebb, mint d.

Ezek szerint az F(n) fiiggvény lineéris és sikbeli variacidjanak V(F)+ W(F)

osszege legalabb > (viV +v{2.r). De v{V+v{¥ = T-r;. Ennélfogva
<1

V(F)+ W(F)= _21 T-r2.

Fennall
P 7t-ri2 é%.
Innen
T @ v =Lt
=700 "

Minthogy T tetszés szerinti, ebbsl kovetkezik, hogy legalabb az egyik variacié nem
korlatos.
A 35. tételt bebizonyitottuk.

IV. fejezet
A LINEARIS INTEGRAL

Ebben a fejezetben a ponttol pontig vett integrdl, a primitiv fiiggvény és a derivdlt
fogalmaval analdég fogalmakat szerkesztiink meg kétvdltozds fiigguények esetére.
Sima u(x, y) fuggvényt az u,, u, parcialis derivaltak additiv alland6tdl eltekintve
meghatiroznak. Az egyik fiiggvény azonban ,,folosleges”, ami az u,, =u,, ,kap-
csolat” fennallasaban fejezSdik ki (ha u(x, y) eléggé sima). Mi a kétvaltozos fiigg-
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vények esetében olyan derivdlt fogalmat javasolunk, amely kétvdltozos szdmértékii
fiiggvény, és az elég sima fiiggvények osztdlydban additiv dllandotol eltekintve meg-
hatdrozza a primitiv fiiggvényt. Bevezetjiik bizonyos, ,,ponttél pontig vett” integrdl
fogalmat is, amelyet a megszokott &sszefiiggések kapcsolnak a primitiv filjggvény és a
derivalt fogalmahoz: a primitiv fiiggvény ndvekménye egyenlo a derivadlt integrdljdval
(a kétszer differencidlhato fiiggvények osztdlydban) ; a hatdrozatlan integrdl derivéltia
majdnem mindeniitt létezik és egyenld az integrdljel alatt dllo fiiggvénnyel. Végiil
nek az integrdlja megadja a ponttél pontig vett varidciot.

A linearis integral itt javasolt konstrukcidja nem tekintheté véglegesnek. Szamos
kérdés egyelGre nyitva maradt. Ezzel kapcsolatban, tovabba hely hianyaban, ezt
a fejezetet vazlatosan irtuk meg, roviditve, és egyes helyeken a bizonyitasokat is
elhagytuk. Mindazonaltal, tekintettel arra, hogy nézetiink szerint itt eddig fel nem
fedezett kapcsolatokat tarunk fel, igy hataroztunk, hogy kifejtésiikr6l nem mondunk
le teljesen.

1.§. Kétvaitozos fiiggvény ponttél pontig veit integralja

E fejezet folyaman végig fel fogjuk tenni, hogy a J értelmezési tartomany két-
dimenziés gombfeliilet (bar ez a feltevés éppen az elsé paragrafusban nem lényeges).
Legyen f(1) a J tartomanyon értelmezett, nem feltétleniil folytonos, de barmely
rektifikalhaté gorbén integralhaté fiiggvény.
Legyen ¢€J valamely rogzitett pont. Ertelmezziik az f(y) fiiggvény E-t61 (-ig
¢

vett z'ntegrdljd.t (jele: _[ f(n)dn) a kdvetkezGképpen: legyen Q azon pontok halmaza,

&
ahol f(#)=0. Legyen &£=0. Jelentse Q, az Q halmaz e-sugard nyilt kornyezetét,
Legyen a szokasos mddon

) Sty ha fn)=0,
f(”)z{o ha  f() <O, .

o 0 ha f(y)>0,
/ (")—{f(n) ha f(r)=0.
4
1. Jelentse (s)f fr(mdn az f+(y) figgvénynek a &,{ pontokat 6sszekots

&
Osszes lehetséges rektifikalhatd egyszerii ivek mentén vett integraljainak also hatarat,
ahol az integrdlt az ivhosszisdg szerint képezziik, de az ivnek csak az Q, halmaz
komplementumdval alkotott metszetére terjesztjiik ki.

(4 4
2. Legyen (&) [/~()dn=— (@) | If-(ldn.
§ 4

1

C >
3. Legyen [£*(nydn=1m ) | 7* (.
4 Lnd s

T 1. Osztily Kozleményei XIIE/2
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z
Minthogy &—~0 esetén (s)J f*(n)dn monoton valtozik, ezek a hatarértékek
¢

léteznek.
{ ¢ {
4. Legyen Jf(n)d'r=_| SH(mydn +ff‘('1)d'1-
3 3 4

Az igy definialt integralt az f(n) fiiggveny & ponttdl { pontig vett linedris integrdl--
Jjanak fogjuk nevezni,

Megemlitjiik az altalunk szerkesztett linearis integral néhany nyilvanvalé:
tulajdonsagat.

A) Barmely f(n) fuggvényre és &, { pontokra

¢ §
| f@ydn =] rnyan.
4 4

B) Tetszés szerinti K konstansra
1 z
| k-rtnydn=K-[ rnyn.
¢ &

C) Ha f(n) nemnegativ fiiggvény és &,, &,, &5 tetszés szerinti pontok, akkor

&2 &3 4}
gj Sy +¢ff(n) dn %Jf(n) dn.

D) Ha f() és ¢(n) két nemnegativ fiiggvény, & és { pedig két tetszés szerinti
pont, akkor

¢ 4 4
U +etidn= [ romdn+ | otndn.
§ 4

&
. C‘ R
E) Ha f(n) folytonos fiiggvény, akkor ®(&, &)= | f(mdn a &, { valtozé-parnak
&
folytonos fiiggvénye.
F) Ha a folytonos fiiggvényekb6l allé {f.(n)} sorozat egyenletesen tart fo(n)--
¢ 4

hoz, akkor az j fmdn (n=1,2,...) sorozat egyenletesen tart az [ Solmdn
H

. ¢
értékhez.

{
G) Jran=et 0.
$

A linearis integrallal kapesolatban kiilonleges szerepe van az integrandus folytonos differenci=-
dlhatésdgdnak. Abban az esetben, amikor az integraljel alatt allo f(r) fiiggvény folytonosan dif-
4

ferencialhatd, az integral definicidja a kovetkezével helyettesithet6: az [‘f(n)dn integral egyenld.

4
Sf(n)-nak a &, ¢ pontokat 8sszekdtd L. ivek sorozata mentén vett integraljai hatarértékével azon fel-
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tétel mellett, hogy az | f(n)| figgvény L, gorbe menti integralja az | f(n)| fiiggvénynek a &, { pontokat
Osszek6tO Osszes lehetséges ivek mentén képezett integrdljainak als6 hatarahoz tart. Ehhez fel kell
tenni, hogy f(#) integraljdnak a hatarértéke egyértelmiien meg van hatarozva. Ez az egyértelmiiség
bizonyitasra szorul. Mi t6bb, folytonos fiiggvényekre ez nem is teljesiil, amint azt egy E. M. LaN-
GYISZtol szdrmazo példa mutatja. Viszont folytonosan differencidlhaté fiiggwenyeknél az egyértel-
miiség bebizonyithatd. E bizonyitds soran alapvetd szerepet jatszik az alabbi segédtétel:

57. skGEDTETEL. Legyen f(n) folytonosan differencidlhato fiiggvény és K olyan kontinuum,
amelynek minden pontjaban f(n)=0. Legyen & és [ a K kontinuum két tetszés szerinti pontja. Akkor
barmely e>0 szamhoz taldlhatd a &, pontokat dsszekdtd L rektifikdlhatd egyszerit iv, amelynek
mentén

{1f() do<e.

L

Az 57. segédtétel felhaszndlasdval kiilonosebb nehézség néikiil bebizonyithaté maga az emli-
tett tétel, amelyet most még egyszer megfogalmazunk.

36. TETEL. Legyen f(n) a J gimbfeliileten értelmezett, folytonosan differencidlhato fiiggvény.
Legyen & és L a J értelmezési tartomdny két tetszés szerinti pontja. Legyen M az | f(n)| fiiggvény &, ¢
pontokat dsszekotd, rektifikdlhaté ivek mentén vett integrdljainak alsé hardra. Akkor bdrmely ¢>0
szamhoz taldlhatd olyan =0, hogy hacsak L a &, pontokat Gsszekétd, rektifikdlhato iv és

. . I
[1fGy do<M+8, akkor || f(nydo— f(ndn|<e.
L L H

Az 57. segédtétel és a 36. tétel bizonyitasat helysziike miatt elhagyjuk. E tételeket a tovabbiak-
ban sehol sem fogjuk felhasznalni. Megjegyezzilk még, hogy azt, hogy | f(n)| integrdlja valamely
egyszerll iven felvegye minimumat, a fiiggvény tobbszori differencidihatosaga sem biztositja. Ehhez
elég egy olyan nemnegativ, tobbszor differencialhato fiiggvényt tekinteni, amely csak valamely
lokélisan nem Osszefiiggd kontinuumon valik nullava,

Az a kérdés, hogy az 57. segédtételben és a 36. tételben a folytonos differencidlhatdsag feltétele
1ényeges-e, egyeldre nyitott.

2.§. Kétvaltozos fiiggvény derivaltja és primitiv fiiggvénye

Az egyvaltozds fliggvények esetében a derivalt, konstanstdl eltekintve, egyér-
telmiien meghatirozza a primitiv fiiggvényt, ha az utébbit a mindeniitt differencial-
haté fiiggvények osztalyaban keressiik.

Kétvaltozds fiiggvényeknél a derivalt és a primitiv fiiggvény fogalma hianyzik.
Az a feladatunk, hogy a derivdlt és a primitiv fiiggvény fogalmaval analég fogalmakat
vezessiink be erre az esetre. Fiiggvényeink értelmezési tartomanya a J gémbfeliilet
lesz. ’

Legyen F(r) folytonos fliggvény J-n és & a J tartomany valamely pontja. Legyen
K. ¢ valamely regularis nivohalmaz-komponens, (€ K,, és tegyiik fel, hogy a {
pontban az F(y) fiiggvénynek van teljes differencidlja. Legyen f({)=|grad F({)|,
ha K, a { pontra nézve ndvekedési komponens, és f({) = —|grad F({)|, ha K,
fogyasi komponens. Ha a { pontban F(y)-nak van teljes differencialja és K, nem
regularis komponens vagy K, 3¢, akkor legyen f({)=0. Ha a { pontban F(z) teljes
differencidlja létezik és nullaval egyenlS, akkor legyen mindenképpen f(£)=0.
Végiil azokban a pontokban, ahol F(y)-nak nincs teljes differencialja, az f(n)
fliggvényt nem értelmezziik. Az ily mddon megadott f(n) fiiggvényt a F(n) fiiggvény
& pontra vonatkozé derivdltianak fogjuk nevezni. A F(y) fuggvényt f(n) primitiv
fiiggvényének fogjuk nevezni.

T7*



208 A. SZ. KRONROD

Ahhoz, hogy a derivaltnak ez a definicidja teljes legyen, meg kell mutatni,
hogy azon regularis komponensek pontjaiban, amelyek se nem ndvekedési, se nem
fogyasi komponensek, |grad F(n)| =0, hacsak grad F(n) létezik. De valéban, ha
(€K, ahol K}¢& valamely regularis komponens, tovabba grad F({) 1étezik és nem
nulla, akkor egy eléggé rovid, { kdzéppontu, a grad F({) vektorral parhuzamos
szakaszon tekintve az F(y) fliggvény a { pontban szigorian monoton. Ebb&l kovet-
kezik, hogy K vagy novekedési, vagy fogyasi komponens.

Alapvet§ feladatunk annak a megmutatasa, hogy a kétszer differencidlhato
F(n) fiiggvények osztdlydban a primitiv fiiggvényt az f(n) derivdlt (additiv dllandoto!
eltekintve) egyértelmiien meghatdrozza. Ennek sordn be fogjuk latni, hogy a primitiv
fiiggvény novekménye egyenl a derivdlt linedris integrdljdval.

58. SEGEDTETEL. Legyen f(x) az [a, b] szakaszon értelmezett egyviltozds fiiggvény, amely tel-
jesiti a Lipschitz-feltételt. Legyen Q az a, b pontokat tartalmazo zdart halmaz és G=|[a, b]— Q. Tegyiik
fel, hogy a G halmazt alkotd mindegyik (a, B) ,,szomszédos” intervallumhoz meg van adva az f(8)—f(a}
kiilonbség. Tegyiik fel, hogy az f(x) fiiggvény Q pontjaiban felvett értékkészletének az y tengelyre
vald vetiilete nulla mértékii. Akkor ezzel az f(b)—f(a) kiilonbség egyértelmiien meg van hatdrozva és

F&Y~f@y= 2 Lf(B)—f(@),

ahol az Osszegezés az dsszes ,,szomszédos” intervallumra torténik.

Ez a segédtétel nchézség nélkill adddik az egyetlen valds valtozdjia fiiggvények elméletinek
altalanos tételeibol.

24. definicio. Legyen F(n) a J gombfeliileten értelmezett differencidlhatd fliggvény,
& a gbombfeliilet rogzitett pontja és f(n) az F(x) fiiggvény derivaltja (a & pontra vonatkozdan). Jeldl-
jiik Q-val azon pontok halmazat, ahol f()=0. Nevezziik specialis halmaznak és jeloljiikk U-val az
Q halmaz lezirasat: U=Q.

A definici6 értelmében a U halmazhoz tartoznak:

a) azok a pontok, amelyekben grad F(7)=0,

b) a nem reguldris komponensek pontjai,

¢) a K>& komponens pontjai,

d) az a)—c) tipusu pontok egyesitett halmazdnak torlddasi ‘pontjai.

Legyen az F(n) fiiggvény folytonosan differencidlhats. Akkor azoknak a pontoknak a hal-
maza, ahol grad F(n)=0, zirt. A nem szétvalaszt6 komponensek mindig csupa olyan pontokb6l
allnak, amelyekben grad F(n)=0. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben mindegyik nem reguldris
komponens tartalmaz olyan { pontot, ahol grad F({)=0.

59. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonosan differencidlharé fiiggvény és K e fiiggvény olyan nivi-
halmaz-komponense, amelynek minden pontjdban grad F(n)=0. Akkor K topologikus kor.

BizonyiTAs. Young tétele {13] szerint minden n¢ K pontnak van olyan U(y) kornyezete, amely-
ben K folytonosan differencidlhatd egyszer(i iv. Ebbol kovetkezik, hogy K lokalisan Osszefiiggd
és nincs eldgazasi pontja. A topologiabol ismeretes, hogy a gombfeliileten elhelyezkedd, végpontot
és elagazasi pontot nem tartalmazd, lokalisan ésszefiiggd kontinuum csak topologikus kor lehet.
Egyébként a mi esetiinkre a bizonyitds kénnyen elvégezhetd kozvetleniil is.

Kovetkezmény. Ha F(n) folytonosan differencidglhaté fiiggvény és K e fiiggvény vala-
mely nem reguldris nivéhalmaz-komponense, akkor K tartalmaz olyan { pontot, amelyben grad F({)=0.

Megemlitjiik, hogy ha nem koveteljiik meg az F(n) fiiggvény folytonos differencialhatdsagat,
akkor az 59. segédtétel és kOvetkezménye nem érvényes.

Folytonosan differencialhaté fiiggvényekre ily médon megmutattuk, hogy minden, az Q halmaz
legalabb egy pontjat tartalmazé nivo (kivéve esetleg a & pontot tartalmazot) tartalmaz olyan pon-
tot is, amelyben grad F(n)=0. Ha most nc U=, akkor J kompaktsaga és F(z) folytonos diffe-
rencidlhatosiga kovetkeztében az Ep(, nivohalmaz is tartalmaz olyan 7’ pontot, amelyben
grad F(n')=0. Ezzel bebizonyitottuk az alabbi segédtételt.

60. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonosan differencidlhatd fiiggvény. F(n) mindegyik, a U spe-
cidlis halmazt metszé nivohalmazdinak (kivéve esetleg az Ep(sy halmazt) van olyan pontja, ahol
grad F=0.
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A 60. segédtételbdl és a 15. tételbdl azonnal adodik a kovetkezo.

61. SEGEDTETEL. Legyen F(y) kétszer differencidlhato fiiggvény. Akkor az F(v) fiiggvénynek
a O specidlis halmazon felvett értékkészlete nulla mértékii (a t tengelyen).

61’. SEGEDTETEL. Legyen F(1) folytonosan differencidlhaté fiiggvény és K., K, ugyanannak
az E. nivéhalmaznak kér kiilonbozé komponense. Akkor a O specidlis halmaz a K1, K> komponense-
ket elvdlasztja egymdstdl. Pontosabban: vagy talilhaté a K., K, komponenseket egymdstdl elvdlaszto
nem reguldris komponens, vagy taldalhato a K, K, komponenseket elvdlasztd olyan komponens, amely-
nek minden pontjaban grad F=0.

BizonyiTtAs. Tekintsiik a Ty egydimenzids fat. Legyen /1 =1r(K:)és [, =71p(K). Legyen o az
11, I, végpontokkal rendelkezd egyszer(i iv Tr-ben. Ha a ¢ iven taldlhaté lo = /4, I, elagazasi pont, ak-
kor a bizonyitas kész. Ellenkez0 esetben tekintsiik o-nak egy /, pontjat, ahol F*(/)a o iven tekintve
maximalis értéket vesz fél, ha o-nak legalabb egy pontjaban F* (/)> F* (I,)=F*(l,), és egy /o pon-
tot, ahol F* (M a ¢ iven minimalis értéket vesz fel, ha az eldbbi feltétel nem teljesiil. Minthogy /o
(illetve /o) a o iv belsd pontja, valamely kdrnyezetében o-nak, feltevés szerint, nincs eldgazasi pontja.
De akkor /o (illetve /o) valamely Tg-beli kis kornyezete benne van o-ban, és igy az L0=TEI(10) (ilt.

1:o='r,; 1(70)) komponens csupa extrémum-helybdl all, vagyis az Lo (ill. L~o) halmazon grad F(i)=0.
A segédtételt bebizonyitottuk.

62. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonosan differencidlhaté fiiggvény, O e fiiggvény specidlis hal-
maza és f(n) a (& pontra vonatkozo) derivalr. Legyen noc CO. Akkor az f(n) fiiggvény az 7o pont-
ban folytonos.

BizoNyiTAs. Ha a K370 komponens se nem novekedési, se nem fogyasi komponens, akkor,
amint megmutattuk, f(n)=0 a K halmazon, k6vetkezésképpen no¢€ T, ami nem lehetséges. Megha-
tarozottsag kedvéért legyen K névekedési komponens (a & pontra vonatkozoan). Tegyiik fel, hogy
K elvalasztja a &, { pontokat. Legyen o az I, I, végpontokkal rendelkezd egyszerii iv Tr-ben és
lo=1p(K). El6szor is I, elég kis kOrnyezetében a ¢ iv nem tartalmaz eldgazasi pontot. Valoban,
ellenkezd esetben az ilyen elagazasi pontok inverz képei — J-ben fekvd nem regularis komponensek
— metszenék 7o barmilyen kis kornyezetet és igy 1o€ Q) volna. Megmutatjuk tovabba, hogy /o kis
kornyezeteben o minden pontja szigor(i ndvekedési hely (/;-re nézve). Csakugyan, ha F*(/, ) Fx (1)

és az Illz iven nincs elagazasi pont, akkor talalhat6 az /, 12 pontoktod! kiilonbozd /i€, [2 pont,
ahol F*(/3) maximumot vagy minimumot ér el. Ekkor a K—TF‘(IJ) komponens elvdlasztja egy-

mastol a -r‘;‘(ll), 75 '(/2) komponenseket és egyuttal a & vagy a [ pontot elvdlasztja K-tol, végiil a K
komponensen grad F() =0. Kovetkezésképpen ha /, barmilyen kis kornyezetében taldlhato lenne

két pont, amelyben F* (/) ugyanazt az értéket veszi fel, akkor fenndllna 7o¢ Q2 c U, ez pedig lehetetlen.
Tehat /o valamely kis kornyezetében ¢ mindegyik pontja novekedési pont l.-re nézve. Minthogy
lo kornyezetében nincs elagazasi pont, 7o elég kis kdrnyezetében minden pont ndvekedési kompo-
nenshez tartozik. Arra az esetre, amikor K fogyasi komponens, a bizonyitds majdnem szérél széra
megismételhets. Ennélfogva 7 elég kis kornyezetében f (1) allando eldjelii. De |grad F(n)| folytonos
fuggvény. Ebbol kovetkezik a segédtétel allitasa.

Egyben bebizonyitottuk az alabbi allitast is.

63. SEGEDTETEL. Legyen F(n) folytonosan differencidlhatd fiiggvény és O e fiiggvény specidlis
halmaza. Akkor bdrmely szomszédos tartomdnyon az f(n) derivdlt dllands eldjelii. Itt, mint rendesen,
O-val szomszédos tartomdanynak nevezziik a CO nyilt halmaz tetszés szerinti komponensét.

Az eddigiekben (a 61. segédtétel kivételével) az F(n) fiiggvénynek mindig csak a folytonos
differencialhatosagat tettiik fel. Most attériink a kétszer differencialhatéd fiiggvények vizsgalatara.

64. SEGEDTETEL. Legyen F(n) kétszer differencidlhatd fiiggvény és O e fiiggvény specidlis halmaza.
Akkor U mindegyik komponensén az F(n) fiiggvény dllandg.

A bizonyitas kozvetleniil adodik a 61. segédtételbol.

65. SEGEDTETEL. Legyen F(n) kétszer differencidlhatd fiiggvény, F(z) specidlis halmaza O és G

valamely a O halmazzal szomszédos tartomdny. Akkor G nem tartalmaz ugyanazon nivé két kiilon-
bizé komponenséhez tartozo pontokat.
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BizoNyiTAs. Ez a segédtétel a 61. segédtételbdl kovetkezik. Valoban, ha a, be GNE,, ahol
a és b az E. nivohalmaz két kiillonb6z6 K,, K, komponenséhez tartozik, akkor a 61. segédtétel
szerint talathaté az a, b pontokat elvalasztdo K< U komponens. Legyenek U(a), U(b) az a, b pontok
olyan kornyezetei, amelyek nem metszik a K halmazt. Akkor az a’¢e U(a)n G, b'c U(b)n G pon-
tokat a K< O komponens elvalasztja egymastol és igy azok nem tartozhatnak a CO nyilt halmaz
ugyanazon G komponenséhez.

66. SEGGEDTETEL. Legyen F(n) kétszer differencidlhatd fiiggvény, £€J valamely rigzitett pont,
O a specidlis halmaz és G a U-val szomszédos tartomdnyok egyike. Legyen D a G tartomdny hatdra.
Akkor:
1. Ha G # CU, akkor D legaldbb egy és legfeljebb két komponense szétvdlasztja a gombfeliiletet.
Legyenek ezek D, és D,.

2. Ha a K nivéhalmaz-komponens metszi a G tartomdnyt, akkor K cG-D,—D;.

BizoNyiTAs. Eldszor bizonyitsuk be az 1. allitast. Legyen G= CO. Legyen ac CU—G. Vala-
mely D, c D komponens az g pontot elvilasztja G-t0l €s igy szétvalasztja a gombfelllietet. Legyen
most Dy, D2, D3 a D halmaz hiarom komponense, amelyek mindegyike szétvalasztja a gombfelii-
letet. Ha koéziiliikk kettd, példaul Dy és D> ugyanazon KcE. komponenshez tartozik, akkor X
a gbémbfeliiletet legalabb hirom részre osztja, vagyis K< U. Ennélfogva a J tétel szerint Dy és D,,
minthogy CG ugyanazon komponenséhez tartozik, G hataranak is ugyanahhoz a komponenséhez
tartozik.

Ezek szerint a D, D,, D3 halmazoknak kiilonbézé nivohalmaz-komponensekhez kell tar-
tozniuk. A 65. segédtétel értelmében D,, D, és D3 harom kiilonbozé ¢4, 12, t3 nivohoz tartozik.
Meghatdrozottsdg kedvéért legyen ¢ <it,<t;. Akkor E,, elvilasztja egymastél a Dy, D; halma-
zokat. Tegyiik fel, hogy a KcE,, komponens clvalasztja D-et Ds-t6l. KNG =0, mert kiilonben
G nem volna Osszefiiggd. A 65. segédtétel szerint D, n K= 0. Akkor egyrészt D, c K, masrészt D,
nem valaszthatja el D,-et D;-t0l, kdvetkezésképpen az egész K komponens a J gombfeliiletet leg-
alabb harom részre osztja. Tehat K<, és G nem 0Osszefiiggd, mert K elvalasztja a D,, D; halma-
zokat.

Az 1. pontot bebizonyitottuk.

Most bizonyitsuk be a 2. allitast. Legyen K az a komponens, amelyrdl az allitdsban sz6 van.
Elszor megmutatjuk, hogy Kn D, =0, ahol D, a G halmaz D hataranak J-t szétvalasztb6 kompo-
nense. Tegyiik fel, hogy KnD;=0. Akkor D, c K. Legyen 7, ¢ K—D,. Ha |grad F(»,)| =0, akkor
n barmely kornyezetében talalhaté két olyan pont, amelyeket a X komponens elvdlaszt. Minthogy
D, nem valasztja szét az n pont elég kis kdrnyezetét, azt kapjuk, hogy a K komponens nem regu-
laris, tehat K < U és Kn G=0. Ha viszont 7€ K esetén grad F() =0, akkor K< U és megint KN G=0,

Ezek szerint K nem metszi G hataranak a J gombfeliiletet szétvdlaszté komponenseit. Azt
kell még bebizonyitanunk, hogy K< G. Valoban, legyen (¢ Kn CG. Akkor G hatiranak egy kom-
ponense a { pontot elvdlasztja G minden pontjatol. Ez a komponens szétvalasztja J-t, tehdt csak
D, vagy D, lehet, és metszi a K halmazt, ez pedig, amint fentebb megmutattuk, nem Iehetséges.
A segédtételt bebizonyitottuk.

67. SEGEDTETEL. A 66. segédiétel feltételei mellett a G zdrt halmazon tekintett F(n) fiiggvény
maximumdt és minimumdt a O halmazhoz tartozd pontokban veszi fel. A maximum-helyek G hatdrd-
nak ugyanazon komponensébe esnek, hasonldképpen a minimum-helyek is. Ha G hatdrdnak van a gomb-
Seliiletet szétvdlaszté komponense, akkor minden ilyen komponensen F(n) eléri G-beli maximumdt
vagy minimumadt.

BizonyiTAs. El6szor tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy F(#) az 7¢G pontban eléri
maximumat (minimumat). Akkor |grad F(n)}=0, és igy taldlhatok 7-hoz tetszés szerint kozeli
1’ pontok, amelyekben F(7')= F(n) (ill. F(n)< F(1)). Minthogy G nyilt halmaz, ez nem lehetséges.
Tovabba a maximum (minimum) elérése nem t6rténhet meg G hataranak két kiilonb6zé kompo-
nensén, ugyanis-a 65. segédtétel értelmében G hataranak két ilyen komponense egyetlen KcE,
komponenshez tartozna. Amint az imént megmutattuk, K< CG, és a J tétel értelmében G hatara-
nak vizsgalt komponensei egybeesnének.

Végiil legyen D, a G tartomdny hataranak a gombfeliiletet szétvalasztdo komponense. Tegyiik
fel, hogy F(n) se maximumat, se minimumat nem veszifel D,-en. Legyen 7; ¢ G egy maximum-hely,
72€ G pedig egy minimum-hely. Legyen F(n)=t,, F(n2)=t: & F(y)=t, ahol neD,. Akkor
1,>1>1,, és igy valamely Kc E,, Kn G =0 komponens elvalasztja az n,, n. pontokat, mert ellen-
kezd esetben Kc CG elvalasztia 7, valamely kornyezetét 7. valamely kornyezetétdl, vagyis szét-
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valasztja G-t. De ha KnG=0, akkor a 66. segédtétel szerint KN D, =0, azaz E, két kiilonbozd

komponense, ti. K és a Dy-et tartalmazé komponens, metszi a G halmazt, ez pedig ellentmond a
65. segédtételnek. A 67. segédtételt bebizonyitottuk.

68. SEGEDTETEL. Legyen F(n) kétszer differencidlhato fiiggvény, &€ J valamely régzitett pont,
O a specidlis halmaz, G egy O-val szomszédos tartomdny, végiill U a G halmazban foglalt nyilt és bsz-
szefiiggd halmaz. Akkor az F(n) fiiggvény U-beli maximumdt és minimumdt felveszi U hatdrdn, hacsak

U nem tartalmazza G hatdrinak azt a komponensét, ahol a fiiggvény eléri G-beli maximumdt (ill.
minimumdt ).

BizonyirAs. Meghatarozottsdg kedvéért tekintsiik F(n) maximumat az U halmazon. Az alli-
tassal ellentétben tegyiik fel, hogy ez a maximum az no€ U pontban éretik el. Jeldljitk D’-vel G hata-

ranak azt a komponensét, amelyen a 66. segédtétel értelmében az F(r) fiiggvény felveszi G-beli

maximumat. Ha U> D', akkor a segédtétel allitasa trividlis. Ellenkezd esetben nyilvan D' n U=0,
mert kiilonben a maximum felvétele U hataran térténnék. A topoldgiai C tétel értelmében U hata-
ranak van olyan L komponense, amely a D" halmazt U minden pontjatol elvalasztja. Legyen F(no)=1,,
F(n)=t,, ahol nel’, és ts=max F(y), mikozben 7 befutja az L halmazt. Nyilvanvalo, hogy
t;=<ty=<t,. De akkor a f; nivo valamely L’ komponense elvdlasztja az L halmazt D’-t8l, G Ossze-
fiiggd volta miatt L'nG =0, és L' pne, mivel a £3<¢, nivd elvalasztja az L’ halmazt 7o-t6l. Ellent-
mondasba keriiltiink a 65. segédtétellel, igy a 68. segédtételt bebizonyitottuk.

69. SEGEDTETEL. Legyen F(n) a J gombfeliileten értelmezett kétszer differencidlhaté fiiggvény,
& rogzitett pont, G a specidlis hlamaz és G egy O-val szomszédos tartomdny. Legyen Dy a G tartomdny
hatdrdnak a & pontot G-16l elvilaszté komponense. Akkor: ha (a & pontra vonakozé) F'(n) deri.

vdlt G-ben pozitiv, akkor az F(3) fiiggvény Di-en felveszi ‘G-beli minimumdt_; ha a (& pontra vonat-
kozd) F'(n) derivdlt G-ben negativ, akkor az F(n) fiiggvény Di-en felveszi G-beli maximumdit.

BizonyiTAs. Meghatdrozottsig kedvéért tegyiik fel, hogy a G tartomdnyon F’(7)>0 (a dudlis
eset innen a —F(n) fuggvényre valé attérés dtjan adodik). Legyen (€ G— D, és F({)= F(no), ahol
no€ D,. Tekintsiik a Ty egydimenzids fan az /¢, I; végpontokkal rendelkezd o’ egyszerii ivet. Fenn-
all 1,,0€0’. Legyen ¢ az l,,o, I végpontokkal rendelkezd iv. A o iven nincs o végpontjaitol kiilon-
boz06 eldgazasi pont, mert kiildnben az eldgazasi pont U-ban fekvd inverz képe elvélasztana 7o
valamely k&rnyezetét £ valamely kornyezetétdl. Tovabba a ¢ iven F* () szigortan monoton, mert
kiildnben volna olyan lo€o—1, —I, pont, ahol F* (/) szEéIsGértéket vesz fel. Akkor TI;‘(IO)QU és
elvalasztja az 70, { pontokat, ez pedig lehetetlen. De ha igy all a dolog, akkor minden /€0 pont
vagy novekedési, vagy fogyasi pont /;-re nézve és egyittal ndvekedési vagy fogyasi pont le-re nézve
ao’ iven. Minthogy F’(n) a G tartomanyon pozitiv, az els6 eset all fenn, és igy F(n)=F*())>
> F* (I"o):F(']")' A segédtételt bebizonyitottuk.

70. (ALAPVETO) SEGEDTETEL. Legyen F(n) kétszer differencidlhatd fiiggvény, &€J valamely
rogzitett pont, U a specidlis halmaz, G egy U-val szomszédos tartomdny és D, a G tartomdny hatdrd-
nak az a komponense, amely a & pontot elvdlasztja G-t3l. Akkor tetszés szerinti € G pontra érvényes

4

az FQ)=F({o)+ f fGpdn egyenloség, ahol Co a D komponens tetszés szerinti pontja és f(n)=F'(n)
%o
az F(3) figgvény & pontra vonatkozd derivdltja.

BizonyiTAs. Meghatarozottsig kedvéért legyen G minden pontjaban f(3;)=0.

¢
fo. {£-Gdn=o.
)

Valoban, legyen ¢=0 tetszés szerinti szam. Legyenek G, G,,... az 0sszes, U-val szomszédos
tartomanyok, amelyeken f(7)<0. Legyen C,. a G, tartomany hataranak az a komponense, amely
a { pontot elvalasztja G, minden pontjatol. Ezek szerint ha valamely L egyszerii iv Osszekoti a o, &
pontokat, akkor ennek a G. halmazzal valo elsé és utolsd metszéspontja C.-hez tartozik. Legyen
&e>0 tetszés szerinti. Kossiik Ossze a £o, & pontokat egy rektifikalhato L egyszerii ivvel. Jeloljitk
meg az L ivnek minden egyes C. halmazzal alkotott elsd és utolsd metszéspontjat. Legyenek ezek



212 A. SZ. KRONROD

an és bn. Definicié szerint 7¢ ZG,. esetén f- () =0. Az L iv rektifikalhatoséga és | f- ()| korlatos-

n
siga miatt taldlhaté olyan N szam, hogy

S [ If-(ldo=<o.

n=N LNGpn

Minden n<N értékre az a., b, pontokat kossiik 6ssze egy rektifikalhatd L, egyszerii iv segitségével,
amely a C. komponens e-sugarll kdrnyezetében fekszik és amelyen f- (5)=0. Minden n<N értékre
az L iv a.-t0l b.-ig terjedd szakaszat a megfeleld L. ivvel helyettesitve, L-bOl egy rektifikdlhat6
L* egyszer(i iv keletkezik. Nyilvanvalo, hogy ha (2 azon pontok Osszességét jeldli, ahol f(#)=0, és
L), e halmaz e-sugari kornyezete, akkor _r [f-()lde<06. Ebbdl kovetkezik, hogy
L*(CQ,
¢
® ‘ |f-(idn<0, és ezzel, tekintettel arra, hogy az >0, 6=0 szamok tetszés szerintiek, az 1°

Lo
allitast bebizonyitottuk.

5
2. FQO=FGo)=[f+@dy.
%o
Legyen TF az F(n) fiiggvény egydimenzids féja, és o az Igo, I. végpontokkal rendelkezd egy-
szer{l iv Tp-ben. A korabbiak értelmében a ¢ iven egyetlen /= l;o, I; pont sem lehet eldgazasi pont

vagy extrémum-hely (mert ha li ilyen tulajdonsagi pont, akkor a 'r?(l)c(?

komponens elvalasztja a {o,{ pontokat). Kovetkezésképpen a o iven az F*(I) fiiggvény
monoton, és mindegyik /€0 ponthoz tartozéd K=T;,‘(l) komponens a 70. segédtétel sze-

rint novekedési komponens. Vezessilkk be a o* =0—(/:0+[:) jelolést. Legyen L a o, végpon-

tokkal rendelkez0 tetszés szerinti rektifikalhatd egyszerii iv. Feleltessiik meg az Ln -r};‘(a*)n CcQ,

metszet minden pontjanak az L iv e pontot tartalmazé maximalis nyilt részivét, amelyen f(n)>0.

Fedjiikk be az egész LnTF“(a*)n CQ. halmazt ilyen, egymast nem metszd js nyilt részivekkel.

Az  F(n) fliggvény .F, novekménye jeen nem nagyobb, mint r [+ (pdo, mer
Js

AF,-=ﬁgrad F(n)| cos a(n)do, ahol a(n) az L iv érintdjének grad F(n) irdnyaval bezart szdget

Js

az a pontban. Legyen F*({o)<r<F({), és tegyiik fel, hogy a Jj, ivek egyesitésén az F(n) fiiggvény

nem veszi fel a ¢ értéket. Taldlhatd olyan /" €o* pont, amelyre F*(I")=¢. Legyen K’=TI;‘(I’) és

xeK'nL. Akkor x€0,. De az F(n) fiiggvény U halmazon felvett értékei nulla mértékii halmazt

alkotnak. Ennélfogva barmely 0=0 szimhoz taldlhaté olyan e=>0, hogy wu.=mes {F(U.)}<0.
t

4
Ekkor tekintettel arra, hogy L tetszés szerinti, fennall (¢) ‘f"(l))di}éF(C)—F«:o)—O. Minthogy a

o
0=0 szam tetszés szerinti, a 2° 4allitdst bebizonyitottuk.
4
3°. [f+Gpdy=FQ)~F&o).
Lo

Legyen 0=0 tetszés szerinti. Legyen é>0 olyan kicsi, hogy ¢.<0. A U, halmaz véges szdma
Ut,..., Uy tartomanybdl mint komponensbdl 4ll. Legyen Uj>D;. Legyen D, a G tartomany
hatéré.nak_az a komponense, amelyen F(r) eléri G-beli maximumat, és legyen U¥ > D,. Minden
més s-re US < G. Valdban, ellenkezd esetben UZ(s# 1, n) tartalmazna egy ¢ CG pontot. Akkor
G hatidranak valamely D; komponense a »x pontot elvdlasztja G minden pontjatol és igy Ds szét-
véla§ztja a J gombfeliiletet. De akkor a 67. segédtétel szerint a D; komponensen F(s) eléri G-beli
maximumat vagy minimumat, és minthogy ugyanezen segédtétel szerint az ilyen tulajdonsagu kom-
ponensek egyértelmiien meg vannak hatirozva, vagy D.=D,, vagy D.=D,. Mivel U;nD;=0,
kovetkezik, hogy vagy s=1, vagy s=n.
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Minden UJ(s=1,n) tartomanyhoz a 68. segédtétel alapjan talélhaté olyan A; pont U¥

hatdrdn, ahol F(n) felveszi U*-beh minimumdat. Most az M=G— 2 U halmaz mindegyik 7

pontjanak feleltessiink meg egy vektort, amely az F(n) fiiggvény 7 pontbell leggyorsabb novekedé-

sének iranydba mutat (nyilvanval6, hogy grad F(r)=0). Minthogy F(7) folytonosan differencil-

hatd fiiggvény és az M halmazon mindeniitt |grad F|>a>0, a kapott irinymezd folytonos. A dif-

ferencidlegyenletekre vonatkozo altalanos tételekbol kovetkezik, hogy minden 7€ M ponton keresz-

tiil egyetlen olyan gérbe halad, amely minden pontjdban érinti az illetd ponthoz rendelt vektort. Min-
n

den ilyen legnagyobb lejtésii gorbe végpontjai a 2 U? halmazhoz kell hogy tartozzanak, ugyanis
s=1

szinguldris pont nincs. Az emlitett lejtési gorbék minden pontban kollinedrisak F(7) maximalis
névekedésének iranyaval és igy az F(n) fiiggvénynek valamely lejtési gorbe mentén szerzett ndvek-
ménye egyenld a |grad F(y))| fiiggvény ivhosszlsag szerinti integraljaval.

A 4, pontokon keresztiil szintén haladnak lejtési gorbék. Ha a A, pontbdl kiindulva a lejtési
gorbén F(n) fogyasanak iranyaban haladunk, akkor a 1ejtesn gorbe masik végpontja biztosan egy

m#s értékhez tartoz6 U,, halmazba esik, minthogy az U, halmazon a A, pontban F(n) minimumot

ért el. A 7, pontbdl elindulva, a megfeleld lejtési gorbén egy U.(r=m, s) halmazba jutunk stb.
1ly modon véges szamu 1épés utan feltétleniil eljutunk U,-be. Ha (€ Us, tekintsiik az emlitett gor-
bék lancat A.-t8] kezdve. Legyenek ezek a lejtési gorbék 44, Aa,..., A,. Ha viszont {¢ ZU*, akkor
vélasszuk A,-nek a ¢ ponton athaladé lejtési gorbét, pontosabban ennek F(7) fogydsa irdnyaba
esd részét, és a tovabbiakban alkalmazzuk a fent ismertetett eljarast. Legyen A, két végpontja
a. és b., ugyhogy F(a)> F(b,). Azt az U,, tartomanyt, amelynek a lezardsdhoz b, tartozik, U~
rel fogjuk jelsIni. Ezek szerint Am,=a-+:. Nyilvanvald, hogy F(b,)= F(ar+1)=F(Am,), ugyanis
a Am, pontban az F(n) fliggvény az U,., halmazon tekintve minimalis értéket vesz fel. Az utolso
b, pont az U, halmazhoz tartozik. Ennélfogva

P
FQ—Fb)= 3 [Fl@)— b))+ 2 [F(b) = Fa, )= 3 [F(a)—F(b).
r=1 r=1
Tovabba mindegyik b, a-.: pontpart kossiik dssze egy teljesen U,-ben fekvd B. rektifikalhato

ivvel. A b, pontot pedig a Co ponttal kossiik Ossze egy U,-ban fekvd B, iv segitségével. Alljon most
a rektifikdlhaté L egyszer{i iv a természetes sorrendben vett 4, és B, 1vekbol Az A, ivek rektifi-
kalhatosaga abbol kovetkezik, hogy ezeken az iveken mindeniitt |grad F(n)|>a=0. Hogy a B.
ivek valaszthatok rektifikilhatoknak az abbdl kovetkezik, hogy mindegyik U, halmaz &=0 sugaru

korok egyesitése. Becsiiljiik megaz ( [+ (n)do mennyiséget. Nyilvan B, cQ, és igy
LACU,

[ frpda= 3 [ fropdo= 3 (F@)—Fn).

LNCU, r=14, r=1

Ebb6l kovetkezik (tekintetbe véve még, hogy |F(So) — F(b,)| <0, mert o, by€ 51):

;
© [frmdyz 3 (Fla)—Fo=FQ)~ Fb,)= FQ) ~ FGo) +0.

Zo r=1

Minthogy ¢ csak fglﬁlrél van korlatozva, kapjuk:

jf ()= lim (e) Jf ()dy=s FE)—F(Co)+90.
. lo
A () szam tetszés szerinti lévén a 3° allitast és egyuttal az

4
[+ dn=F(@©)~F(o)
Lo

egyenlséget bebizonyitottuk. 1° és 3° fenndllasabol kovetkezik a segédtétel allitasa.




214 A. SZ. KRONROD

Az f(;)<0 eset visszavezethetd a vizsgdlt esetre a —F(y) fiiggvényre valé attérés utjan. lly
modon a 70. segédtételt teljesen bebizonyitottuk.

A 70. segédtételbdl specialisan adodik, hogy ha F(n) kétszer differencidlhatéd fliggvény és O
e fiiggvény specidlis halmaza, tovabbad G valamely szomszédos tartominy és D, a G tartomény
hataranak a & pontot G-t6l elvilaszté komponense, akkor az F(n) fiiggvény G-ben felvett értékeit
az f(n)=F’(xn) derivalt és F(n)-nak D;-en felvett értékei (a & pontra nézve) egyértelmiien megha-
tarozzak. Sot, az f(n) derivaltnak csak a G tartomanyban felvett értékeit kell ismerniink, amint
a segédtétel bizonyitasabol szintén konnyen lathatdé. Most be fogjuk bizonyitani az alaptételt.

37. TETEL. Legyen F(y) a J gombfeliileten értelmezett kétszer differencidlhaté

fiiggvény, E€J valamely rogzitett pont és f(n)=F'(n) az F(n) fiiggvény & pontra
vonatkozé derivdltja. Akkor bdrmely {€J pontra érvényes az

Z
FQO=F@&+ | forydn
egyenloség. ;

Bizonyitas. Legyen U az F(n) fiiggvény specidlis halmaza a £ pontra vonatkozdéan. Legyenek
G1, G3,... a U-val szomszédos tartomanyok. Jeldlje G7T, G5,... ezen tartomanyok koziil azokat,
amelyeknek a lezarsa elvalasztja a &, { pontokat, G'*, G3*, ... pedig azokat, amelyeknek a le-
zardsa nem valasztja el a &, ¢ pontokat.

Ha G23¢, akkor jelolje Csill. Ds a G¢ tartomdny hatdaranak a &, ill. { pontot G2-t6l el=
valasztd komponensét. Ha viszont € G, akkor legyen D,={. Jeldlje B; a G¥* tartomany hata-
ranak azt a komponensét, amely a & pontot elvilasztja GJ *-t6l. Ez a komponens egyuttal a £ pon-
tot is elvalasztja GJ}*-t0l. Legyen F(n) értéke Cs-en és D.-en rendre ¢ és 3.

Azt allitom, hogy:

1°. F@)~F(&)= 2 (tz—1)), és a jobboldalon alid sor abszolit konvergens.

- s

4
Jf (M dn= Z"ts — K+ és ff—(n)drj =— S'tt—&|”~, ahol, szokds szerint, lal* =
: .

5

a+|a

s lal-=]—al+.

Az 1° és 2° allitasbol kovetkezik a tétel allitasa.

Bizonyitsuk be eldszor az 1° allitast. Legyen TF az F(r) fiiggvény egydimenziods faja és o a TF
fahoz tartozd, I, I; végpontokkal rendelkezd egyszerii iv. Legyen Q=7p(0)Nno. Az F*(l) fiigg-
vénynek a Q zart halmazon felvett értékkészlete nulla mérték{i. Legyen j; a Q halmazzal szomszé-
dos szakasz a o iven. Nyilvanvald, hogy j.=1r(GJ), és ha j, végpontjai asés b,, akkor L™ Yas)=Cs
és 'r;,‘(bs):D’s. Az F+*(l) figgvény a o iven korlatos variaciéju, mert éV(F)< + 0. Ennélfogva

F*()—F*(&)= 2 [F*(h)— F*(a)]= 2, (t2—£2).

Az 1° allitast bebizonyitottuk.

Bizonyitsuk be a 2° allitast. Nyilvanvald, hogy a két egyenldség koziil elég az egyiket bebi-
zonyitani, példaul az elsdt, ugyanis a méasodik egyenldség ebbdl a — F(n) fuggvenyre valé attérés
utjan adodik.

Legyen L a &, pontokat OsszekOtd tetszés szerinti rektifikalhatd egyszer(i iv. Legyen 0=0

tetszés szerinti szam Akkor talalhat6 olyan, #-t0l fiiggd N szam, hogy az Uy= 2 G+ Z G~
=1 s=1
. 0
jeloléssel j f+ (7;)da§ 3 Mindegyik s=N értékre megjeloljiik L-en az a,, b; pontokat — az
LNCUy .
L ivnek a G} tartomannyal valé elsé és utolsé metszéspontjat. Ha neG¥ esetén f()=F’'(1)=0,
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akkor a 70. segédtétel szerint
b
(f+@pdn=Fb)—Fla)y=r1:—t;=t ~ 1|+,

as
ha pedig f(1)<0, akkor
by
‘.f+(17)d71=0= [tz —ra+.

as
Legyen most &> 0 tetszés szerinti. Az integral definicidja szerint talalhaté olyan, a, b, végpontok-
kal rendelkezd L rektifikalhatdé iv, hogy J [r(pdo=s |ty —t|* +F. Tovabbd mind-

LsnCU,
egyik s=N értékre az L iven megjeldljiik L-nek G¥*-gal valo elsd és utolsdé metszéspontjat (ha
vannak ilyenek). Legyenek ezek x, és As. Fenndll xs€ B,, A,€ B;, és B; a U, halmaz részhalmaza.
Ennélfogva x», és A, Osszekothetd valamely, szintén teljesen U).-ban fekvd, L¥* rektifikdlhatd egy-
szer(i iv segitségével. Most helyettesitsiitk az L iv a, és b, kozti szakaszat az L, ivvel, a », és A, kozti
szakaszt pedig az L** ivvel. A kapott gorbét L+-gal fogjuk jeldlni. Nyilvanvald, hogy

@& [ fr(pdo=0 és igy
LI* nco,
" N . N 0 0
[ fropdo=3 | frddot [ fropdo< 3 E—rlt ot
L*NCU, s=1L;NCU, LNCUy s=1 2 2
4 o
Tehat (¢) ff+(r)) dy< Z’ ltr —t)|+ + 0. Minthogy az £¢>0, 0=>0 szdmok tetszés szerintiek,

4

s=1

kapjuk:

[4 o

[fripdy= T iz -]+,

N s=1
Bizonyitsuk be a forditott irdAnyd egyenlotlenséget. Legyen 0=0 tetszés szerinti. Legyen N tetszés
szerinti természetes szam és a G¥(s=1, 2,..., N) tartomdnyokat szdmozzuk 4t ugy, hogy G}_,
valassza el a & pontot G}-tdl. Legyen L tetszés szerinti, a &, { pontokat Osszekotd, rektifikalhatd
egyszerii iv. Legyen @, a C, halmaz és az L iv elsd metszéspontja, ha L-en a & ponttdl { felé hala-
dunk. Legyen b, a D; halmaznak az L iv a,-tdl {-ig terjedd szakaszaval valé utolsé metszéspontja.
Ha a b, pont mar értelmezve van, akkor legyen a,+1 a Cs+( halmaznak az L iv b, -t6l (-ig ter-
jedo szakaszaval alkotott elsé metszéspontja, b, pedig Ds+: €s L utolsdé metszéspontja.

Mindegyik G (s=1, 2,...,N) tartomadnyhoz taldlhatunk olyan &,>0 szamot, hogy

by be
() [f+Cpdn= | Feondn——.
as N

ds

Akkor az integral definicidja szerint fennall

. b 0
[ fropdo= [f+Opan——.
L.Aco,, d N
Tovabba a 70. segédtétel értelmében

b.V
[ f+@ydn=F(b)—Fas),
a

s

és igy, L-sel jelOlve az L iv a,-t0l be-ig terjedd szakaszat, kapjuk:

. 0 0
| frOpdo=F(b)~Fla:)——=t; - 1|+ ——.
LsNCO; N N
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Most legyen e= min &, Akkor

1=ssN

. N . N
) | fropdo= 3 [ fr(pdoz 3 lez—dl+ 0.
LOCU, s=1 LyDCU, s=1

Minthogy L a &, { pontokat 6sszekotd tetszés szerinti rektifikalhato egyszerii iv és az N>0, 6>0
szamok is tetszOlegesek, innen kovetkezik:

4
Jf*(r/)d);; 2 Ity — 15+,
& s
Ebbodl és a fentebb bebizonyitott forditott iranyu egyenldtlenségbdl rogton adodik, hogy

[4
[£+Opdn= >z —15i+
é s
és
4
[f-Gpdn= 3 11z —td-.
4 s

A 2° 4llitast és vele egyiitt a 37. tételt bebizonyitottuk.
Tekintettel arra, hogy a (régzitett & pontra vonatkozd) f(n)=F’(n) értékek teljesen meghata-
4
rozzak az ff(r])dr; mennyiséget, a tételbdl azonnal adédnak az alabbiak.

¢

Kovetkezmény. A gombfeliileten értelmezett, kétszer differencidlhaté fiigg-
vények osztdlydban két fiiggvény, amelynek egy rogzitett & pontra vonatkozo derivdltja
megegyezik, egymdstol csak additiv dllandoban kiilonbozik.

Iy médon megmutattuk, hogy a gombfeliileten értelmezett, kétszer differencial-
hato filggvények osztalyaban a primitiv fiiggvényt a derivalt, konstanstol eltekintve,
meghatirozza. Az a kérdés, hogy fennall-e ez a kériilmény a teljes differenciallal
rendelkez8 fiiggvények osztalydban, vagy abban a sziikebb osztialyban, amely
a folytonos parcialis derivaltakkal rendelkezé fiiggvényekbdl all, nyitva marad és
megoldasa, tigy latszik, jelentds nehézséggel jar.

Azt viszont kénnyi belatni, hogy az értelmezési tartomanyra vonatkozo feltevés
Iényeges. Tekintsiink két fiiggvényt, amely a £ =(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) csticsokkal
rendelkez6 J egységnégyzeten van értelmezve. Legyen F, () = V(x + 124+ (p+1)2—

—V2 és Fz(n)=m. Kénnyen igazolhatd, hogy |grad F,(n)| = |grad F,(n)| =1.

V2

Tovabba mindkét fiiggvény & pontra vonatkozd derivaltja a J tartomany minden
pontjaban pozitiv. Végiil a £ pontban F, és F, megegyezik, ennek ellenére J barmely,
tetszés szerint kicsi résztartomanyéaban lényegesen kiilonbozik egyméastol. Még csak
azt emlitjiik meg, hogy itt lényeges szerepet jatszik az a koriilmény, hogy a ¢ pont
J hatarahoz tartozik. Bizonyitas nélkiil rAimutatunk arra, hogy ha a kiindulasként
vélasztott £ pont belsG pont, akkor elég kis kornyezetében azok a kétszer differen-
cialhaté fiiggvények, amelyeknek &-re vonatkozo derivaltja megegyezik, ismét csak
konstansban térhetnek el egymastol.

Ennek a paragrafusnak a befejezéscképpen megjegyezziik még, hogy a 37. tétel nemcsak be-

hanem megadja a primitiv fiiggvény és a derivalt kozotti szokasos kapcsolatot is: a primitiv fiigg-
vény ndvekménye egyenld a derivdlt integrdljaval. 1tt a kétszeri differencidlhatdsdg lényeges, ugyanis
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L

van olyan folytonosan differencialhaté F(7) fiiggvény, amelyre egy bizonyos K kontinuumon
grad F(n)=0 és amely mégsem allando ezen a kontinuumon (D.E. MeNysov példaja). Ha & és {
a K kontinuum két pontja, amelyekre F(&) = F({), akkor nyilvin

4
0% F(©)~F& = [f(p)dn=0,
3
és igy a primitiv fiiggvény folytonos differencidlhatésdga még nem biztositja, hogy névekménye egyenld
legyen a derivdlt integrdljdval.

3.8. A ponttol pontig vett varidcié kifejezése a linedris integral segitségével

Folytonosan differenciadlhatd egyvaltozds f(x) fiiggvény [a, b] szakaszhoz tar-
tozé variacioit a kdvetkez6 képletek fejezik ki:

b b
viN=[1r@idx, vEH=[1r@I*dx.
Folytonosan differencialhaté F(n) figgvény W(F) sikbeli varidcidjat a

w(F)=| | grad F| s
Je
képlet adja meg.
Meg fogjuk mutatni, hogy az el6z§ paragrafus eredményeibdl a linearis variacio-
nak a linearis integral segitségével vald analdg kifejezése nyerhetd.

38. TETEL. Ha az F(y) fiiggvény kétszer differencidlhato és &, { € J tetszés szerinti
pontok, akkor
g L
V)= 1/, )= [ 17e)1%dn,
4 4
ahol f(n) az F(n) fiiggvény & pontra vonatkozé derivdltja.

BizonyiTAs. Legyen o a Tr egydimenzios fahoz tartozd, I, I; végpontokkal rendelkezd egy-
szeridl iv. A T;(a) halmaz a &,{ pontokat elvdlaszté komponensekbdl all; a 37. tétel jeldléseit

hasznalva azok a G* tartomanyok, amelyeken f()=0, csupa novekedési komponensbdl allnak,
azok a G* tartomanyok pedig, amelyeken f(77)<0, csupa fogyasi komponensbdl (¢{-re vonatkozdan).

A o ivmegfeleld jo=1r(G¥) intervallumain F* (/) szigorian monoton. Az F* (/) fiiggvénynek a Z],

S
halmazon kiviil felvett értékkészlete nulla mértéki. fgy a 37. tétel bizonyitdsaban szerepld 2° alli-
tas értelmében

4
WEE)=VEE)= 3 -t =§ffi('r/)dn,

ahol ¢, és 17 az F*(]) fiiggvény értékei j, végpontjaiban, vagy, ami ugyanaz, az F() fiiggvény érté-
kei G hatiranak azokon a C., Ds komponensein, amelyek a G* tartomanyt a & ill. £ ponttdl el-
valasztjak. Ebbol azonnal kovetkezik az is, hogy

4 4 {
WE=VHEHV(E)= [ frody= [ f-pdn= [Ifapldy.
4 3 4

Tehat a variacionak a derivalttal val6 kifejezése soran a linearis integral ugyanazt a szerepet
jatssza a linedris varidci6é szamdra, mint a kdzonséges integral az egyenesen vett varicio, és a ket-
t0s integral a sikbeli varidci6 szdmadra.
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4.§. Hatarozatlan integral. A hatirozatlan integral differenciilhatosaga

Természetes dolog az F({)= [ JS(m)dn fiiggvényt az F(n) fiiggvény hatarozatlan

¢
integraljanak nevezni. A hatarozatlan integral egyszerii tulajdonsagait e fejezet 1.
4

paragrafusaban emlitettiik. Vezessiikk be még az F*({) = ff t(nmdn jelolést. Meg

&
fogjuk mutatni, hogy az igy értelmezett integral és a jelen fejezet 2. §-aban definialt
derivalt kozott fennall a szokdsos kapcsolat: a hatarozatlan integral derivaltja
az integraljel alatt 4ll6 fiiggvénnyel egyenld.

71. SEGEDTETEL. Legyen L olyan kontinuum, amelyen f(n)=0. Akkor az L kontinuumon F({)
dllando.

4
Bi1zoNyiTAs. Nyilvanvald, hogy az F;—r (L‘):(a)j' f i(7))d7) fiiggvények és igy az
I3

FE)=1lim Fsi () fiiggvények is 4llanddk L-en, tehat egyittal F(QO)=F* )+ F~({)is alland6 L-en.
£+ 0

72. SEGEDTETEL. Legyen f(n) folytonos fiiggvény és
¢

FQ)= | f(mdn.
4

Ha f(no)=0 (ill. f(170)<0) és K>no az F() fiiggvény teljesen reguldris nivéhalmaz-komponense,
akkor»K novekedeési (ill. fogydsi) komponens.
BizoNyiTAs. Meghatadrozottsag kedvéért legyen f(70)=>0.

1°. A K halmazon mindeniitt f(n)=0. Legyen Q az f(n) fiiggvény nullanivéja. Ha 7,€K és
f(n:1)=<0, akkor egy L<Q komponens elvélasztja az 7o, 71 pontokat, tehat LN K=0. Az L kom-
ponensen az F({) fiiggvény allando, ennélfogva L c K és K nem teljesen reguldris komponens.

2°. A K halmazon az F+({) fiiggvény dllandé. Valoban, a K halmazon f- ()=0 és a 71. segéd-
tétel szerint F- (¢) alland6é K-n. Akkor az F* ({)=F() — F- ({) fiiggvény is allando a K komponensen.

3° K nivekedési komponens. Legyen U(no) egy r sugartl, kor alaki kdrnyezet, amelyben
2d=f+(n)>d=>0. Legyen 11 € U(no) N J2, ahol J15& és J, az a két tartomdny, amelyre K felosztja
J-t, és p(7o, r]1)<-;—. Legyen {C} olyan, &, 7, végpontokkal rendelkezd rektifikalhatd egyszerii

ivekbol all6 sorozat, amelyre

- r,-l
[ fepdo—~ [ f+(do.
CNQ ¢

Legyen C% a C; ivnek az a szakasza, amely C,-nek U(no) hataraval valé utolsé metszéspontjatol
n:1-ig terjed. Legyen R=1t C,. Kdnnyen lathatd, hogy RnJ,; =0, Rn J. =0, tovabba hogy neJi N R
esetén F+(n)<F+(no) és n€J2N R esetén F+ (1) > F+* (). Minthogy F- (1) alland6 az U(z,) bal-

mazon, ebbdl kovetkezik, hogy K ndvekedési komponens.
[4

73. SEGEDTETEL. Legyen f(n) folytonos fiiggvény, E¢ I tetszés szerinti pont, F({)=F(&) +j'f(77)d71

g
és f()=a=0. Akkor barmely e>0 szdmhoz taldlhato olyan %' pont, amelyre o(x, x)<e és
FG)-F(x) >(1—¢)lal.
e’ 2|
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BizonyiTAs. Legyen U(x) a x pont olyan kis, kor alaku kérnyezete, hogy ne U(x) esetén
{f(m)—al=¢la| és |n, #| <e. Legyen meghatarozottsag kedvéért a=>0. Legyen C az U(x) kdrnyezet
hatara, Q azoknak a pontoknak a halmaza, ahol f(57) =0, és ), az e-sugaru kornyezetével megnovelt
Q halmaz. Legyen e1>¢e2>... és lime,=0. Legyen &; olyan kicsi, hogy Q,in U(x)=0. Legyen

n

po=p(x, C) és legyen az &.>0 szam olyan kicsi, hogy
¢ &0
F©)~FE)~(en) [ fDdn| <—.
4

Az integral definicidja szerint talalhat6 olyan, a &, » pontokat 6sszekotd L. rektifikalhaté egyszerii
iv, amelyre

% &0
[ fepdo< | fe(mdn+—.
LaNCS2e,, ¢ n

Legyen L. és C metszéspontja Tn. Az L, iv T.-t0l %-ig terjed6 L} darabjan nyilvan f £+ (n)do =pa(l —¢),
L *
és igy, az L¥*=L,— L}, jeloléssel,

*n . ¥ 2¢e0
@) [frmdns | frpdo< [ f+pdn+==—ag(1-e).
¢ LA Ace., ¢ "

Legyen 7, a 7. sorozat egyik torlédasi pontja. Nyilvanvald, hogy

0 »
[f+(mdn= [ frmdn—ag(1-e).
¢ 4

De
[£-Gddn={f-Cddn, & [f-(man=0.
{ é T0
F(zo)— F(%)

Tehat F(zro)=F(x)—ag(l —¢) és kovetkezésképpen za(l —¢).

[Tos |
A bizonyitasnak az a<O0 csetben sziikséges modositisa nyilvanvalo.
74. SEGEDTETEL. Legyen f(n), & és F({) jelentése ugyanaz, mint a 73. segédtételben. Legyen

fGo)=a. Akkor lim FCH—F@) =lal.
o —x I%', Ml

BizonyiTAs. A 73. segédtétel miatt nyilvan elég bebizonyitanunk, hogy

F(')— F(x)
[, ]|

lim

®x

=qa

Legyen £>0 barmilyen kicsi. Valasszuk a » pont kor alaki U(x) kodrnyezetét olyan kicsinek,
hogy »'€ U(x) esetén fenndlljon az |f(x")|<(lal+&)(1+¢) egyenlbtlenség. Akkor nyilvin barmely
"€ U(x) pontra

v

[1feldn=1p, #l-(al+ &) (1 +e),

tehat

IFG)—~FGol= [ | fmldn= s, xl-(al+e)(1+),
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vagyis
F(x)—F(») |
‘M = (al+ (1 +9),

’

[, |

és ebbdl kovetkezik allitasunk. [}
[4
75. SEGEDTETEL. Legyen f(n) folytonos fiiggvény, & tetszés szerinti pont és F(J)=F(&)+ J f(p)dn.

4
Az F(0) fiiggvénynek majdnem mindeniitt van teljes differencidlja, és mindeniitt ahol grad F({) léte-
zik, fenndll |grad F(2)|=!f()|.

BizoNYITAS. A 74. segédtételbOl és Szeyepanov tételébdl (34. tétel) koévetkezik, hogy F(£)
teljes differencidlja majdnem mindeniitt létezik. Csak azt kell megmutatnunk, hogy minden ilyen
¢ pontban |grad F({)|=|f({)|. Tegyiik fel, hogy ez nincs igy. Ha [grad F({)|<|f()|, akkor talal-
hat6 olyan d=0, hogy Igrad F(0)|<|f()|—d. De akkor a ; pont elég kis U({) kdrnyezetében fenn-
all az

1 FE)-FQ)
&%, ¢l
egyenldtlenség, ami ellentmond a 74. segédtételnek.

Analég médon ha |grad F(0)|>|f({)|, akkor egy {» pontsorozatra, amely a maximalis ndve-
kedés iranyabol tart {-hoz, teljesiil
F(¢,)—F (;“)

(4

ami ismét ellentmond a 74. segédtételnek. A 75. segédtételt bebizonyitottuk.

-

d
<|f(C)!—*2—

lim

n

=|grad F(O)|>f(),

76. SEGEDTETEL. Ha F(n) folytonos fiiggvény és K e fiiggvény olyan nivéhalmaz-komponense,
amelynek sikbeli Lebesgue-mértéke pozitiv, akkor F(n) teljes differencidlja K-nak majdnem minden
olyan pontjaban nullival egyenld, ahol a differencidl lérezik.

A bizonyitas abbdl adédik, hogy K-nak (a sikbeli Lebesgue-mértékre nézve) majdnem
mindegyik pontja a K komponens stir{iségi pontja, és a K komponensen az F(n) fiiggvény allando.

39. TETEL. Legyen f{n) folytonos fiiggvény, E€J rogzitett pont és F({) =
4

= F(&) +J Sfdn. Akkor az F({) fiiggvénynek (a sikbeli Lebesgue-mériékre nézve)

s
majdnem mindeniitt van teljes differencidlja és F'({)=f({) majdnem mindeniitt.

BizoNyiTAs. Az F() fiiggvény majdnem mindeniitt valé differencidlhatdsdga szerepel a 75.
segédtétel allitasaban. Tovabba F'(n)=0, |grad F(n)| =0 csak akkor édllhat fenn egyszerre, ha az
7 pont az F(n) fuiggvény nem reguldris, vagy nem teljesen regularis nivohalmaz-komponenséhez,
vagy a ¢ pontot tartalmazé komponenshez tartozik. De ilyen komponens legfeljebb megszamlal-
hatéan sok van. A 76. segédtételbdl kovetkezik, hogy barmely komponens azon pontjai halmaza-
nak, ahol [grad F(n)| =0, sikbeli mértéke nulla. Kovetkezésképpen mindazon pontok halmaza,
ahol F’'(n)=0 és !grad F(z))| 20, nulla mértékii. Ha viszont 7,¢ K, ahol K az F({) fiiggvény regu-
laris nivohalmaz-komponense, f(1,)=0 és az F(5) fiiggvény teljes differencialja az 7, pontban
létezik, akkor a 75. segédtétel értelmében !grad F(no)|=|f(no)l, a 72. segédtétel értelmében pedig
K ndvekedési komponens, ha f(n,)=0, és K fogyasi komponens az ellenkezd esetben, vagyis
F'(no)=f(no) - A tételt bebizonyitottuk.

KIEGESZITO MEGJEGYZESEK

Cikkiinket néhany megjegyzéssel zarjuk.
I. A kétvaltozés fiiggvények sikbeli és linearis variacidjanak megszerkesztését
bizonyos értelemben véglegesnek lehet tekinteni. Itt a kovetkez8kre gondolunk:
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A) A linedris varidciot a 1I. fejezet 4.§-dban ismertetett (1—4) tulajdonsdgok
Jellemzik', vagyis ha a V' (F) funkcional, amely értelmezve van minden J-n folytonos
filggvényre, nemnegativ, az egyenletes konvergenciara nézve feliilrGl folytonos, J
onmagira valé homeomorf leképezéseivel szemben invarians és rendelkezik azzal
a tulajdonsaggal, hogy V(F,+ F,) = V(F,)+ V(F,), ha F,(n) és F,(n) allando
a J, ill. J, tartomanyon, amelyek Osszege J, akkor ez a funkcional elGallithato

V(F)=A1VET (F)+ A2VE (F)+ AsV*(F)

alakban, ahol 4, 4,, A, tetszés szerinti allandok és a & pont J hatardhoz tartozik
(ha J négyzet). Ily médon az 4, 4,, A; konstansoktol eltekintve a linearis variacid
az egyetlen funkcional, amely rendelkezik az (1—4) tulajdonsagokkal.

B) A sikbeli variacié deskriptiv jellemzését az utobbi idGben adta meg JE. V.
GuLivenko. Kideriilt, hogy a sikbeli varidciot az (1—17) tulajdonsdgok (lasd 111. fej.
1. 8) dllando normdlo tényezétél eltekintve meghatdrozzdk. 1ly médon a természetes
kovetelmények — nemnegativitis, az egyenletes konvergencidra vonatkozé feliil-
r6l félig-folytonossag, a funkciondl mint Borel-halmazokon értelmezett fiiggvény
teljes additivitasa, invariancia az értelmezési tartomanyban végzett mozgatassal
szemben, tovabba a W(CF) |C|W(F), W(F+const.)=W(F) kévetelmények
szitkségszerlien a sikbeli variaciora vezetnek.

Erdekes lenne megvizsgalni a tobbi fogalmak — primitiv fiiggvény, linearis
integral stb. — deskriptiv bevezetésének lehetGségét.

II. n-valtozos fliggvények esetére a linearis és a sikbeli variacid fogalma tobbé-
kevésbé onmiikodGen atvihetS: a linedris varidcio definicioja vdltozatlan marad,
a sikbeli varidcio definiciojaban pedig a nivohalmazok Hausdorff-féle linedris mértékét
az (n— 1)-dimenzios Hausdorff-mértékkel kell helyettesiteni. Ekkor a 11. és 111. fejezet
Gsszes tételei érvényesek maradnak, kivéve a teljes differencial 1étezésérdl szolo
35. tételt. Kideriil, hogy példaul hdromvdltozds fiiggvények esetében sziikség van
a ,,kozbensd dimenzidészdmu®™ varidcio fogalmdnak bevezetésére. Ez a variacid intuitive
a kovetkezG elképzelésnek felel meg. A linearis variacid megszerkesztésénél mindegyik
nivon a komponensek szdmdt vessziik figyelembe. A hiromdimenzids variicid meg-
szerkesztésénél minden nivon a komponensek dsszteriiletét fogjuk szamitasba venni.
A ,,kozbensS” vagy ,.kétdimenzids™ varidcio megalkotasianal pedig az adott nivo
komponenseinek Osszhosszusdgdt kell megallapitanunk. Minden azon mulik, hogyan
vezetjiikk be a komponens-feliiletek hosszusaganak fogalmat. Egy lehet8ség példaul
az alabbi. A P feliileten rogzitiink egy ¢ pontot és képezziik azt az F(n) fuggvényt,
amely az n€ P pontban a &, y pontok P felillet mentén mért tivolsagaval egyenld.
Vessziik az Fg(n) fiiggvény linearis variacidjat. A kapott L(P, &) szamot elnevezziik
a P felillet é-re vonatkozd hosszasaginak, Cs6 alaka felitleteknél az L(P, &) szam
kézel lesz a ¢s§ intuitiv értelemben vett ,,hosszusagahoz”. A kellemetlenség abban
all, hogy L(P, &) fiigg a & ponttdl. Lehetséges volna az L(P)= inf L(P, &) definiciod.

: gep

Ha most képezzﬁk a v,(f)=ZX L(P) dsszeget a ¢t nivé valamennyi P komponensére,

akkor a V,(F)= | vy()dt szamot elfogadhatjuk a hiromvaltozds fuggveny két-

dimenzids varidciéja gyanant. Ha V,(F) jelenti az F(n) fiiggvény linearis, V3(F)
t E kérdés vizsgilataban (a gémbfeliilet esetére) részt vett Sz. M. PLOTNYIKOVA.

8 1II. Osztily Kézleményei XIII/2
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pedig a ,,haromdimenzids™ variacidjat, akkor példaul a V{F) (s=1, 2, 3) variacidék
egyidejii korlatossiga maga utin vonja F(y) teljes differencidljanak majdnem min-
deniitt vald létezését. Analég modon értelmezni lehetne akarhany valtozéji fiigg-
vények Osszes ,k-dimenzids” variacioit és ezeknek a k=1, 2, ..., n értékekre valé
egyidejli korlatossagabdl szintén kovetkeznék a fiiggvény majdnem mindeniitt valo
differencialhatosaga. Az értelmezésnek ez a mdédja azonban semmiképp sem kote-
lez8. A k-dimenzids variaciokat be lehet vezetni szamos egyéb, iényegesen kiilonb6zd
mddon is, ugyanazzal a sikerrel. Ennek ellenére tigy vélem, hogy minden alap megvan
az n-valtozos fiiggvények ,.k-dimenzids” tulajdonsigainak figyelmes tanulméanyozasara
¢és az ilyen fiiggvények valdban geometriai jellemz8inek keresésére. Ezzel kapcsolatban
meg kell még jegyezni, hogy az n-véltozds fiiggvények és az (n—1)-dimenzids felii-
letek ,,k-dimenzids™ jellemzdinek kérdése szorosan Osszefiigg egymassal. Igy vala-
mely kétdimenzids feliilet érintGsikjanak majdnem mindeniitt vald 1étezéséhez
elégséges felszinének és a fent bevezetett értelemben vett hosszisdginak egyidejii
korlatossaga. Magasabb dimenzidju feliiletek esetében viszont felmeriil olyanfajta
jellemzGk sziikségessége, mint n-dimenzios feliilet ,,k-dimenzids™ hosszlsiga. Végiil
az az elég messzemend parhuzamossag, amely egyrészt a sikbeli variacio és a Lebesgue-
féle kett8s integral, masrészt a linearis variacié és a linearis integral kapcsolata
kozott mutatkozik, felveti a kérdést, nem lehet-e n-valtozos fiiggvényekre, hogy
ugy mondjuk, ,.k-dimenzids™ integral jellegli mennyiséget szerkeszteni. Sajnos, az
ebbe az irdnyba vezet§ utak még egyaltalan nem viligosak. ‘

III. Az egyetlen valds valtozéju fliggvények elmélete szempontjabdl a folyto-
nosan differencidlhato fuggvények ,,idedlisan simdk™. A tobbvaltozds fiiggvényekre
val6 attérésnél lényeges szerephez jut a tobbszori differencialhatésag. Ugy latszik,
ebben az esetben az n-szer folytonosan differencidlhaté n-vdltozés fiiggvények az
»idedlisan sima” fiiggvények. Példaul e fiiggvények osztalydban igaz az, hogy a
primitiv fiiggvény novekménye egyenlé a derivalt integraljaval, hogy a linearis
variacié korlatos, hogy majdnem minden nivohalmaz sima stb. A dolog lényege,
ugy latszik, abban rejlik, hogy n-szer differenciilhaté n-valtozés figgvény szingularis
pontjai — gradiensének zérushelyei — a nivoknak egy nulla mértékii rendszerén
helyezkednek el. Ezzel kapcsolatban nagyon fontosnak tiinik annak a kideritése,
mennyire érvényesiil a simasig kovetelményének e szigoritasa a primitiv fiiggvénynek
a derivaltbdl valé egyértelm{i meghatarozhatdsagaban (lasd V. fej. 2. §). Specialisan:
kiilonbozhet-e 1ényegesen (nemcsak konstansban) két F;(y), F,(n) fiiggvény, amelyek
a kétdimenzios gombfeliileten vannak értelmezve, ott folytonosan differenciilhatdk,
és amelyeknek ugyanazon ¢ pontra vonatkozd derivaltja megegyezik? Ha erre
a kérdésre a valasz tagadd lesz, akkor napirendre keriil a D; osztalyhoz tartozé
fiiggvények derivaltjukbdl vald meghatarozasinak problémaja, vagyis az a feladat,
hogy a linearis integralnak a IV. fejezet 1.§-aban javasolt konstrukcidjat mas,
tokéletesebb konstrukcioval helyettesitsitk. Megemlitjiilk még, hogy a ,,j6” leképezés
nyerése érdekében a fiiggvénytSl megkivanandd simasignak az értelmezési tarto-
many dimenziészimatdl vald fiiggése megfigyelhet§ k szami n-valtozos fliggvénybdl
allé rendszereknél is. Ebben az iranyban az utobbi idében A. JA. DuBovickD éles,
egy a 15, tétellel analdg tételt altalanosito, eredményt kapott. Kideriil, hogy ebben
az esetben mindegyik fiiggvény (n—k + 1)-szer vald differencidlhatésigira van
szitkség.

IV. Erdekesnek latszik az a lehetSség, hogy geometriailag tanulmanyozzuk az
n-dimenzids kocka k-dimenziés kockiba vald Ileképezéseit ugyanigy, ahogyan
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a kétvaltozos fiiggvényeket, vagyis a négyzetnek egyenesszakaszra valo leképezéseit
vizsgaltuk. Itt a leképezés tulajdonsagainak ugyanolyan, ,,dimenziészam szerinti”
szétesése varhatd, mint egyetlen fiiggvény esetében. Amennyire elSttiink ismeretes,
az n-dimenzios kockanak n-dimenzidsra vald leképezésére vonatkozo eset kivételével
(lasd pl. [12]) ezen a téren semmi sincs elintézve.

V. Amint a III fejezetben mar ramutattunk, a kétvaltozds fliggvények és a
feliiletek tanulmdnyozasa szorosan Osszefiigg egymassal. Specidlisan a sikbeli
variacié fogalma lehetvé teszi a paraméteresen megadott feliiletek Lebesgue-féle
felszinének kényelmes vizsgalatat., Nem 1évén lehetGségem roviden és mégis vala-
mennyire érthetGen megvilagitani ezt a kérdést, csak azt jegyzem meg, hogy az
Fy(n) ,,tavolsagfiiggvény” sikbeli varidcioja a korlatos Lebesgue-felszinnel rendelkezd
P feliileten megadja ,,& korzetének™, vagyis azon n pontok halmazanak felszinét,
amelyek a & ponttél, a P felillet mentén mérve, véges tavolsdgban helyezkednek
el. Kideriil, hogy korlatos Lebesgue-felszinii P felillet egész felszine megszamlalhatéan
sok ilyen korzetben &sszpontosul. Természetes dolog olyan feliiletek felszinének
vizsgilata, amelyek nem paraméteresen, hanem bizonyos megszoritdsoknak ala-
vetett metrikus térként vannak megadva. Tobbek kozott érdekes lenne tisztizni,
hogy az ilyen absztrakt modon értelmezett felilletek mely osztalyara lesz az Fy(n)
,tavolsagfiiggvény™ sikbeli variacidja minden egyes ,,kOrzetben’ invaridns az ezen
korzethez tartozéd pont megvalasztisival szemben. Van alap annak feltételezésére,
hogy a feliileteknek ez az osztilya sok tekintetben ,,jonak” fog bizonyulni.

Forditorta: Bogndr Jdnos
a matematikai tudomdnyok kandiddtusa
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