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I I I . f e j e z e t 

S Í K B E L I V A R I Á C I Ó 

A variáció fogalmának jelentős számú különböző általánosítása ismeretes a 
kétváltozós folytonos függvények esetére; ezek alapjában véve megtartják a variáció-
funkcionált mint teljesen additív halmazfüggvényt jellemző tulajdonságokat. A leg-
elfogadottabb, úgy látszik, a következő, ToNELLitől származó definíció (lásd [6]). 

2 1 . d e f i n í c i ó . L e g y e n f(x, y) az a^x^b, cSy^d t é g l a l a p o n é r t e l m e z e t t 
k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y . J e l e n t s e fXo(y) é s fyo{x) az 

Lo(y) ~f(xo. y), fy0(x) =f(x, y0) 
e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e t . L e g y e n 

ь л 

M / ) = J Vy(fX0)dx о + J Vx(fyo)dy0, 
а с 

ahol Vy(fxo) és Vx(fyo) az fxo(y),fyo(x) egyváltozós függvényeknek a [c, d], ill. [a, b] 
szakaszon vett közönséges variációját jelenti. 

A V T ( f ) számot az f(x, y) függvény Tonelli-féle variációjának nevezzük. 
A Tonelli-jele variáció korlátossága maga után vonja az f(x, y) függvény app-

roximativ teljes differenciáljának majdnem mindenütt való létezését. 
A V T ( f ) f u n k c i o n á l f é l i g a d d i t í v : 

yT(f+ <P) S vT(f) + vT(,f). 
A Tonelli-féle v a r i á c i ó f o g a l o m h i á n y o s s á g a i e l é g n y i l v á n v a l ó k . V é l e m é n y e m 

s z e r i n t a l e g f o n t o s a b b a z , h o g y a Tonelli-féle v a r i á c i ó n a k n i n c s k ö z v e t l e n g e o m e t r i a i 
j e l e n t é s e ; e z a k ö r ü l m é n y t ö b b e k k ö z ö t t a b b a n n y i l v á n u l m e g , h o g y a Tonelli-féle 
v a r i á c i ó n e m i n v a r i á n s a k o o r d i n á t a t e n g e l y e k m e g v á l t o z t a t á s á v a l s z e m b e n , a m i 
m e g n e h e z í t i a v a r i á c i ó n a k m i n t h a l m a z f ü g g v é n y n e k f o g a l m á r a v a l ó á t t é r é s t . M á s -
r é s z t l e h e t e t l e n n é v á l i k a v a r i á c i ó á t v i t e l e f e l ü l e t e k e n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k r e . 

E b b e n a f e j e z e t b e n b e v e z e t j ü k a síkbeli variáció f o g a l m á t . E z a f ü g g v é n y n e k 
á l t a l á b a n v é v e u g y a n a z o k a t a t u l a j d o n s á g a i t t ü k r ö z i v i s s z a , m i n t a Tonelli-féle 

* Успехи Математических Наук, Том V, Выпуск 1 (35), 24—134. A fordítás első része 
az MTA III. Osztály Közleményei 12 (1962) 361—386. oldalán, a második része ugyané lap 13 
(1963) 65-104 . oldalán jelent meg. 

A most közölt rész a cikk még hátralevő III. és IV. fejezetét tartalmazza. A Függelék című 
fejezet és az irodalomjegyzék a fordítás első részében található. 
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v a r i á c i ó , d e m á r i n v a r i á n s a k o o r d i n á t a t e n g e l y e k m e g v á l t o z t a t á s á v a l s z e m b e n . 
Folytonosan differenciálható függvény esetében a síkbeli variáció egyszerűen kifejez-
hető analitikusan: egyenlő a gradiens abszolút értékének kettős integráljával. 

U g y a n a k k o r a s í k b e l i v a r i á c i ó f o g a l m a v á l t o z t a t á s n é l k ü l a l k a l m a z h a t ó o l y a n 
f ü g g v é n y e k r e , a m e l y e k t e t s z é s s z e r i n t i f e l ü l e t e n v a n n a k é r t e l m e z v e . A s í k b e l i 
v a r i á c i ó e g y ú t t a l h a s z n o s e s z k ö z n e k b i z o n y u l a k o r l á t o s f e l s z í n ű f e l ü l e t e k s z e r k e z e t é -
n e k t a n u l m á n y o z á s á n á l . 

l . § . A s íkbe l i v a r i á c i ó d e f i n í c i ó j a . 
A s íkbe l i v a r i á c i ó n a k m i n t t e l j e sen addi t ív h a l m a z f ü g g v é n y n e k t u l a j d o n s á g a i 

L e g y e n F(rj) a J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t , f o l y t o n o s f ü g g v é n y . 
N e v e z z ü k az F(p) függvény W(F) síkbeli variációjának a 

+ « • 

W(F) = jv(EJdt 

számot, a h o l v ( S ) a z S h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e ( l á s d I . f e j . 4 . §), 
E, p e d i g n í v ó h a l m a z . A z i n t e g r á l m i n t Lebesgue-féle k ü l s ő i n t e g r á l k é p e z e n d ő . 
A t o v á b b i a k b a n ( 4 5 . s e g é d t é t e l ) b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y v(E,) m i n t t f ü g g v é n y e 
m é r h e t ő é s í g y a k ü l s ő i n t e g r á l t m a j d e g y s z e r ű e n Lebesgue-mtegrk\\a\ h e l y e t t e s í t h e t j ü k . 

É r t e l m e z z ü k t o v á b b á a J t a r t o m á n y o n f o l y t o n o s F(rf) f ü g g v é n y t e t s z é s s z e r i n t i , 
/ - b e n f e k v ő M Borel-halmazon v e t t И / ( F , M ) s í k b e l i v a r i á c i ó j á t a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n : 

W(F, M)= [ v ( £ j П M)dt, 

a h o l a z i n t e g r á l a z e l ő b b i e k h e z h a s o n l ó a n m i n t Lebesgue-fé\e k ü l s ő i n t e g r á l k é p e -
z e n d ő . M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a ) v(E,) m i n t t f ü g g v é n y e m é r h e t ő b ) h a 
W(F)<+o°, a k k o r b á r m e l y M Borel-halmazra v(E, П M ) m i n t t f ü g g v é n y e m é r h e t ő 
é s a W(F, M ) f ü g g v é n y t e l j e s e n a d d i t í v a Borel-halmazok o s z t á l y á n . 

43. SEGÉDTÉTEL. Legyen Rlt ..., R„, ... J-ben fekvő halmazoknak egy sorozata, 
és S, d pozitív számok. Tegyük fel, hogy bármely, d-nél nem kisebb átmérőjű nyílt 
körlemezekből álló a„ rendszerre, amely befedi az R„ halmazt, az átmérők összege 
legalább S. Legyen továbbá /? = P R„. Akkor bármely, nyílt körlemezekből álló és az 

n 
R halmazt befedő a rendszer körei átmérőinek összege legalább S, ha mindegyik kör 
átmérője legalább d. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n <R n y í l t é s Í /-nél n e m k i s e b b á t m é r ő j ű k ö r l e m e z e k b ő l á l l ó 
r e n d s z e r , a m e l y b e f e d i a z R h a l m a z t . A k k o r e l é g n a g y n-re a a k ö r - r e n d s z e r a z Rn 

h a l m a z t i s b e f e d i . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 

44. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(p) valamely négyzeten értelmezett folytonos függ-
vény. Legyen DrzJ tetszés szerinti zárt halmaz. Akkor a v(E, П D) függvény Bor el-
mérhető és így Lebesgue szerint is mérhető. 
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BIZONYÍTÁS. L e g y e n Á ^ O t e t s z é s s z e r i n t i s z á r n . V e z e s s ü k b e a T A — 
= E{v(EtC\D)^A} j e l ö l é s t é s v i z s g á l j u k m e g e h a l m a z d e s k r i p t í v t e r m é s z e t é t . 

E c é l b ó l k é p e z z ü k a z o k n a k a t p o n t o k n a k a T(g, A) h a l m a z á t , a m e l y e k r e Et o l y a n 
t u l a j d o n s á g ú , h o g y a z EtC\D h a l m a z b á r m e l y , e - n á l n e m k i s e b b á t m é r ő j ű k ö r ö k k e l 
v a l ó b e f e d é s é n é l a z á t m é r ő k ö s s z e g e l e g a l á b b A. M e g m u t a t j u k , h o g y a T(q, A) 
h a l m a z z á r t . V a l ó b a n , l e g y e n {/„} a T(g, A) h a l m a z h o z t a r t o z ó p o n t o k b ó l á l l ó 
k o n v e r g e n s s o r o z a t é s f 0 = l i m f „ . T e k i n t s ü k a z l t (Et П £>)=£* h a l m a z t . 

n n n 

M i n t h o g y a D h a l m a z z á r t é s a z F f ü g g v é n y f o l y t o n o s , f e n n á l l E* с Et0 П D. 
D e a 4 3 . s e g é d t é t e l s z e r i n t a z E* h a l m a z g-nál n e m k i s e b b á t m é r ő j ű k ö r ö k k e l v a l ó 
b á r m e l y l e f e d é s é n é l a z á t m é r ő k h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e l e g a l á b b A . K ö v e t k e z é s -
k é p p e n e z m é g i n k á b b f e n n á l l a z Etof)D h a l m a z r a , t e h á t t0dT(g, A). 

D e 

a m i v e l a v(Et) f ü g g v é n y A o r e / - m é r h e t ő s é g é t b e b i z o n y í t o t t u k . 
A 4 4 . s e g é d t é t e l b ő l k a p j u k a k ö v e t k e z ő t . 

45. SEGÉDTÉTEL (á v(Et)függvény mérhetőségéről). Legyen Ffa) a J tartományon 
folytonos függvény. Akkor az a v(?) függvény, amely minden t pontban az E, halmaz 
Hausdorff-féle lineáris mértékével egyenlő, Borel-mérhető és így Lebesgue szerint is 
mérhető. 

A 4 4 . s e g é d t é t e l f e l h a s z n á l á s á v a l n e h é z s é g n é l k ü l b e b i z o n y í t h a t j u k a v(EtC\M) 
f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g é t t e t s z é s s z e r i n t i Borel-halmaz e s e t é n , f e l k e l l a z o n b a n t e n n i , 
h o g y W(F) < + » . 

24. TÉTEL (а V (E, П M ) függvény mérhetőségéről). Legyen Ffa) a szokásos J 
tartományon értelmezett folytonos függvény, MaJ tetszés szerinti Borel-halmaz és 
W(F) < Too. Akkor a v(E, Г1 M) függvény mint t függvénye Borel-mérhető. 

BIZONYÍTÁS. A b i z o n y í t á s t a r r a a z e s e t r e v é g e z z ü k e l , a m i k o r / n é g y z e t . A g ö m b -
f e l ü l e t e s e t é r e v a l ó á t t é r é s t r i v i á l i s . 

1°. M e g m u t a t j u k , h o g y h a R v a l a m e l y s z a k a s z , a k k o r v ( £ , f l Á ) = 0 m a j d n e m 

m i n d e n t-re. E z a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y s z a k a s z o n e l h e l y e z k e d ő h a l m a z Hausdorff-
féle l i n e á r i s m é r t é k e m e g e g y e z i k a k ö z ö n s é g e s Lebesgue-vaértékkel, é s í g y a z R 
s z a k a s z o n a z e g y m á s t n e m m e t s z ő Et(~}R h a l m a z o k k ö z ü l l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l -
h a t ó a n s o k n a k l e h e t p o z i t í v m é r t é k e . 

2 ° . H a G nyílt halmaz, a k k o r v(E, П G) Borel-mérhető függvény. V a l ó b a n , G 
e l ő á l l í t h a t ó m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k G„ n é g y z e t ö s s z e g e k é n t , a m e l y e k c s a k m e g s z á m -
l á l h a t ó a n s o k Rm s z a k a s z b a n m e t s z i k e g y m á s t . A k k o r a l i n e á r i s m é r t é k n e k a 
Borel-halmazok o s z t á l y á n v a l ó t e l j e s a d d i t i v i t á s á r ó l s z ó l ó t é t e l s z e r i n t 

v(Et П G) = 2 y(Ft П G„) -v(EtnZ RJ, 
n m 

v a g y i s m i v e l v(Et П У, Rní) ^ 0 l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k / é r t é k r e á l l f e n n , 
m 

a v(Et П G) f ü g g v é n y l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t-re k ü l ö n b ö z i k a 2 П < ? и ) 
n 

Borel-mérhető f ü g g v é n y t ő l , t e h á t m a g a is £ ö r e / - m é r h e t ő . 
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M e g j e g y e z z ü k , h o g y v(E,f\G) m é r h e t ő s é g é n e k b i z o n y í t á s á h o z s e h o l s e m h a s z -
n á l t u k f e l a W(F) v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á t . 

3 ° . T e g y ü k f e l , h o g y a v(Etf)M) f ü g g v é n y R o r e Z - m é r h e t ő s é g é t b e b i z o n y í t o t t u k 
m i n d e n / ? < a o s z t á l y ú M Bor el- h a l m a z r a . M e g m u t a t j u k , h o g y a z a - d i k o s z t á l y b a 
t a r t o z ó M Bor el- h a l m a z r a is v(E,C\M) Borel- m é r h e t ő . 

L e g y e n M= "2jMn, a h o l a z Mn h a l m a z o k a - n á l k i s e b b i n d e x ű 5 o r e / - o s z t á l y o k -
n 

h o z t a r t o z n a k . E l é g a z t a z e s e t e t t e k i n t e n ü n k , a m i k o r a z M ; П M j h a l m a z o k a - n á l 
k i s e b b i n d e x ű Borel-osztályokhoz t a r t o z n a k . M i n d e g y i k v [ £ , П (Mn — A / „ _ , ) ] f ü g g -
v é n y m é r h e t ő . V a l ó b a n , M„ — Mn_x = М , - М , П М , . , , M i n t h o g y a v(EtÇ)Mj), 
v (Et f~l Mn _ x ) f ü g g v é n y e k m é r h e t ő k és m a j d n e m m i n d e n ü t t v é g e s e k , a 
v\_E,C\(Mn — M„_,)] = у(Е,Г} Мп) — \'(Е,Г\ М„_1) f ü g g v é n y m é r h e t ő , e n n é l f o g v a 
m é r h e t ő a v ( £ , í l M ) = П (Mn — M„_f)\ f ü g g v é n y is . M o s t t e g y ü k fe l , h o g y 

n 
M = f [ M n , a h o l a z Mn h a l m a z o k a - n á l k i s e b b i n d e x ű Borel-osztályokhoz t a r t o z -

n 
n a k . V e z e s s ü k b e a z N=CM, N„ — CMn j e l ö l é s e k e t . M i n d e g y i k N„ h a l m a z a - n á l 
k i s e b b i n d e x ű Borel-osztályhoz t a r t o z i k , k ö v e t k e z é s k é p p e n a v(E, DN) = 
= 2 v [ f , n ( ] í , - i V » - i ) ] f ü g g v é n y m é r h e t ő . D e v(E, П M ) = v(Et) — v ( £ , П N ) 

n 
m a j d n e m m i n d e n ü t t ( m i n d e n ü t t , a h o l v(Et) v é g e s ) é s i ly m ó d o n v(EtDM) m é r h e t ő 
f ü g g v é n y . 

M i n t h o g y v(E,r\M) m é r h e t ő s é g é t a r r a a z e s e t r e , a m i k o r a z M h a l m a z n y í l t 
v a g y z á r t , b e b i z o n y í t o t t u k ( a 4 4 . s e g é d t é t e l b e n és a 2 ° p o n t b a n ) , t é t e l ü n k e t b e b i -
z o n y í t o t t u k . 

A 4 5 . s e g é d t é t e l a l a p j á n a 

W(F)=jv(t)dt 

d e f i n í c i ó b a n a z i n t e g r á l o n m o s t k ö z ö n s é g e s L e ó e s g u e - i n t e g r á l t é r t h e t ü n k ; u g y a n e z 
v o n a t k o z i k W(F, M)-re i s a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r a z F ( f i ) f ü g g v é n y s í k b e l i v a r i -
á c i ó j a k o r l á t o s , v a g y i s W(F) < + <». 

F e l h a s z n á l v a v(Et П M ) - n e k m i n t t f ü g g v é n y é n e k b i z o n y í t o t t m é r h e t ő s é g é t 
m i n d e n M P o r e / - h a l m a z r a , t r i v i á l i s m ó d o n b e f o g j u k b i z o n y í t a n i a W(F, M ) v a r i á -
c i ó n a k m i n t a z M Borel-halmaz f ü g g v é n y é n e k t e l j e s a d d i t i v i t á s á t . 

25. TÉTEL. Legyen F(r\) a J tartományon folytonos, korlátos síkbeli variációjú 
függvény. Akkor W(F, M) mint az M Borel-halmaz függvénye teljesen additív. 

A b i z o n y í t á s a z o n n a l a d ó d i k a b b ó l , h o g y a Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k 
a Borel-halmazokon t e l j e s e n a d d i t í v . 

V a l ó b a n , l e g y e n e k M x , M 2 , ... e g y m á s t n e m m e t s z ő Borel-halmazok é s 
M= 2jMn. A k k o r MÍ)Et = 2(Mn DE,), t e h á t t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a j o b b o l -

n П 
d a l o n á l l ó ö s s z e a d a n d ó k n e m m e t s z i k e g y m á s t , é s h o g y a v(M„ Pl Ej) f ü g g v é n y e k 
m é r h e t ő k , f e n n á l l 

+ ~ +00 

W(F, M) = \v(Mf\E,)dt = 2\y(Mnf)E,)dt = 2 W(F, M„), 
— oo П —oo n 

é s e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n i . 



KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEKRŐL (III) 1 8 3 

M o s t f e l s o r o l j u k a s í k b e l i v a r i á c i ó n a k m i n t t e l j e s e n a d d i t í v h a l m a z f ü g g v é n y t 
s z o l g á l t a t ó f u n k c i o n á l n a k a t u l a j d o n s á g a i t . 

1. W(F,M) nemnegatív funkcionál, a m e l y a Borel-halmazok o s z t á l y á n és a 
f o l y t o n o s F(rj) f ü g g v é n y e k o s z t á l y á n v a n é r t e l m e z v e . 

2 . W(F, M) teljesen additív halmazfüggvény t e t s z é s s z e r i n t i r ö g z í t e t t , k o r l á t o s 
s í k b e l i v a r i á c i ó j ú , f o l y t o n o s F(t\) f ü g g v é n y e s e t é n . 

3 . W(C-F,M) = \C\-W(F,M), a h o l С t e t s z é s s z e r i n t i á l l a n d ó . 
4 . H a T v a l a m e l y m o z g á s a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y b a n é s 7 * [ T ( I ; ) ] = F(r\), 

a k k o r т ( M ) ] = W(F, M ) . 
5. W(F) felülről félig folytonos funkcionál, v a g y i s h a a f o l y t o n o s Fn(tj) f ü g g -

v é n y e k s o r o z a t a e g y e n l e t e s e n t a r t 7 ( » ; ) - h o z , a k k o r W(F) ^ l i m W(F„). 

6 . A z F*(rj) = F(rj) + С f ü g g v é n y r e W(F*)= W(F). 
7. H a F(x,y)=y az e g y s é g n é g y z e t b e n , a k k o r W(F) = 1 . 

A z 1. , 3 . , 4 . , 6 . é s 7 . t u l a j d o n s á g k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a s í k b e l i v a r i á c i ó d e -

finíciójából. A 2 . t u l a j d o n s á g o t a 2 5 . t é t e l b e n b i z o n y í t o t t u k b e . 

B e k e l l m é g b i z o n y í t a n u n k , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó f e l ü l r ó ' l f é l i g f o l y t o n o s ( 5 . 

t u l a j d o n s á g ) . 

46. SEGÉDTÉTEL. Legyen £ > 0 tetszés szerinti szám és 0 < / < £ . Akkor bármely 
s hosszúságú L egyszerű ívhez vagy topologikus körhöz található L-nek legfeljebb 

d és legalább — átmérőjű körökkel való {a„} befedése úgy, hogy az átmérők összege 

nem nagyobb, mint j + e. 

BIZONYÍTÁS. V e z e s s ü k b e a z a, b v é g p o n t o k k a l r e n d e l k e z ő ' , s h o s s z ú s á g ú L 
e g y s z e r ű í v e n т ( с ) p a r a m é t e r g y a n á n t a z a - t ó l c - i g m é r t í v h o s s z ú s á g o t . L e g y e n 

C,„ a z a p o n t , a h o l x ( C m ) = y + ( « î - i ) d ( m = 0 , 1 , . . . , — j . R a j z o l j u n k 

m i n d e g y i k C„, p o n t é s a b p o n t m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l e g y - e g y s u g a r ú om k ö r t . 

A m e g s z e r k e s z t e t t z á r t k ö r l e m e z e k ö s s z e g e b e f e d i a z L í v e t , é s a z á t m é r ő k ö s s z e g e 
^ s + d < s + E. M i n d e g y i k a m k ö r s u g a r á t t e t s z é s s z e r i n t i k i s é r t é k k e l m e g n ö v e l v e , 
k a p j u k L e g y k e r e s e t t b e f e d é s é t n y í l t k ö r l e m e z e k k e l . 

A r r a a z e s e t r e , a m i k o r L t o p o l o g i k u s k ö r , a b i z o n y í t á s a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k , 
c s a k a z a é s b p o n t e g y b e e s i k . 

47. SEGÉDTÉTEL. Legyen Áj , ..., Áj, ..., egyszerű ívek vagy topologikus körök 
valamely sorozata és K=\tK„. Akkor v ( Á j g l i m v ' (Á j ) . 

n n 

BIZONYÍTÁS . T e g y ü k f e l , h o g y e z n i n c s í g y és v(K)>A+ ô, a h o l < 5 > 0 é s 
A = l i m у ( Á j ) . ( H a l i m v ( Á j ) = a k k o r a s e g é d t é t e l á l l í t á s a t r i v i á l i s . ) L e g y e n 

П n 

£ x > 0 o l y a n k i c s i , h o g y vei(K)>A + —- V á l a s s z u n k k i e g y {K„m} r é s z s o r o z a t o t , 

a m e l y r e m v(K„ ) = A. F e l t e h e t j ü k , h o g y m a g a a { Á j } s o r o z a t m á r i l y e n . L e g y e n 
m m 

A ö 
a z V > 0 s z á m o l y a n , h o g y n ^ N e s e t é n y < v ( Á j ) < A + — . 

< 
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E l h a g y v a a z e l s ő N—l s z á m ú A j , . . . , A j y - i k o n t i n u u m o t , f e l t e h e t j ü k , h o g y 

a z e g é s z KX,K2, ... s o r o z a t n a k m e g v a n e z a t u l a j d o n s á g a . L e g y e n a 4 6 . s e g é d t é -

t e l b e n г = é s í / = m i n y j . M i n d e g y i k K„ í v e t f e d j ü k b e l e g f e l j e b b d é s l e g -

a l á b b у s u g a r ú k ö r ö k o l y a n { o j ^ } r e n d s z e r é v e l , h o g y a r e n d s z e r b e l i k ö r ö k á t m é r ő i -

3<5 
n e k ö s s z e g e S ^ + y . L e g y e n { ú ^ } a z a k ö r - r e n d s z e r , a m e l y e t { o i n ) } k ö r e i n e k 

» 

Л + 1 6 
a = • 

. 3Ú 

7 
a r á n y ú m e g n a g y í t á s á v a l k a p u n k . N y i l v á n v a l ó , h o g y l < a < — - . M i n t h o g y K — \tK„, 

6 n 

v a n o l y a n n>-N s z á m , h o g y g(t], Kn)<C^—d b á r m e l y rj^K p o n t r a . A k k o r a {ö^} 

k ö r - r e n d s z e r b e f e d i а К h a l m a z t . T o v á b b á a { â ^ } r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k á t -
m é r ő i n e k ö s s z e g e n e m h a l a d j a m e g a z 

— 

3 ú \ / 3<5\ + 16 . 7(5 

A + T 

6E 7 
é r t é k e t é s m i n d e g y i k k ö r á t m é r ő j e l e g f e l j e b b d-a ^ — = £ , . E l l e n t m o n d á s r a 

7 6 

ö ' 
j u t o t t u n k a 2 f e l t e v é s s e l é s e z z e l b e b i z o n y í t o t t u k a s e g é d t é t e l t . 

48. SEGÉDTÉTEL. Legyen К teljesen reguláris komponens (lásd a definíciót az 
első közleményben, a 372. oldalon) és Jx, J2 azok a tartományok, amelyekre К 
felosztja a J tartományt. Legyen \(К)шА. Akkor bármely e > 0 számhoz található 
olyan S > 0 , hogy ha az L topologikus kör vagy egyszerű ív elválasztja a Jl—ö (К), 
J2—ő (К) halmazokat, ahol ô (К) а К halmaz ö-sugarú környezete, akkor v(L)SA —e. 

BIZONYÍTÁS. T e g y ü k fe l , h o g y e z n i n c s í g y . L e g y e n E > 0 t e t s z é s s z e r i n t i s z á m . 
L e g y e n (5t > ú 2 > . . . , l i m S„ = 0 é s Lk, ..., L„, ... t o p o l o g i k u s k ö r ö k v a g y e g y s z e r ű 

n 
í v e k o l y a n s o r o z a t a , h o g y L„ e l v á l a s z t j a a Jt —ôn (К), J2—ô„(K) h a l m a z o k a t , a z o n -
k í v ü l v(L„)<A — e. M e g m u t a t j u k , h o g y lt L„^>K. n 

L e g y e n ( € К. A k k o r , m i v e l К t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n s , Ç € -Л П J2. L e -
g y e n U а С p o n t t e t s z é s s z e r i n t i k ö r n y e z e t e . L e g y e n a j í t / П / , é s ct2Ç.Ûr\J2. L e -

g y e n ( 5 = m i n [ l a j , K\ \ | a 2 , A | ] . N y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d a z o n n i n d e x e k r e , a m e l y e k r e 

(5„<(5 , L„ e l v á l a s z t j a a z a 1 , « 2 p o n t o k a t é s í g y m e t s z i a z U k ö r n y e z e t e t . T e h á t 

C € l t £ „ , é s m i n t h o g y ( а К h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i p o n t j a , A c l t L „ . A 4 7 . s e g é d -

I 
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t é t e l s z e r i n t 
v(K) =á v ( l t L„) s l i m v ( £ „ ) s a - е . 

n « 

A k a p o t t e l l e n t m o n d á s b i z o n y í t j a s e g é d t é t e l ü n k e t . 
A 4 8 . s e g é d t é t e l f e l h a s z n á l á s á v a l m o s t b e b i z o n y í t j u k a s í k b e l i v a r i á c i ó f e l ü l -

ró'l f é l i g f o l y t o n o s v o l t á t . 

26. TÉTEL (a síkbeli variáció felülről félig folytonos voltáról). Tegyük fel, hogy 
a J-n értelmezett, folytonos F„(rf) függvények sorozata egyenletesen tart F(r\)-hoz. 
Akkor IV(F) S. lim W(F„). 

n 

BIZONYÍTÁS. M i n t h o g y 

W(F) = J v(0 dt, W(Fn) = J v„ (f)dt, 

e l é g m e g m u t a t n u n k , h o g y v ( / ) = l i m v„ ( í ) m a j d n e m m i n d e n t-re. M e g e m l í t j ü k m é g , 
n 

h o g y h a IV (FJ = ° ° m i n d e n F „ - r e , a k k o r a t é t e l á l l í t á s a t r i v i á l i s . E z é r t e l ő r e f e l -
t e h e t j ü k , h o g y m a j d n e m m i n d e n t - r e é s m i n d e n л - г е v„(?) < H a g y j u k f i g y e l -
m e n k í v ü l m i n d a z o k a t a n í v ó k a t , a m e l y e k r e a z F(rj), Fn(rf) ( л = 1 , 2 , . . . ) f ü g g v é -
n y e k n e k c s a k e g y i k e i s t a r t a l m a z r e g u l á r i s , d e n e m t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n -
s e k e t . A 3 . t é t e l s z e r i n t ( l á s d I . f e j . l . § ) i l y e n n í v ó l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n 
s o k v a n . Z á r j u k k i a z o k a t a n í v ó k a t i s , a m e l y e k t a r t a l m a z n a k ( a z F(rj) f ü g g v é n y r e 
n é z v e ) k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s t . E l h a g y v a t o v á b b á a z o k a t a n í v ó k a t , a m e l y e k -
n e k a r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i véges ö s s z h o s s z ú s á g ú a k é s a n e m r e g u l á r i s k o m p o -
n e n s h e z t a r t o z ó p o n t j a i b ó l á l l ó h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e n u l l á t ó l 
k ü l ö n b ö z ő , a 10 . t é t e l é r t e l m é b e n s z i n t é n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó t 
h a n y a g o l u n k el . L e g y e n m o s t T a z ö s s z e s m e g m a r a d t t é r t é k e k h a l m a z a . A T h a l -
m a z t e l j e s m é r t é k ű . 

1°. L e g y e n К a z F(rj) f ü g g v é n y / 0 £ T n í v ó j á n a k r e g u l á r i s k o m p o n e n s e . L e g y e n 

Jl é s J2 a z a k é t t a r t o m á n y , a m e l y r e К f e l o s z t j a J-t. L e g y e n U(К) а К k o m p o n e n s 

t e t s z é s s z e r i n t i k ö r n y e z e t e . Akkor található olyan <50 > 0 , hogy bármely pozitív <5 < ö0 

számra vagy a t — ő nívó valamely komponense elválasztja a K, Jl — U (К) halmazokat 
és a t-\-ő nívó valamely komponense elválasztja a K, J2 — U(К) halmazokat, vagy a 
t + ö nívó valamely komponense elválasztja a K, Jx — U(К) halmazokat és a t — ő 
nívó valamely komponense elválasztja a K, J2 — U(A) halmazokat. 

1° BIZONYÍTÁSA. L e g y e n TF a z F(rj) f ü g g v é n y e g y d i m e n z i ó s f á j a . L e g y e n 
— Í / ( A ) é s ( € / 2 — ЩК). A k k o r a z l0 = zF(K) p o n t a z L.L v é g p o n t o k k a l 

—« ' 

r e n d e l k e z ő о e g y s z e r ű í v b e l s ő p o n t j a . M e g m u t a t j u k , h o g y a z l ( l 0 í v b á r m e l y , l 0 - h o z 
e l é g k ö z e l i Г p o n t j á n a k K' = r j 1 ( / / ) i n v e r z k é p e e l v á l a s z t j a a K, Jx — U(K) h a l m a z o -
k a t . V a l ó b a n , e l l e n k e z ő e s e t b e n t a l á l h a t ó l e n n e o l y a n { ( J , / , — U(K) é s { / J , 
ls £ lfi0 p o n t s o r o z a t , h o g y ls—l0 h a s — °°, é s т 7 ( 4 ) n e m v á l a s z t j a e l a ( s p o n t o t 

A - t ó l . 

J k o m p a k t s á g a m i a t t f e l t e h e t j ü k , h o g y a { ( J s o r o z a t k o n v e r g á l e g y ( 0 £ Jk — U(A) 

p o n t h o z . D e a z / = r f ( ( 0 ) p o n t ö s s z e k ö t h e t ő / 0 - l a l e g y a ' m i n i m á l i s e g y s z e r ű í v 
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s e g í t s é g é v e l . A a' í v n e k n e m l e h e t n e k m á s k ö z ö s p o n t j a i <x-val, m i n t / 0 . V a l ó b a n , 
w 

h a /* Ç l{l0 П a é s l* +l0, a k k o r zF
 1 ( / * ) e l v á l a s z t j a K-t f 0 - t ó l é s m é g i n k á b b r e n d e l -

k e z i k e z z e l a t u l a j d o n s á g g a l m i n d e n e l é g n a g y s i n d e x ű r f 1 ( / s ) , u g y a n i s a z / * - t ó l 
/ 0 - i g t e r j e d ő d a r a b o n a a , a ' í v e k n e k e g y b e k e l l e s n i ü k t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y m i n d -
k e t t ő m i n i m á l i s . T o v á b b á h a / * £ / 0 / ? П < х ' , a k k o r r f l(l*) e l v á l a s z t j a a K k o m p o n e n s t 

a Ç £ J 2 p o n t t ó l , é s í g y x> ' ( / * ) n e m v á l a s z t j a e l а К k o m p o n e n s t a £ 0 £JX p o n t -

t ó l . T e h á t l 0 а ег, о ' í v e k e g y e t l e n k ö z ö s p o n t j a , m é g h o z z á i r - n a k b e l s ő p o n t j a . K ö -
v e t k e z é s k é p p e n l e l á g a z á s i p o n t , a m i a z 5. t é t e l s z e r i n t l e h e t e t l e n . E n n é l f o g v a a z 

•w 
ld0 ív m i n d e n , / 0 - h o z e l é g k ö z e l i / ' p o n t j á n a k r f 1 ( / ' ) i n v e r z k é p e e l v á l a s z t j a а / , — U(K) s 

és а К h a l m a z t . A n a l ó g m ó d o n a z l0/c í v m i n d e n , / 0 - h o z e l é g k ö z e l i l" p o n t j á n a k 
i n v e r z k é p e e l v á l a s z t j a e g y m á s t ó l а К é s a J2 — U(К) h a l m a z t . A z f l 0 é s a z l0h í v e n 
is / 0 - h o z b á r m i l y e n k ö z e l t a l á l h a t ó k o l y a n p o n t o k , a h o l F(*l)+t. H a l0 k ö r n y e z e -
t é b e n a z l(l0 í v e n a z F* ( / ) — t k ü l ö n b s é g n e m v á l t j e l e t , a k k o r e n n e k a k ü l ö n b s é g -
n e k a z l 0 f í v e n l 0 - h o z b á r m i l y e n k ö z e l i p o n t o k b a n e l l e n k e z ő e l ő j e l e t k e l l f e l v e n n i e , 
m e r t k ü l ö n b e n К = r J 1 ( l 0 ) k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s l e n n e . K ö v e t k e z é s k é p p e n 
t a l á l h a t ó o l y a n / ' , l" p o n t p á r , h o g y v a g y F * ( / ' ) > t > F * ( / " ) , v a g y F* ( / ' ) < t < 
< F * ( / " ) é s a Ky = T F 4 0 , K 2 = т ^ Ч О k o m p o n e n s e k А К k o m p o n e n s t e l v á -

l a s z t j á k a Ji—U(K) i l l . J2 — U(K) h a l m a z t ó l . A z 1° á l l í t á s t b e b i z o n y í t o t t u k : <50 

g y a n á n t v á l a s z t h a t j u k a m i n { | F * ( / ' ) —1\, | F * ( / " ) — í | } é r t é k e t . 
2° . L e g y e n К а F n í v ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e é s 0 > O t e t s z é s s z e r i n t i s z á m . 

L e g y e n v ( K ) >A+d, a h o l d>~0. A k k o r található olyan N, hogy n>N esetén a 
К komponens 0-sugarú környezete tartalmazza az,- F„(p) függvény F,(

0
n) nívójának 

valamely, legalább A hosszúságú komponensét. 
2° BIZONYÍTÁSA. A 4 8 . s e g é d t é t e l a l a p j á n v á l a s s z u k a < 5 > 0 s z á m o t o l y a n k i c s i -

n e k , h o g y a J2—0(K), J2 — ô(К) h a l m a z o k a t e l v á l a s z t ó b á r m e l y t o p o l o g i k u s k ö r 
v a g y e g y s z e r ű í v l e g a l á b b A h o s s z ú s á g ú . L e g y e n t o v á b b á 0 ^ 0 . A k k o r 1° é r t e l m é -
b e n t a l á l h a t ó k o l y a n KicEt±tl, K2cEt±Zl ( r t > 0 ) k o m p o n e n s e k , a m e l y e k e l -
v á l s z t j á k e g y m á s t ó l a K, / j — < 5 ( F ) , i l l . К, J2—ô(K) h a l m a z o k a t . M e g h a t á r o z o t t -
s á g k e d v é é r t l e g y e n KíczEt+ri, K2 с F , _ t i . E l é g n a g y n i n d e x e k r e p £Ky e s e t é n 

F„(p) S * + y > í?€ AT2 e s e t é n p e d i g Fn(p) ё / — D e a k k o r a z F„(p) f ü g g v é n y 

t n í v ó j á n a k v a l a m e l y Kn k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a a K2, K2 é s í g y a J2—ö(K), 
J2 — S(K) h a l m a z o k a t i s . A t 0 - r a t e t t m e g s z o r í t á s o k k ö v e t k e z t é b e n К t o p o l o g i k u s 
k ö r v a g y o l y a n e g y s z e r ű ív , a m e l y n e k v é g p o n t j a i J h a t á r á n f e k s z e n e k , é s ö m e g -
v á l a s z t á s a f o l y t á n T o v á b b á F , é s K2 e l v á l a s z t j a a Kn k o m p o n e n s t a 
J2-Ô(K) i l l e t v e a J2-ő(K) h a l m a z t ó l , t e h á t F „ с 0 ( К ) . A 2 ° á l l í t á s t b e b i z o n y í -

t o t t u k . 

3° . Legyen t0£T és v ( F , 0 ) s A+e, ahol e > 0 . Akkor l i m v(E,(f)^A. 
n 

3 ° . BIZONYÍTÁSA. M i n t h o g y t0£ T, t a l á l h a t ó v é g e s s z á m ú F ( 1 ) , . . . , F ( m ) r e g u -
m g 

l á r i s k o m p o n e n s F , 0 - b a n ú g y , h o g y f f v ( F ( r ) ) Ш A . L e g y e n a 0 > O s z á m 
r = i 2 

o l y a n k i c s i , h o g y e z e k n e k a k o m p o n e n s e k n e k a 0 - s u g a r ú k ö r n y e z e t e i n e m e s s é k 
£ 

e g y m á s t . L e g y e n d=— és a l k a l m a z z u k a 2 ° p o n t o t . A z t k a p j u k , h o g y m i n d e n 
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e l é g n a g y n i n d e x r e a z Fn(r\) f ü g g v é n y t n í v ó j a t a r t a l m a z l e g a l á b b m s z á m ú { A j - ü j 

(J= 1 , . . . , ni) k o m p o n e n s t , a m e l y r e K(„J) ав(К(Г>) é s v(K(f>) ^ v(k<J))-JL. A k k o r 

V ( Ê / A > i v ( K ó ) ) — 

a m i b ő l a 3 ° á l l í t á s k ö v e t k e z i k . 
3 ° - b ó l k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a t é t e l á l l í t á s a , m e r t a z e > 0 s z á m t e t s z é s s z e r i n t i 

l é v é n , l i m у ( £ , (
0

п ) ) ^ v ( E , 0 ) m i n d e n tn£T n í v ó r a . A 2 6 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
n 

K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n {F„(i?}} f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k b ő l á l l ó s o r o z a t , 
a m e l y e g y e n l e t e s e n t a r t F ( / ; ) - h o z . L e g y e n G v a l a m e l y t a r t o m á n y . A k k o r W(F, G) = 
S l i m W(Fn, G). 

л 

M e g j e g y z é s . Z á r t D h a l m a z r a a W(F, D) S l i m W(F„, D) e g y e n l ő t l e n s é g m á r 
n 

n e m m i n d i g t e l j e s ü l , a m i n t e z t a k ö v e t k e z ő p é l d a m u t a t j a . L e g y e n P , a Cantor-
f é l e p e r f e k t h a l m a z a z x t e n g e l y v a l a m e l y s z a k a s z á n é s D v a l a m e l y ü t f e l e t t i „ f é s ű " 

1 1 2 
J - b e n . L e g y e n / ( x ) a „Cantor-fé\e l é p c s ő " a [ 0 , 1 ] s z a k a s z o n : / ( x ) = — h a y S x S — ; 

1 2 3 7 8 
f ( x ) =— h a y S x S y ; / ( x ) = y h a - á x S - s t b . L e g y e n e k b0\ax, b/; a2, b2, 

am, bm\ am+x a s z o m s z é d o s i n t e r v a l l u m o k v é g p o n t j a i a z и - e d r a n g ú a k i g b e z á r ó l a g , b a l -
r ó l j o b b r a s z á m o z v a (b0 é s am+l a [0, 1] s z a k a s z v é g p o n t j a i t j e l e n t i ) . L e g y e n 
Lifls) = f(b^i)-, f j b s ) =f(bs) é s a z [as, b f [bs_ t , a j s z a k a s z o k o n é r t e l m e z z ü k a z 
/ „ ( x ) f ü g g v é n y t l i n e á r i s a n . L e g y e n F(x,y)=f(y) é s Fn(x, y) =fn(y) ( O S x S l ; 
O S j S l ) . N y i l v á n v a l ó , h o g y W(F,D) = 1 ; W(F„, D) = 0 é s a z F „ 0 / ) f ü g g v é n y e k 
s o r o z a t a e g y e n l e t e s e n t a r t F(rj)-hoz. 

A p a r a g r a f u s b e f e j e z é s é ü l m e g e m l í t j ü k m é g , h o g y b á r m e l y r ö g z í t e t t , k o r l á t o s 
s í k b e l i v a r i á c i ó j ú , f o l y t o n o s F(rj) f ü g g v é n y e s e t é n m a g a a W(F) v a r i á c i ó a J t a r -
t o m á n y o n e g y Carathéodory-fé\e m é r t é k e t é r t e l m e z : m i n d e n E h a l m a z n a k f e l e l -
t e s s ü k m e g a W(F, E) = Д п ^ W(F, M) s z á m o t , a h o l a z i n i i m u m a z E-t t a r t a l m a z ó 

ö s s z e s M ß o / ' e / - h a l m a z r a k é p e z e n d ő . N y i l v á n W(F, F ) S O . T o v á b b á h a Ex, E2 

e g y m á s t ó l p o z i t í v t á v o l s á g r a l e v ő h a l m a z o k , a k k o r W(F, F , + E2) = W(F, Ex) + 
+ W(F,E2). V é g ü l b á r m i l y e n F , , E2, ... h a l m a z o k r a W{F, ZEn) = 2 " WÇF, Ej. 

n n 
I l y m ó d o n IV(F, E) e l e g e t t e s z a Caratliéodory-íé\t m é r t é k ö s s z e s a x i ó m á i n a k . 
E b b ő l s p e c i á l i s a n k ö v e t k e z i k a z a l á b b i . 

27. TÉTEL. Legyen F(rf) korlátos síkbeli variációjú, folytonos függvény és M 
tetszés szerinti Borel-halmaz J-ben. Akkor bármely e>-0 számhoz található olyan 
Da M zárt halmaz, hogy W(F, D) > W(F, M) - e. 
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2 . § . A s í k b e l i v a r i á c i ó f é l i g a d d i t i v . 
A s í k b e l i v a r i á c i ó é r t e l m e z é s e v e t ü l e t e k s e g í t s é g é v e l 

E b b e n a p a r a g r a f u s b a n m e g m u t a t j u k , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó f e l ü l r ó ' l f é l i g 
a d d i t í v , v a g y i s h o g y h a <p(q), i p f i ) f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k é s F f i ) = y fi) + pfi), 
a k k o r W(F) ^ W(tp)+W(^). 

E z z e l k a p c s o l a t b a n a v a r i á c i ó ú j , a k o r á b b i v a l e g y e n é r t é k ű d e f i n í c i ó j á t k a p j u k , 
a m e l y t a l á n ö n m a g á b a n is é r d e k e s . 

49. SEGÉDTÉTEL. Legyen M valamely Borel-halmaz az x, y, t térben, és legyen 
az x0, y0 változók Ф;,f(.v0, y0) függvénye egyenlő az M halmaz x = ,v0, y =y0 egye-
nesen fekvő pontjainak számával. А Ф*,~у(х0, y0) függvény mérhető. 

BIZONYÍTÁS. A m i n t a d e s k r i p t í v h a l m a z e l m é l e t b ő l i s m e r e t e s , a z x , у s í k a z o n 
p o n t j a i n a k h a l m a z a , a m e l y e k b e n Фx,~y(x0, y0) = n, k é t Л - h a l m a z k ü l ö n b s é g e ( s ő t , 
C 4 - h a l m a z ) . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 

50. SEGÉDTÉTEL. Legyen M síkbeli, zárt halmaz és I tetszés szerinti egyenes, 
amely ugyanabban a síkban fekszik, mint M. Legyen továbbá q f j esetén Ф , ( / / ) az 
M halmaz azon pontjainak száma, amelyek az M halmaz l-re való merőleges vetítése 
során az q pontba mennek át. Akkor 

J Ф, fi)dq S v(M), ' 

ahol v(M) a Hausdorff-féle lineáris mérték. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n S l i n e á r i s z á r t h a l m a z . J e l e n t s e T e ( S ) a z S h a l m a z o l y a n 
p o n t j a i n a k m a x i m á l i s s z á m á t , a m e l y e k k ö z ü l b á r m e l y k e t t ő n e k a t á v o l s á g a l e g -
a l á b b e. M o s t l e g y e n Ф £ t f i ) = Tfmq П M), a h o l m( a z / e g y e n e s r e a £ p o n t b a n 
e m e l t m e r ő l e g e s . K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a ® £ ; í 0 / ) f ü g g v é n y a l u l r ó l f é l i g f o l y t o -

n o s é s í g y Borel-mérhető. T o v á b b á 

Ф,( /7) = Н т Ф £ 1 , ( / / ) é s £ 2 < £ i e s e t é n 
£-.0 

V é g ü l n y i l v á n v a l ó , h o g y 

\ <S>eAfi)dq^v(M). 

g 
V a l ó b a n , l e g y e n a £ a z M h a l m a z t b e f e d ő k ö r - r e n d s z e r , a m e l y - r - n é l n e m n a g y o b b 

/ 4 4 
á t m é r ő j ű k ö r ö k b ő l á l l . A k k o r a <r£ r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g e 

~4 
n e m l e h e t k i s e b b , m i n t 

\<*>e,i(n)dq. 

V a l ó b a n , r a j z o l j u k m e g er£ m i n d e g y i k k ö r é b e n a z / e g y e n e s s e l p á r h u z a m o s á t m é r ő t . 
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M i n d e n , a z / e g y e n e s r e m e r ő l e g e s é s a £ p o n t o n á t m e n ő e g y e n e s t l e g a l á b b Ф £ > ( ( £ ) 

i l y e n á t m é r ő m e t s z . E b b ő l á l l í t á s u n k k ö v e t k e z i k . T e h á t 

v ( M ) S Г ф fa)dr] é s Ф , ( | / ) = 1 т Ф „ ( | / ) , 
«-»о 

t o v á b b á Ф£ 1 > , ( / / )== Ф £ 2 > 1 (» / )=£Ф, (> / ) , h a e i > e 2 . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k Ф / f a ) m é r h e t ő s é g e é s a 

v ( M ) S ( Фlfa)dr\ 

e g y e n l ő t l e n s é g . A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

L e g y e n 0 < e < — t e t s z é s s z e r i n t i s z á m . J e l e n t s e i j f ' f i f m a z t a z ^ h o s s z ú s á g ú 

£ • Î £ • / 

s z a k a s z t , a m e l y n e k e g y i k v é g p o n t j á n a k k o o r d i n á t á i x = — = és a m e l y 

a z x 
E-K ( Г2Т1 

t e n g e l l y e l — л n a g y s á g ú s z ö g e t a l k o t k = 1, 2 , . . . , I — I + 1 ; 

rn - + 1. + 2 , ...J. R e n d e z z ü k e z e k e t a s z a k a s z o k a t k ö z ö n s é g e s L(£,D> = {/„} 

s o r o z a t b a o l y m ó d o n , h o g y r<s e s e t é n | / r | = | / s | l e g y e n ( | / | a z / s z a k a s z 

h o s s z ú s á g a ) . 

L e g y e n C c J r e k t i f i k á l h a t ó e g y s z e r ű ív v a g y t o p o l o g i k u s k ö r é s r / > 0 t e t s z é s 
s z e r i n t i s z á m . L e g y e n {J* 0 ' * 0 } a J t a r t o m á n y b a n f e k v ő s z a k a s z o k s o r o z a t a , a m e l y e t 
a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i n i á l u n k . 

d 
J e l e n t s e I * a z o n — - n é l n e m h o s s z a b b I c J s z a k a s z o k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k -

n e k v é g p o n t j a i C - n f e k s z e n e k é s a m e l y e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó o l y a n I k j d Z ( £ ' d ) 

s z a k a s z , h o g y <5(/, / k f ) - = e . | / t / | , a h o l Ô(A, В) a Hausdorff-féle t á v o l s á g ( l á s d I . 

f e j . 4 . §). J e l ö l j ü k t o v á b b á Id Ê * e s e t é n C r v e l а С í v n e k a z I h ú r á l t a l m e g h a t á r o -

z o t t s z a k a s z á t . V á l a s s z u k 7 { c , d ) g y a n á n t a z t a z Id E* s z a k a s z t , a m e l y n e k m i n i m á l i s 

i n d e x ű I k ] f e l e l m e g . T e g y ü k f e l , h o g y a z l [ c , i ) , . . . , I k
c , f > s z a k a s z o k a t m á r m e g -

s z e r k e s z t e t t ü k . T e k i n t s ü k m i n d a z o k a t a z Id 2 * s z a k a s z o k a t , a m e l y e k r e Ct n e m 

k- 1 
m e t s z i a 2 С ( C h a l m a z t . V á l a s s z u k k i k ö z ü l ü k a z t a z I s z a k a s z t , a m e l y n e k 

i = I ' ' ' 

m i n i m á l i s i n d e x ű Ik[ f e l e l m e g és e z t v e g y ü k ljf,d)-nek. 

51. SEGÉDTÉTEL. Legyen a CcJ rektifikálható ív hosszúsága S és d> 0 olyan 
szám, hogy bármely C-be írt poligon hosszúsága nagyobb, mint S — E, hacsak a maxi-
mális élhosszúság d-nél kisebb. Akkor 

Z f f ' ^ S - l E . 
к 

N 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n 2 /{ c ' d> = L J v . T a l á l h a t ó o l y a n Nít h o g y Д - H E Z h o z z á -

ü l 
véve b i z o n y o s ( á l t a l á b a n n e m a z {I k

c , d ) j s o r o z a t h o z t a r t o z ó ) / $ + , , . . . , In , s z a k a -

6 III. Osztály Közleményei XIII /2 
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s z o k a t , a m e l y e k r e C - b e í r t p o l i g o n t k a p u n k . D e e b b ő l k ö v e t -
N 

k e z i k , h o g y C—2C.Cd) h o s s z ú s á g a N n ö v e k e d t é v e l e g y e - n á l n e m n a g y o b b 
k = 1 k ' 

s z á m h o z t a r t , v a g y i s 2 1 4 ( c ' d ) l — S — 2s. A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
к 

L e g y e n F с / v a l a m e l y k o n t i n u u m é s / > 0 . L e g y e n { l [ R ' d > } o l y a n s z a k a s z o k -
b ó l á l l ó s o r o z a t , a m e l y e k n e k v é g p o n t j a i F - b e n f e k s z e n e k é s a m e l y e k e t a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n d e f i n i á l u n k : j e l e n t s e X* m i n d a z o n s z a k a s z o k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k n e k v é g -
p o n t j a i F o l y a n r é s z k o n t i n u u m á h o z t a r t o z n a k , a m e l y t e l j e s e n a s z a k a s z e g y i k 
v é g p o n t j a m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l a s z a k a s z h o s s z ú s á g á v a l m i n t s u g á r r a l r a j z o l t 
z á r t k ö r l e m e z b e n f e k s z i k . M i n d e n i l y e n I s z a k a s z r a a n e k i m e g f e l e l ő k ö r t ß 7 - v e l 

f o g j u k j e l ö l n i . L e g y e n I * * a z o k n a k a X * - h o z t a r t o z ó , - - n é l k i s e b b h o s s z ú s á g ú s z a -

k a s z o k n a k a z ö s s z e s s é g e , a m e l y e k r e / £ X * * e s e t é n t a l á l h a t ó Ik[£Yf'A) s z a k a s z 

ú g y , h o g y <5(/, 4 P < £ - | / J . V á l a s s z u k l [ R ' d ) g y a n á n t a z t a X * * - b e l i s z a k a s z t , a m e l y r e 

a m e g f e l e l ő X ^ - b e l i s z a k a s z i n d e x e m i n i m á l i s . T e g y ü k f e l , h o g y a z l [ R ' d \ . . . , 
s z a k a s z o k a t m á r m e g s z e r k e s z t e t t ü k . T e k i n t s ü k a z o n X * * - b e l i s z a k a s z o k a t , 

k- 1 
a m e l y e k n e k m e g f e l e l ő k ö r ö k n e m m e t s z i k a 2 Q LM) h a l m a z t , é s v á l a s s z u k k i 

; = í ' ' 

k ö z ü l ü k a z t a s z a k a s z t , a m e l y r e a m e g f e l e l ő X ^ - b e l i s z a k a s z m i n i m á l i s i n d e x ű . 
É p p e n e z t a s z a k a s z t v e s s z ü k / { R > á L n e k . 

52. SEGÉDTÉTEL. Legyen RaJ valamely kontinuum, v(F) > A és <7 > 0 olyan, 

hogy vd(R)>A. Akkor 2l^R'd)l>4 • к 6 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n N o l y a n n a g y , h o g y к > N e s e t é n Ik
R'd) < ^ . A k k o r 

a Q (R,d) {k = 1, 2 , . . . , N ) k ö r ö k é v e l m e g e g y e z ő k ö z é p p o n t ú é s a z o k n á l h á r o m s z o r 'k 
n a g y o b b s u g a r ú k ö r l e m e z e k ö s s z e s s é g e b e f e d i F - t , e b b ő l p e d i g k ö v e t k e z i k , h o g y 

2 I t M > 4 , t e h á t m é g i n k á b b 2 > 4 • *= í о к О 

28. TÉTEL. Legyen F (fi) folytonos függvény. Legyen F(E) az E halmazon tekin-
tett F(rj) függvény grafikonja. Legyen továbbá {F„} az xyt tér xy síkra merőleges 
síkjaiból álló sorozat, nRi(D) jelentse a térbeli D halmaz Rrre való merőleges vetüle-
tét, végül {M„} legyen J-beli, egymást páronkint nem metsző Borel-halmazokból 
álló sorozat. Akkor 

W* (F) = s u p 2 m e s 2 [ > r s ( 7 ( M S ) ) ] = W(F), 
s 

ahol m e s 2 a síkbeli Lebesgue-mérték és a felső határ az összes lehetséges { F „ } és 
{M„} sorozatokra képezendő. 

BIZONYÍTÁS. 1. B e b i z o n y í t j u k , h o g y W(F) S W* (F). N y i l v á n v a l ó a n e l é g a z t 
a z e s e t e t t e k i n t e n i , a m i k o r W(F) < + » . E b b e n a z e s e t b e n a W(F) S W* ( F ) e g y e n -
l ő t l e n s é g k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a z 50 . s e g é d t é t e l b ő l . 
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2 . B e b i z o n y í t j u k , h o g y W*(F). K ü l ö n b ö z t e s s ü n k m e g k é t e s e t e t . 
a) L e g y e n W(F) < + L e g y e n £ > 0 t e t s z é s s z e r i n t i . A 1 0 . t é t e l s z e r i n t a 

t é r t é k e k n e k v a n o l y a n z á r t D h a l m a z a , h o g y t f D e s e t é n a t n í v ó b á r m e l y , t ö b b 

p o n t b ó l á l l ó k o m p o n e n s e r e k t i f i k á l h a t ó í v v a g y r e k t i f i k á l h a t ó t o p o l o g i k u s k ö r é s 

\ L(f)dt>W(F)-E, 
D 

a h o l L(t) az Et h a l m a z r e k t i f i k á l h a t ó k o m p o n e n s e i n e k ö s s z h o s s z ú s á g a . M i n d e n 

t£D é r t é k h e z t a l á l h a t ó £ j - n e k v é g e s s z á m ú r e k t i f i k á l h a t ó . . . , K f a k o m p o n e n s e 

ú g y , h o g y h a L * ( / ) - v e l j e l ö l j ü k e z e n v é g e s s z á m ú k o m p o n e n s h o s s z ú s á g á n a k a z 

ö s s z e g é t , a k k o r 

I L*(t)dt>W(F)-2e, 
D 

a h o l a z i n t e g r á l m i n t Lebesgue-íé\e k ü l s ő i n t e g r á l k é p e z e n d ő . T o v á b b á m i n d e n 

t f D é r t é k h e z t a l á l h a t ó o l y a n p , > 0 é s h o g y é s 

h a m i n d e g y i k К } ° - Ъ е b e í r u n k e g y t e t s z é s s z e r i n t i p o l i g o n t , a m e l y n e k m a x i m á l i s 
é l h o s s z ú s á g a k i s e b b , m i n t S t , a k k o r e n n e k a p o l i g o n n a k a h o s s z ú s á g a n a g y o b b , 

m i n t v ( A , ( ' ) ) - , - , a h o l P > 2 s u p | F ( » / ) | . 

Щ'Т 

T a l á l h a t ó o l y a n £ > > 0 é s 0 < < 5 < - ^ , h o g y , D0 a-val j e l ö l v e a z o n t é r t é k e k h a l -

m a z á t , a m e l y e k r e q,>q é s <5, ><5, f e n n á l l a z 

[ L* {t)dt > W(F) — 3 e 

Dp, 6 
e g y e n l ő t l e n s é g . I t t a z i n t e g r á l i s m é t k ü l s ő Lebesgue-'mtegráX. 

J e l ö l j ü k P r v e l a z Et, t£D n í v ó h a l m a z o k k o m p o n e n s e i b e n f o g l a l t a z o n e g y -

s z e r ű í v e k p o n t j a i n a k a h a l m a z á t , a m e l y e k n e k a k é t v é g p o n t j á t ö s s z e k ö t ő s z a k a s z o k 
a z I f i s z a k a s z t ó l Hausdorff-féXe é r t e l e m b e n l e g f e l j e b b £ - | / } | t á v o l s á g r a v a n -

i - l 
n a k . A Pt h a l m a z o k n y i l v á n z á r t a k . V e z e s s ü k b e a z M1=P1, Mt = P , — 2 Pk 

k = í 
j e l ö l é s t . L e g y e n a z xy s í k r a m e r ő l e g e s é s a z / , s z a k a s s z a l p á r h u z a m o s s í k . A k k o r 
a z 5 1 . s e g é d t é t e l s z e r i n t t£Dc> a e s e t é n 

2 m e s Л п М П М П ^ Ь Н О - Щ 
i J 

é s í g y 

2 ) mes! [ t iR í(E, П Mj)]dt > W(F) - 4e 

( a h o l a z i n t e g r á l o n k ü l s ő Lebesgue-'mtegxáX é r t e n d ő ) . 

A nR.{F(Mj)) h a l m a z o k t é r b e l i Borel-halmazok v e t ü l e t e i , t e h á t s í k b e l i T - h a l -
m a z o k , v a g y i s Lebesgue s z e r i n t m é r h e t ő k , é s Fubini t é t e l e a l a p j á n f e n n á l l 

2 ' m e s 2 [ я й , ( Р ( Л / , ) ) ] > W{F) - 4 e , 
i 

m i n t h o g y p e d i g e t e t s z é s s z e r i n t i , 2 m e s 2 ( P ( 4 / , ) ) ] ^ W(F). 

6« 
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b) L e g y e n 1 K ( £ ) = ° ° . A d j u n k m e g b á r m i l y e n N s z á m o t . A k k o r t a l á l h a t ó 

o l y a n n t e r m é s z e t e s s z á m , p o z i t í v d s z á m é s a t é r t é k e k o l y a n T* h a l m a z a , h o g y 

t£T* e s e t é n m i n d e g y i k £ ( - b e n t a l á l h a t ó l(t)^n s z á m ú Kx,...,Kl{t) k o m p o n e n s , 

a m e l y e k r e 

с 1(0 

I v*á(t)dt>N, a h o l v î ( 0 = 2 vd(Kd 
T* 

é s a z i n t e g r á l m i n t Lebesgue-íéie k ü l s ő i n t e g r á l k é p e z e n d ő . 

L e g y e n / , £ £ ( < ! , ' l ) . M i n d e n t - r e t e k i n t s ü k m i n d a z o k a t a z / s z a k a s z o k a t , a m e l y e k r e 

<5(7, / ; ) < £ . | / ; | é s I v é g p o n t j a i £ t - n e k é s a z / e g y i k v é g p o n t j a m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l 

) / | s u g á r r a l r a j z o l t Q\ k ö r n e k m e t s z é s i k o m p o n e n s é h e z t a r t o z n a k . L e g y e n Pt = 

~ 2 Q'iF Et, a h o l a z ö s s z e g e z é s a d o t t t m e l l e t t m i n d e n l e h e t s é g e s Q'rre, t o v á b b á 

m i n d e n l e h e t s é g e s t é r t é k r e t ö r t é n i k . A £ , h a l m a z o k n y i l v á n z á r t a k . 
i - l 

V e z e s s ü k b e a z M x — P x , M x = — 2 F k j e l ö l é s e k e t . A z 5 2 . s e g é d t é t e l é r t e l -
k= 1 

m é b e n 

f N 
2 I m e s ! Я К ( ( £ ( П Л / ( ) Л > - 7 ^ , 
i f* 

a h o n n a n Fubini t é t e l e a l a p j á n ( é s m e g j e g y e z v e , h o g y а л К ( ( £ ( Л / , ) ) h a l m a z o k , é p p -
ú g y m i n t a z a) p o n t b a n , m é r h e t ő k ) k a p j u k : 

N 

2 m e s 2 [ л к , . ( £ ( Л / , ' ) ) ] > ^ ' 

é s m i n t h o g y N t e t s z é s s z e r i n t i , 

IV* (£) = - , 

A t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 

1. m e g j e g y z é s . A 2 8 . t é t e l a W(F) síkbeli variáció új, a korábbival ekvivalens 
definícióját adja vetületek segítségével. A tétel megfogalmazásában fel lehetne tenni, 
hogy az Ms halmazok nem Borel-félék, hanem zártak. 

V a l ó b a n , a 

W ( F ) ^ 2 m e s 2 [ л л > . ( £ ( М , ) ) ] 
s= 1 

e g y e n l ő t l e n s é g é r v é n y e s l é v é n t e t s z é s s z e r i n t i Ms Borel-halmazokra, a n n á l i n k á b b 
i g a z z á r t h a l m a z o k r a . 

B i z o n y í t s u k b e a f o r d í t o t t e g y e n l ő t l e n s é g e t . E n n e k é r d e k é b e n m e g j e g y e z z ü k , 
h o g y a z o k a z Ms h a l m a z o k , a m e l y e k e t a t é t e l 2 . p o n t j á n a k b i z o n y í t á s a s o r á n s z e r -
k e s z t e t t ü n k m e g , k é t - k é t z á r t h a l m a z k ü l ö n b s é g e k é n t á l l t a k e l ő , t e h á t Fa t í p u s ú a k . 
L e g y e n Ms = 2 R

S , „, a h o l £ s > „ z á r t h a l m a z o k , é s l e g y e n 

к 
Ms.k= 2 Fs.n• 
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A z Rs k = Rs j e l ö l é s s e l k a p j u k : 

H m 2 m e s 2 J ) ] = 2 m e s 2 [ я к Д / Ш 5 ) ) ] , 
к s s 

a m i b ő l á l l í t á s u n k k ö v e t k e z i k . 

2 . m e g j e g y z é s . A 2 8 . tételben az {Ms} halmazrendszerek és az [Rf síkrend-
szerek egyaránt lehetnek végesek vagy megszámlálhatók. 

A z ú j d e f i n í c i ó s e g í t s é g é v e l b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó f é l i g 
a d d i t í v . 

A t o v á b b i a k b a n a l k a l m a s a b b l e s z s z á m u n k r a , h a e n n e k a t é t e l n e k e g y k i s s é 
m á s a l a k j á t h a s z n á l j u k . V e z e s s ü k b e a k ö v e t k e z ő d e f i n í c i ó t . 

2 2 . d e f i n í c i ó . L e g y e n F(rj) a z xy s í k o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y é s l e g y e n R az 
xyt t é r b e n a z xy s í k b e g y e n e s é t é s a t t e n g e l y t t a r t a l m a z ó s í k . 

L e g y e n M v a l a m e l y h a l m a z a z xy s í k b a n . 
J e l e n t s e Ф к ( £ , M, l0, t0) a z F(x,y) f ü g g v é n y g r a f i k o n j a a z o n p o n t j a i n a k a 

s z á m á t , a m e l y e k M f ö l ö t t f e k s z e n e k é s a m e l y e k n e k R-re v a l ó m e r ő l e g e s v e t ü l e t e 
a z ( / 0 , t0) p o n t . N é h a r ö v i d s é g k e d v é é r t а ФК(Е, M , l 0 , t0) j e l ö l é s b e n a z F b e t ű t 
e l f o g j u k h a g y n i . 

29. TÉTEL. Legyen F(x, y) az xy sík egységnégyzetén értelmezett folytonos 
függvény. Legyen Rít ..., R„, ... tetszés szerinti, az xy síkra merőleges síkokból 
álló rendszer az xyt térben, Mv, ..., M„, ... pedig az xy sík tetszés szerinti, egymást 
páronkint nem metsző Borel-halmazaiból álló rendszer. Akkor 

W(F) = s u p 2 í | Ф я „ ( и Mn, l, t)dldt, 

ahol a felső határ az összes lehetséges {R„\ és {Mn} rendszerekre képezendő. 

E z a t é t e l a z 5 0 . s e g é d t é t e l é s a 2 8 . t é t e l k ö z v e t l e n k ö v e t k e z m é n y e . A 2 9 . t é t e l r e 
i s é r v é n y e s a z 1. é s a 2 . m e g j e g y z é s . 

53. SEGÉDTÉTEL. Legyenek y(x) és ф (X) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos, 
korlátos variációjú függvények. Legyen továbbá P zárt halmaz. Jelölje Ey(f P) az 
f függvénynek a P halmazon felvett értékkészletét, és Фf.H(y) az у változónak azt 
a függvényét, amely mindegyik y0 pontban egyenlő az y0 pont P-ben fekvő inverz 
képeinek számával, ha az f függvény segítségével leképezzük az x tengelyt az у ten-
gelyre. Akkor 

-foo +O0 +00 

J ф q ^ , p ( y ) d y ^ \®rp,p(y)dy+ I Ф^p(y)dy. 

Ha <p is, ф is egyrétü függvény, akkor 

m e s £ ) ] + m e s ^ F j , ( i / o F ) ] ^ mes^E^cp+ ф, F ) ] , 

ahol mes, a Lebesgue-mérték. Könnyen belátható, hogy az Ey(cp), Еу(ф), Еу(ср + ф) 
függvények a segédtétel feltevései mellett mérhetők. 
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BIZONYÍTÁS. L e g y e n a z f { x ) f o l y t o n o s f ü g g v é n y k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú , V ( f ) < + «>. 
A k k o r , m i n t i s m e r e t e s ( l á s d p l . a 17. t é t e l t ) , 

+00 

V{f)= |ф f,Ay)dy, 

a h o l M a z / f ü g g v é n y é r t e l m e z é s i i n t e r v a l l u m a . 
L e g y e n cp(x) é s ф(х) k é t k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú , f o l y t o n o s f ü g g v é n y : 

V(<p) = A, У(ф) = В, V(<p + p) = С ^ A+B. 

L e g y e n P v a l a m e l y z á r t h a l m a z . A P - v e l h a t á r o s i n t e r v a l l u m o k l e g y e n e k fi, . . . , I n , . . . , 
v é g p o n t j a i k cijßj, ...,<x„ßn, . . . . H e l y e t t e s í t s ü k a q>, ф f ü g g v é n y e k e t a z o k k a l a cp*, 
ф* f ü g g v é n y e k k e l , a m e l y e k r e cp*=cp, ф* =ф a P h a l m a z p o n t j a i b a n és a m e l y e k 
a z fi ( s = l , 2 , . . . ) i n t e r v a l l u m o k o n l i n e á r i s a k . N y i l v á n v a l ó , h o g y 

V(cp*) = A*^A = V(<p), У(ф*) = В*^В=У(ф). 

Az e l ő b b i m e g j e g y z é s a l a p j á n 

+00 +« . 

J «V.mO>)dy = A*, j Ф ^ M { y ) d y = B * . 

T o v á b b á 

I ®r*,M(y)dy= 2 \<p("k)-<p(ßk)\+ I %.,P(y)dy k 

é s 

S %.,M(y)dy= 2 S %.,p(y)dy. 
— 00 к —oo 

V á l a s s z u k a z N s z á m o t o l y a n n a g y n a k , h o g y 

i \ < p f i k ) - c p { ß k ) \ < 4 , 2 
K=N Z K=N Z 

a h o l £ > 0 v a l a m i l y e n r ö g z í t e t t s z á m . T e k i n t s ü k a z ÁZ-ből a z fi, ..., IN s z o m s z é d o s 
i n t e r v a l l u m o k e l h a g y á s a ú t j á n k e l e t k e z ő P% h a l m a z t . А P$ h a l m a z A - f 1 s z á m ú 
Pj,...,PN + l s z a k a s z b ó l á l l . É r v é n y e s a k ö v e t k e z ő e g y e n l ő t l e n s é g : 

УРк(ф*+фУРк(<Р*)+УРк(Ф*\ 
v a g y 

+ 00 +00 » -f-00 

I Ф q , . + ^ p k ( y ) d y ^ J Ф v . , P k ( y ) d y + J Ф * . , p k ( y ) d y . 
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£ 
2' 

D e 
+ =O +00 

J r O O ^ M j %.+*.,p'N(y)dy = 

+ + « , + . 0 

I PJy)dy^NZ I Фv,ek(y)dy + NZ \%',eSy)dy = 
к = 1 J IT = 1 J k= I J 

= Ф v,,P(yjdy + Z W4«k)-<p*(ßk)\+ %.,P(y)dy + J k=N+1 J 

+ 00 +«, 

+ 2 №*(«»)-**<Ä)lss \%-Ay)dy+-^+ Ф * - , p ( y ) d y + 

k=N+1 J Z J 

T e h á t b á r m e l y £ > 0 s z á m r a 
+ 00 00 +00 

J Ф „ . + * . , р ( y ) d y ^ J Ф ^ р С ^ ^ Т / Ф f , p ( y ) d y + e . 

A z £ > 0 s z á m , t e t s z é s s z e r i n t i l é v é n , e l h a g y h a t ó , é s f e l h a s z n á l v a , h o g y 

Ф ^ р О О ^ Ф ^ Р С т ) ; %',р(у)=Фф.р(.у)1 Р(у) = %+Ф,Р(У\ 
v é g ü l a k ö v e t k e z ó ' t k a p j u k : 

+ 00 +00 -fco 

j Ф j Фr,P(y)dy+ J Ф^P(y)dy. 

A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r p é s ф a P h a l m a z o n e g y r é t ű f ü g g v é n y , f e n n á l l 

m e s , [ E y ( p , P ) ] = j<&y,p(y)dy 

é s a i/i-re v o n a t k o z ó a n a l ó g e g y e n l ó ' s é g , e b b ó ' l p e d i g k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l m á s o -
d i k á l l í t á s a . 

30. TÉTEL (a síkbeli variáció félig additív voltáról). Legyenek p(x, у), ф(х,у) 
az egységnégyzeten értelmezett, korlátos síkbeli variációjú, folytonos függvények. 
Akkor F(x, y) = p(x, у) + ф(x, y) szintén korlátos síkbeli variációjú függvény és 
W(F) 75 W(p) + W(\p). 

BIZONYÍTÁS. K ü l ö n b ö z t e s s ü n k m e g k é t e s e t e t . 
1 W(F) < + A 2 9 . t é t e l h e z f ű z ö t t 1. é s 2 . m e g j e g y z é s é r t e l m é b e n b á r m e l y 

£ > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó k o l y a n , a z xy s í k r a m e r ő l e g e s A , , . . . , A„ s í k o k é s e g y m á s t 
p á r o n k i n t n e m m e t s z ő Dl,...,D„ z á r t h a l m a z o k , h o g y 

2 J | ф р „ ( С , D„, l, t)dldt > W(F) — e. 
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L e g y e n Rs e s í k o k k ö z ü l b á r m e l y i k , / a z Rs s í k é s a z xy s í k m e t s z é s v o n a l a , 
m a z / e g y e n e s r e m e r ő l e g e s e g y e n e s a z xy s í k b a n é s t a z xy s í k r a m e r ő l e g e s , Rs-
b e n f e k v ő e g y e n e s . M i n t h o g y a z y = f i x ) e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y r e t e l j e s ü l 

V ( f ) = \<S>f(y)dy, 

a q>, ф f ü g g v é n y e k s í k b e l i v a r i á c i ó j á n a k k o r l á t o s s á g a m i a t t é s t e k i n t e t b e v é v e a 
17 . é s 2 9 . t é t e l t , t o v á b b á Fubini t é t e l é t , a z t k a p j u k , h o g y m a j d n e m m i n d e n / 0 - r a 
cp(l0,m) é s I l / ( l 0 ,m) m i n t a z e g y e t l e n m v á l t o z ó f ü g g v é n y e i k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú a k , 
é s í g y a z 5 3 . s e g é d t é t e l a l a p j á n 

+ 00 +O0 

I 1>(F, Ds, l0, t)dtS J Ф(q>, Ds, l0, t)dt+ j Ф(ф, D„ l0, t)dt. 

D e m i n d h á r o m i n t e g r á l a n d ó f ü g g v é n y С Л - m é r h e t ő ( s ő t , Borel-mérhető) é s n e m -
n e g a t í v . M i n d e g y i k ü k r e a l k a l m a z h a t ó Fubini t é t e l e , e n n é l f o g v a 

\\<S>(F,Ds,l,t)dtdl^ 
Rs 

S J J ® ( ç > , Ds, l, t)dt dl+$jфW, Ds, l, t)dt dlá W(cp, Ds) + WW, Df 
Rs Rs 

A z u t o l s ó e g y e n l ő t l e n s é g f e n n á l l á s a a z 5 3 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . 
A k a p o t t W(F, Ds) S W(<p, Ds) + WW, Ds) e g y e n l ő t l e n s é g e k e t m i n d e n .s-re 

ö s s z e g e z v e n y e r j ü k , h o g y 

W(F)-<e + 2 I I Ф(и Ds, l, t)dldt S 
S=1 Rs 

t s 2 W(<p, Ds) + 2 WW, Ds) + ES W(<p) + WW)+s-
s s 

M i n t h o g y a z e > 0 s z á m t e t s z é s s z e r i n t i l e h e t , e b b ő l k ö v e t k e z i k a b i z o n y í t a n d ó 
W(F) ^ W(q>) + WW) e g y e n l ő t l e n s é g . 

2 ° . W(F) — ca. E k k o r b á r m e l y A - h e z t a l á l h a t ó k o l y a n R1,...,R„ s í k o k é s 
Dx, ..., Dn z á r t h a l m a z o k , h o g y 

2 J ' j < b R l { F , Ds, /, t)dldt>N. 

D e a k o r á b b i a k s z e r i n t 

J f Фя/F, Ds, l, t)dldt S f f Ф к > , Ds, I, t)dl dt+ I" I Фяф.Ф- A , /, t)dldt, 
Rs Rs RÍ 

é s i g y , ö s s z e g e z v e e z e k e t a z e g y e n l ő t l e n s é g e k e t 5 = 1 - t ő l v = « - i g , n y e r j ü k : 

W(cp)+WW)^ 2 j f j ® * > , A. l> f)dldt+\ j<bR.W, A. l> t)dldt 
s~ V Rs Rs 

^ 2 I ) 4 j F , Ds,l, t)dldt^N. 
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M i n t h o g y N t e t s z é s s z e r i n t i , a f e l t e v é s s e l e l l e n t é t b e n a z a d ó d i k , h o g y W(tp) + 
+ Щ ф) = oo. 

A t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
L é n y e g é b e n m á r m e g m u t a t t u k , m i l y e n k a p c s o l a t v a n a z F(r\) f o l y t o n o s f ü g g -

v é n y W(F) s í k b e l i v a r i á c i ó j á n a k é s VT(F) ТопеШ-Ше v a r i á c i ó j á n a k k o r l á t o s s á g a 
k ö z ö t t . E m l é k e z z ü n k v i s s z a , h o g y j e l ö l é s e i n k k e l 

KT(F) = J J ® J U ( P , J, I, t)dldt + J j ФКу(£, J, l, t)dldt, 
Rx Ry 

a h o l Rx é s Ry az xyt t é r b e n f e k v ő , a z xy s í k r a m e r ő l e g e s , a z x , i l l . у t e n g e l y t t a r t a l -
m a z ó s í k o k . E z é r t а 2 9 . tételből következik а VT(F) s. 2 W(F) egyenlőtlenség. K i 
l e h e t n e m u t a t n i , h o g y érvényes egy fordított irányú becslés is, n e v e z e t e s e n bármely 
folytonos függvényre VT(F) S W(lj. M i n t h o g y e z t a z e g y e n l ő t l e n s é g e t a t o v á b b i a k b a n 
s e h o l s e m f o g j u k f e l h a s z n á l n i , b i z o n y í t á s á t n e m i s m e r t e t j ü k . * 

F o g l a l j u k ö s s z e a z e p a r a g r a f u s b a n n y e r t e r e d m é n y e k e t . 
E l ő s z ö r i s új eljárást adtunk a síkbeli variáció megszerkesztésére. A b i z o n y í t á s o k a t 

m i n d v é g i g a r r a a z e s e t r e v é g e z t ü k , a m i k o r a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a s í k . E z a z 
e l j á r á s n y i l v á n v a l ó m ó d o n á t v i h e t ő a r r a a z e s e t r e , a m i k o r J g ö m b f e l ü l e t . I l y e n k o r 
a z Rs s í k o k s z e r e p é t a J k ö z é p p o n t j á n á t m e n ő s í k o k j á t s s z á k , a v e t í t é s p e d i g a z Rs 

s í k r a m e r ő l e g e s f ő k ö r í v m e n t é n t ö r t é n i k . A m e g f e l e l ő b i z o n y í t á s o k a t e l h a g y j u k . 

M á s o d s z o r bebizonyítottuk a síkbeli variáció félig-additivitását, a m i t e l j e s a n a -
l ó g i á b a n v a n a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k v a r i á c i ó j á n a k f é l i g - a d d i t i v i t á s á v a l . E z a 
t u l a j d o n s á g s z i n t é n á t v i h e t ő a r r a a z e s e t r e , a m i k o r a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y g ö m b -
f e l ü l e t ; e n n e k b i z o n y í t á s á t s z i n t é n n e m r é s z l e t e z z ü k . 

3. §. A korlátos síkbeli variációjú függvények approximativ 
differenciálhatósága. Abszolút folytonos függvények 

A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n a v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g a m a g a u t á n v o n j a 
a f ü g g v é n y d e r i v á l t j á n a k m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é t . K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k -
n é l a s í k b e l i v a r i á c i ó s k o r l á t o s s á g a e g y m a g á b a n n e m e l e g e n d ő a t e l j e s d i f f e r e n c i á l 
m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é h e z . ( A k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s b a n m e g f o g o m 
m u t a t n i , h o g y a s í k b e l i é s a l i n e á r i s v a r i á c i ó e g y i d e j ű k o r l á t o s s á g a m á r e l e g e n d ő . ) 
A s í k b e l i v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á b ó l m é g i s k ö v e t k e z i k a z a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n -
c i á l m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s e ( a z a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l d e f i n í c i ó j á t 
l á s d p l . a [6] m u n k á b a n ) . E z t k ö z v e t l e n ü l i s b e l e h e t n e b i z o n y í t a n i , e g y s z e r ű b b 
a z o n b a n a r r a a k é s z t é t e l r e h i v a t k o z n i , a m e l y s z e r i n t k o r l á t o s Tonelli-féle v a r i á c i ó v a l 
r e n d e l k e z ő f ü g g v é n y n e k m a j d n e m m i n d e n ü t t v a n a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a . 
A z e l ő z ő p a r a g r a f u s b a n m e g m u t a t t u k , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á b ó l 
k ö v e t k e z i k a Tonelli-féle v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g a . E z e k s z e r i n t i g a z a z a l á b b i t é t e l . 

31. TÉTEL. Korlátos síkbeli variációjú, folytonos függvénynek (a síkbeli Lebesgue-
mértékre nézve) majdnem mindenütt létezik approximativ teljes differenciálja. 

* Azt, hogy VT(F) és ÍV( F) egyszerre véges, A szerzőtől függetlenül GEHÉR ISTVÁN is felis-
merte és bebizonyította (Egy integráltranszformációról, I. M agy. Mat. Kongr. Közi. (1950), 507 — 518). 
(.Szerk.). 
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M o s t b e v e z e t j ü k a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k abszolút folytonosságának f o g a l m á t . 

2 3 . d e f i n í c i ó . A J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t , k o r l á t o s s í k b e l i v a r i á c i ó j ú , 
f o l y t o n o s F ( f i f ü g g v é n y t abszolút folytonosnak mondjuk, ha e függvény síkbeli 
variációja halmazfüggvényként tekintve abszolút folytonos, vagyis ha bármely e > 0 
számhoz található olyan ó > 0 szám, hogy amennyiben az E ez J Borel-halmaz síkbeli 
mértéke nem nagyobb ö-nál, az F(fi függvény síkbeli variációja az E halmazon leg-
feljebb e. 

K i m u t a t t u k , h o g y a k o r l á t o s s í k b e l i v a r i á c i ó j ú f ü g g v é n y e k n e k m a j d n e m m i n -
d e n ü t t v a n a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l j u k . E l ó ' f o r d u l h a t , h o g y a z a p p r o x i m a t i v 
g r a d i e n s a b s z o l ú t é r t é k é n e k s í k b e l i i n t e g r á l j a k i s e b b , m i n t a s í k b e l i v a r i á c i ó . P é l d a 
e r r e a z E(x, y) — E(x) h e n g e r f ü g g v é n y , a h o l E(x) f o l y t o n o s s z i n g u l á r i s f ü g g v é n y . 
A b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k n é l a z o n b a n a z a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s a b s z o l ú t 
é r t é k é n e k s í k b e l i i n t e g r á l j a e g y e n l ő a s í k b e l i v a r i á c i ó v a l , h a s o n l ó a n a h h o z , a h o g y 
a z e g y v á l t o z ó s a b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k v a r i á c i ó j a e g y e n l ő a d e r i v á l t a b s z o l ú t 
é r t é k é n e k i n t e g r á l j á v a l . Á t t é r ü n k e n n e k a b e b i z o n y í t á s á r a . 

54. SEGÉDTÉTEL. Legyen F (fi) az egységnégyzeten értelmezett folytonos függ-
vény. Az F(rf) függvény approximativ gradiense abszolút értékének síkbeli Lebesgue-
integrálja azon a halmazon, ahol ez a gradiens létezik, nem haladja meg F ( f i síkbeli 
variációját. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n E a z o n p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n a z F(rj) f ü g g v é n y 
a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a l é t e z i k . O s s z u k fe l a z E h a l m a z t E(<x, ß, m, n) 
h a l m a z o k r a o l y m ó d o n , h o g y á l l j o n a z E(ct, ß, m, n) h a l m a z E m i n d a z o n p o n t j a i -
b ó l , a m e l y e k b e n a z a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s n a g y o b b , m i n t m, d e n e m n a g y o b b , 
m i n t n é s e g r a d i e n s i r á n y á n a k a z x t e n g e l l y e l b e z á r t s z ö g e n a g y o b b , m i n t a , d e 
n e m n a g y o b b , m i n t ß. Az E h a l m a z és a z E(oc, ß, m, n) h a l m a z o k Borel-mérhetők. 
T e k i n t s ü k F ( p ) a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s e a b s z o l ú t é r t é k é n e k i n t e g r á l j á t v a l a m e l y 
E(oc, ß, m, n) B o r e l - h a l m a z o n és F(rj) s í k b e l i v a r i á c i ó j á t u g y a n e z e n a h a l m a z o n . 
F e l f o g j u k t e n n i , h o g y a ß — a s z ö g és a z n—m k ü l ö n b s é g e l é g k i c s i . L e g y e n a z a é s 
а ß i r á n y á l t a l b e z á r t s z ö g f e l e z ő j é n e k i r á n y a y . I s m e r t t é t e l s z e r i n t ( l á s d p l . [6]) 
a z o n p o n t o k E*(a, ß, m, n)ezE(a, ß, m, ri) h a l m a z a , a m e l y e k b e n a z F(r\) f ü g g v é n y -
n e k v a n a y i r á n y m e n t é n a p p r o x i m a t i v d e r i v á l t j a ( e g y é b k é n t e n n e k é r t é k e Fx c o s y + 
+ Fy s i n y, a h o l Fx é s Fy a z a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s k é t k o m p o n e n s e ) , u g y a n a k k o r a 
m é r t é k k e l r e n d e l k e z i k , m i n t E(a, ß, m, ri). A z o n k í v ü l a z E*(tx, ß, m, n) h a l m a z 
Borel-mérhető. V e z e s s ü n k b e a z xy s í k o n ú j , / у d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t á k a t . J e l ö l j e 
E,0 a z / у s í k l = l0 e g y e n e s é n e k a z E*(a, ß, m, n) h a l m a z z a l k ö z ö s r é s z é t . T e k i n t s ü k 
t o v á b b á e z e n a z e g y e n e s e n a z F(rj) = F(l0, y) f ü g g v é n y t m i n t e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y t 
é s é r t e l m e z z ü k a z / у s í k / = / 0 e g y e n e s é n а Ф F ( l 0 , t ) „ m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y t " ú g y , 
h o g y (&F(l0,t) m i n d e n t h e l y e n e g y e n l ő a z o n p o n t o k s z á m á v a l , a h o l F(l0, y ) = t. 
A z t á l l í t o m , h o g y a z It s í k b á r m e l y l = / 0 e g y e n e s e m e n t é n a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y 
i n t e g r á l j a n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t m-mcslElo. E n n e k a b i z o n y í t á s a t e l j e s e n 
a n a l ó g a n n a k a z i s m e r t t é t e l n e k a b i z o n y í t á s á v a l ( l á s d p l . [6]), a m e l y s z e r i n t a m u l t i p -
l i c i t á s f ü g g v é n y i n t e g r á l j a n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t a d e r i v á l t a b s z o l ú t é r t é k é n e k 
i n t e g r á l j a . T o v á b b á , Fubini t é t e l é t a l k a l m a z v a a z xy s í k E*(a, ß, m, n) h a l m a z á r a 
é s a z It s í k b a n e h a l m a z r a v o n a t k o z ó m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y r e , a z t k a p j u k , h o g y 
a z e m l í t e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y s í k b e l i i n t e g r á l j a n e m k i s e b b , m i n t 
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m-mes2 Е*(<х, ß,m,n). T e k i n t s ü k m o s t a z F(p) f ü g g v é n y s í k b e l i v a r i á c i ó j á t a z 
E*(a, ß,m,n) h a l m a z o n . A z 5 0 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n F(p) s í k b e l i v a r i á c i ó j a a z 
E*(oc, ß,m,n) h a l m a z o n n e m k i s e b b , m i n t a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y i n t e g r á l j a . 
T o v á b b á ö s s z e g e z v e m i n d e n E*(c(,ß,m,n) h a l m a z r a ( a v a r i á c i ó t e l j e s e n a d d i t í v 
h a l m a z f ü g g v é n y ) é s t e k i n t e t b e v é v e , h o g y [a — ß\ é s \m—n\ t e t s z é s s z e r i n t i k i c s i , 
k a p j u k a s e g é d t é t e l á l l í t á s á t . 

55. SEGÉDTÉTEL. Legyen y—f(x) az (a, b] szakaszon abszolút folytonos, egy-
változós függvény. Legyen M az [a, tí\ szakaszon fekvő Borel-halmaz és Фд P(y) a P 
halmazon tekintett f(x) függvény multiplicitásfüggvénye. Akkor 

I Фf,MÍy)dy= I \f'ap(x)\dx, 
M 

ahol f'ap az approximativ derivált. 

BIZONYÍTÁS. 1°. L e g y e n M z á r t h a l m a z . J e l ö l j e f M ( x ) a z t a f ü g g v é n y t , a m e l y 
a z M h a l m a z o n / ( x ) - s z e l e g y e n l ő é s a k ö z b e n s ő i n t e r v a l l u m o k o n l i n e á r i s . A z f M ( x ) 
f ü g g v é n y a b s z o l ú t f o l y t o n o s é s e z é r t t e l j e s ü l r á a z 

+ « ь 

J ®fM,U,n(y)dy= \ \ff(x)\dx 
— » a 

e g y e n l ő s é g . D e 

+ 00 -foo -foo 

J Ф f M , t ° M ( y ) d y = \ <&fM,M(y)dy + Z \ Ф f M . ! Á y ) d y , 

a h o l { / , } a z M h a l m a z z a l s z o m s z é d o s i n t e r v a l l u m o k s o r o z a t a . M á s r é s z t 

ь 
f \fM(x)\dx= )' \f'M(x)\dx + 2 í \Mx)\dx, 

à M ' It 

é s m i n t h o g y m i n d e n / - r e 

) ®fM,i,(.y)dy= I \ff(x)\dx 
h 

é s f'M=f'ap m a j d n e m m i n d e n ü t t , a z t k a p j u k , h o g y 

i ®fm,m(y)dy= J <$>LM(y)dy= I \ fap(x)\dx. 
-00 -=» M 

2 ° . L e g y e n M t e t s z é s s z e r i n t i Borel-halmaz. L e g y e n e > 0 t e t s z é s s z e r i n t i . 
A d j u n k m e g e g y o l y a n ő > - 0 s z á m o t , h o g y h a a z e g y m á s t n e m m e t s z ő i n t e r v a l l u -
m o k b ó l á l l ó { / , } r e n d s z e r r e 2 l ü l < 3 , a k k o r a z / f ü g g v é n y n e k a z fi i n t e r v a l l u m o k o n 

i 
v e t t v a r i á c i ó i n a k ö s s z e g e l e g f e l j e b b e. V á l a s s z u n k o l y a n Pc. M z á r t h a l m a z t , a m e l y r e 
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m e s j ( M - P ) ^ ö . A k k o r 

J Ф / . м - р О О Ф ^ е 

é s 

j | / á p ( x ) | í / x < E , 
м-р 

a m i b ő l k ö v e t k e z i k a z á l l í t á s h e l y e s s é g e a 2 ° e s e t b e n . 

56. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(x, у) a 23. definícióban megadott értelemben abszolút 
folytonos függvény a J tartományon. Akkor F(x, y0) mint az egyetlen x változó függ-
vénye majdnem minden y0-ra abszolút folytonos. 

BIZONYÍTÁS. T e g y ü k f e l , h o g y a z y0 é r t é k e k n e k e g y p o z i t í v k ü l s ő m é r t é k ű 
Y h a l m a z á r a F(x, y) a z x v á l t o z ó n a k n e m a b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y e . A k k o r 
t a l á l h a t ó o l y a n £ 0 = - 0 s z á m é s p o z i t í v k ü l s ő m é r t é k ű Yk a 7 h a l m a z , h o g y b á r m e k k o r a 
l e g y e n is a ö > 0 s z á m , m i n d e n y0 f 7 , é r t é k h e z v a n e g y m á s t á t n e m f e d ő s z a k a s z o k b ó l 
á l l ó b's J } v é g e s s o r o z a t , a m e l y r e 

2 \akyo> b»,y0|<<5 
i 

é s 

i 

L e g y e n £ j = m e s 1 ( 7 1 ) - e 0 é s v á l a s s z u n k o l y a n ó i s z á m o t , h o g y b á r m e l y , ű j - n é l 

k i s e b b s í k b e l i m é r t é k k e l r e n d e l k e z ő s í k b e l i M Borel-halmazra W(F, M ) < . 

M i n d e n y0 Ç 7 j p o n t h o z t a l á l h a t ó a z y t e n g e l y n e k t e t s z ő l e g e s e n k i s h o s s z ú s á g ú 
A},0 n y í l t i n t e r v a l l u m a ú g y , h o g y b á r m e l y j 1 E A y o p o n t r a 

2 \F(b'ô.yo, yt)- F(dö.yo, . 

E z e k a A i n t e r v a l l u m o k a z Yx h a l m a z t a Vitali-féle é r t e l e m b e n b e f e d i k . Vitali t é t e l e 
a l a p j á n v á l a s s z u n k k i k ö z ü l ü k e g y e g y m á s t n e m m e t s z ő é s e g y ü t t v é v e m a j d n e m a z 
e g é s z 7 , h a l m a z t b e f e d ő m e g s z á m l á l h a t ó s o r o z a t o t . E s o r o z a t m i n d e g y i k A = A y o 

i n t e r v a l l u m á h o z k é p e z z ü k a z o n ( x , y) p o n t o k Gt h a l m a z á t , a m e l y e k r e 

x Ç 2 [ a ô , уо ' b'ö. } J é s у 6 A v o . M i n d e g y i k i l y e n h a l m a z n y í l t é s m é r t é k e l e g f e l j e b b 
i 

ú - m e s j A y o . A G, h a l m a z o k p á r o n k i n t n e m m e t s z i k e g y m á s t é s a G= 2 G, h a l m a z 
i 

s í k b e l i m é r t é k e l e g f e l j e b b <5. L e g y e n ô -<<5,. A z 54 . s e g é d t é t e l s z e r i n t 

W(F, ( j Ф R y (F , G, x , t)dxdt^e0 m e S i ( 7 2 ) , 
Ry 

a h o l Ry a z yt s í k . E l l e n t m o n d á s r a j u t o t t u n k . 

32. TÉTEL. Legyen F(x, y) folytonos függvény a J tartományon. Legyen F(x, y) 
abszolút folytonos a 23. definícióban megadott értelemben. Akkor F(x, y) approxima-
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tív gradiense abszolút értékének az integrálja azon pontok halmazán, ahol az approxi-
mativ gradiens létezik, egyenlő az F(x,y) függvény síkbeli variációjával. 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n e > 0 t e t s z é s s z e r i n t i . A 2 9 . t é t e l é r t e l m é b e n t a l á l h a t ó 
e g y m á s t n e m m e t s z ő ' Borel-halmazokból á l l ó {M„} s o r o z a t é s a z xyt t é r b e n f e k v ő , 
a z xy s í k r a m e r ő l e g e s s í k o k b ó l á l l ó {R„} s o r o z a t ú g y , h o g y 

2 f I Ms, 1, t)dldt > W(F) — s. 
s Rs 

L e g y e n ls az Rs s í k é s a z xy s í k m e t s z é s v o n a l a é s ms a r á m e r ő l e g e s e g y e n e s a z xy 
s í k b a n . A m á r i d é z e t t t é t e l é r t e l m é b e n a z o n t]£Ms p o n t o k Mf h a l m a z a , a h o l a z 

ms i r á n y s z e r i n t i a p p r o x i m a t i v d e r i v á l t l é t e z i k é s F'mt = Fx c o s у + Fy s i n у ( i t t 
a z ms i r á n y m e n t i a p p r o x i m a t i v d e r i v á l t , у azt] p o n t b e l i a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s n e k 

a z x t e n g e l l y e l b e z á r t s z ö g e é s Fx, Fy a g r a d i e n s k o m p o n e n s e i ) , P o r e / - h a l m a z é s 
s í k b e l i m é r t é k e m e g e g y e z i k Ms s í k b e l i m é r t é k é v e l . 

B e c s ü l j ü k m e g a z 

J f | g r a d 4 F(n)\dS 
M* 

s 

m e n n y i s é g e t , a h o l g r a d A F ( r j ) a z F ( j j ) f ü g g v é n y a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s é t j e l e n t i . 
M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y Mf d e f i n í c i ó j a é r t e l m é b e n Mf b á r m e l y i k t] 
p o n t j á b a n | g r a d ^ F ( i / ) | ^ | F / s ( ? j ) | . I l y m ó d o n a z alulról t ö r t é n ő b e c s l é s h e z e l é g a z 
|Fm,( í f ) | m e n n y i s é g e t m e g b e c s ü l n i . 

A z 5 5 . s e g é d t é t e l é s Fubini t é t e l e s z e r i n t 

f f Ф*.(£, M f , l, t)dldt = f \\F'ms\dxdy. 
rí M; 

M á s r é s z t 

I I Ф ( £ Ms — M f , l, t) dl dt S W(F, M s - M f ) = 0 , 

R, 
a h o n n a n 

2 f f l F j j d x d y ^ W ( F ) - e , 
s M* 

s 

é s e z z e l a t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

H a a z e g y v á l t o z ó s / ( x ) f ü g g v é n y n e k a z [a, b] s z a k a s z m i n d e g y i k p o n t j á b a n v a n 

véges d e r i v á l t j a , a k k o r / ( x ) v a r i á c i ó j a a z [a, b] s z a k a s z o n e g y e n l ő a d e r i v á l t a b s z o l ú t 
é r t é k é n e k e s z a k a s z o n v e t t i n t e g r á l j á v a l , f e l t é v e h o g y e z a z i n t e g r á l v é g e s . B e b i z o -
n y í t j u k a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó a n a l ó g t é t e l t . 

33. TÉTEL. Legyen F(x, y) a J egységnégyzeten értelmezett, annak minden 
pontjában véges parciális deriváltakkal rendelkező és totálisan differenciálható függ-
vény, és legyen a | g r a d F(x, y)\ függvény integrálható: 

I I I g r a d F(x, y)\dxdy< j 
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Akkor F(x, y) abszolút folytonos függvény és, speciálisan, 

fV(F) = f j l g r a d F(x,y)\dxdy. ' j 

BIZONYÍTÁS. H a a z e g y v á l t o z ó s f ( x ) f ü g g v é n y d e r i v á l t j a m i n d e n p o n t b a n 
l é t e z i k é s i n t e g r á l h a t ó , a k k o r f ( x ) a b s z o l ú t f o l y t o n o s . E n n é l f o g v a h a lm a z xy s í k 
t e t s z é s s z e r i n t i d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r e , a z F(l, m) f ü g g v é n y / s z e r i n t a b s z o l ú t 
f o l y t o n o s m a j d n e m m i n d e n m - r e é s v i s z o n t . 

L e g y e n m o s t {Rs} t e t s z é s s z e r i n t i , a z xyt t é r b e n f e k v ő és a z xy s í k r a m e r ő l e g e s 
s í k o k b ó l á l l ó r e n d s z e r , é s [Ms] e g y m á s t p á r o n k i n t n e m m e t s z ő BoreI-ha\mazokból 
á l l ó r e n d s z e r . L e g y e n Rs é s J m e t s z é s v o n a l a l s , é s a z xy s í k / s - r e m e r ő l e g e s e g y e n e s e 
ms. J e l e n t s e Fmfq) a z F(x, y) f ü g g v é n y ms i r á n y s z e r i n t i d e r i v á l t j á t a z ц p o n t b a n . 
A k k o r 

f J l t f J r f S S f l ' l g r a d Ffi)\dS. 
Ms M's 

M i n t h o g y F f i ) m a j d n e m m i n d e n ls = l° e g y e n e s e n a b s z o l ú t f o l y t o n o s , a z 5 5 . s e g é d -
t é t e l a l a p j á n k a p j u k : 

f f \FLsfii)\dS=\dls f \ K X n ) \ d m t = | ' d l M s , l, t)dt, 
Ms MS * Rs 

t e h á t 

f f I g r a d Ffi)\dS^ f j Mt, ls, t)dlsdt, 
M's R, 

é s í g y 

! f ) фЛа(Р, Ms, ls, t)dlsdt S J J I g r a d Ffi)\dS, 
4=1 I? n 

e b b ő l p e d i g t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a z {Rs} s í k r e n d s z e r é s a z { A í s } h a l m a z r e n d s z e r 
t e t s z é s s z e r i n t i , a 2 9 . t é t e l s e g í t s é g é v e l a d ó d i k : 

W(F)?áj [ I g r ad F(rj)\dS< + 
f 

L e g y e n e > 0 t e t s z é s s z e r i n t i é s a ö =>0 s z á m o l y a n k i c s i , h o g y h a a z M 5 o r e / - h a l m a z 
s í k b e l i m é r t é k e n e m n a g y o b b <5-nál, a k k o r 

| j I g r a d Ffi)\dS<s. 
JVf' 

L e g y e n az M a J Borel-halmaz s í k b e l i m é r t é k e h a t á r o z o t t a n k i s e b b , m i n t <5. L e d j ü k 
b e M - e t o l y a n , e g y m á s t n e m m e t s z ő A t , ..., A„, ... n é g y z e t e k m e g s z á m l á l h a t ó 
r e n d s z e r é v e l , a m e l y e k t e r ü l e t é n e k ö s s z e g e < ő . H i n d e g y i k A s n é g y z e t r e f e n n á l l 

W{F,AS)^ f f | g r a d Ffi)\dS, 
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t e h á t 

W(F, M) s 2 W(F, As) S I" f I g r a d Ffa)\dS < s , 
s SA, 

S 

v a g y i s a z F f ü g g v é n y a b s z o l ú t f o l y t o n o s . E z z e l t é t e l ü n k e t b e b i z o n y í t o t t u k . 

4 . § . Korlátos variációjú függvények teljes differenciálja 

A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n a v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á b ó l k ö v e t k e z i k , 
h o g y a d e r i v á l t e g y t e l j e s m é r t é k ű h a l m a z o n l é t e z i k é s v é g e s . E n n e k t e r m é s z e t e s 
á l t a l á n o s í t á s a k é n t a d ó d i k a z a k é r d é s , h o g y m i l y e n , a v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á h o z 
h a s o n l ó j e l l e g ű f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k t e l j e s d i f f e r e n c i á l j á -
n a k l é t e z é s é h e z . 

M e g j e g y e z z ü k , h o g y véges síkbeli variációval rendelkező Ffa) függvénynek lehet 
hogy egyetlen pontban sem létezik teljes differenciálja. 

S z i n t é n k ö n n y ű s z e r k e s z t e n i o l y a n f ü g g v é n y t , a m e l y véges lineáris variációjú 
és egy pontban sem differenciálható. 

M o s t m e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a síkbeli és a lineáris variáció egyidejű korlátos-
sága már maga után vonja a függvény teljes differenciáljának majdnem mindenütt 
való létezését. E h h e z l é n y e g e s e n f e l h a s z n á l j u k V . V . SZTYEPANOV e g y t é t e l é t ( l á s d 
[11] v a g y [6]) . 

34. TÉTEL (V. V. SZTYEPANOV). Legyen Ffa) tetszés szerinti kétváltozós függ-
vény. Akkor (a síkbeli Lebesgue-mértékre nézve) majdnem minden t] pontban, ahol 
Ffa)-nak nincs teljes differenciálja, fennáll 

l i m 
Ffa')-Ffa) 

35. TÉTEL. Legyen Ffa) az egységnégyzeten értelmezett kétváltozós folytonos 
függvény, amelynek lineáris variációja is, síkbeli variáciiója is véges. Akkor az Ffa) 
függvénynek majdnem mindenütt van teljes differenciálja (és a parciális deriváltak 
végesek). 

BIZONYÍTÁS. L e g y e n £ j a z o n p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n Ffa)-nak n i n c s 

t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a , E2 p e d i g a z o k é , a m e l y e k b e n l e g a l á b b a z e g y i k p a r c i á l i s d e r i v á l t 

v é g t e l e n n é v á l i k . T e g y ü k f e l a z á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n , h o g y a z £ j + E 2 h a l m a z s í k -

b e l i m é r t é k e p o z i t í v ( a z Ex, E2 h a l m a z o k Borel-mérhetó'k). A k k o r v a g y m e s 2 ( £ j ) > 0 

é s í g y Sztyepanov t é t e l e s z e r i n t a z Ffa) f ü g g v é n y fe lsó ' d e r i v á l t s z á m a e g y p o z i t í v 

m é r t é k ű E3 h a l m a z o n ° ° - n e l e g y e n l ő ' , v a g y m e s 2 ( É 2 ) > 0 , t e h á t a f e l s ő d e r i v á l t s z á m 
m e g i n t e g y p o z i t í v m é r t é k ű h a l m a z o n L e g y e n p é l d á u l : m e s 2 ( £ ' 1 ) = / i > 0 é s 

l e g y e n a z F f a ) f ü g g v é n y f e l s ő d e r i v á l t s z á m a m i n d e n (d E3 p o n t b a n 
A d j u n k m e g m o s t e g y t e t s z ő l e g e s e n n a g y Г > 0 s z á m o t . M i n d e n ( d E 3 p o n t n a k 

f e l e l t e s s ü n k m e g k é t £ k ö z é p p o n t ú , k o n c e n t r i k u s K f a ) , L f a ) k ö r t , a m e l y e k k ö z ü l 

a z L f a ) k ö r s u g a r a K f a ) s u g a r á n a k k é t s z e r e s e , а К fa) k ö r p e d i g o l y a n , h o g y k e r ü l e -
Ffa)-Ffa) 

t é n v a n o l y a n t] p o n t , a m e l y r e T é s \Г], £1 < 1. 
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A z £ ( £ ) k ö r ö k r e n d s z e r e b e f e d i a z e g é s z E3 h a l m a z t é s í g y a s í k r a v o n a t k o z ó 

Vitali-féle t é t e l é r t e l m é b e n k i v á l a s z t h a t ó e g y m á s t n e m m e t s z ő L(fi), ..., L(fi) 
k ö r ö k b ő l á l l ó v é g e s a r e n d s z e r ú g y , h o g y a z E3 h a l m a z n a k a a r e n d s z e r k ö r e i n e k 

e g y e s í t é s é v e l a l k o t o t t m e t s z e t e n a g y o b b m é r t é k ű l e g y e n . 

T e k i n t s ü k m o s t a z F(rf) f ü g g v é n y t a z rt s u g a r ú L ; k ö r b e n . A z F(rj) f ü g g v é n y n e k 
a K x k ö r k e r ü l e t é n e l h e l y e z k e d ő 2/, p o n t b a n f e l v e t t é r t é k e é s 7 ( > / ) - n a k a fi h e l y e n 
f e l v e t t é r t é k e k ö z ö t t a k ü l ö n b s é g l e g a l á b b T-r 

M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t l e g y e n F f i j ^ F(fi) + T-rt. A k k o r a Kt k ö r b e n 
m i n d e n o l y a n t n í v ó n a k v a n n a k p o n t j a i , a m e l y r e F ( f i ) ^ t ^ £ ( £ , ) + T-r(. J e l ö l j e 

9 I ) 1 ) a z o n , F ( f i ) é s F ( f i ) + T-rt k ö z ö t t i t n í v ó k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k r e b á r m e l y 

Á L - b e l i p o n t k o m p o n e n s e t e l j e s e n L r b e n f e k s z i k . З ! } ^ k ü l s ő m é r t é k é t j e l ö l j ü k 
v ü ü g y e l . L e g y e n 9I{ 2 ) a z o n , F ( f i ) é s F ( f i ) + T-r, k ö z ö t t i t n í v ó k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k 
m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó o l y a n ÁT ; -be l i p o n t , h o g y a z e p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s 
n e m f e k s z i k t e l j e s e n Z . , - b e n . 31) 2 ) k ü l s ő m é r t é k é t j e l ö l j ü k V ; 2 ) - v e l . 

V i z s g á l j u k a z e g y e s L ; k ö r ö k h o z z á j á r u l á s á t a z F(ij) f ü g g v é n y l i n e á r i s é s s í k b e l i 
v a r i á c i ó j á h o z . V a l a m e l y L i k ö r n e k a l i n e á r i s v a r i á c i ó h o z v a l ó h o z z á j á r u l á s a a t e l -
j e s e n L j - b e n f e k v ő n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e k r é v é n l e g a l á b b v ' / L A s í k b e l i v a r i á c i ó -
h o z a d o t t j á r u l é k v i s z o n t l e g a l á b b v\2)-rt, m e r t d-né\ n a g y o b b á t m é r ő j ű ö s s z e f ü g g ő 
h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e n e m l e h e t k i s e b b , m i n t d. 

E z e k s z e r i n t a z F(r{) f ü g g v é n y l i n e á r i s é s s í k b e l i v a r i á c i ó j á n a k V(F) + IV(F) 
n 

ö s s z e g e l e g a l á b b 2 ( v { 1 ) + v { 2 ) - r í ) . D e v ) 0 - ! - v (
;

2 ) E n n é l f o g v a 

V(F)+W(F)^ 2 T-rf. 
i= í 

F e n n á l l 
n .. 

Д ё l ö -
I n n e n 

M i n t h o g y T t e t s z é s s z e r i n t i , e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l e g a l á b b a z e g y i k v a r i á c i ó n e m 
k o r l á t o s . 

A 3 5 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

I V . f e j e z e t 

A L I N E Á R I S I N T E G R Á L 

E b b e n a f e j e z e t b e n a ponttól pontig vett integrál, a primitív függvény és a derivált 
f o g a l m á v a l a n a l ó g f o g a l m a k a t s z e r k e s z t ü n k m e g kétváltozós függvények esetére. 

S i m a u(x, y ) f ü g g v é n y t a z ux, uy p a r c i á l i s d e r i v á l t a k a d d i t í v á l l a n d ó t ó l e l t e k i n t v e 
m e g h a t á r o z n a k . A z e g y i k f ü g g v é n y a z o n b a n „fölösleges", a m i a z uxy = uyx „kap-
csolat" f e n n á l l á s á b a n f e j e z ő d i k k i ( h a u(x, j>) e l é g g é s i m a ) . M i a k é t v á l t o z ó s f ü g g -
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v é n y e k e s e t é b e n o l y a n derivált f o g a l m a t j a v a s o l u n k , amely kétváltozós számértékű 
függvény, és az elég sima függvények osztályában additív állandótól eltekintve meg-
határozza a primitív függvényt. B e v e z e t j ü k b i z o n y o s , „ponttól pontig vett" integrál 
f o g a l m á t i s , a m e l y e t a m e g s z o k o t t ö s s z e f ü g g é s e k k a p c s o l n a k a p r i m i t í v f ü g g v é n y é s a 
d e r i v á l t f o g a l m á h o z : a primitív függvény növekménye egyenlő a derivált integráljával 
(a kétszer differenciálható függvények osztályában) ; a határozatlan integrál deriváltja 
majdnem mindenütt létezik és egyenlő az integráljel alatt álló függvénnyel. V é g ü l 
a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k a n a l ó g i á j á r a s i m a f ü g g v é n y deriváltja abszolút értéké-
nek az integrálja megadja a ponttól pontig vett variációt. 

A l i n e á r i s i n t e g r á l i t t j a v a s o l t k o n s t r u k c i ó j a nem tekinthető véglegesnek. S z á m o s 
k é r d é s e g y e l ó ' r e n y i t v a m a r a d t . E z z e l k a p c s o l a t b a n , t o v á b b á h e l y h i á n y á b a n , e z t 
a f e j e z e t e t v á z l a t o s a n í r t u k m e g , r ö v i d í t v e , é s e g y e s h e l y e k e n a b i z o n y í t á s o k a t i s 
e l h a g y t u k . M i n d a z o n á l t a l , t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y n é z e t ü n k s z e r i n t i t t e d d i g f e l n e m 
f e d e z e t t k a p c s o l a t o k a t t á r u n k f e l , ú g y h a t á r o z t u n k , h o g y k i f e j t é s ü k r ó ' l n e m m o n d u n k 
l e t e l j e s e n . 

l . § . Kétváltozós függvény ponttól pontig vert integrálja 

E f e j e z e t f o l y a m á n v é g i g f e l f o g j u k t e n n i , h o g y a J é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y két-
dimenziós gömbfelület ( b á r e z a f e l t e v é s é p p e n a z e l só ' p a r a g r a f u s b a n n e m l é n y e g e s ) . 

L e g y e n f ( r j ) a J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t , n e m f e l t é t l e n ü l f o l y t o n o s , d e b á r m e l y 
r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é n i n t e g r á l h a t ó f ü g g v é n y . 

L e g y e n ç v a l a m e l y r ö g z í t e t t p o n t . É r t e l m e z z ü k az f(rj) függvény f t öl fig 
? 

vett integrálját ( j e l e : ) f(r])di]) a k ö v e t k e z ő k é p p e n : l e g y e n Q a z o n p o n t o k h a l m a z a , 
í 

a h o l f(rj)= 0 . L e g y e n e > 0 . J e l e n t s e Q £ a z £2 h a l m a z e - s u g a r ú n y í l t k ö r n y e z e t é t . 

L e g y e n a s z o k á s o s m ó d o n 

ö s s z e s l e h e t s é g e s r e k t i f i k á l h a t ó e g y s z e r ű í v e k m e n t é n v e t t i n t e g r á l j a i n a k a l s ó h a t á r á t , 
a h o l az integrált az ívhosszúság szerint képezzük, de az ívnek csak az Q £ halmaz 
komplementumával alkotott metszetére terjesztjük ki. 

h a / ( / / ) £ 0 , 

h a / 0 0 < 0 , 

h a / 0 0 > 0 , 

h a / 0 ? ) S 0 . 

С 

1. J e l e n t s e (e)^ f+(rj)dr] az f+(tj) f ü g g v é n y n e k a f t ) p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő 

2 . L e g y e n ( £ ) J / - 0 0 < f y = " O O J V O O \ d r j . 

i i 

3 . L e g y e n \f±(r])dr] = \\m(e)\f±(r])dr\. 
f í 

1 IU . Osztály Közleményei XIII /2 
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4 

M i n t h o g y £ — 0 e s e t é n (s) \f±(rj)dr\ m o n o t o n v á l t o z i k , e z e k a h a t á r é r t é k e k 

4 

l é t e z n e k . 

С 4 4 
4 . L e g y e n | / ( t 7 ) < f y = + J/~(>?)<fy. 
A z í g y d e f i n i á l t i n t e g r á l t a z / ( / 7 ) függvény ç ponttól £ pontig vett lineáris integrál-

jának f o g j u k n e v e z n i . 

M e g e m l í t j ü k a z á l t a l u n k s z e r k e s z t e t t l i n e á r i s i n t e g r á l n é h á n y n y i l v á n v a l ó 

t u l a j d o n s á g á t . 

A ) B á r m e l y f ( r j ) f ü g g v é n y r e é s ç , £ p o n t o k r a 

4 4 

I / 0 7 ) ^ 7 = \ / Ш п . 
4 4 

B ) T e t s z é s s z e r i n t i К k o n s t a n s r a 

4 4 

\K-f(n)dn = K-\f(y})dn. 
4 4 

C ) H a / (17) n e m n e g a t í v f ü g g v é n y é s t e t s z é s s z e r i n t i p o n t o k , a k k o r 

42 4з 4з 
\f(n)drl + \f(n)dn^\f(n)dn. 
4i 42 4i 

D ) H a f ( r j ) é s tp(r\) k é t n e m n e g a t í v f ü g g v é n y , £ é s С p e d i g k é t t e t s z é s s z e r i n t i 
p o n t , a k k o r 

4 4 4 

J [ / ( l ) + ^ }f(.ri)d>l + j cp(q)dn. 
4 4 4 

4 

E ) H a f(r\) f o l y t o n o s f ü g g v é n y , a k k o r Ф ( £ , 0 = j f(r\) dt] a С v á l t o z ó - p á r n a k 
4 

f o l y t o n o s f ü g g v é n y e . 
F ) H a a f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k b ő l á l l ó {/„(17)} s o r o z a t e g y e n l e t e s e n t a r t /0(17)-

h o z , a k k o r a z \ fn(rj)dr\ (n = 1 , 2 , . . . ) s o r o z a t e g y e n l e t e s e n t a r t a z \ f0(ri)dif 
4 4 

é r t é k h e z . 
4 

G) J l-dt] = О-

A lineáris integrállal kapcsolatban különleges szerepe van az integrandus folytonos differenci-
álhatóságának. Abban az esetben, amikor az integráljel alatt álló f{rj) függvény folytonosan dif— 

4 
ferenciálható, az integrál definíciója a következővel helyettesíthető: az \f(rj)drj integrál egyenlő-

4" 
/(?7)-nak а I, Ç pontokat összekötő l n ívek sorozata mentén vett integráljai határértékével azon fe l -
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tétel mellett, hogy az í/(?;)| függvény L„ görbe menti integrálja az \f(jj)\ függvénynek a f, С pontokat 
összekötő összes lehetséges ívek mentén képezett integráljainak alsó határához tart. Ehhez fel kell 
tenni, hogy f(ij) integráljának a határértéke egyértelműen meg van határozva. Ez az egyértelműség 
bizonyításra szorul. Mi több, folytonos függvényekre ez nem is teljesül, amint azt egy E. M. LAN-
GYisztól származó példa mutatja. Viszont folytonosan differenciálható függvényeknél az egyértel-
műség bebizonyítható. E bizonyítás során alapvető szerepet játszik az alábbi segédtétel: 

5 7 . SEGÉDTÉTEL. Legyen f(rj) folytonosan differenciálható függvény és К olyan kontinuum, 
amelynek minden pontjában f(rj) — Q. Legyen £ és f а К kontinuum két tetszés szerinti pontja. Akkor 
bármely г>0 számhoz található a С pontokat összekötő L rektifikáiható egyszerű ív, amelynek 
mentén 

f l f{n)\do^e. 
L 

Az 57. segédtétel felhasználásával különösebb nehézség nélkül bebizonyítható maga az emlí-
tett tétel, amelyet most még egyszer megfogalmazunk. 

3 6 . TÉTEL. Legyen f(rj) a J gömbfelületen értelmezett, folytonosan differenciálható függvény. 
Legyen Ç és Ç a J értelmezési tartomány két tetszés szerinti pontja. Legyen M az | f(rj)\ függvény í , Ç 
pontokat összekötő, rektifikáiható ivek mentén vett integráliainak alsó határa. Akkor bármely e~-0 
számhoz található olyan ô > 0, hogy hacsak L a f pontokat összekötő, rektifikáiható iv és 

С 
f\f(rj)\da^M+ô, akkor | ff(rj)da-\f(q)dr)\ -=e. 
L L i 

Az 57. segédtétel és a 36. tétel bizonyítását helyszűke miatt elhagyjuk. E tételeket a továbbiak-
ban sehol sem fogjuk felhasználni. Megjegyezzük még, hogy azt, hogy \f(rj)\ integrálja valamely 
egyszerű íven felvegye minimumát, a függvény többszöri differenciálhatósága sem biztosítja. Ehhez 
elég egy olyan nemnegatív, többször differenciálható függvényt tekinteni, amely csak valamely 
lokálisan nem összefüggő kontinuumon válik nullává. 

Az a kérdés, hogy az 57. segédtételben és a 36. tételben a folytonos differenciálhatóság feltétele 
lényeges-e, egyelőre nyitott. 

2 . § . Kétváltozós függvény deriváltja és primitív függvénye 

A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n a d e r i v á l t , k o n s t a n s t ó l e l t e k i n t v e , e g y é r -
t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a a p r i m i t í v f ü g g v é n y t , h a a z u t ó b b i t a m i n d e n ü t t d i f f e r e n c i á l -
h a t ó f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n k e r e s s ü k . 

K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k n é l a d e r i v á l t é s a p r i m i t í v f ü g g v é n y f o g a l m a h i á n y z i k . 
A z a f e l a d a t u n k , h o g y a derivált é s a primitív függvény f o g a l m á v a l a n a l ó g f o g a l m a k a t 
v e z e s s ü n k b e e r r e a z e s e t r e . F ü g g v é n y e i n k é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a a J g ö m b f e l ü l e t 
l e s z . 

L e g y e n F{rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y J-n é s é, a / t a r t o m á n y v a l a m e l y p o n t j a . L e g y e n 
AJ £ £ v a l a m e l y r e g u l á r i s n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s , Í £ A J , é s t e g y ü k f e l , h o g y а £ 

p o n t b a n a z F{r\) f ü g g v é n y n e k v a n t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a . L e g y e n / ( Q = I g r a d F ( Q ] , 

h a A J a £ p o n t r a n é z v e n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s , é s / ( ( ) = — | g r a d F(Ç)\, h a A J 

f o g y á s i k o m p o n e n s . H a a £ p o n t b a n F ( / ; ) - n a k v a n t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a é s A J n e m 

r e g u l á r i s k o m p o n e n s v a g y A j 3 £ , a k k o r l e g y e n / ( 0 = 0 - H a a £ p o n t b a n F(rj) t e l j e s 

d i f f e r e n c i á l j a l é t e z i k é s n u l l á v a l e g y e n l ő ' , a k k o r l e g y e n m i n d e n k é p p e n / ( 0 = 0 . 
V é g ü l a z o k b a n a p o n t o k b a n , a h o l F(t])-nnk n i n c s t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a , a z f(rj) 
f ü g g v é n y t n e m é r t e l m e z z ü k . A z i l y m ó d o n m e g a d o t t f{rj) f ü g g v é n y t a F ( f f ) függvény 
£ pontra vonatkozó deriváltjának f o g j u k n e v e z n i . A F(ij) f ü g g v é n y t f(rj) primitív 

függvényének f o g j u k n e v e z n i . 

7' 
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A h h o z , h o g y a d e r i v á l t n a k e z a d e f i n í c i ó j a t e l j e s l e g y e n , m e g k e l l m u t a t n i , 

h o g y a z o n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e k p o n t j a i b a n , a m e l y e k se n e m n ö v e k e d é s i , s e n e m 

f o g y á s i k o m p o n e n s e k , | g r a d F(t])\ = 0 , h a c s a k g r a d F(p) l é t e z i k . D e v a l ó b a n , h a 

C £ K , a h o l v a l a m e l y r e g u l á r i s k o m p o n e n s , t o v á b b á g r a d F ( £ ) l é t e z i k é s n e m 

n u l l a , a k k o r e g y e l é g g é r ö v i d , £ k ö z é p p o n t ú , a g r a d F ( £ ) v e k t o r r a l p á r h u z a m o s 

s z a k a s z o n t e k i n t v e a z F(p) f ü g g v é n y a £ p o n t b a n s z i g o r ú a n m o n o t o n . E b b ő l k ö v e t -
k e z i k , h o g y К v a g y n ö v e k e d é s i , v a g y f o g y á s i k o m p o n e n s . 

A l a p v e t ő f e l a d a t u n k a n n a k a m e g m u t a t á s a , h o g y a kétszer differenciálható 
F(t]) függvények osztályában a primitív függvényt az f(p) derivált (additív állandótól 
eltekintve) egyértelműen meghatározza. E n n e k s o r á n b e f o g j u k l á t n i , h o g y a primitív 
függvény növekménye egyenlő a derivált lineáris integráljával. 

58. SEGÉDTÉTEL. Legyen f(x) az [a, b] szakaszon értelmezett egyváltozós függvény, amely tel-
jesiti a Lipschitz-feltételt. Legyen Q az a, b pontokat tartalmazó zárt halmaz és G = [a, b] — Q. Tegyük 
fel, hogy a G halmazt alkotó mindegyik (a, ß) „szomszédos" intervallumhoz meg van adva az f ( ß ) —/(a) 
különbség. Tegyük fel, hogy az f(x) függvény Q pontjaiban felvett értékkészletének az y tengelyre 
való vetülete nulla mértékű. Akkor ezzel az f (b) —f(a) különbség egyértelműen meg van határozva és 

m-m=2im-f(o)i, 
ahol az összegezés az összes „szomszédos" intervallumra történik. 

Ez а segédtétel nehézség nélkül adódik az egyetlen valós változójú függvények elméletinek 
általános tételeiből. 

24. d e f i n í c i ó . Legyen F(rj) a J gömbfelületen értelmezett diíferenciálható függvény, 
f a gömbfelület rögzített pontja és f(rj) az F(rj) függvény deriváltja (а I pontra vonatkozóan). Jelöl-
jük ü-val azon pontok halmazát, ahol f(rj) = 0. Nevezzük speciális halmaznak és jelöljük ü-val az 
Q halmaz lezárását: 0 = 0 . 

A definíció értelmében a U halmazhoz tartoznak: 
a) azok a pontok, amelyekben grad E(rj) = 0, 
b) a nem reguláris komponensek pontjai, 
c) а К э ! komponens pontjai, 
d) az a)—c) típusú pontok egyesített halmazának torlódási pontjai. 
Legyen az F(rj) függvény folytonosan differenciálható. Akkor azoknak a pontoknak a hal-

maza, ahol grad F(rj) = 0, zárt. A nem szétválasztó komponensek mindig csupa olyan pontokból 
állnak, amelyekben grad F(?/) = 0. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben mindegyik nem reguláris 
komponens tartalmaz olyan С pontot, ahol grad L(£) = 0. 

5 9 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F ( f f ) folytonosan differenciálható függvény és К e függvény olyan nívó-
halmaz-komponense, amelynek minden pontjában grad F(rf) и 0. Akkor К topologikus kör. 

BIZONYÍTÁS. Young tétele [ 13 ] szerint minden Г/С К pontnak van olyan U(rj) környezete, amely-
ben К folytonosan differenciálható egyszerű ív. Ebből következik, hogy К lokálisan összefüggő 
és nincs elágazási pontja. A topológiából ismeretes, hogy a gömbfelületen elhelyezkedő, végpontot 
és elágazási pontot nem tartalmazó, lokálisan összefüggő kontinuum csak topologikus kör lehet. 
Egyébként a mi esetünkre a bizonyítás könnyen elvégezhető közvetlenül is. 

K ö v e t k e z m é n y . Ha F(rj) folytonosan differenciálható függvény és К e függvény vala-
mely nem reguláris nívóhalmaz-komponense, akkor К tartalmaz olyan С pontot, amelyben grad F(C) = 0. 

Megemlítjük, hogy ha nem követeljük meg az F(rj) függvény folytonos differenciálhatóságát, 
akkor az 59. segédtétel és következménye nem érvényes. 

Folytonosan differenciálható függvényekre ily módon megmutattuk, hogy minden, az Cl halmaz 
legalább egy pontját tartalmazó nívó (kivéve esetleg a f pontot tartalmazót) tartalmaz olyan pon-
tot is, amelyben grad F(rf) = 0. Ha most i ) ( ö = ü , akkor J kompaktsága és F(rj) folytonos diffe-
renciálhatósága következtében az EF(n) nívóhalmaz is tartalmaz olyan ff pontot, amelyben 
grad F(Í/') = 0. Ezzel bebizonyítottuk az alábbi segédtételt. 

60. SEGÉDTÉTEL. Legyen F ( f f ) folytonosan differenciálható függvény. F ( f f ) mindegyik, a U spe-
ciális halmazt metsző nívóhalmazának (kivéve esetleg az EFii) halmazt) van olyan pontja, ahol 
grad F=0. 
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A 60. segédtételből és a 15. tételből azonnal adódik a következő. 

61. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) kétszer differenciálható függvény. Akkor az F(jj) függvénynek 
a U speciális halmazon felvett értékkészlete nulla mértékű (at tengelyen). 

6 Г . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(>j) folytonosan differenciálható függvény és A,, K2 ugyanannak 
az E, nívóhalmaznak két különböző komponense. Akkor a ö speciális halmaz a Ki, K2 komponense-
ket elválasztja egymástól. Pontosabban: vagy található а К,, К2 komponenseket egymástól elválasztó 
nem reguláris komponens, vagy található a A, , K2 komponenseket elválasztó olyan komponens, amely-
nek minden pontjában grad F— 0. 

BIZONYÍTÁS. Tekintsük a 7> egydimenziós fát. Legyen l = tF(K,)és !2~tf(K2). Legyen ÍJ az 
Л, li végpontokkal rendelkező egyszerű ív 7>-ben. Ha a a íven található l0 * L, h elágazási pont, ak-
kor a bizonyítás kész. Ellenkező esetben tekintsük cr-nak egy l0 pontját, ahol f* (/) а о íven tekintve 
maximális értéket vesz fél, ha cr-nak legalább egy pontjában f* (l)>f* (l,) = f* (/2), és egy /0 pon-
tot, ahol f*(f) а о íven minimális értéket vesz fel, ha az előbbi feltétel nem teljesül. Minthogy lo 
(illetve /о) a er ív belső pontja, valamely környezetében cr-nak, feltevés szerint, nincs elágazási pontja. 
De akkor l0 (illetve l0) valamely 7>-beli kis környezete benne van cr-ban, és így az L 0 = T~1(/0) (ill. 
Lo = T f 4 j o ) ) komponens csupa extrémum-helyből áll, vagyis az L0 (ill. Lo) halmazon grad F(t/) = 0. 

A segédtételt bebizonyítottuk. 

62. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) folytonosan differenciálható függvény, U e függvény speciális hal-
maza és f(rj) a (t. pontra vonatkozó) deriváh. Legyen rjoíCÜ. Akkor az f(rj) függvény az tjo pont-
ban folytonos. 

BIZONYÍTÁS. На а К Э?)О komponens se nem növekedési, se nem fogyási komponens, akkor, 
amint megmutattuk,/(rff = 0 a A halmazon, következésképpen i/oCÖ, ami nem lehetséges. Megha-
tározottság kedvéért legyen К növekedési komponens (a S pontra vonatkozóan). Tegyük fel, hogy 
к elválasztja a ( pontokat. Legyen о az l4, l; végpontokkal rendelkező egyszerű ív 7>-ben és 
Io=tf(K). Először is lo elég kis környezetében a ÍJ ív nem tartalmaz elágazási pontot. Valóban, 
ellenkező esetben az ilyen elágazási pontok inverz képei — L-ben fekvő nem reguláris komponensek 
— metszenék tj0 bármilyen kis környezetét és így r/0 € ö volna. Megmutatjuk továbbá, hogy l0 kis 
környezetében a minden pontja szigorú növekedési hely (l{-re nézve). Csakugyan, ha f* ( l ) = f* (/2) 

.—- v 
és az /i/2 íven nincs elágazási pont, akkor található az / , /2 pontoktól különböző h í h h pont, 
ahol F*(J3) maximumot vagy minimumot ér el. Ekkor а A = тр '(/з) komponens elválasztja egy-
mástól а Тр'(Л), T~ l(h) komponenseket és egyúttal a í vagya С pontot elválasztja A-tól, végül a A 
komponensen grad F(rj) s 0. Következésképpen ha l0 bármilyen kis környezetében található lenne 
két pont, amelyben F* (/) ugyanazt az értéket veszi fel, akkor fennállna í j o í ü с 15, ez pedig lehetetlen. 
Tehát lo valamely kis környezetében a mindegyik pontja növekedési pont /.-re nézve. Minthogy 
lo környezetében nincs elágazási pont, i]0 elég kis környezetében minden pont növekedési kompo-
nenshez tartozik. Arra az esetre, amikor A fogyási komponens, a bizonyítás majdnem szóról szóra 
megismételhető. Ennélfogva ц0 elég kis környezetében /(;/) állandó előjelű. De jgrad F(rj)| folytonos 
függvény. Ebből következik a segédtétel állítása. 

Egyben bebizonyítottuk az alábbi állítást is. 

63. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) folytonosan differenciálható függvény és П e függvény speciális 
halmaza. Akkor bármely szomszédos tartományon az f f j) derivált állandó előjelű. Itt, mint rendesen, 
11-val szomszédos tartománynak nevezzük a C ü nyílt halmaz tetszés szerinti komponensét. 

Az eddigiekben (a 61. segédtétel kivételével) az F(ij) függvénynek mindig csak a folytonos 
differenciálhatóságát tettük fel. Most áttérünk a kétszer differenciálható függvények vizsgálatára. 

64. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) kétszer differenciálható függvény és Ü e függvény speciális halmaza. 
Akkor 15 mindegyik komponensén az F(rj) függvény állandó. 

A b i z o n y í t á s közvetlenül adódik a 61. segédtételből. 

65. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) kétszer differenciálható függvény, F(tj) speciális halmaza ü és G 
valamely a ö halmazzal szomszédos tartomány. Akkor G nem tartalmaz ugyanazon nívó két külön-
böző komponenséhez tartozó pontokat. 
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BIZONYÍTÁS. EZ a segédtétel a 61. segédtételből következik. Valóban, ha a, bíGN£,, ahol 
a és b az Et nívóhalmaz két különböző K,, Ki komponenséhez tartozik, akkor a 61. segédtétel 
szerint található az a.b pontokat elválasztó X c ö komponens. Legyenek U(á), U(b) az a, b pontok 
olyan környezetei, amelyek nem metszik а К halmazt. Akkor az a'íUla)r\G,b'íU{b)C\G pon-
tokat a l e l ! komponens elválasztja egymástól és így azok nem tartozhatnak a CU nyílt halmaz 
ugyanazon G komponenséhez. 

6 6 . SEGGÉDTÉTEL. Legyen F{rj) kétszer differenciálható függvény, £ £ J valamely rögzített pont, 
U a speciális halmaz és G a U-val szomszédos tartományok egyike. Legyen D a G tartomány határa. 
Akkor: 

1. Lia G у1 СП, akkor D legalább egy és legfeljebb két komponense szétválasztja a gömbfelületet. 
Legyenek ezek D i és D2. 

2. На а К nívóhalmaz-komponens metszi a G tartományt, akkor KaG — Dt— D2. 

BIZONYÍTÁS. Először bizonyítsuk be az 1. állítást. Legyen G ^ C Ü . Legyen a e C Ü - G . Vala-
mely Di<zD komponens az a pontot elválasztja G-től és így szétválasztja a gömbfelületet. Legyen 
most Z>i,Z>2, Di a D halmaz három komponense, amelyek mindegyike szétválasztja a gömbfelü-
letet. Ha közülük kettő, például D i és D2 ugyanazon KezEt komponenshez tartozik, akkor К 
a gömbfelületet legalább három részre osztja, vagyis í c ö . Ennélfogva a J tétel szerint D, és D2, 
minthogy CG ugyanazon komponenséhez tartozik, G határának is ugyanahhoz a komponenséhez 
tartozik. 

Ezek szerint a Du D2, D3 halmazoknak különböző nívóhalmaz-komponensekhez kell tar-
tozniuk. A 65. segédtétel értelmében D,,D2 és D3 három különböző ti,t2,t3 nívóhoz tartozik. 
Meghatározottság kedvéért legyen ti^t2-^t3. Akkor E,z elválasztja egymástól a D,, D3 halma-
zokat. Tegyük fel, hogy a KezEt2 komponens elválasztja £> ,-ct £>3-tól. X n G / 0 , mert különben 
G nem volna összefüggő. A 65. segédtétel szerint D 2 N X X ) . Akkor egyrészt ű 2 с К, másrészt D, 
nem választhatja el Oi-et D,-tól, következésképpen az egész К komponens a J gömbfelületet leg-
alább három részre osztja. Tehát Xc=H, és G nem összefüggő, mert К elválasztja a D,, D3 halma-
zokat. 

Az 1. pontot bebizonyítottuk. 
Most bizonyítsuk be a 2. állítást. Legyen К az а komponens, amelyről az állításban szó van. 

Először megmutatjuk, hogy X n D i = 0, ahol D, a G halmaz D határának J-t szétválasztó kompo-
nense. Tegyük fel, hogy XnTL^O. Akkor Д, с X. Legyen rjièK-Di. Ha igrad F(i/i)\ ^0 , akkor 
q bármely környezetében található két olyan pont, amelyeket a X komponens elválaszt. Minthogy 
Di nem választja szét az rj pont elég kis környezetét, azt kapjuk, hogy a X komponens nem regu-
láris, tehát X c ö és X n G = 0. Ha viszont r/ÇK esetén grad F(ij) = 0, akkor X c ö és megint X n G = 0. 

Ezek szerint X nem metszi G határának a J gömbfelületet szétválasztó komponenseit. Azt 
kell még bebizonyítanunk, hogy X c G . Valóban, legyen CtXnCG. Akkor G határának egy kom-
ponense a £ pontot elválasztja G minden pontjától. Ez a komponens szétválasztja J-t, tehát csak 
Di vagy Di lehet, és metszi a X halmazt, ez pedig, amint fentebb megmutattuk, nem lehetséges. 
A segédtételt bebizonyítottuk. 

67 . SEGÉDTÉTEL- A 66. segédtétel feltételei mellett a G zárt halmazon tekintett F{rj) függvény 
maximumát és minimumát a П halmazhoz tartozó pontokban veszi fel. A maximum-helyek G határá-
nak ugyanazon komponensébe esnek, hasonlóképpen a minimum-helyek is. Ha G határának van a gömb-
felületet szétválasztó komponense, akkor minden ilyen komponensen F{rj) eléri G-beli maximumát 
vagy minimumát. 

BIZONYÍTÁS. Először tegyük fel az állítással ellentétben, hogy F{if) az ijíG pontban eléri 
maximumát (minimumát). Akkor igrad F(rj)\ ^0 , és így találhatók 17-hoz tetszés szerint közeli 
r] pontok, amelyekben Ffi')>-F(rj) (ill. F(i/)< F(>j)). Minthogy G nyílt halmaz, ez nem lehetséges. 
Továbbá a maximum (minimum) elérése nem történhet meg G határának két különböző kompo-
nensén, ugyanis a 65. segédtétel értelmében G határának két ilyen komponense egyetlen KcEt 
komponenshez tartozna. Amint az imént megmutattuk, X с CG, és a J tétel értelmében G határá-
nak vizsgált komponensei egybeesnének. 

Végül legyen Dt a G tartomány határának a gömbfelületet szétválasztó komponense. Tegyük 
fel, hogy F(jj) se maximumát, se minimumát nem veszi fel öi-en. Legyen rj i íG egy maximum-hely, 
í)2éG pedig egy minimum-hely. Legyen F(>],) = t,, F(rj2) = t2 és F(ij) = t, ahol ijíDi. Akkor 
ti —-/ /2» és így valamely K<zE t, X n G ^ O komponens elválasztja az г/,, rj2 pontokat, mert ellen-
kező esetben X c C G elválasztja íj 1 valamely környezetét rj2 valamely környezetétől, vagyis szét-
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választja G-t. De ha KnG* 0, akkor a 66. segédtétel szerint ATn£>i=0, azaz E, két különböző 
komponense, ti. Kés a D,-et tartalmazó komponens, metszi a G halmazt, ez pedig ellentmond a 
65. segédtételnek. A 67. segédtételt bebizonyítottuk. 

68 . SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffa) kétszer differenciálható függvény, | E / valamely rögzített pont, 
U a speciális halmaz, G egy 15-val szomszédos tartomány, végül U a G halmazban foglalt nyílt és ösz-
szefüggő halmaz. Akkor az Ffa) függvény U-beli maximumát és minimumát felveszi U határán, hacsak 
U nem tartalmazza G határának azt a komponensét, ahol a függvény eléri G-beli maximumát (ill. 
minimumát ). 

BIZONYÍTÁS. Meghatározottság kedvéért tekintsük Ffa) maximumát az U halmazon. Az állí-
tással ellentétben tegyük fel, hogy ez a maximum az r/0 £ U pontban éretik el. Jelöljük ö'-vel G hatá-
rának azt a komponensét, amelyen a 66. segédtétel értelmében az Ffa) függvény felveszi G-beli 
maximumát. Ha Uz>D', akkor a segédtétel állítása triviális. Ellenkező esetben nyilván D 'n U= 0, 
mert különben a maximum felvétele U határán történnék. A topológiai С tétel értelmében U hatá-
rának van olyan L komponense, amely a D halmazt U minden pontjától elválasztja. Legyen Ffa0) — t,, 
F(rj) = t2, ahol rj6L', és t3 = max Ffa), miközben tj befutja az L halmazt. Nyilvánvaló, hogy 
Í 3 < / i < Í 2 . De akkor a 11 nívó valamely L' komponense elválasztja az L halmazt ö'-töl, G össze-
függő volta miatt L 'nG^O, és L' irj0, mivel a / 3 < / i nívó elválasztja az L' halmazt »70-tól. Ellent-
mondásba kerültünk a 65. segédtétellel, így a 68. segédtételt bebizonyítottuk. 

69. SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffa) a J gömbfelületen értelmezett kétszer differenciálható függvény, 
í rögzített pont, U a speciális hlamaz és G egy 15-val szomszédos tartomány. Legyen D, a G tartomány 
határának a ( pontot G-tűl elválasztó komponense. Akkor: ha (a ( pontra vonakozó) F' fa) deri. 
vált G-ben pozitív, akkor az Ffa) függvény D,-en felveszi G-beli minimumát', ha a (( pontra vonat-
kozó) F' fa) derivált G-ben negatív, akkor az Ffa) függvény Di-en felveszi G-beli maximumát. 

BIZONYÍTÁS. Meghatározottság kedvéért tegyük fel, hogy a G tartományon F'fa)>0 (a duális 
eset innen a —Ffa) függvényre való áttérés útján adódik). Legyen ijíG — D, és F(ff)sFfa0), ahol 
íjoíDi. Tekintsük a 7> egydimenziós fán az l (, lt végpontokkal rendelkező a' egyszerű ívet. Fenn-
áll • Legyen 0 az / , , f végpontokkal rendelkező ív. A a íven nincs о végpontjaitól külön-
böző elágazási pont, mert különben az elágazási pont U-ban fekvő inverz képe elválasztaná r]0 
valamely környezetét £ valamely környezetétől. Továbbá a a íven F* (/) szigorúan monoton, mert 
különben volna olyan l o í a — f ^ — f pont, ahol F* (/) szélsőértéket vesz fel. Akkor r~ 4/o)£ U és 
elválasztja az »70, С pontokat, ez pedig lehetetlen. De ha így áll a dolog, akkor minden l í o pont 
vagy növekedési, vagy fogyási pont f-re nézve és egyúttal növekedési vagy fogyási pont f-re nézve 
a <7' íven. Minthogy F'fa) a G tartományon pozitív, az első eset áll fenn, és így Ffa) = F* (f ) -
>-F*(/, ) = F(»70). A segédtételt bebizonyítottuk. 

70. (ALAPVETŐ) SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffa) kétszer differenciálható függvény, (íJ valamely 
rögzített pont, 15 a speciális halmaz, G egy 15-val szomszédos tartomány és D, a G tartomány határá-
nak az a komponense, amely a ( pontot elválasztja G-től. Akkor tetszés szerinti CÉGpontra érvényes 

С 
az F(Í ) = F(Co)+ J ffa)d>j egyenlőség, ahol Co a D1 komponens tetszés szerinti pontja és f f a ) = F'fa) 

Со 

az Ffa) függvény С pontra vonatkozó deriváltja. 

BIZONYÍTÁS. Meghatározottság kedvéért legyen G minden pontjában /()/)=»0. 

С 
1°. \'f-fa)d,j = 0. 

. Со 
Valóban, legyen 0=-0 tetszés szerinti szám. Legyenek G1, G2 , . . . az összes, U-val szomszédos 

tartományok, amelyeken ffa)<0. Legyen C„ a G„ tartomány határának az a komponense, amely 
а С pontot elválasztja G„ minden pontjától. Ezek szerint ha valamely L egyszerű ív összeköti а Со, С 
pontokat, akkor ennek a G„ halmazzal való első és utolsó metszéspontja C„-hez tartozik. Legyen 
£=-0 tetszés szerinti. Kössük össze а Со, С pontokat egy rektifikálható L egyszerű ívvel. Jelöljük 
meg az L ívnek minden egyes C„ halmazzal alkotott első és utolsó metszéspontját. Legyenek ezek 
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a„ és /л,. Definíció szerint >)i esetén / - (íj) s0. Az £ ív rektifikálhatósága és | / _ ( ' / ) | korlátos-
n 

sága miatt található olyan N szám, hogy 

2 I \f-(rj)\do^o. 
n = N LnGn 

Minden n< 'V értékre az ű„, ó„ pontokat kössük össze egy rektifikálható L„ egyszerű ív segítségével, 
amely a C„ komponens e-sugarú környezetében fekszik és amelyen/- (rj)=0. Minden л<Л ! értékre 
az £ ív o„-től 6,,-ig terjedő szakaszát a megfelelő £„ ívvel helyettesítve, £-ből egy rektifikálható 
L* egyszerű ív keletkezik. Nyilvánvaló, hogy ha Q azon pontok összességét jelöli, ahol /(?/) = 0, és 
íir. e halmaz e-sugarú környezete, akkor (' \ f - (rj)\do<0. Ebből következik, hogy 

L* П CSlc 
с 

(e) í \f- (rj)\dr]<0, és ezzel, tekintettel arra, hogy az t > 0 , 0 0 számok tetszés szerintiek, az 1° 
Со 

állítást bebizonyítottuk. 

2°. F ( C ) - . F ( C o ) = j 7 + 0 ? ) % 
Со 

Legyen Tp az F(r/) függvény egydimenziós fája, és о az /s. , l( végpontokkal rendelkező egy-
szerű ív 7V-ben. A korábbiak értelmében а о íven egyetlen Ы 0 /c pont sem lehet elágazási pont 
vagy extrémum-hely (mert ha / ilyen tulajdonságú pont, akkor a r ^ f f O c ö 
komponens elválasztja а Со, С pontokat). Következésképpen а о íven az F* (/) függvény 
monoton, és mindegyik l í o ponthoz tartozó К = т ~ ' ( / ) komponens a 70. segédtétel sze-
rint növekedési komponens. Vezessük be a o* =o— (ko + k) jelölést. Legyen £ а Со, С végpon-
tokkal rendelkező tetszés szerinti rektifikálható egyszerű ív. Feleltessük meg az £ n т~'(гт*) n CQB 

metszet minden pontjának az £ ív e pontot tartalmazó maximális nyílt részívét, amelyen f(rj)>0. 
Fedjük be az egész £ n r~ '(cr*) n CQe halmazt ilyen, egymást nem metsző js nyílt részívekkel. 
Az F(ij) függvény zlFs növekménye £-en nem nagyobb, mint ( f+(ij)dcr, mer 

js 

dFj= ("igrad F(>;)| cos a(rj)do, ahol a(rj) az £ ív érintőjének grad F(ij) irányával bezárt szöget 
js 

az a pontban. Legyen F* (Co)<?-=.F(C), és tegyük fel, hogy a yV ívek egyesítésén az F(rj) függvény 
nem veszi fel a t értéket. Található olyan Ica* pont, amelyre F*(l')=t. Legyen К' = т~1(Г) és 
xtK'nL. Akkor xfö,; . De az F(rj) függvény ö halmazon felvett értékei nulla mértékű halmazt 
alkotnak. Ennélfogva bármely 0 > 0 számhoz található olyan e > 0 , hogy /tE = mes {F(üc)}<0. 

t 
Ç 

Ekkor tekintettel arra, hogy £ tetszés szerinti, fennáll (e) | / + ( r j ) d q ш E(C) - £(Co) - 0. Minthogy a 
СО 

6=-0 szám tetszés szerinti, a 2° állítást bebizonyítottuk. 
С 

3°. | > 0 ^ £ ( С ) - £ ( С О ) . 
Со 

Legyen Ö>0 tetszés szerinti. Legyen f - - 0 olyan kicsi, hogy /хс<0. A l) , halmaz véges számú 
tartományból mint komponensből áll. Legyen :.;£>[. Legyen D2 a G tartomány 

határának az a komponense, amelyen F(t]) eléri G-beli maximumát, és legyen U*„ => D2. Minden 
más i-re t / jfcG. Valóban, ellenkező esetben U ' j s ^ 1, «) tartalmazna egy x с CG pontot. Akkor 
G határának valamely D3 komponense a x pontot elválasztja G minden pontjától és így D3 szét-
választja a J gömbfelületet. De akkor a 67. segédtétel szerint a D3 komponensen F(rj) eléri G-beli 
maximumát vagy minimumát, és minthogy ugyanezen segédtétel szerint az ilyen tulajdonságú kom-
ponensek egyértelműen meg vannak határozva, vagy Ds = Di, vagy Ds — Di. Mivel Ujj n D3 r-0, 
következik, hogy vagy 5=1 , vagy s=n. 
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Minden Uj(í/ 1, n) tartományhoz a 68. segédtétel alapján található olyan As pont U* 
n 

határán, ahol F(rj) felveszi (7*-beli minimumát. Most az M=G— 2 U* halmaz mindegyik т 
S = 1 

pontjának feleltessünk meg egy vektort, amely az F(rj) függvény r pontbeli leggyorsabb növekedé-
sének irányába mutat (nyilvánvaló, hogy grad F(T)^O). Minthogy F{rj) folytonosan differenciál-
ható függvény és az M halmazon mindenütt |grad /'j > a > 0 , a kapott iránymezö folytonos. A dif-
ferenciálegyenletekre vonatkozó általános tételekből következik, hogy minden тCM ponton keresz-
tül egyetlen olyan görbe halad, amely minden pontjában érinti az illető ponthoz rendelt vektort. Min-n 
den ilyen legnagyobb lejtésű görbe végpontjai a 2 W halmazhoz kell hogy tartozzanak, ugyanis 

s = I 
szinguláris pont nincs. Az említett lejtési görbék minden pontban kollineárisak F(tj) maximális 
növekedésének irányával és így az F(?;) függvénynek valamely lejtési görbe mentén szerzett növek-
ménye egyenlő a |grad F(i;)| függvény ívhosszúság szerinti integráljával. 

A 7.s pontokon keresztül szintén haladnak lejtési görbék. Ha a /.s pontból kiindulva a lejtési 
görbén F(//) fogyásának irányában haladunk, akkor a lejtési görbe másik végpontja biztosan egy 
m s s értékhez tartozó Um halmazba esik, minthogy az Us halmazon a /., pontban F(rj) minimumot 
ért el. A AM pontból elindulva, a megfelelő lejtési görbén egy Ur(r^m,s) halmazba jutunk stb. 
Ily módon véges számú lépés után feltétlenül eljutunk Ui-be. Ha Cg Us, tekintsük az említett gör-
bék láncát 4-től kezdve. Legyenek ezek a lejtési görbék Ai, A2,..., Ap. Ha viszont C$ E U j , akkor 
válasszuk ,4,-nek а С ponton áthaladó lejtési görbét, pontosabban ennek F(rj) fogyása irányába 
eső részét, és a továbbiakban alkalmazzuk a fent ismertetett eljárást. Legyen Ar két végpontja 
о,- és br, úgyhogy F{ar)>F(br). Azt az Um tartományt, amelynek a lezárásához br tartozik, Umr-
rel fogjuk jelölni. Ezek szerint kmr = ar+i. Nyilvánvaló, hogy Ffbj)sF(ar+i) = F(Á„r), ugyanis 
a /.„,,. pontban az F{tj) függvény az U,„r halmazon tekintve minimális értéket vesz fel. Az utolsó 
b„ pont az Ut halmazhoz tartozik. Ennélfogva 

F(C) — F(bp) = 2 [F(ar)-F(b,.)] + P2lF(br)-F(ar+l)]s У [F(ar)~F(bA]. 
r = 1 r= 1 r = 1 

Továbbá mindegyik br, ar +1 pontpárt kössük össze egy teljesen t/r-ben fekvő Br rektifikálható 
ívvel. A bp pontot pedig а Со ponttal kössük össze egy iA-ban fekvő Bp ív segítségével. Álljon most 
a rektifikálható L egyszerű ív a természetes sorrendben vett Ar és Br ívekből. Az Ar ívek rektifi-
kálhatósága abból következik, hogy ezeken az íveken mindenütt |grad F(jj)\ Hogy a Br 
ívek választhatók rektifikálhatóknak az abból következik, hogy mindegyik Ur halmaz £=-0 sugarú 
körök egyesítése. Becsüljük meg az I f+(rj)do mennyiséget. Nyilván В, с í i t és így 

L ri CU, 

f ffin)do= 2 $f+(v)da = 2 lF(ar)-F(br)}. 
L n C Ü £ r = U , r = l 

Ebből következik (tekintetbe véve még, hogy jF(Co) — F(óp)|-==0, mert Со, йРеСЛ): 
< p 

(e) J / • (rj) dq s 2 [F(ar) - F(br)] s F(C) - F(bp) s F(C) - F(Co) + 0. 
Со >•=! 
V 

Minthogy f csak felülről van korlátozva, kapjuk: 

С С 
( f*(rj)dr,= lim (e) ( / + ( « ) ^ F ( C ) - F ( C о ) + 0. 

Со Со 
А 0 szám tetszés szerinti lévén a 3° állítást és egyúttal az 

С ' 
JV+(xi) dr] = F(C) - F(Co) 
Со 

egyenlőséget bebizonyítottuk. 1° és 3° fennállásából következik a segédtétel állítása. 
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Az /(?;)<0 eset visszavezethető a vizsgált esetre a —F(rj) függvényre való áttérés útján. Ily 
módon a 70. segédtételt teljesen bebizonyítottuk. 

A 70. segédtételből speciálisan adódik, hogy ha F(p) kétszer differenciálható függvény és ü 
e függvény speciális halmaza, továbbá G valamely szomszédos tartomány és D, a G tartomány 
határának a ( pontot G-töl elválasztó komponense, akkor az F(rj) függvény G-ben felvett értékeit 
az f(j])=F'(tj) derivált és F(rj)-nak D i-en felvett értékei (a £ pontra nézve) egyértelműen megha-
tározzák. Sőt, az f(rj) deriváltnak csak a G tartományban felvett értékeit kell ismernünk, amint 
a segédtétel bizonyításából szintén könnyen látható. Most be fogjuk bizonyítani az alaptételt. 

37. TÉTEL. Legyen F(p) a J gömbfelületen értelmezett kétszer differenciálható 
függvény, i;£J valamely rögzített pont és f(p) = F'(p) az F(p) függvény £ pontra 
vonatkozó deriváltja. Akkor bármely pontra érvényes az 

С 

F(0 = F(0+ \f(p)dp 
ç 

egyenlőség. 

BIZONYÍTÁS. Legyen ü az F(p) függvény speciális halmaza a £ pontra vonatkozóan. Legyenek 
G,,Gi,... a ü-val szomszédos tartományok. Jelölje G\, G fi... ezen tartományok közül azokat, 
amelyeknek a lezárása elválasztja a £, С pontokat, Gj"*, GJ*, ... pedig azokat, amelyeknek a le-
zárása nem választja el a I , С pontokat. 

Ha G/íC, akkor jelölje Cs ill. Ds a G* tartomány határának a £, ill. С pontot G/-tól el-
választó komponensét. Ha viszont CeG), akkor legyen DS = Z. Jelölje Bs a Gí* tartomány hatá-
rának azt a komponensét, amely a £ pontot elválasztja G" *-tól. Ez a komponens egyúttal а С pon-
tot is elválasztja G**-tól. Legyen F(p) értéke Cs-en és ö,-en rendre t's és ti. 

Azt állítom, hogy: 
l°. F(£) - F(£) = 2 (G ~ С), és a jobboldalon álló sor abszolút konvergens. 

— tí\~, ahol, szokás szerint, |o| + = 

Az 1° és 2° állításból következik a tétel állítása. 
Bizonyítsuk be először az 10 állítást. Legyen 7> az F(p) függvény egydimenziós fája és о а Ту, 

fához tartozó, lt, f végpontokkal rendelkező egyszerű ív. Legyen Q=Tp(U) П a. Az F*(/) függ-
vénynek a Q zárt halmazon felvett értékkészlete nulla mértékű. Legyen js a Q halmazzal szomszé-
dos szakasz а о íven. Nyilvánvaló, hogy á = tf(Gs*), és ha L végpontjai cu és bs, akkor т,,1 (aj)- С, 

г 

és Tj (bs)—Ds. Az F* (/) függvény а о íven korlátos variációjú, mert |K(F)-= + co. Ennélfogva 

F*(0-F*($)= 2 lF*(b,)-F*(as)] = 2 (ti-ti). 
s s 

Az 1° állítást bebizonyítottuk. 
Bizonyítsuk be a 2° állítást. Nyilvánvaló, hogy a két egyenlőség közül elég az egyiket bebi-

zonyítani, például az elsőt, ugyanis a második egyenlőség ebből a — F(p) függvényre való áttérés 
útján adódik. 

Legyen L a £, £ pontokat összekötő tetszés szerinti rektifikálható egyszerű ív. Legyen 0> 0 
N N 

tetszés szerinti szám. Akkor található olyan, 0-tól függő N szám, hogv az Un = 2^* + 2 G£ * 
*• ' S = 1 s = t 

С 0 

jelöléssel ) f*G))dos—. Mindegyik ssN értékre megjelöljük L-en az as, bs pontokat — az 
LrtCUfi 2 

L ívnek a Gt tartománnyal való első és utolsó metszéspontját. Ha píG* esetén f(p) = F'(i/)>0, 

2°. \ f * ( r j ) d r j = 2\<!-'í\+ és \f-(p)dp = 
4 s 4 

a + l e j 

= — r — • , Jc| - = ! - « ! +. 
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akkor a 70. segédtétel szerint 

b, 
\f+(v)d'i=F(bs) - № . ) = / ; - f , = I t: - ts\+, 

"s 
ha pedig £ 0 / 4 0 , akkor 

b., 
íjffTi)d7i = 0=\t;~tf. 
и. 

Legyen most г=-0 tetszés szerinti. Az integrál definíciója szerint található olyan, os, />, végpontok-

kal rendelkező Ls rektifikáiható ív, hogy | / + (rjjdos \t",-t',\+ + — — . Továbbá mind-
Ls П COc

 + 

egyik ssJV értékre az L iven megjelöljük L-nek 6'**-gal való első és utolsó metszéspontját (ha 
vannak ilyenek). Legyenek ezek xs és As. Fennáll x . f í , , Á,C Bs, és Д, a 0„ halmaz részhalmaza. 
Ennélfogva на és As összeköthető valamely, szintén teljesen ö«-ban fekvő, L* * rektifikáiható egy-
szerű ív segítségével. Most helyettesítsük az L ív a, és bs közti szakaszát az Ls ívvel, а és közti 
szakaszt pedig az L** ívvel. A kapott görbét L*-gal fogjuk jelölni. Nyilvánvaló, hogy 
(e) j f*(rj)da = 0 és így 

L**ncoc 

J fHV)da= 2 J ffrj)da+ J ffr,)do^ J |/J-t'.\* + ~ • 
L'C\CVe s=ÍLsr\CVc Lr\CVj, s= 1 1 Z 

С 
Tehát (e) I f + (y)di/< У L" - 'Í!+ + 0. Minthogy az e > 0 , 0>-O számok tetszés szerintiek, 

i 
kapjuk : 

г 

i s — 1 

Bizonyítsuk be a fordított irányú egyenlőtlenséget. Legyen 0 ^ 0 tetszés szerinti. Legyen A tetszés 
szerinti természetes szám és a G*(5= 1, 2, . . . ,N) tartományokat számozzuk át úgy, hogy G*_, 
válassza el a f pontot G*-tól. Legyen L tetszés szerinti, a I , С pontokat összekötő, rektifikáiható 
egyszerű ív. Legyen a, a C1 halmaz és az L ív első metszéspontja, ha L-en a f ponttól С felé hala-
dunk. Legyen Я a O, halmaznak az L ív CL-tői C-ig terjedő szakaszával való utolsó metszéspontja. 
Ha a bs pont már értelmezve van, akkor legyen as+, a Cs +1 halmaznak az L ív Л, -tői C-ig ter-
jedő szakaszával alkotott első metszéspontja, pedig Ds+, és L utolsó metszéspontja. 

Mindegyik G* ( j = 1, 2,...,A) tartományhoz találhatunk olyan s s > 0 számot, hogy 
BS BS Q 

a. «s 

Akkor az integrál definíciója szerint fennáll 
N 0 

(' ffrj)dom j / + ( 4 ) A , _ _ . 
LsrícöCj í>, tv 

Továbbá a 70. segédtétel értelmében 
BS 
j ' f f r j ) d r , = F(bs)-F(as\ 

és így, Ls-sel jelölve az L ív c;,-től Л.-ig terjedő szakaszát, kapjuk: 

f / - ( т у ) da - F(bs) - F (as) - = \ f . - f . I •• —B-. 
l.octl tV N 
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Most legyen e = min e,. Akkor 
1 sssn 

]' f*(rj)dos У J ffirfidos £ \r,-t:\*-0. 
LnCVc s=l L s 3 C O c s=t 

Minthogy L a f , í pontokat összekötő tetszés szerinti rektifikálható egyszerű ív és az 0, 0^-0 
számok is tetszőlegesek, innen következik: 

С 
fffirfidrim 2 \t:-t'.\ + . 

4 S 

Ebből és a fentebb bebizonyított fordított irányú egyenlőtlenségből rögtön adódik, hogy 

4 
\f+(rj)dr,= 2 \t:-ti\+ 

4 s 
és 

С 
J/-(7j)dr,= 2 \n-n\-. 
4 s 

A 2° állítást és vele együtt a 37. tételt bebizonyítottuk. 
Tekintettel arra, hogy a (rögzített £ pontra vonatkozó) f(rj)=F'(ij) értékek teljesen meghatá-

4 

rozzák az | f(ij)dri mennyiséget, a tételből azonnal adódnak az alábbiak. 
4 

K ö v e t k e z m é n y . A gömbfelületen értelmezett, kétszer differenciálható függ-
vények osztályában két függvény, amelynek egy rögzített ( pontra vonatkozó deriváltja 
megegyezik„ egymástól csak additív állandóban különbözik. 

I l y m ó d o n m e g m u t a t t u k , h o g y a g ö m b f e l ü l e t e n é r t e l m e z e t t , k é t s z e r d i f f e r e n c i á l -
h a t ó f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n a p r i m i t í v f ü g g v é n y t a d e r i v á l t , k o n s t a n s t ó l e l t e k i n t v e , 
m e g h a t á r o z z a . A z a k é r d é s , h o g y f e n n á l l - e e z a k ö r ü l m é n y a t e l j e s d i f f e r e n c i á l l a l 
r e n d e l k e z ő ' f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n , v a g y a b b a n a s z ű k e b b o s z t á l y b a n , a m e l y 
a f o l y t o n o s p a r c i á l i s d e r i v á l t a k k a l r e n d e l k e z ő f ü g g v é n y e k b ő l á l l , n y i t v a m a r a d é s 
m e g o l d á s a , ú g y l á t s z i k , j e l e n t ő s n e h é z s é g g e l j á r . 

A z t v i s z o n t k ö n n y ű b e l á t n i , h o g y a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y r a v o n a t k o z ó f e l t e v é s 

l é n y e g e s . T e k i n t s ü n k k é t f ü g g v é n y t , a m e l y a ( = (0 , 0 ) , ( 0 , 1) . ( 1 , 0 ) , ( 1 , 1) c s ú c s o k k a l 

r e n d e l k e z ő J e g y s é g n é g y z e t e n v a n é r t e l m e z v e . L e g y e n Fx ( / / ) = x + 1 ) 2 + ( y + l ) 2 — 

- Ï 2 é s K ö n n y e n i g a z o l h a t ó , h o g y , g r a d Z , ( , ) | = I g r a d F M 1 . 1 . 

T o v á b b á m i n d k é t f ü g g v é n y ( p o n t r a v o n a t k o z ó d e r i v á l t j a a J t a r t o m á n y m i n d e n 

p o n t j á b a n p o z i t í v . V é g ü l a ( p o n t b a n Fx é s F2 m e g e g y e z i k , e n n e k e l l e n é r e J b á r m e l y , 

t e t s z é s s z e r i n t k i c s i r é s z t a r t o m á n y á b a n l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z i k e g y m á s t ó l . M é g c s a k 

a z t e m l í t j ü k m e g , h o g y i t t l é n y e g e s s z e r e p e t j á t s z i k a z a k ö r ü l m é n y , h o g y a ( p o n t 

J h a t á r á h o z t a r t o z i k . B i z o n y í t á s n é l k ü l r á m u t a t u n k a r r a , h o g y h a a k i i n d u l á s k é n t 

v á l a s z t o t t ( p o n t b e l s ő p o n t , a k k o r e l é g k i s k ö r n y e z e t é b e n a z o k a k é t s z e r d i f f e r e n -
c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k , a m e l y e k n e k ( - r e v o n a t k o z ó d e r i v á l t j a m e g e g y e z i k , i s m é t c s a k 
k o n s t a n s b a n t é r h e t n e k el e g y m á s t ó l . 

Ennek a paragrafusnak a befejezéseképpen megjegyezzük még, hogy a 37. tétel nemcsak be-
bizonyítja a kétszer differenciálható primitív függvény és deriváltja definíciójának egyértelműségét, 
hanem megadja a primitív függvény és a derivált közötti szokásos kapcsolatot is: a primitív függ-
vény növekménye egyenlő a derivált integráljával. Itt a kétszeri differenciálhatóság lényeges, ugyanis 
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van olyan folytonosan differenciálható F(»;) függvény, amelyre egy bizonyos К kontinuumon 
grad F(rf) = 0 és amely mégsem állandó ezen A kontinuumon ( D . E . MENYSOV példája). Ha ( és С 
а К kontinuum két pontja, amelyekre F(f) * F(í), akkor nyilván 

4 
J ' /O?)A?=O, 
4 

és így a primitív függvény folytonos differenciálhatósága még nem biztosítja, hogy növekménye egyenlő 
legyen a derivált integráljával. 

3. §. A ponttól pontig vett variáció kifejezése a lineáris integrál segítségével 

F o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó e g y v á l t o z ó s / ( x ) f ü g g v é n y [a, b] s z a k a s z h o z t a r -
t o z ó v a r i á c i ó i t a k ö v e t k e z ő ' k é p l e t e k f e j e z i k k i : 

b b 

V(f ) = JI f (x)I dx, V± ( / ) =[|/'(*)l ±dx. 
a a 

F o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó F ( f ) f ü g g v é n y W(F) s í k b e l i v a r i á c i ó j á t a 

W(F)=j\ I g r a d F\ dS j 
k é p l e t a d j a m e g . 

M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a z e l ő z ő p a r a g r a f u s e r e d m é n y e i b ő l a l i n e á r i s v a r i á c i ó -
n a k a l i n e á r i s i n t e g r á l s e g í t s é g é v e l v a l ó a n a l ó g k i f e j e z é s e n y e r h e t ő . 

38. TÉTEL. Ha az F(rj) függvény kétszer differenciálható és Ç, tetszés szerinti 
pontok, akkor 

4 4 

4 V(F) = f \№\dn, \V±{F)=\|/0?)| ± áj, 
4 4 

ahol f(rj) az F(rj) függvény é pontra vonatkozó deriváltja. 
BIZONYÍTÁS. Legyen о a 7> egydimenziós fához tartozó, l (, f végpontokkal rendelkező egy-

szerű ív. A Tpfa) halmaz а f , С pontokat elválasztó komponensekből áll; a 37. tétel jelöléseit 
használva azok a G*s tartományok, amelyeken f(rj)> 0, csupa növekedési komponensből állnak, 
azok a G* tartományok pedig, amelyeken /() /)< 0, csupa fogyási komponensből (f-re vonatkozóan). 
А о ív megfelelő A = t f ( ô ï ) intervallumain F* (l) szigorúan monoton. Az F* (I) függvénynek a 2 л 

s 

halmazon kívül felvett értékkészlete nulla mértékű. így a 37. tétel bizonyításában szereplő 2° állí-
tás értelmében 

4 
\V±(F)=V±(F*)=2\^~t's\± = \f±(r,)dn, 

S 4 
ahol t's és t"s az F* (!) függvény értékei js végpontjaiban, vagy, ami ugyanaz, az F(?/) függvény érté-
kei Gf határának azokon a Cs, D, komponensein, amelyek a Gj tartományt a f ill. С ponttól el-
választják. Ebből azonnal következik az is, hogy 

4 4 4 
| F ( F ) = F + ( F ) + K " ( F ) = j 7 + G / № - ( 7 - 0 / ) / ' / = f ! /0 / ) | / ' / -

4 4 4 
Tehát a variációnak a deriválttal való kifejezése során a lineáris integrál ugyanazt a szerepet 

játssza a lineáris variáció számára, mint a közönséges integrál az egyenesen vett variáció, és a ket-
tős integrál a síkbeli variáció számára. 
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4. §. Határozatlan integrál. A határozatlan integrál differenciálhatósága 

S 

T e r m é s z e t e s d o l o g a z F(() = ) ffa)drj f ü g g v é n y t a z Ffa) f ü g g v é n y h a t á r o z a t l a n 
í 

i n t e g r á l j á n a k n e v e z n i . A h a t á r o z a t l a n i n t e g r á l e g y s z e r ű t u l a j d o n s á g a i t e f e j e z e t 1 . 
с 

p a r a g r a f u s á b a n e m l í t e t t ü k . V e z e s s ü k b e m é g a z F±(Q — j f ± f a ) d t ] j e l ö l é s t . M e g 
4 

f o g j u k m u t a t n i , h o g y a z í g y é r t e l m e z e t t i n t e g r á l é s a j e l e n f e j e z e t 2 . § - á b a n d e f i n i á l t 
d e r i v á l t k ö z ö t t f e n n á l l a s z o k á s o s k a p c s o l a t : a h a t á r o z a t l a n i n t e g r á l d e r i v á l t j a 
a z i n t e g r á l j e l a l a t t á l l ó f ü g g v é n n y e l e g y e n l ő . 

71. SEGÉDTÉTEL. Legyen L olyan kontinuum, amelyen f f a ) = 0. Akkor az L kontinuumon Ffa) 
állandó. 

С 
BIZONYÍTÁS. Nyilvánvaló, hogy az Fp fa)=fa)\ (f* fa)d>] függvények és így az 

í 

F± (C)= lim F * fa) függvények is állandók L-en, tehát egyúttal F(Í) = F + (Í) + F~ fa) is állandó F-en. 
£-•0 

72. SEGÉDTÉTEL. Legyen f f a ) folytonos függvény és 

С 
F ( 0 = { f f a ) d,h 

í 
Ha ffao)>0 (ill. ffao)<0) és Kj i/o az Ffa) függvény teljesen reguláris nívóhalmaz-komponense, 
akkor К növekedési (ill. fogyási) komponens. 

BIZONYÍTÁS. Meghatározot t ság kedvéért legyen ffaO)>0. 
1°. А К halmazon mindenütt ffa)s0. Legyen Q az f f a ) függvény nullanívója. Ha rj,íK és 

ffai)«=0, akkor egy F с í i komponens elválasztja az r/o, i]i pontokat, tehát LnK^O. Az L kom-
ponensen az Ffa) függvény állandó, ennélfogva F с F és К nem teljesen reguláris komponens. 

2°. А К halmazon az F* fa) függvény állandó. Valóban, а К halmazon f- (i/) = 0 és a 71. segéd-
tétel szerint F - fa) állandó F-n. Akkor az F* fa) = Ffa) — F- fa) függvény is állandó a F komponensen. 

3". F növekedési komponens. Legyen Ufa о) egy r sugarú, kör alakú környezet, amelyben 
2r /> / + ( / / )>4>0. Legyen t]i € Ufa0) n J2, ahol J, э£ és J2 az a két tartomány, amelyre F felosztja 

r 
J-t, és £>()/o, —. Legyen {C,} olyan, г/, végpontokkal rendelkező rektifikálható egyszerű 

8 
ívekből álló sorozat, amelyre 

71 
[ f*fa)do— \frfa)do. 

Cshtiy 4 
s 

Legyen С) a C, ívnek az a szakasza, amely Cs-nek Ufa0) határával való utolsó metszéspontjától 
rj i-ig terjed. Legyen F = lt Cs. Könnyen látható, hogy Rn J, ^ 0, Ä f l F ^ O , továbbá hogy rjcJ, n R 

s 
esetén F+ fa)<F+ fa0) és i/ € Л n R esetén F + (>() j F 4 fa0). Minthogy F~fa) állandó az Ufa0) hal-
mazon, ebből következik, hogy F növekedési komponens. 

С 
73. SEGÉDTÉTEL. Legyen f f a ) folytonos függvény, tetszés szerinti pont, 

4 
és ffa)=a * 0. Akkor bármely e=-0 számhoz található olyan x' pont, amelyre о fa, x')-cr és 

Ffa')-Ffa) 
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BIZONYÍTÁS. Legyen Ufi) a x pont olyan kis, kör alakú környezete, hogy r/E Ufi) esetén 
1/(17) —ű |s£|o | és \rj, x <£ . Legyen meghatározottság kedvéért a > 0 . Legyen С az U f i ) környezet 
határa, О azoknak a pontoknak a halmaza, ahol /(??) = 0, és flc az e-sugarú környezetével megnövelt 
í ! halmaz. Legyen £I>£2=>... és lim e„=0. Legyen £1 olyan kicsi, hogy Qe n t/(x) = 0. Legyen 

n 1 

gi=gfi, C) és legyen az £„>0 szám olyan kicsi, hogy 

F(C)-Ffi)-fin)$ffi)dv 

4 

£Q 

П 

Az integrál definíciója szerint található olyan, a x pontokat összekötő L„ rektifikálható egyszerű 
ív, amelyre 

J ffir,)do< 
L„r\CSlcn 4 " 

Legyen L„ és С metszéspontja r„. Az L„ ív r„-től x-ig terjedő L* darabján nyilván i / + fi)do s oa(l - e ) , 
L * л 

és így, az L** =L„-L), jelöléssel, 

( e » ) J 7 + 0 ) ) < M J ' f 4 r ) ) d o < $ f * f i ) d T ) + ~ — a e ( 1 - е ) . 
« L Î ' n C Î Î , « 

Legyen т0 a r„ sorozat egyik torlódási pontja. Nyilvánvaló, hogy 

De 

\ ' f 4 'l)dr^ ^ f*fi)di/ — agfi — e). 

J 'f~fi)dr,= j 'f-fi)dq, és $f-fi)dV=0. 
4 4 

Tehát F ( r 0 ) a F ( x ) — ag(l — e) és következésképpen 

ro 

F fi 0) —F fi) a( 1-е). 
| t0 , «I 

A bizonyításnak az a-<0 esetben szükséges módosítása nyilvánvaló. 

74. SEGÉDTÉTEL. Legyen f f i ) , £ és Ffi) jelentése ugyanaz, mint a 73. segédtételben. Legyen 
F fi')-F fi) 

f f i ) = a . Akkor lim 
|x , x| 

BIZONYÍTÁS. A 73. segédtétel miatt nyilván elég bebizonyítanunk, hogy 

lim 
F f i ' ) - F f i ) 

|x', x| 

Legyen £ > 0 bármilyen kicsi. Válasszuk a x pont kör alakú U f i ) környezetét olyan kicsinek, 
hogy x'EUfi) esetén fennálljon az | / (x') |<( |a | + £)(l +e ) egyenlőtlenség. Akkornyilván bármely 
x'EUfi) pontra 

tehát 

$\ffi)\dVts\x',xn\a\ + e)fi+e), 
x' 

X 

I F f i ' ) - F(x)l a J 1/(17)!dria |x', x|-(|a| + e)(l + £), 
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vagyis 
F(x')-F(x) 

\x', x\ i ( | e | + e ) ( l + e), 

és ebből következik állításunk. í 
С 

7 5 . SEGÉDTÉTEL. Legyen f(rj) folytonos függvény, í tetszés szerinti pont és F ( Í ) = F({) + | f(rj) dtj. 
í 

Az F(C) függvénynek majdnem mindenütt van teljes differenciálja, és mindenütt ahol grad F(C) léte-
zik, fennáll jgrad F(í) | = j/(f)|. 

BIZONYÍTÁS. A 7 4 . segédtételből és Sztyepanov tételéből ( 3 4 . tétel) következik, hogy F(C) 
teljes differenciálja majdnem mindenütt létezik. Csak azt kell megmutatnunk, hogy minden ilyen 
С pontban jgrad F(Í)| = |/(C)I- Tegyük fel, hogy ez nincs így. Ha [grad F(f) |< | / (C)i , akkor talál-
ható olyan d>-0, hogy jgrad F f O l ^ |/(C)| — d. De akkor а С pont elég kis £/({) környezetében fenn-
áll az 

F(C')-F(Ç) 

1С, Ci 

d 
= ! / ( C ) | - y 

egyenlőtlenség, ami ellentmond a 74. segédtételnek. 
Analóg módon ha jgradF(Ç)|>|/(Ç)|, akkor egy í„ pontsorozatra, amely a maximális növe-

kedés irányából tart í-hoz, teljesül 

lim 
F(C„)-F(C) 

= jgrad F ( 0 | > ! / ( 0 l , 
1С«. Cl 

ami ismét ellentmond a 74. segédtételnek. A 75. segédtételt bebizonyítottuk. 

76. SEGÉDTÉTEL. Ha F(rj) folytonos függvény és К e függvény olyan nívóhalmaz-komponense, 
amelynek síkbeli Lebesgue-mértéke pozitív, akkor F(rj) teljes differenciálja K-nak majdnem minden 
olyan pontjában nullával egyenlő, ahol a differenciál létezik. 

A b i z o n y í t á s abból adódik, hogy АГ-nak (a síkbeli Lebesgue-mértékre nézve) majdnem 
mindegyik pontja а К komponens sűrűségi pontja, és a F komponensen az F(ij) függvény állandó. 

39. TÉTEL. Legyen f(rj) folytonos függvény, ÇÇ.J rögzített pont és F(Q = 
С 

= F (fi) + j f(rj)dr\. Akkor az F (Ç) függvénynek (a síkbeli Lebesgue-mértékre nézve) 
s 

majdnem mindenütt van teljes differenciálja és £'(£)=/(() majdnem mindenütt. 

BIZONYÍTÁS. A Z F ( 0 függvény majdnem mindenütt való differenciálhatósága szerepel a 75. 
segédtétel állításában. Továbbá F (íj) = 0, grad F(rj)\ ^ 0 csak akkor állhat fenn egyszerre, ha az 
tj pont az F(>;) függvény nem reguláris, vagy nem teljesen reguláris nívóhalmaz-komponenséhez, 
vagy а С pontot tartalmazó komponenshez tartozik. De ilyen komponens legfeljebb megszámlál-
hatóan sok van. A 76. segédtételből következik, hogy bármely komponens azon pontjai halmazá-
nak, ahol jgrad F(if)\ ^0, síkbeli mértéke nulla. Következésképpen mindazon pontok halmaza, 
ahol F'(ij) = 0 és jgrad F(?/)| ^0, nulla mértékű. Ha viszont r]0íK, ahol К az F ( | ) függvény regu-
láris nívóhalmaz-komponense, f(rjo)^0 és az F(rj) függvény teljes differenciálja az rj0 pontban 
létezik, akkor a 75. segédtétel értelmében jgrad F(r;0)| = |/(j)0)|, a 72. segédtétel értelmében pedig 
К növekedési komponens, ha /(>?o)=-0, és К fogyási komponens az ellenkező esetben, vagyis 
F'(r/0)=f(y0) • A tételt bebizonyítottuk. 

K I E G É S Z Í T Ő M E G J E G Y Z É S E K 

C i k k ü n k e t n é h á n y m e g j e g y z é s s e l z á r j u k . 

I . A k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k s í k b e l i é s l i n e á r i s v a r i á c i ó j á n a k m e g s z e r k e s z t é s é t 
b i z o n y o s é r t e l e m b e n v é g l e g e s n e k l e h e t t e k i n t e n i . I t t a k ö v e t k e z ő k r e g o n d o l u n k : 

t 
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A) A lineáris variációt a II. fejezet 4. §-ában ismertetett (1—4) tulajdonságok 
jellemzikvagyis h a a V(F) f u n k c i o n á l , a m e l y é r t e l m e z v e v a n m i n d e n J-n f o l y t o n o s 
f ü g g v é n y r e , n e m n e g a t í v , a z e g y e n l e t e s k o n v e r g e n c i á r a n é z v e f e l ü l r ő l f o l y t o n o s , J 
ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n i n v a r i á n s é s r e n d e l k e z i k a z z a l 
a t u l a j d o n s á g g a l , h o g y V(Fl+F2)= V(Fl)+V(F1), h a F f i f i é s F2(fi) á l l a n d ó 
a Jx i l l . J2 t a r t o m á n y o n , a m e l y e k ö s s z e g e J , a k k o r e z a f u n k c i o n á l e l ő á l l í t h a t ó 

V(F) = AiVç + (F) + A2V\~ (F) + A3Vh (F) 

a l a k b a n , a h o l Ax, A2, A3 t e t s z é s s z e r i n t i á l l a n d ó k é s a £ p o n t J h a t á r á h o z t a r t o z i k 

( h a J n é g y z e t ) . I l y m ó d o n a z Ax, A2, A3 k o n s t a n s o k t ó l e l t e k i n t v e a l i n e á r i s v a r i á c i ó 

a z e g y e t l e n f u n k c i o n á l , a m e l y r e n d e l k e z i k a z ( 1 — 4 ) t u l a j d o n s á g o k k a l . 

B ) A s í k b e l i v a r i á c i ó d e s k r i p t í v j e l l e m z é s é t a z u t ó b b i i d ő b e n a d t a m e g JE . V . 
GLIVENKO . K i d e r ü l t , h o g y a síkbeli variációt az ( 1 — 7 ) tulajdonságok ( l á s d I I I . f e j . 
l . § ) állandó normáló tényezőtől eltekintve meghatározzák. I l y m ó d o n a t e r m é s z e t e s 
k ö v e t e l m é n y e k — n e m n e g a t i v i t á s , a z e g y e n l e t e s k o n v e r g e n c i á r a v o n a t k o z ó f e l ü l -
r ő l f é l i g - f o l y t o n o s s á g , a f u n k c i o n á l m i n t Borel-halmazokon é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y 
t e l j e s a d d i t i v i t á s a , i n v a r i a n c i a a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y b a n v é g z e t t m o z g a t á s s a l 
s z e m b e n , t o v á b b á a W(CF) = [ C j W(F), W ( F f c o n s t . ) = W(F) k ö v e t e l m é n y e k 
s z ü k s é g s z e r ű e n a s í k b e l i v a r i á c i ó r a v e z e t n e k . 

É r d e k e s l e n n e m e g v i z s g á l n i a t ö b b i f o g a l m a k — p r i m i t í v f ü g g v é n y , l i n e á r i s 
i n t e g r á l s t b . — d e s k r i p t í v b e v e z e t é s é n e k l e h e t ő s é g é t . 

I I . « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é r e a l i n e á r i s é s a s í k b e l i v a r i á c i ó f o g a l m a t ö b b é -
k e v é s b é ö n m ű k ö d ő e n á t v i h e t ő : a lineáris variáció definíciója változatlan marad, 
a síkbeli variáció definíciójában pedig a nívóhalmazok Hausdorff-féle lineáris mértékét 
az (« — 1 )-dimenziós Hausdorff-mértékke! kell helyettesíteni. E k k o r a l l . é s I I I . f e j e z e t 
ö s s z e s t é t e l e i é r v é n y e s e k m a r a d n a k , k i v é v e a t e l j e s d i f f e r e n c i á l l é t e z é s é r ő l s z ó l ó 
3 5 . t é t e l t . K i d e r ü l , h o g y p é l d á u l háromváltozós függvények esetében szükség van 
a „közbenső dimenziószámú" variáció fogalmának bevezetésére. E z a v a r i á c i ó i n t u i t i v e 
a k ö v e t k e z ő e l k é p z e l é s n e k f e l e l m e g . A l i n e á r i s v a r i á c i ó m e g s z e r k e s z t é s é n é l m i n d e g y i k 
n í v ó n a komponensek számát v e s s z ü k f i g y e l e m b e . A h á r o m d i m e n z i ó s v a r i á c i ó m e g -
s z e r k e s z t é s é n é l m i n d e n n í v ó n a komponensek összterületét f o g j u k s z á m í t á s b a v e n n i . 
A „ k ö z b e n s ő " v a g y „ k é t d i m e n z i ó s " v a r i á c i ó m e g a l k o t á s á n á l p e d i g a z a d o t t n í v ó 
komponenseinek összhosszúságát k e l l m e g á l l a p í t a n u n k . M i n d e n a z o n m ú l i k , h o g y a n 
v e z e t j ü k b e a k o m p o n e n s - f e l ü l e t e k h o s s z ú s á g á n a k f o g a l m á t . E g y l e h e t ő s é g p é l d á u l 
a z a l á b b i . A P f e l ü l e t e n r ö g z í t ü n k e g y £ p o n t o t é s k é p e z z ü k a z t a z F f i f i f ü g g v é n y t , 

a m e l y a z ц£P p o n t b a n a fit] p o n t o k P f e l ü l e t m e n t é n m é r t t á v o l s á g á v a l e g y e n l ő . 
V e s s z ü k a z F f i f i f ü g g v é n y l i n e á r i s v a r i á c i ó j á t . A k a p o t t L(P, £) s z á m o t e l n e v e z z ü k 

a P f e l ü l e t £ - r e v o n a t k o z ó h o s s z ú s á g á n a k . C s ő a l a k ú f e l ü l e t e k n é l a z L(P, £ ) s z á m 

k ö z e l l e s z a c s ő i n t u i t í v é r t e l e m b e n v e t t „ h o s s z ú s á g á h o z " . A k e l l e m e t l e n s é g a b b a n 
á l l , h o g y L(P, £) függ a £ ponttól. L e h e t s é g e s v o l n a a z L(P) = i n f L(P, fi) d e f i n í c i ó . 

up 
H a m o s t k é p e z z ü k a v2(t)=~LL(P) ö s s z e g e t a t n í v ó v a l a m e n n y i P k o m p o n e n s é r e , 

+ » 

a k k o r a V2(F)= | v2(t)dt s z á m o t e l f o g a d h a t j u k a h á r o m v á l t o z ó s f ü g g v é n y két-

dimenziós variációja g y a n á n t . H a VfiF) j e l e n t i a z F ( f i f ü g g v é n y l i n e á r i s , V3(F) 

' E kérdés vizsgálatában (a gömbfelület esetére) részt vett Sz. M . PLOTNYIKOVA. 

8 III. Osztály Közleményei XIII/2 
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p e d i g a „ h á r o m d i m e n z i ó s " v a r i á c i ó j á t , a k k o r p é l d á u l a V f F ) ( í = 1, 2 , 3 ) v a r i á c i ó k 
e g y i d e j ű k o r l á t o s s á g a m a g a u t á n v o n j a F(rj) t e l j e s d i f f e r e n c i á l j á n a k m a j d n e m m i n -
d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é t . A n a l ó g m ó d o n é r t e l m e z n i l e h e t n e a k á r h á n y v á l t o z ó j ú f ü g g -
v é n y e k ö s s z e s „ k - d i m e n z i ó s " v a r i á c i ó i t é s e z e k n e k a k = 1 , 2 , . . . , n é r t é k e k r e v a l ó 
e g y i d e j ű k o r l á t o s s á g á b ó l s z i n t é n k ö v e t k e z n é k a f ü g g v é n y m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó 
d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g a . A z é r t e l m e z é s n e k e z a m ó d j a a z o n b a n s e m m i k é p p s e m k ö t e -
lező ' . A k - d i m e n z i ó s v a r i á c i ó k a t b e l e h e t v e z e t n i s z á m o s e g y é b , l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z ő 
m ó d o n is , u g y a n a z z a l a s i k e r r e l . E n n e k e l l e n é r e ú g y v é l e m , h o g y m i n d e n a l a p m e g v a n 
a z « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k „ k - d i m e n z i ó s " t u l a j d o n s á g a i n a k f i g y e l m e s t a n u l m á n y o z á s á r a 
é s a z i l y e n f ü g g v é n y e k v a l ó b a n g e o m e t r i a i j e l l e m z ő i n e k k e r e s é s é r e . E z z e l k a p c s o l a t b a n 
m e g k e l l m é g j e g y e z n i , h o g y a z « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k é s a z ( n — l ) - d i m e n z i ó s f e l ü -
l e t e k , , k - d i m e n z i ó s " j e l l e m z ő i n e k k é r d é s e s z o r o s a n ö s s z e f ü g g e g y m á s s a l . í g y v a l a -
m e l y k é t d i m e n z i ó s f e l ü l e t é r i n t ő s í k j á n a k m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é h e z 
e l é g s é g e s f e l s z í n é n e k é s a f e n t b e v e z e t e t t é r t e l e m b e n v e t t h o s s z ú s á g á n a k e g y i d e j ű 
k o r l á t o s s á g a . M a g a s a b b d i m e n z i ó j ú f e l ü l e t e k e s e t é b e n v i s z o n t f e l m e r ü l o l y a n f a j t a 
j e l l e m z ő k s z ü k s é g e s s é g e , m i n t « - d i m e n z i ó s f e l ü l e t „ k - d i m e n z i ó s " h o s s z ú s á g a . V é g ü l 
a z a z e l é g m e s s z e m e n ő p á r h u z a m o s s á g , a m e l y e g y r é s z t a s í k b e l i v a r i á c i ó é s a Lebesgue-
f é l e k e t t ő s i n t e g r á l , m á s r é s z t a l i n e á r i s v a r i á c i ó é s a l i n e á r i s i n t e g r á l k a p c s o l a t a 
k ö z ö t t m u t a t k o z i k , f e l v e t i a k é r d é s t , n e m l e h e t - e « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e , h o g y 
ú g y m o n d j u k , „ k - d i m e n z i ó s " i n t e g r á l j e l l e g ű m e n n y i s é g e t s z e r k e s z t e n i . S a j n o s , a z 
e b b e a z i r á n y b a v e z e t ő u t a k m é g e g y á l t a l á n n e m v i l á g o s a k . 

I I I . A z egyetlen v a l ó s v á l t o z ó j ú f ü g g v é n y e k e l m é l e t e s z e m p o n t j á b ó l a folyto-
nosan differenciálható f ü g g v é n y e k „ideálisan simák". A t ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e 
v a l ó á t t é r é s n é l l é n y e g e s s z e r e p h e z j u t a t ö b b s z ö r i d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g . Ú g y l á t s z i k , 
e b b e n a z e s e t b e n a z n-szer folytonosan differenciálható n-változós függvények a z 
„ i d e á l i s a n s i m a " f ü g g v é n y e k . P é l d á u l e f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n i g a z a z , h o g y a 
p r i m i t í v f ü g g v é n y n ö v e k m é n y e e g y e n l ő a d e r i v á l t i n t e g r á l j á v a l , h o g y a l i n e á r i s 
v a r i á c i ó k o r l á t o s , h o g y m a j d n e m m i n d e n n í v ó h a l m a z s i m a s t b . A d o l o g l é n y e g e , 
ú g y l á t s z i k , a b b a n r e j l i k , h o g y л - s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y s z i n g u l á r i s 
p o n t j a i — g r a d i e n s é n e k z é r u s h e l y e i — a n í v ó k n a k e g y n u l l a m é r t é k ű r e n d s z e r é n 
h e l y e z k e d n e k e l . E z z e l k a p c s o l a t b a n n a g y o n f o n t o s n a k t ű n i k a n n a k a k i d e r í t é s e , 
m e n n y i r e é r v é n y e s ü l a s i m a s á g k ö v e t e l m é n y é n e k e s z i g o r í t á s a a p r i m i t í v f ü g g v é n y n e k 
a d e r i v á l t b ó l v a l ó e g y é r t e l m ű m e g h a t á r o z h a t ó s á g á b a n ( l á s d I V . f e j . 2 . §). S p e c i á l i s a n : 
k ü l ö n b ö z h e t - e l é n y e g e s e n ( n e m c s a k k o n s t a n s b a n ) k é t Ffrj), F2(>l) f ü g g v é n y , a m e l y e k 
a k é t d i m e n z i ó s g ö m b f e l ü l e t e n v a n n a k é r t e l m e z v e , o t t f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó k , 
é s a m e l y e k n e k u g y a n a z o n ( p o n t r a v o n a t k o z ó d e r i v á l t j a m e g e g y e z i k ? H a e r r e 
a k é r d é s r e a v á l a s z t a g a d ó l e s z , a k k o r n a p i r e n d r e k e r ü l a D x o s z t á l y h o z t a r t o z ó 
f ü g g v é n y e k d e r i v á l t j u k b ó l v a l ó m e g h a t á r o z á s á n a k p r o b l é m á j a , v a g y i s a z a f e l a d a t , 
h o g y a l i n e á r i s i n t e g r á l n a k a I V . f e j e z e t l . § - á b a n j a v a s o l t k o n s t r u k c i ó j á t m á s , 
t ö k é l e t e s e b b k o n s t r u k c i ó v a l h e l y e t t e s í t s ü k . M e g e m l í t j ü k m é g , h o g y a „ j ó " l e k é p e z é s 
n y e r é s e é r d e k é b e n a f ü g g v é n y t ő l m e g k í v á n a n d ó s i m a s á g n a k a z é r t e l m e z é s i t a r t o -
m á n y d i m e n z i ó s z á m á t ó l v a l ó f ü g g é s e m e g f i g y e l h e t ő к s z á m ú « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y b ő l 
á l l ó r e n d s z e r e k n é l i s . E b b e n a z i r á n y b a n a z u t ó b b i i d ő b e n A . JA . DUBOVICKIJ é l e s , 
e g y a 15 . t é t e l l e l a n a l ó g t é t e l t á l t a l á n o s í t ó , e r e d m é n y t k a p o t t . K i d e r ü l , h o g y e b b e n 
a z e s e t b e n m i n d e g y i k f ü g g v é n y (« — k + l ) - s z e r v a l ó d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g á r a v a n 
s z ü k s é g . 

I V . É r d e k e s n e k l á t s z i k a z a l e h e t ő s é g , h o g y g e o m e t r i a i l a g t a n u l m á n y o z z u k a z 
« - d i m e n z i ó s k o c k a k - d i m e n z i ó s k o c k á b a v a l ó l e k é p e z é s e i t u g y a n ú g y , a h o g y a n 
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a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e t , v a g y i s a n é g y z e t n e k e g y e n e s s z a k a s z r a v a l ó l e k é p e z é s e i t 
v i z s g á l t u k . I t t a l e k é p e z é s t u l a j d o n s á g a i n a k u g y a n o l y a n , „ d i m e n z i ó s z á m s z e r i n t i " 
s z é t e s é s e v á r h a t ó , m i n t e g y e t l e n f ü g g v é n y e s e t é b e n . A m e n n y i r e e l ó ' t t ü n k i s m e r e t e s , 
a z я - d i m e n z i ó s k o c k á n a k н - d i m e n z i ó s r a v a l ó l e k é p e z é s é r e v o n a t k o z ó e s e t k i v é t e l é v e l 
( l á s d p l . [ 12 ] ) e z e n a t é r e n s e m m i s i n c s e l i n t é z v e . 

V . A m i n t a I I I . f e j e z e t b e n m á r r á m u t a t t u n k , a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k é s a 
f e l ü l e t e k t a n u l m á n y o z á s a s z o r o s a n ö s s z e f ü g g e g y m á s s a l . S p e c i á l i s a n a s í k b e l i 
v a r i á c i ó f o g a l m a l e h e t ó ' v é t e s z i a p a r a m é t e r e s e n m e g a d o t t f e l ü l e t e k Lebesgue-féle 
f e l s z í n é n e k k é n y e l m e s v i z s g á l a t á t . N e m l é v é n l e h e t ó ' s é g e m r ö v i d e n é s m é g i s v a l a -
m e n n y i r e é r t h e t ó ' e n m e g v i l á g í t a n i e z t a k é r d é s t , c s a k a z t j e g y z e m m e g , h o g y a z 
FÁr\) „ t á v o l s á g f ü g g v é n y " s í k b e l i v a r i á c i ó j a a k o r l á t o s F e é e s g i / e - f e l s z í n n e l r e n d e l k e z ő 
P f e l ü l e t e n m e g a d j a „ £ k ö r z e t é n e k " , v a g y i s a z o n ц p o n t o k h a l m a z á n a k f e l s z í n é t , 
a m e l y e k a | p o n t t ó l , a P f e l ü l e t m e n t é n m é r v e , v é g e s t á v o l s á g b a n h e l y e z k e d n e k 
e l . K i d e r ü l , h o g y k o r l á t o s F e ú e í g i / e - f e l s z í n ű P f e l ü l e t e g é s z f e l s z í n e m e g s z á m l á l h a t ó a n 
s o k i l y e n k ö r z e t b e n ö s s z p o n t o s u l . T e r m é s z e t e s d o l o g o l y a n f e l ü l e t e k f e l s z í n é n e k 
v i z s g á l a t a , a m e l y e k n e m p a r a m é t e r e s e n , h a n e m b i z o n y o s m e g s z o r í t á s o k n a k a l á -
v e t e t t m e t r i k u s t é r k é n t v a n n a k m e g a d v a . T ö b b e k k ö z ö t t é r d e k e s l e n n e t i s z t á z n i , 
h o g y a z i l y e n a b s z t r a k t m ó d o n é r t e l m e z e t t f e l ü l e t e k m e l y o s z t á l y á r a l e s z a z F((rj) 
„ t á v o l s á g f ü g g v é n y " s í k b e l i v a r i á c i ó j a m i n d e n e g y e s „ k ö r z e t b e n " i n v a r i á n s a z e z e n 
k ö r z e t h e z t a r t o z ó p o n t m e g v á l a s z t á s á v a l s z e m b e n . V a n a l a p a n n a k f e l t é t e l e z é s é r e , 

h o g y a f e l ü l e t e k n e k e z a z o s z t á l y a s o k t e k i n t e t b e n „ j ó n a k " f o g b i z o n y u l n i . 
* 

Fordította: Bognár János 
a matematikai tudományok kandidátusa 
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