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A z 1 9 5 7 - b e n e l h u n y t k i v Æ l ó n Ø m e t m a t e m a t i k u s , W . S ü s s Æ l t a l l Ø t r e h o z o t t 

Oberwolfachi Matematikai Kutató IntØzet f o g a l o m m Æ v Æ l t m i n t a k ü l ö n b ö z ı m a t e -

m a t i k a i k o l l o k v i u m o k g y a k o r i s z í n h e l y e . E b b e n a z i n t Ø z e t b e n , a m e l y a S c h w a r z -

w a l d e g y k i e s v ö l g y Ø b e n f e k s z i k , 1 9 6 2 j œ l i u s Æ b a n 10 k ü l ö n b ö z ı o r s z Æ g b ó l m i n t e g y 

3 0 m a t e m a t i k u s j ö t t ö s s z e e g y � D i s z k r Ø t g e o m e t r i a i k o l l o k v i u m r a " . M i a z a d i s z k -

r Ø t g e o m e t r i a , a m e l y r ı l m a t e m a t i k u s k ö r ö k b e n e g y r e t ö b b s z ó e s i k ? E z t s z e r e t -

n Ø m s z Ø l e s e b b k ö r ö k s z Æ m Æ r a m e g v i l Æ g í t a n i . * 

1 . A � d i s z k r Ø t " s z ó m a i k ö z h a s z n Æ l a t i j e l e n t Ø s e e l t Ø r a s z ó m a t e m a t i k a i j e l e n -

t Ø s Ø t ı l . A m a t e m a t i k Æ b a n e g y d i s z k r Ø t p o n t h a l m a z o n s z e p a r Æ l t p o n t o k b ó l Æ l l ó , 

d i s z k o n t i n u u s h a l m a z t Ø r t ü n k , a m i l y e n p l . e g y p o n t r Æ c s ( 1 . Æ b r a ) e l l e n t Ø t b e n m o n d -

j u k e g y k ö r l a p ö s s z e s p o n t j Æ b ó l Æ l l ó p o n t h a l m a z z a l . A d i s z k r Ø t g e o m e t r i a e l n e v e z Ø s 

t e h Æ t a r r a u t a l , h o g y i t t n e m - f o l y t o n o s g e o m e t r i a i h a l m a z o k v i z s g Æ l a t Æ r ó l v a n s z ó . 

E z e k n e k a v i z s g Æ l a t o k n a k a z ö m Ø t m i n d t Æ r g y u k , m i n d m ó d s z e r e i k a l a p j Æ n 

a z e l e m i g e o m e t r i a , a c s o p o r t e l m Ø l e t v a g y a k o n v e x t e s t e k e l m Ø l e t e k ö r Ø b e l e h e t n e 

s o r o l n i . A t Æ r g y s a j Æ t o s j e l l e g e , f e j l ı d Ø s Ø n e k f o k o z ó d ó ü t e m e , v a l a m i n t e r e d m Ø n y e i -

n e k Ø r d e k e s s Ø g e Øs f o n t o s s Æ g a m Ø g i s i n d o k o l t t Æ t e s z i a z t , h o g y a d i s z k r Ø t g e o m e t r i Æ t 

ö n Æ l l ó , œ j t u d o m Æ n y Æ g n a k t e k i n t s ü k . V e s s ü n k e g y 

p i l l a n t Æ s t e n n e k a t u d o m Æ n y Æ g n a k a k i a l a k u l Æ s Æ r a , 

n Ø h Æ n y j e l l e g z e t e s p r o b l Ø m Æ j Æ r a Ø s m Æ s t u d o m Æ n y -

Æ g a k k a l v a l ó k a p c s o l a t Æ r a ! 

2 . A d i s z k r Ø t g e o m e t r i a r Ø g e b b i , m i n t e g y a 

s z Æ z a d f o r d u l ó i g t e r j e d ı i d ı s z a k Æ t a z j e l l e m z i , h o g y 

i t t a k u t a t Æ s o k c s a k s z a b Æ l y o s a n e l r e n d e z e t t e l e -

m e k b ı l Æ l l ó h a l m a z o k r a i r Æ n y u l t a k . A s í k n a k Ø s a 

g ö m b n e k s z a b Æ l y o s Ø s f Ø l i g s z a b Æ l y o s f e l b o n t Æ s a i -

v a l m Æ r a g ö r ö g ö k f o g l a l k o z t a k . KEPLER Ø s z r e - 1� Æbra 

v e t t e , h o g y a t Ø r r o m b d o d e k a Ø d e r e k k e l k i r a k h a t ó . 

E n n e k a z Ø s z r e v Ø t e l n e k Æ l t a l Æ n o s í t Æ s a k Ø n t FJODOROV, o r o s z k r i s z t Æ l l o g r Æ f u s f e l -

s o r o l t a a z ö s s z e s p a r a l l e l o Ø d e r t , v a g y i s a z o k a t a k o n v e x s o k l a p o k a t , a m e l y e k n e k 

e l t o l t Ø s t e l j e s l a p o k m e n t Ø n c s a t l a k o z ó p Ø l d Æ n y a i v a l a t Ø r Æ t f e d Ø s Ø s h Ø z a g n Ø l k ü l 

k i r a k h a t ó . L o r d KELVIN Ø s W . BARLOW k r i s t Æ l y s z e r k e z e t i , MINKOWSKI p e d i g 

s z Æ m e l m Ø l e t i k Ø r d Ø s e k t ı l ö s z t ö n ö z v e t e s t e k r Æ c s s z e r ü e l h e l y e z Ø s Ø v e l k a p c s o l a t o s 

s z Ø l s ı Ø r t Ø k p r o b l Ø m Æ k a t v i z s g Æ l t . S z ó l j u n k m o s t n Ø h Æ n y s z ó t e n n e k a z i d ı s z a k n a k 

l e g j e l e n t ı s e b b e r e d m Ø n y e i r ı l , a k r i s z t Æ l l o g r Æ f i a i c s o p o r t o k e l m Ø l e t Ø r ı l . 

* Ez az ismertetØs a Bolyai JÆnos Matematikai TÆrsulat Øs a Kossuth-klub közös rendezØsØ-
ben 1963. mÆrcius 26-Æn tartott elıadÆs nyomÆn kØszült. 
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2. Æbra 

2. Æ b r Æ n k e g y ó e g y i p t o m i f a l m i n t Æ t m u t a t . A m i n t Æ t b i z o n y o s e l t o l Æ s o k , t ü k -

r ö z Ø s e k , Ø s f o r g Æ s o k ö n m a g Æ b a v i s z i k Æ t . E z e k e t a t r a n s z f o r m Æ c i ó k a t a m i n t a szim-
metria-operációinak n e v e z z ü k . A z i l y e n f a l m i n t Æ k s z i m m e t r i a - o p e r Æ c i ó i k a t t e k i n t v e 

i g e n k ü l ö n b ö z ı k l e h e t n e k . A 3. Æ b r Æ n l Æ t h a t ó m i n t a ESCHER, m o d e r n h o l l a n d g r a -

fikustól s z Æ r m a z i k . I t t e g y e n l ı a l a k œ Ø s n a g y s Æ g œ s z Æ r n y a s t i g r i s e k v o n u l n a k e g y -

m Æ s s a l s z e m b e , m Ø g p e d i g œ g y , 

s^Miüi lUfegs^’TS h o g y a s í k o t h Ø z a g n Ø l k ü l l e f e d i k . 

H a n e m t e k i n t j ü k a t i g r i s e k sz í -

n Ø n e k a k ü l ö n b ö z ı s Ø g Ø t , a k k o r 

i t t , e l t o l Æ s o k o n k í v ü l , b i z o n y o s 

� c s œ s z ó t ü k r ö z Ø s e k " is s z e r e p e l -

n e k s z i m m e t r i a - o p e r Æ c i ó k k Ø n t . 

M i l y e n f a l m i n t a t í p u s o k l Ø -

t e z n e k ? H o g y a n l e h e t ı k e t o s z -

t Æ l y o z n i Ø s v a l a m e n n y i t s z i s z t e -

m a t i k u s a n f e l s o r o l n i ? A v Æ l a s z t 

FJODOROV a d t a m e g 1 8 8 3 - b a n : 

a z œ n . k Ø t d i m e n z i ó s krisztállog-
ráfiai csoportok s z Æ m a 17. 

A k r i s z t Æ l l o g r Æ f i a i c s o p o r t 

f o g a l m Æ n a k m e g Ø r t Ø s e c Ø l j Æ b ó l 

t e k i n t s ü k e g y m i n t Æ b a n e l ı f o r -

d u l ó s z i m m e t r i a - o p e r Æ c i ó k ö s z -

s z e s s Ø g Ø t . A t r a n s z f o r m Æ c i ó k n a k 

e z a s o k a s Æ g a a k ö v e t k e z ı k Ø t 

t u l a j d o n s Æ g g a l b í r : 1. A s o k a s Æ g 

b Æ r m e l y k Ø t t r a n s z f o r m Æ c i ó j Æ n a k 

e g y m Æ s u t Æ n i a l k a l m a z Æ s Æ v a l a d ó -

d ó t r a n s z f o r m Æ c i ó s z i n t Ø n h o z -

z Æ t a r t o z i k a s o k a s Æ g h o z . 2 . A 

s o k a s Æ g b Æ r m e l y t r a n s z f o r m Æ c i ó -

j Æ n a k v a n a s o k a s Æ g b a n e g y i n -

v e r z e , v a g y i s e g y o l y a n t r a n s z -

f o r m Æ c i ó , a m e l y a z e r e d e t i t r a n s z -

f o r m Æ c i ó h a t Æ s Æ t m e g s e m m i s í t i . 

E z t r ö v i d e n œ g y f e j e z z ü k k i , h o g y 

e g y m i n t a s z i m m e t r i a - o p e r Æ c i ó i 

csoportot a l k o t n a k . E z a c s o p o r t , a m i n t a s z i m m e t r i a - c s o p o r t j a s z a b j a m e g a m i n t a 

j e l l e g Ø t , t í p u s Æ t . E z e k n e k a c s o p o r t o k n a k a z Æ t t e k i n t Ø s Ø r ı l v a n t e h Æ t s z ó . S e z t 

a z Æ t t e k i n t Ø s t Ø p p e n a c s o p o r t t u l a j d o n s Æ g o k t e s z i k l e h e t ı v Ø . 

A 17 f a l m i n t a t í p u s k ö z ü l s o k a t m Æ r a z e g y i p t o m i a k i s m e r t e k , a z a r a b o k p e d i g 

p Æ r a t l a n g e o m e t r i a i i n t u í c i ó v a l m i n d a 1 7 - e t f e l f e d e z t Ø k . 

A m œ l t s z Æ z a d b a n a z a t o m e l m Ø l e t r o h a m o s t Ø r h ó d í t Æ s a m i a t t n e m a k Ø t - , h a n e m 

a h Æ r o m d i m e n z i ó s k r i s z t Æ l l o g r Æ f i a i c s o p o r t o k , a z œ n . tércsoportok Æ l l t a k a z Ø r d e k -

l ı d Ø s k ö z Ø p p o n t j Æ b a n . E z e k t e l j e s f e l s o r o l Æ s Æ t e g y m Æ s t ó l f ü g g e t l e n ü l FJODOROV, 

SCHÖNFLIESS Ø s BARLOW  a d t a m e g . A n n a k a n a g y h o r d e r e j ß k Ø r d Ø s n e k a t i s z t Æ z Æ -

s Æ r ó l v a n i t t s z ó , m i l y e n s z i m m e t r i a - t u l a j d o n s Æ g o k k a l b í r h a t n a k a m a t e m a t i k a i l a g 

3. Æbra 
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lehetséges kristálystruktúrák. Ennek a kérdésnek a nehézségét már az is mutatja, 
hogy a szóban forgó tércsoportok száma 230. 

3. A diszkrét geometriának szabályos alakzatokkal foglalkozó klasszikus 
iránya századunkban is folytatódik. Meg kell itt említeni a geometriai számelmé-
letben elért mélyreható eredményeket, amelyek egy többdimenziós térben rács-
szerûen elhelyezett testek vizsgálatán alapulnak, valamint a matematikai krisztál-
lográfia számos újabb eredményét. Említsünk egy jelentõs konkrét eredményt is: 
DELONAY, szovjet matematikus, felsorolta a Fjodorov-féle paralleloéderek 4-di-
menziós analogonjait. Míg a háromdimenziós térben csak öt különbözõ típusú 
paralleloéder van, addig a topológiailag különbözõ típusú négydimenziós paral-
leloéderek száma 52. 

4. ábra 5. ábra 

Az utóbbi idõben azonban az érdeklõdés egyre inkább általános diszkrét hal-
mazokra irányult, amelyeknek elemei teljesen szabálytalanul helyezkedhetnek el. 
Szórjunk szét a síkon minden rendszer nélkül egyenlõ nagyságú körlapokat úgy, 
hogy egy kör se nyúljon egy másikba (4. ábra). Lehet egy ilyen körhalmazra vala-
milyen nem triviális, általános érvényû tételt k imondani? Igenis lehet! Bebizonyít-
ható például, hogy a körhalmaz sûrûsége mindig ^7t/JT 2=0,9069 . . . . Szemléle-
tesen kifejezve: egymásba nem nyúló, egybevágó körökkel a síknak legfeljebb 
90,69 ...%-a tölthetõ ki. 

Milyen körhalmazok érhetik el a fenti sûrûségkorlátot? Röviden: melyik a 
legsûrûbb körelhelyezés? Az, amelyikben minden kört hat másik érint. (Errõl az 
eredményrõl ír ja egy helyen a kiváló kanadai matematikus, H. S. M. COXETER, 
hogy azt sokan elõre sejtenék, de csak kevesen tudnák bebizonyítani.) A legsûrûbb 
elhelyezésben tehát a körök rácsot alkotnak (5. ábra). 

Hasonlóan van ez sok más esetben is: kiindulunk egy rendezetlen, káotikus 
sokaságból, amely egy tágabb értelemben vett gazdaságossági elv hatására auto-

6. ábra 7. ábra 
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m a t i k u s a n s z a b á l y o s s á v á l i k . í g y k a p c s o l ó d i k a d i s z k r é t g e o m e t r i a ú j a b b i r á n y a 

a k l a s s z i k u s h o z . 

4 . A l e g s û r û b b k ö r e l h e l y e z é s p r o b l é m á j á t A . THUE, a z a l a p v e t õ s z á m e l m é l e t i 

e r e d m é n y e i r õ l i s m e r t n o r v é g m a t e m a t i k u s o l d o t t a m e g m é g a m ú l t s z á z a d v é g é n . 

E z a p r o b l é m a s z á m o s ú j a b b v i z s g á l a t k i i n d u l á s i p o n t j á t k é p e z t e . C . A . ROGERS1  

k ö r ö k h e l y e t t t e t s z é s s z e r i n t i e g y b e v á g ó , párhuzamos helyzetû konvex lemezeket 
t e k i n t e t t (6 . á b r a ) , s b e b i z o n y í t o t t a , h o g y i l y e n l e m e z e k l e g s û r û b b e l h e l y e z é s e m i n -

d i g r á c s s z e r û (7 . á b r a ) . A l e m e z e k p á r h u z a m o s h e l y z e -

t é n e k f e l t é t e l e t e r m é s z e t e s e n n e m h a g y h a t ó e l , a m i n t a z t 

a h á r o m s z ö g p é l d á j a m u t a t j a : r á c s s z e r û e n e l h e l y e z e t t 

h á r o m s z ö g e k k e l a s í k n a k l e g f e l j e b b 2 / 3 - a t ö l t h e t õ k i 

(8 . á b r a ) , m í g t e t s z é s s z e r i n t i h e l y z e t û k o n g r u e n s h á r o m -

s z ö g e k k e l a s í k t e l j e s e n k i r a k h a t ó . C e n t r á l i s á n s z i m m e t -

r i k u s l e m e z e k e s e t é n a z o n b a n n e m ke l l k i k ö t n i a p á r h u -

z a m o s i r á n y í t á s t : centrálszimmetrikus, egybevágó kon-
vex lemezek semmilyen elhelyezésének sûrûsége sem 
haladhatja meg a legsûrûbb rácsszerû elhelyezés sûrûségét2 

(9 . és 10. á b r a ) . M e g ke l l a z o n b a n i t t j e g y e z n i , h o g y a m a x i m á l i s s û r û s é g e t a l e m e -

z e k n é h a n e m c s a k r á c s s z e r ü e l r e n d e z é s b e n é r h e t i k e l . P é l d a k é p p e n t e k i n t s ü n k t é g l á -

it ábra 

9. ábra 10. ábra 

l a p o k a t , a m e l y e k e l h e l y e z é s é n e k m a x i m á l i s s û r û s é g e n y i l v á n 1. D e e z t a s û r û s é g e t 

a t é g l a l a p o k r á c s s z e r û e l h e l y e z é s e n k í v ü l p a r k e t t s z e r ü v a g y m á s t í p u s ú e l h e l y e z é s -

b e n is f e l v e h e t i k . 

B i z o n y o s s e j t s z ö v e t e k b e n a s e j t e k n e m t ö l t i k k i t e l j e s e n a r e n d e l k e z é s ü k r e 

á l l ó t e r e t . I l y e n s z ö v e t e k v i z s g á l a t a é r d e k e s m a t e m a t i k a i p r o b l é m á k h o z v e z e t . K é p -

z e l j ü k p é l d á u l , h o g y a s e j t e k a d o t t t é r r é s z b e z á r t , s z a b a d o n d e f o r m á h a t ó , d e e g y e n l õ , 

v á l t o z a t l a n f e l s z í n û t e s t e k . M i k o r lesz a s e j t e k t é r f o g a t ö s s z e g e m a x i m á l i s ? E n n e k 

a p r o b l é m á n a k a d u á l i s a a z , h o g y a s e j t e k e t e g y e n l õ t é r f o g a t ú t e s t e k n e k t e k i n t j ü k 

és a z t k é r d e z z ü k , m i k o r l esz a z o k f e l s z í n ö s s z e g e m i n i m á l i s . 

11. á b r á n k a k u k o r i c a s z á r ú n . p a r e n c h i m a t i k u s s z ö v e t é n e k e g y m e t s z e t é t m u -

t a t j a 3 . I t t a s e j t e k a s z á r t e n g e l y i r á n y á b a n e r õ s e n m e g n y ú l t o s z l o p o c s k á k n a k t e k i n t -

1 C. A. ROGERS: The closest packing of convex two-dimensional domains. Acta math. 86 
(1951) 3 0 9 - 3 2 1 . 

2 L. FEJES TÓTH: Some packing and covering theorems. Acta Univ. Szeged, Acta Sei. Math. 
12/A (1950) 6 2 - 6 7 . 

3 D'ARCY W. THOMPSON: On growth and form II. Second edition, Cambridge 1952. p. 471. 
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h e t õ k , ú g y h o g y t é r f o g a t u k é s f e l s z í n ü k a r á n y o s n a k v e h e t õ k e r e s z t m e t s z e t ü k t e r ü -

l e t é v e l é s k e r ü l e t é v e l . F e l v e t õ d n e k a z é r t a f e n t i t é r b e l i p r o b l é m á k s í k b e l i a n a l o g o n -

j a i , a m e l y e k e g z a k t f o g a l m a z á s b a n í g y h a n g z a n a k : 

I . T e k i n t s ü k a z e u k l i d e s z i s í k o n e g y e n l õ k e r ü l e t û , e g y m á s b a n e m n y ú l ó , 

k o n v e x t a r t o m á n y o k e g y h a l m a z á t . T e g y ü k f e l , h o g y a t a r t o m á n y o k a l a k j a é s h e l y -

z e t e s z a b a d o n v á l t o z h a t , o l y m ó d o n a z o n b a n , h o g y k e r ü l e t ü k é s számsûrûségük4 

n e v á l t o z z é k . M i l y e n a l a k é s e l r e n d e z é s e s e -

t é n l e s z a t a r t o m á n y o k á t l a g o s t e r ü l e t e m a x i -

m á l i s ? 

I I . T e k i n t s ü k a z e u k l i d e s z i s í k o n e g y e n l õ 

t e r ü l e t û , e g y m á s b a n e m n y ú l ó , k o n v e x t a r -

t o m á n y o k e g y h a l m a z á t . T e g y ü k f e l , h o g y a 

t a r t o m á n y o k a l a k j a é s h e l y z e t e s z a b a d o n 

v á l t o z h a t , o l y m ó d o n a z o n b a n , h o g y t e r ü l e -

t ü k é s s z á m s û r û s é g ü k n e v á l t o z z é k . M i l y e n 

a l a k é s e l r e n d e z é s e s e t é n l e s z a t a r t o m á n y o k 

á t l a g o s k e r ü l e t e m i n i m á l i s ? 

A z e l s õ p r o b l é m á t a s z e r z õ 5 , a m á s o -

d i k a t a s z e r z õ HEPPES A L A D Á R r a l k ö z ö s e n 6 

o l d o t t a m e g . H a r ö g z í t e t t s z á m s û r û s é g m e l -

l e t t a t a r t o m á n y o k k ö z ö s k e r ü l e t é t , i l l e t õ l e g 

t e r ü l e t é t k i s é r t é k e k b õ l k i i n d u l v a n ö v e l j ü k , a k k o r a z e x t r e m á l i s t a r t o m á n y o k 

m i n d k é t e s e t b e n e l õ s z ö r t e t s z é s s z e r i n t i m ó d o n e l h e l y e z e t t k ö r ö k l e s z n e k , a m e -

l y e k b i z o n y o s k e r ü l e t - , i l l e t õ l e g t e r ü l e t é r t é k r e a l e g s û r û b b e n h e l y e z k e d n e k e l , m a j d 

k ö r í v e k k e l l e k e r e k í t e t t h a t s z ö g e k b e , s v é g ü l a s í k o t h é z a g m e n t e s e n k i t ö l t õ s z a b á -

l y o s h a t s z ö g e k b e m e n n e k á t ( 1 2 . a, b, ñ á b r a ) . 

11. ábra 

12a ábra 12b ábra 12c ábra 

F i g y e l m e t é r d e m e l n e k e p r o b l é m á k á l t a l á n o s f e l t é t e l e i : a t a r t o m á n y o k n a k m é g 

c s a k a z e g y b e v á g ó s á g á t s e m t e t t ü k f e l . A t a r t o m á n y o k k o n g r u e n c i á j a , s z a b á l y o s 

4 A számsü rûség úgy i n te rp re tá lha tó , m i n t a te rü le tegységre esõ t a r t o m á n y o k á t l agos s z á m a . 
5 L . FEJES TÓTH: F i l l ing of a d o m a i n by i soper imet r i c discs. Publicationes Math. 5 (1957) 

1 1 9 - 1 2 7 . 
6 L . FEJES TÓTH a n d A . HEPPES: F i l l ing of a d o m a i n by equ ia rea l d iscs. Publicationes Math.. 

7 (1960) 1 9 8 - 2 0 3 . 
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alakja Øs szabÆlyos elrendezØse mind csupÆn egyetlen termØszetes szØlsıØrtØk-
követelmØny automatikus következmØnye. 

5. A virÆgok porzószemeinek külsı burkÆn apró nyílÆsok vannak, amelye-
ken Æt a hím ivarsejtek a megtermØkenyítØskor kilØphetnek. TAMMES7, holland 
biológus megfigyelte, hogy a füstikØ (Fumaria capriolata) gömb alakœ pollen-
szemein a szem nagysÆgÆtól függıen különbözı szÆmœ nyílÆs lehet, mØgpedig 
leggyakrabban 4, 6, 8 Øs 12 nyílÆs.Viszont 5 nyílÆsœ pollenszem sohasem fordul 
elı. Minden nyílÆsszÆmhoz egy-egy sajÆtos elrendezıdØs tartozik. Pl. 4, 6 Øs 12 
nyílÆs esetØn a nyílÆsok többnyire egy szabÆlyos tetraØder, oktaØder, illetıleg 
ikozaØder csœcsaiban fekszenek. A nyílÆsszÆm közelítıleg arÆnyos a gömb felü-
letØvel. A szomszØdos nyílÆsok közti tÆvolsÆg azonban a különbözı pollenszeme-
ken nagyjÆban Ællandó. 

TAMMES feltette, hogy kØt nyílÆs sohasem kØpzıdhet egymÆstól egy a fajtÆra 
jellemzı tÆvolsÆgnÆl kisebb tÆvolsÆgban, Øs hogy mindig annyi nyílÆs kØpzıdik, 
amennyi csak a pollenszemen e feltØtel mellett elfØr. Felmerül tehÆt a kØrdØs: hÆny 
pont helyezhetı el egy adott sugarœ gömbön egymÆstól legalÆbb egysØgnyi tÆvol-
sÆgban. TovÆbbi kØrdØs: melyik az a legkisebb gömb, amelyen ennyi pont elfØr 
Øs hogyan kell a pontokat elhelyezni? 

A kØrdØst így is fogalmazhatjuk: hogyan kell egy adott gömbön n pontot 
œgy elhelyezni, hogy a köztük levı minimÆlis tÆvolsÆg a lehetı legnagyobb legyen? 
Rajzoljunk a pontok körØ a köztük fellØpı legkisebb szfØrikus tÆvolsÆg felØvel, 
mint sugÆrral köröket. Mivel ezek a körök nem metszhetik egymÆst, arról van szó, 
legfeljebb mekkora lehet egy gömbön ÆtfedØs nØlkül elhelyezhetı n egybevÆgó kör 
sugara. MÆs szóval: a gömb felszínØnek hÆnyadrØsze tölthetı ki n egybevÆgó körrel? 

Erre a kØrdØsre vonatkozik a következı tØtel8 : Ha egy gömbön n ^ 3 egymÆsba 
nem nyœló egybevÆgó kör van elhelyezve, akkor azok sßrßsØge 

pedig ha a körök egy fıkörbe írt szabÆlyos hÆromszög, egy szabÆlyos tetraØder, 
oktaØder, illetıleg ikozaØder csœcsai körØ vannak írva. 

A fenti korlÆt minden n-re kisebb mint 7t/Fl2, s ezØrt a gömb sohasem tölt-
hetı ki több mint kØt körrel olyan sßrßn, mint a sík. D e ha a körök szÆma nagy, 
akkor à ºÖ 12 sßrßsØgkorlÆt tetszØs szerinti pontossÆggal megközelíthetı. EzØrt 
ha a pontok közti minimÆlis tÆvolsÆg 2r, akkor egy nagy F felszínß g ö m b ö n elhe-
lyezhetı pontok n szÆma közelítıleg eleget tesz a nr2n\F=n\˝ 12 egyenlısØgnek. 
Ez összhangban van TAMMEsnek azzal a megÆllapítÆsÆval, hogy a nyílÆsszÆm köze-
lítıleg arÆnyos a g ö m b felszínØvel. 

Könnyen megmutatható, hogy ha egy gömbön el lehet helyezni öt egyenlı 
nagysÆgœ kört, akkor egy hatodik ugyanakkora kör is elfØr a gömbön. Öt nyílÆs 
tehÆt TAMMES elmØlete szerint nem gazdasÆgos, s ez ØrthetıvØ teszi azt, hogy ez 
a nyílÆsszÆm miØrt nem fordul elı. 

7 P. M. L. TAMMES: On the origin of number and arrangement of the places of exit on the 
surface of pollengrains. Recueil des travaux botaniques nØerlandais 27 (1930) 1�84. 

8 L. FEJES TÓTH: Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum. Berlin, 1953. 

EgyenlısØg csak º = 3-, 4-, 6-Øs 12-re Ørhetı el, mØg-
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TAMMES p r o b l é m á j á t « = 7 - , 8- és 9- re SCHÜTTE  és van de r WAERDEN9, n= 10- és 
11-reL. DANZER10, «=24-re pedig ROBINSON11 oldotta meg. Kiemeljük az n = 8 és 
24 esetet, amikor az extremális pontrendszer egy-egy három- és négyszögek által 
határolt ARCHIMÉDESZÍ test (13. és 14. ábra), valamint az « = 1 1 esetet, amelynek 
megoldását úgy nyerjük, hogy az ikozaéder csúcsai közül egyet elhagyunk. « = l l - r e 
tehát hasonló a'helyzet mint «=5- re ; s valóban, 11 nyílású pollenszem csak igen 
ritka „fejlõdési rendellenességként" fordul elõ. 

Tekintsük a gömbnek vagy a síknak egybevágó szabályos sokszögekre való 
olyan felbontását, amelyben minden csúcsban három sokszög találkozik. A göm-
bön négy, viszont az euklideszi síkon csak egy ilyen felbontás van, mégpedig két-, 
három-, négy-, öt-, illetõleg hatszögekre. A felbontásoknak ez a sorozata folytatódik 

a hiperbolikus síkon. Itt szerkeszthetõk hét-, nyolc-, ... oldalú sokszögekbõl álló, 
háromélû csúcsokkal bíró szabályos mozaikok. Láttuk, hogy a gömbön és az euk-
lideszi síkon egy ilyen mozaik lapjaiba írt körök mindig egy-egy legsûrûbb kör-
elhelyezkedést alkotnak. Megmutatható, hogy ugyanez érvényes a hiperbolikus 
síkon is12. A 15. ábra kongruens köröknek egy olyan legsûrûbb elhelyezését mu-
tatja a hiperbolikus sík ún. Poincaré-féle körmodelljén, amelyben minden kört hét 
másik érint. 

A hiperbolikus síkon (éppen .úgy, mint a gömbön) az elérhetõ maximális sûrû-
ség függ a körök sugarától. Megadható azonban egy minden körsugárra érvényes, 
univerzális sûrûségkorlát is,13 mégpedig 3/ÿ = 0,955 ... , amely — bár véges sugarú 
körökkel nem érhetõ el — tetszés szerinti pontossággal megközelíthetõ. Mármost 
a hiperbolikus síknak egyik nevezetessége, hogy ott egy egyenest egy pontban érintõ 
körök határhelyzete, amidõn a körök sugara minden határon túl nõ, nem az egye-
nes, hanem egy (paraciklusnak nevezett) görbe. Figyelemre méltó, hogy ilyen vég-
telen sugarú körökkel a hiperbolikus sík már kitölthetõ 3/n sûrûséggel. Ezt az abszo-
lút legsûrûbb körelhelyezést szemlélteti a 16. ábra. 

9 K. SCHÜTTE und B. L. van der WAERDEN: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 9 Punkte 
mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 123 (1951) 96 -124 . 

10 1958- és 1962-ben Oberwolfachban tartott elõadás. 
11 R. M. ROBINSON: Arrangement of 24 points on a sphere. Math. Ann. 144 (1961) 17—48. 

12 L. FEJES TÓTH: Kreisausfüllungen der hyperbolischen Ebene. Acta Math. Acad. Sei. Htin-
garicae 4 (1953) 103-110. 

13 L. FEJES TÓTH: Über die dichteste Horozyklenlagerung. Acta Math. Acad. Sei. Hunga-
ricae 5 (1954) 4 1 - 4 4 . 

13. ábra 14. ábra 
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6. Most meg szeretném mutatni, hogyan függ össze a legsûrûbb körelhelyezés 
kérdése a matematikának egy nagy gyakorlati jelentõségû újabb ágával, az infor-
mációelméletiéi.14 

Egy szóbeli közlés alkalmával a beszélõ egy rendkívül komplikált nyomáshul-
lámot bocsát ki, amely többé-kevésbé eltorzulva a hallgató füléhez jut. Ha a köz-

15. ábra 

leménynek nemcsak logikai tartalmát, hanem a közlés módjának pontos lefolyását 
is le akarjuk matematikailag írni, akkor meg kell adnunk a keltett nyomást, p-t, 
mint az idõnek, t-nek függvényét, vagyis a p=p(t) függvényt. Tekintsük azt az 

14 Az alábbi problémát C. E. SHANNON, az információelmélet megalapítója vetette fel. Vö. 
B. L. van der WAERDEN: Pollenkörner, Punktverteilungen auf der Kugel und Informationstheorie. 
Die Naturwissenschaften 48 (1961) 189-192. 
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idõintervallumot, amelyben mondjuk a magyar nyelv „a" hangját ejtjük ki. Itt 
/;(/) periodikusan tekinthetõ, s elõállítható a következõ végtelen sorral: 

pit) — Z Ê cos 2nvá/ + óksin 2nvkt), 
k = 0 

ahol V az alaphang frekvenciája, ak és b, pedig a p(t) függvénybõl kiszámítható 
állandók. Ezt a sort a p(t) függvény Fourier-sorának, az állandókat pedig p(t) Fou-
rier-együtthatóinak nevezzük. Ebbõl a sorból azonban csak azt a néhány tagot 

16. ábra 

kell megtartanunk, amelyek indexe, k, olyan, hogy k^N, ahol N az emberi fül szá-
mára hallható legmagasabb hang frekvenciája. Ha fülünket olyan nyomás érné, 
amelyet e néhány tag összege ad meg, usvanazt a színezetû és erõsségû „a" hangot 
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hallanók, mint eredetileg. Fülünk bizonyos magassÆgon felüli felhangokról mÆr 
egyszerßen nem vesz tudomÆst. 

Egy ismerısünk �a" hangjÆt tehÆt egyØrtelmßen jellemezhetjük nØhÆny adat-
tal, mØgpedig a nyomÆsfüggvØny pÆr elsı Fourier-együtthatójÆval. Ez ØrthetıvØ 
teszi azt, hogy egy mondjuk hÆrom mÆsodpercig tartó szóbeli közlØs is leírható 
meghatÆrozott szÆmœ adattal. Ezek az adatok, a közlØs koordinÆtÆi, különfØle-
kØppen vÆlaszthatók. ElØg pl. megadnunk a nyomÆs ØrtØkØt 1/2N tÆvolsÆgban fekvı 
idıpontokban. E pontok szÆma, tu egy T ideig tartó közlØs esetØn kereken 2NT. 
Egyszerß .matematikai meggondolÆsokból következik, hogy közlØsünk koordinÆ-
tÆinak a p1=p(ll2N), p2 = p((2/2N), ... , pn = p(ÿ/2/V) nyomÆsØrtØkeket vÆlasztva 
a közlØs Ætlagos hangerıssØge a 

p2+...+p2 = R2 

ØrtØkkel vehetı arÆnyosnak, illetıleg � alkalmas egysØgeket vÆlasztva � egyen-
lınek. Ha tehÆt különbözı szóbeli közlØseket tekintünk, amelyek ideje Øs Ætlagos 
intenzitÆsa megegyezik, akkor e közlØseket az «-dimenziós tØr olyan (pí,...,pn) 
pontjai reprezentÆljÆk, amelyek mind az origó körØ írt R sugarœ gömbön fekszenek. 

KØpzeljük most el, hogy a közlØst különbözı zajok zavarjÆk, amelyek Ætlagos 
intenzitÆsa azonban nem nagyobb Øgy bizonyos r ØrtØknØl. Ekkor, a zaj koordinÆ-
tÆit zu ... , z�-nel jelölve, 

zl+ ... +z2Sr2. 

Legyen P=(pu ... , p n ) egy közlØs Øs Q=(q1, ... , q�) egy mÆsik, a kØt közlØs-
kor fellØpı zaj pedig X=(xu ... , x�) Øs Y�(yí, . . . , >>�). Mi a P Øs Q közlØs helyett 
az eltorzult P+X=(p1+x1, ... ,p�+xn) Øs Q+Y=(qí+y1, ... , q�+y�) közlØst fog-
juk fel. Mivel xl + ...+x2^Sr2 Øs yf+...+y2^r2, a P+X pont a P körül Øs a 
Q+Y pont a Q körül írt r sugarœ gömbben fekszik. Ha e kØt gömbnek van közös 
pontja, akkor elıfordulhat, hogy P+X=Q+Y, s így nem tudjuk a P Øs Q közlØst 
egymÆstól megkülönböztetni. Felmerül így a kØrdØs, hÆny pontot tudunk az «-di-
menziós tØr R sugarœ gömbjØn œgy elhelyezni, hogy a körØjük írt r sugarœ gömbök 
ne nyœljanak egymÆsba? Arról van tehÆt szó, hÆny különbözı informÆciót adhatunk 
mondjuk 3 mÆsodperc alatt szóban, ha adott hangerıvel beszØlünk, miközben be-
szØdünket meghatÆrozott intenzitÆsœ zaj zavarja. 

Ez n= 3-ra pontosan az a problØma, amellyel fentebb a pollenszemekkel kap-
csolatban foglalkoztunk. BÆr az ÆltalÆnos «-dimenziós problØma rendkívül nehØz, 
ismerünk egy Ørdekes rØszeredmØnyt: az «-dimenziós gömbön nem lehet « + 2 pon-
tot kedvezıbben (vagyis egymÆstól nagyobb minimÆlis tÆvolsÆgban) elhelyezni, mint 
2 « pontot. Ez annak a mÆr említett tØnynek az ÆltalÆnosítÆsa, hogy a közönsØges 
gömbön (Ł = 3) nem helyezhetı el 5 pont kedvezıbben, mint 6. 

(BeØrkezett: 1963. III. 26.) 
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