MI' A DISZKR T GEOMETRIA"?

rta: FEJES T TH L® SZL

Az 1957-ben elhunyt kivA n@met matematikus, W. S ss Attal |@&rehozott
Oberwolfachi Matematikai Kutat Int@et fogalomm&EvAt mint a k | nb zI mate-
matikai kollokviumok gyakori sz nhelye. Ebben az int@zetben, amely a Schwarz-
wald egy kies v Igy@ben fekszik, 1962 jodiusAban 10 k | nb zi1 orszAgb | mintegy
30 matematikus j tt ssze egy Diszkr@& geometriai kollokviumra". Mi az a diszk-
r&& geometria, amelyril matematikus k r kben egyre t bb sz esik? Ezt szeret-
n@m sz@esebb k r k szAnAa megvilAg tani.*

1. A diszkr@&" sz mai k zhasznAati jelent@se elt@& a sz matematikai jelen-
t&s&1 1. A matematikAban egy diszkr@& ponthalmazon szeparZt pontokb | Al |,
diszkontinuus halmazt @t nk, amilyen pl. egy pontrAes (1. Abra) ellent@ben mond-
juk egy k rlap sszes pontjAb | Al ponthalmazzal. A diszkr@& geometria elnevez@s
teh/& arra utal, hogy itt nem-folytonos geometriai halmazok vizsgAat/& | van sz .

Ezeknek a vizsgAtatoknak a z m@ mind tAEgyuk, mind m dszereik alapjAn
az elemi geometria, a csoportelm@et vagy a konvex testek elm@dete k r@be lehetne
sorolni. A tAEgy saj/Aos jellege, fejli d@s@nek fokoz d teme, valamint eredm@nyei-
nek @rdekess@dge @& fontossAga mEgis indokoltt/AEteszi azt, hogy a diszkr@& geometri/Z&
nA&l , o tudomAnyAgnak tekints k. Vess nk egy
pillantAst ennek atudomAnyAgnak a kialakul ASAa,
nhAny jellegzetes probl@mAgAa & mA tudomAny-

Agakkal val kapcsolatAa'!

2. A diszkr@& geometria r@yebbi, mintegy a
szAzadfordul ig terjedi idi szak/& az jellemzi, hogy
itt a kutatAok csak szabAyosan elrendezett ele-
mekbi | Al halmazokra irAhyultak. A s knak @& a
g mbnek szabAtyos @& fdig szabAtyos felbontAsai-
val mA a g r g k foglalkoztak. KEPLER ®@szre- 1 Ara
vette, hogy a t@& rombdodeka@derekkel kirakhat
Ennek az @szrev@telnek AtalAnos tASak@nt FIJODOROV, orosz krisztAlogrAus fel-
sorolta az sszes parallelo@dert, vagyis azokat a konvex soklapokat, amelyeknek
eltolt @b teljes lapok ment@n csatlakoz p@ddAnyaival a t@r Afedds @& h@zag ndk |
kirakhat . Lord KELVIN @& W. BARLOW kristAtyszerkezeti, MINKOWSKI pedig
szAmelm@deti k@ard@sekti| szt n zve testek rAesszer elhelyez@s@vel kapcsolatos
sz@sI GrtZkprobl@mAkat vizsgAt. Sz ljunk most nGhAny sz t ennek az idiszaknak
legjelenti sebb eredm@nyeiri |, a krisztAtlogrAtiai csoportok elm@det@rl.

* Ez az ismertet@® a Bolyai JARos Matematikai TAesulat @& a Kossuth-klub k z s rendez@@
ben 1963. mAEcius 26-A8 tartott elladAS nyomAs k@z It.
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2. abrank egy oegyiptomi falmintat mutat. A mintat bizonyos eltolasok, tiik-
rozések, és forgasok onmagaba viszik at. Ezeket a transzformacidkat a minta szim-
metria-operdcidinak nevezziik. Az ilyen falmintdk szimmetria-operacidikat tekintve
igen kiillonboz6k lehetnek. A 3. dbran lathaté minta ESCHER, modern holland gra-
fikustdl szarmazik. Itt egyenlS alakt és nagysagh szarnyas tigrisek vonulnak egy-
massal szembe, mégpedig ugy,
hogy a sikot hézag nélkiil lefedik.
Ha nem tekintjiik a tigrisek szi-
nének a kiilonbozGségét, akkor
itt, eltolasokon kiviil, bizonyos
,,csuszotitkrozések’ is szerepel-
nek szimmetria-operaciokként.
t Milyen falminta tipusok 1é-
teznek? Hogyan lehet Gket osz-
talyozni és valamennyit sziszte-
matikusan felsorolni? A valaszt
Fioporov adta meg 1883-ban:
az un. kétdimenzios krisztdllog-
rdfiai csoportok szama 17.

A krisztallografiai csoport
fogalmanak megértése céljabol
tekintsiik egy mintaban el6for-
duldé szimmetria-operaciok 0sz-
szességét. A transzformacidknak
ez a sokasiga a kovetkezd két
tulajdonsaggal bir: 1. A sokasag
barmely két transzformaciojanak
egymasutani alkalmazasaval adé-
do6 transzformacié szintén hoz-
zatartozik a sokasaghoz. 2. A
sokasag barmely transzformacio-
janak van a sokasagban egy in-
verze, vagyis egy olyan transz-
formacio, amely az eredeti transz-
formécio hatasat megsemmisiti.
Ezt roviden ugy fejezziik ki, hogy
egy minta szimmetria-operacioi
csoportot alkotnak. Ez a csoport, a minta szimmetria-csoportja szabja meg a minta
jellegét, tipusat. Ezeknek a csoportoknak az attekintésér6l van tehat szd. S ezt
az attekintést éppen a csoporttulajdonsagok teszik lehetSve.

A 17 falminta tipus koziil sokat mar az egyiptomiak ismertek, az arabok pedig
paratlan geometriai intuiciéval mind a 17-et felfedezték.

A mult szizadban az atomelmélet rohamos térhdditasa miatt nem a két-, hanem
a haromdimenziés krisztallografiai csoportok, az un. tércsoportok élltak az érdek-
16dés kozéppontjaban. Ezek teljes felsorolasat egymastol fiiggetleniil FioDOROV,
SCHONFLIESS és BARLOW adta meg. Annak a nagy horderejii kérdésnek a tisztaza-
sar6l van itt sz, milyen szimmetria-tulajdonsagokkal birhatnak a matematikailag
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lehetséges kristalystruktirak. Ennek a kérdésnek a nehézségét mar az is mutatja,
hogy a széban forgd tércsoportok szama 230.

3. A diszkrét geometrianak szabalyos alakzatokkal foglalkozo klasszikus
iranya szazadunkban is folytatodik. Meg kell itt emliteni a geometriai szamelmé-
letben elért mélyrehaté eredményeket, amelyek egy tobbdimenzids térben racs-
szeriien elhelyezett testek vizsgalatan alapulnak, valamint a matematikai krisztal-
lografia szamos tjabb eredményét. Emlitsiink egy jelentGs konkrét eredményt is:
DELONAY, szovjet matematikus, felsorolta a Fjodorov-féle paralleloéderek 4-di-
menzidés analogonjait. Mig a haromdimenzids térben csak ot kiilonb6z6 tipust
paralleloéder van, addig a topoldgiailag kiilonboz8 tipusti négydimienzids paral-
leloéderek szama 52.
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4. dbra

Az utébbi idében azonban az érdekl6dés egyre inkabb altalanos diszkrét hal-
mazokra iranyult, amelyeknek elemei teljesen szabdlytalanul helyezkedhetnek el.
Szérjunk szét a sikon minden rendszer nélkiil egyenl§ nagysagu korlapokat ugy,
hogy egy kor se nyuljon egy masikba (4. abra). Lehet egy ilyen kérhalmazra vala-
milyen nem trivialis, altalanos érvényii tételt kimondani? Igenis lehet! Bebizonyit-
haté példaul, hogy a koérhalmaz siirfisége mindig =n/}'12=0,9069 ... . Szemléle-
tesen kifejezve: egymasba nem nyuld, egybevagd korokkel a siknak legfeljebb
90,69 ...%-a tolthetd ki.

Milyen korhalmazok érhetik el a fenti siirtiségkorlatot? Roviden: melyik a
legsiir(ibb korelhelyezés? Az, amelyikben minden kort hat masik érint. (Errdl az
eredményrdl irja egy helyen a kivald kanadai matematikus, H. S. M. COXETER,
hogy azt sokan eldre sejtenék, de csak kevesen tudnak bebizonyitani.) A legsiir{ibb
elhelyezésben tehat a kordk racsot alkotnak (5. 4bra).

Hasonl6éan van ez sok més esetben is: kiindulunk egy rendezetlen, kaotikus
sokasagbdl, amely egy tagabb értelemben vett gazdasigossagi elv hatdsara auto-
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matikusan szabdlyossa valik. Igy kapcsolodik a diszkrét geometria Gjabb iranya
a klasszikushoz.

4. A legsiiriibb korelhelyezés problémajat A. THUE, az alapvetd szamelméleti
eredményeirdl ismert norvég matematikus oldotta meg még a mult szazad végén.
Ez a probléma szamos ujabb vizsgalat kiindulasi pontjat képezte. C. A. ROGERs!
korok helyett tetszés szerinti egybevagd, pdrhuzamos helyzetii konvex lemezeket
tekintett (6. abra), s bebizonyitotta, hogy ilyen lemezek legsiiriibb elhelyezése min-
dig racsszerli (7. abra). A lemezek parhuzamos helyze-
vV VV VvV tének feltétele természetesen nem hagyhatoé el, amint azt
a haromszog példaja mutatja: racsszeriien elhelyezett
haromszogekkel a siknak legfeljebb 2/3-a tolthetd ki
(8. abra), mig tetszés szerinti helyzetli kongruens harom-
szogekkel a sik teljesen kirakhatd. Centralisan szimmet-
rikus lemezek esetén azonban nem kell kikotni a parhu-
zamos iranyitast: centrdlszimmetrikus, egybevdgo kon-

8. dbra vex lemezek semmilyen elhelyezésének siiriisége sem
haladhatja meg a legsiiriibb rdcsszerii elhelyezés siiriiségét*

(9. és 10. dbra). Meg kell azonban itt jegyezni, hogy a maximalis siirliséget a leme-
zek néha nemcsak racsszer(i elrendezésben érhetik el. Példaképpen tekintsiink tégla-

oo

9. abra 10. abra

lapokat, amelyek elhelyezésének maximalis slirlisége nyilvan 1. De ezt a stirdséget
a téglalapok racsszerii elhelyezésen kiviil parkettszer(i vagy mas tipust elhelyezés-
ben is felvehetik.

Bizonyos sejtszovetekben a sejtek nem toltik ki teljesen a rendelkezésiikre
allo teret. Ilyen szovetek vizsgalata érdekes matematikai problémakhoz vezet. Kép-
zeljik példaul, hogy a sejtek adott térrészbe zart, szabadon deforméhatd, de egyenld,
valtozatlan felszin{i testek. Mikor lesz a sejtek térfogatGsszege maximalis? Ennek
a problémanak a dudlisa az, hogy a sejteket egyenl§ térfogatu testeknek tekintjiik
¢és azt kérdezziik, mikor lesz azok felszinosszege minimalis.

11. abrank a kukoricaszar un. parenchimatikus szovetének egy metszetét mu-
tatja3. Itt a sejtek a szar tengelyiranyaban er8sen megnyult oszlopocskéaknak tekint-

t C. A. RoGers: The closest packing of convex two-dimensional domains, Acta math. 86
(1951) 309—321.

2 L. Feses TOTH: Some packing and covering theorems. Acta Univ. Szeged, Acta Sci. Math.
12/A (1950) 62—67.

3 D’Arcy W. THOMPSON: On growth and form II. Second edition, Cambridge 1952. p. 471.
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hetsk, ugyhogy térfogatuk és felsziniik aranyosnak vehetd keresztmetszetiik terii-
letével és keriiletével. Felvet6dnek azért a fenti térbeli problémak sikbeli analogon-
jai, amelyek egzakt fogalmazésban igy hangzanak:

1. Tekintsikk az euklideszi sikon egyenl§ keriiletli, egymasba nem ' nyulo,
konvex tartomanyok egy halmazat. Tegyiik fel, hogy a tartoméanyok alakja és hely--
zete szabadon valtozhat, oly modon azonban, hogy keriiletiik és szdmsiirtiségiik*
ne valtozzék. Milyen alak és elrendezés ese-
tén lesz a tartomanyok atlagos teriilete maxi- \ /
malis ?

11. Tekintsiik az euklideszi sikon egyenld
teriileti, egymasba nem nyulé, konvex tar-
tomanyok egy halmazat. Tegyiik fel, hogy a
tartomanyok alakja és helyzete szabadon
valtozhat, oly mdédon azonban, hogy tertiile-
tilk és szamsiir(iségitkk ne valtozzék. Milyen
alak és elrendezés esetén lesz a tartomanyok
atlagos keriilete minimalis ?

Az elsG problémat a szerz6®, a maso-
dikat a szerz8 HEPPES ALADARral kozosen®
oldotta meg. Ha rogzitett szamsiirliség mel-
lett a tartomanyok kozos keriiletét, illetSleg
teriiletét kis értékekbsl kiindulva noveljiitk, akkor az extremalis tartomanyok
mindkét esetben el8szor tetszés szerinti modon elhelyezett korok lesznek, ame-
lyek bizonyos keriilet-, illetSleg teriiletértékre a legsiiriibben helyezkednek el, majd
korivekkel lekerekitett hatszogekbe, s végiil a sikot hézagmentesen kitoitS szaba-
lyos hatszogekbe mennek at (12. a, b, ¢ abra).

11. dabra

12a dbra 12b dbra 12¢ dbra

Figyelmet érdemelnek e problémék altalanos feltételei: a tartomanyoknak még
csak az egybevagdsagat sem tettiikk fel. A tartomanyok kongruenciaja, szabalyos

4 A szamslir(iség ugy interpretalhatd, mint a teriiletegységre esd tartomanyok atlagos szama.

5 L. Feses TotH: Filling of a domain by isoperimetric discs. Publicationes Math. 5 (1957)
119—127.

6 L. Feses TotH and A. Heppes: Filling of a domain by equiareal discs. Publicationes Math.
7 (1960) 198 —203.
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alakja @& szabAyos elrendez@e mind csupA egyetlen term@zetes szdsi GFtek-
k vetelmghy automatikus k vetkezm@hye.

5. A virAok porz szemeinek k Isi burkA apr ny I/&ok vannak, amelye-
ken /& a hm ivarsejtek a megtermgkeny t@kor kil@hetnek. TAMMES, holland
biol gus megfigyelte, hogy a f stik@(Fumaria capriolata) g mb alakoe pollen-
szemein a szem nagys/AAE | f ggien k| nb zi szAnce ny I/ lehet, m@pedig
leggyakrabban 4, 6, 8 & 12 ny I/&Viszont 5 ny |Ace pollenszem sohasem fordul
eli. Minden ny |AszAnhoz egy-egy sajAos elrendezi d& tartozik. Pl. 4, 6 & 12
ny I/& esetth a ny Aok t bbnyire egy szabAyos tetrader, oktadler, illetileg
ikozadller csoesaiban fekszenek. A ny |&szAn k zel tileg arAByos a g mb fel -
letel. A szomsz@los ny |/ABok k zti tAZolsA§ azonban a k | nb z1 pollenszeme-
ken nagyjABan AHand .

TAMMES feltette, hogy k@ ny I/& sohasem k@pzi dhet egym/At | egy a fajtAea
jellemzi tAZolsAnA kisebb tAolsAban, & hogy mindig annyi ny I/& k@pzi dik,
amennyi csak a pollenszemen e feltdel mellett elf@. Felmer | tehZ a k&dds: hAay
pont helyezheti € egy adott sugarceg mb n egym/&t | legalABb egysdnyi tAol-
sAgban. TovABbi k@dds: melyik az a legkisebb g mb, amelyen ennyi pont elf@
@& hogyan kell a pontokat elhelyezni?

A k@dast gy is fogalmazhatjuk: hogyan kell egy adott g mb n n pontot
agy elhelyezni, hogy ak zt k levi minimAs tAolsA a leheti legnagyobb legyen?
Rajzoljunk a pontok k r@a k zt k fellg legkisebb szf@ikus tAZolsAg fel@iel,
mint sug&ral k r ket. Mivel ezek a k r k nem metszhetik egym/&t, arr | van sz ,
legfeljebb mekkora lehet egy g mb n Afedd® ndk | elhelyezheti n egybevAg k r
sugara. MAB sz val: ag mb felsz nghek hAyadri&ze t Itheti ki negybevA k rrel?

Erre a k@Fd@re vonatkozik a k vetkezi t@el®: Haegy g mb n n” 3 egym/ba
nem nycé egybev/g k r van elhelyezve, akkor  azok sRri3she

Egyenli s csak °= 3-, 4-, 6-& 12-re &heti &, mdy-

pedig ha a k r k egy fik rbe rt szabAyos hAomsz g, egy szabAtyos tetrader,
oktader, illetileg ikozader csoesai k r@ vannak rva.

A fenti korl&£ minden n-re kisebb mint 7t/FI2, s ezdt a g mb sohasem t I[t-
heti ki t bb mint k@& k rrel olyan sBrf3n, mint a sk. De haak r k szAna nagy,
akkor o 12 sBrBsZgkorl A tetsz@s szerinti pontossAggal megk zel theti. Ez@t
ha a pontok k zti minimAts tAvolsAg 2r, akkor egy nagy F felszn3 g mb n elhe-
lyezhet! pontok n szAma k zel tileg eleget tesz a nr’n\F=n\" 12 egyenli s@gnek.
Ez sszhangban van TAMMEsnek azzal a meglap tA&Awal, hogy a ny |AsszAn k ze-
| tileg arAayos a g mb felsz n@vel.

K nnyen megmutathat , hogy ha egy g mb n € lehet helyezni t egyenli
nagysAoe k rt, akkor egy hatodik ugyanakkora k r iselfd ag mb n. t nyl&
tenAE TAMMES elm@dete szerint nem gazdas/Agos, s ez @theti v teszi azt, hogy ez
a ny |/BszA migt nem fordul eli.

7 P. M. L. TAMMES On the origin of number and arrangement of the places of exit on the
surface of pollengrains. Recueil des travaux botaniques nérlandais 27 (1930) 1 84.

8 L. FEEST TH: Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum. Berlin, 1953.
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TAMMES problémajat «=7-, 8- és 9-r&CHUTTE és vander WAERDEN®, n= 10- és
11-reL. DANZERY, «=24-re pedig ROBINSON oldotta meg. Kiemeljik az n=8 és
24 esetet, amikor az extremalis pontrendszer egy-egy harom- és négyszodgek altal
hatarolt ARCHIMEDESZI test (13. és 14. abra), valamint az «=11 esetet, amelynek
megoldasat gy nyerjik, hogy az ikozaéder csucsai kozil egyet elhagyunk. «=ll-re
tehat hasonldé a'helyzet mint=5-re; svaloban, 11 nyilast pollenszem csak igen
ritka ,fejlédési rendellenességként” fordul eld.

Tekintsiik a gombnek vagy a siknak egybevagd szabalyos sokszégekre vald
olyan felbontasat, amelyben minden csdcsban harom soksz6g taldlkozik. A gém-
bén négy, viszont az euklideszi sikon csak egy ilyen felbontas van, mégpedig két-,
harom-, négy-, 6t-, illetdleg hatszdgekre. A felbontdsoknak ez a sorozata folytatodik

——

13. dbra : 14. dbra

a _hiperbolikus sikon. Itt szerkeszthetGk hét-, nyolc-, ... oldalu sokszogekbdl allo,
haromélii csucsokkal bird szabalyos mozaikok. Lattuk, hogy a gombon és az euk-
lideszi sikon egy ilyen mozaik lapjaiba irt korok mindig egy-egy legsiiriibb kor-
elhelyezkedést alkotnak. Megmutathatd, hogy ugyanez érvényes a hiperbolikus
sikon is!?. A 15. abra kongruens kéroknek egy olyan legsiir(ibb elhelyezését mu-
tatja a hiperbolikus sik Gn. Poincaré-féle kormodelljén, amelyben minden kort hét
masik érint.

A hiperbolikus sikon (éppen 1igy, mint a gdmbon) az elérheté maximalis siir-
ség fiigg a korok sugaratol. Megadhat6é azonban egy minden korsugéarra érvényes,
univerzalis siirtiségkorlat is,'3 mégpedig 3/z=0,955 ..., amely — bar véges sugaru
korokkel nem érhetd el — tetszés szerinti pontossaggal megkozelithetd. Marmost
a hiperbolikus siknak egyik nevezetessége, hogy ott egy egyenest egy pontban érintd
korok hatarhelyzete, amidén a korok sugara minden hataron tul nd, nem az egye-
nes, hanem egy (paraciklusnak nevezett) gorbe. Figyelemre méltd, hogy ilyen vég-
telen sugart korokkel a hiperbolikus sik mar kitolthet§ 3/z siirliséggel. Ezt az abszo-

rr_ o

lut legstiriibb korelhelyezést szemlélteti a 16. abra.

9 K. ScHUTTE und B. L. van der WAERDEN: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 9 Punkte
mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 123 (1951) 96—124. :

10 1958- és 1962-ben Oberwolfachban tartott eldadés.

11 R. M. RoBINSON: Arrangement of 24 points on a sphere. Math. Ann. 144 (1961) 17 —48.

12 1., Feses TotH: Kreisausfiillungen der hyperbolischen Ebene. Acta Math. Acad. Sci. Hun-
garicae 4 (1953) 103—110.

13 L, Feses Tora: Uber die dichteste Horozyklenlagerung. Acta Math. Acad. Sci. Hmrga-
ricae 5 (1954) 41—44
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6. Most meg szeretném mutatni, hogyan fligg 6ssze a legsiribb kdrelhelyezés
kérdése a matematikanak egy nagy gyakorlati jelentdségl Ujabb agaval, az infor-
mécidelméletiéi.**

Egy szobeli kozlés alkalmaval a beszéld egy rendkivil komplikalt nyomashul-
lamot bocsat ki, amely tobbé-kevésbé eltorzulva a hallgaté filéhez jut. Ha a koz-

15. abra

leménynek nemcsak logikai tartalmat, hanem a koézlés mddjanak pontos lefolyasat
is le akarjuk matematikailag irni, akkor meg kell adnunk a keltett nyomast, p-t,
mint az id6nek, t-nek fluggvényét, vagyis a p=p(t) flggvényt. Tekintsik azt az

14 Az alabbi probléméatC. E. SHANNON, az informéaci6elmélemegalapitéja vetette fel. Vé.
B. L. van der WAERDEN: Pollenkdrner, Punktverteilungen auf der Kugel und Informationstheorie.
Die Naturwissenschaften 48 (1961) 189-192.
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iddintervallumot, amelyben mondjuk a magyar nyelv ,a" hangjat ejtjuk Kki.

Itt
/;(/) periodikusan tekinthetds eldallithaté a kdvetkezd végtelen sorral:

pit) —kZ_OE ° 2nval + &sin 2nvki),

ahol Vaz alaphang frekvenciaja, &s b, pedig a p(t) fuggvénybdl kiszamithato
allandék. Ezt a sort a p(t) fuggvémourier-soranak, az allanddkat pedig p(t) Fou-
rier-egyutthatéinak  nevezziik. Ebbdl a sorb6l azonban csak azt a néhany tagot

16. abra

kell megtartanunk, amelyek indexe, k, olyan, hogy k*N, ahol N az emberi fil sza-
mara hallhaté legmagasabb hang frekvenciadja. Ha fulinket olyan nyomas érnég,
amelyet e néhany tag 0sszege ad meg, usvanazt a szinezet(l és er6sségl ,a" hangot
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hallan k, mint eredetileg. F | nk bizonyos magassAgon fel li felhangokr | mAE
egyszerBen nem vesz tudomAgt.

Egy ismeris nk a" hangj/Z tehZE egy@dtelmBen jellemezhetj k nhABy adat-
tal, mdpedig a nyomA&f ggvhy pA elsi Fourier-egy tthat jA&al. Ez @theti vd
teszi azt, hogy egy mondjuk hAom mABodpercig tart sz beli k zI& is lerhat
meghat/AEozott szAmce adattal. Ezek az adatok, a k zI@& koordin/&EA, k | nfde-
k@ppen vAaszthat k. El@y pl. megadnunk a nyom/A& @tk@d 1/2N tAolsAban fekvi
idi pontokban. E pontok szAha, tu egy T ideig tart k zI@& esetdh kereken 2NT.
Egyszer? .matematikai meggondol &Bokb | k vetkezik, hogy k zI@& nk koordin&
tAmnak a p=p(lI12N), p. = p((Z2N), ..., pn=p( /2/V) nyomABdtckeket vAmsztva
a k zZI&& AMagos hangeri ssdje a

pH+.+p° = R

atzkkel veheti arAayosnak, illetileg alkalmas egys@jeket vAmsztva egyen-
lhnek. Ha tehZE k | nb z1 sz beli k zI@&eket tekint nk, amelyek ideje & AHagos
intenzit/Ba megegyezik, akkor e k zl@eket az «-dimenzi s t& olyan (P,--sPn)
pontjai reprezentA A&, amelyek mind az orig k r@ rt R sugarceg mb n fekszenek.

K@pzelj k most €, hogy a k zZI&t k | nb z1 zajok zavarjA, amelyek AHagos
intenzitAa azonban nem nagyobb @y bizonyos r @tkn@d. Ekkor, a zaj koordin&
tAa z, ...,z -nd jel lve,

a4+ ..  +79°
Legyen P=(p, ... ,pn) €gy k zI& @& Q=(0, .. ,q )egy mAk, a kd k zI&-
kor fellgp1 za pedig X=(x, .. , x)@&Y (y, ...,>)Mi aP@&Qk zI& helyett
az eltorzult P+X=(py+xq, s X)) B QHY=(qtys, ., q +y ) k zI&t fog-
juk fel. Mivel Xl + . +X"S2 @& yf+. +y*Ar2 aP+X pont aPkrl @&a

Q+Y pont aQ Kk r | rtr sugaroeg mbben fekszik. Ha e kd g mbnek van k z s
pontja, akkor eli fordulhat, hogy P+X=Q+Y, s gy nem tudjuk aP & Q k zI@t
egym/At | megk | nb ztetni. Felmer | gy a k@dd, hAy pontot tudunk az «-di-
menzi s t@& R sugarceg mbj@h ogy elhelyezni, hogy a k rg k rt r sugaroeg mb k
ne nyadjanak egym/gba? Arr | van tehAE sz , hAy k | nb ziI informZi t adhatunk
mondjuk 3 mAodperc alatt sz ban, ha adott hangeri vel beszd nk, mik zben be-
szl nket meghat/ZEozott intenzit/Bce zaj zavarja.

Ez n= 3-ra pontosan az a probl@na, amellyel fentebb a pollenszemekkel kap-
csolatban foglalkoztunk. BAE az AialABos «-dimenzi s probl@ma rendk v | neh&,
ismer nk egy @dekes r&zeredm@hyt: az «-dimenzi s g mb n nem lehet «+2 pon-
tot kedvezi bben (vagyis egym/&t | nagyobb minimAs tAZolsAgban) elhelyezni, mint
2 « pontot. Ez annak a mAE eml tett thynek az ARalARos t/&a, hogy a k z ns@hes
g mb n (L= 3) nem helyezheti € 5 pont kedvezi bben, mint 6.

(Bekezett: 1963. I11. 26.)
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