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R Á C S Á R A M L Á S F E L A D A T Á N A K V I S S Z A V E Z E T É S E 

A S Í K R Á C S P R O B L É M Á R A 

H I D A S I J Á N O S * 

[ B e é r k e z e t t 1976. n o v e m b e r 4-én] 

A v á l t o z ó részcsa to rna szélességű r á c s á r a m l á s n e m h a r m o n i k u s p o t e n c i á l és 
á r a m f ü g g v é n y e k i f e j ezhe tő h a r m o n i k u s f ü g g v é n y e k segí tségével . Ezze l a m ó d s z e r r e l 
o l y a n összefüggést k a p u n k , a m e l y a l ka lmas a sebességkomponensek megha tá rozásá ra . 
A módsze r a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k fe l té te le az , h o g y a r é s z c s a t o r n a ke l lő p o n t o s a n 
a p p r o x i m á l h a t ó legyen a k é t szabad k o n s t a n s ú p a r a b o l i k u s v a g y h i b e r b o l i k u s g ö r b é v e l 

Je lö lések: 

cx, cy — a b s z o l ú t sebességkomponensek 
<p, Ф — sebességpotenc iá lok 
yj, 4* — á r a m f ü g g v é n y e k 

Cj, Cj, c3 — a p p r o x i m á c i ó s k o n s t a n s o k 
b (x ) — részcsa to rna szélesség 
/ , , / , — 6 ( x ) - t ő l függő t r a n s z f o r m á c i ó s f ü g g v é n y e k 

1. Bevezetés 

Az á ramlás techn ika i gépek járó és veze tőkereke inek tervezésére szol-
gáló számítási el járások elvi a l ap j á t a va lóságban k ia laku ló háromdimenziós 
á ramlás minél pontosabb analízise képezi . Számítások során fel tételezik, 
h o g y az á ramló közeg súr lódásmentes és ö s szenyomha ta t l an . A lapátozás teré-
ben kialakuló á ramlás á ramfe lü le te i a gép forgás tengelyével koaxiális á r a m -
felületek. Forgásfe lü le teken a ké t szomszédos forgásfelüle t te l ha tá ro l t rész-
csa torna középső á ramfe lü le tén a kétdimenziós áramlásra k a p j á k az abszolú t 
á ramlás t leíró differenciálegyenleteket . A lka lmasan v á l a s z t o t t leképző függ-
v é n y segítségével síkra leképezve a síkon ez kétdimenziós rácsá ramlás t j e l en t . 

A s íká ramlás egyenle te iben az örvénymentesség t o v á b b r a is te l jesül , 
v iszont forrásos lesz, ame lynek forrásai a részcsatorna szélességének vá l tozá-
sából következően fo ly tonosan eloszló fe lüle t i forráseloszlást je lentenek. 

Az a lapegyenleteket t e k i n t v e két c sopor t r a osz tha tó a fe ladatok jellege. 
Az állandó részcsatorna szélesség esetén a fe lület i forráseloszlás eltűnik, a fel-
a d a t megoldása a Laplace-egyenlet megoldásá t jelenti . A más ik az á l t a lános 

* H i d a s i J á n o s , 1053 B u d a p e s t , K i r á l y i P á l u . 10. 
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4 5 8 H I D A S I J Á N O S 

eset , amiko r is a részcsa torna szélesség vá l tozó , a Laplace-egyenlethez pót ló lagos 
t a g k é n t a 

1 db dq> . l w , 1 db dy 
— , illetve a -) — 

b dx дх b dx дх 

mennyiségek kerülnek. 
H a a részcsa torna szélesség vá l tozásá ra bizonyos fe l t é te leke t e lő í runk , 

akkor t ranszformációs kapcso la t áll f enn a k é t eset közö t t , a változó részcsa-
t o r n a szélességű rácsfe lada t v isszavezethető a Laplace-egyenlet megoldásá ra . 

Ez véghezvihető , h a a szélességeloszlás ké t szabad kons t ansú pa rabo l i -
kus vagy hiperbol ikus görbével kellő p o n t o s a n app rox imá lha tó . 

2. A vál tozó részcsatorna szélességű rácsá ramlás alapegyenletei a s íkon 

A forgási á ramfe lü le t eken kia lakuló kétdimenziós abszolút á r a m l á s 
egyenletei t [2] szerint kon fo rmi san síkra leképezve k a p j u k a kont inu i tás 

± Щ х ) с х ] + — [ Ь ( х ) е у ] = 0 , 
dx 8 у 

vagy m á s k é p p 

dx dy b dx 
es az orvenymentesseg 

_ = о (2) 
dx dy 

feltételi egyenlete i t . (Függelék 1) 
Az örvénymentesség fe l té te le tel jesül , viszont je len v a n 

— — с 
b dx 

nagyságú felület i forráseloszlás. 
Az á r amlá s ö rvénymen te s vol ta m i a t t def in iá lható a <p potenciá l függ-

vény , hogy 

= cy = - ^ . (3) 
dx dy 

Def in iá lha tó t o v á b b á egy y> á r a m f ü g g v é n y t u l a j d o n s á g o k a t m u t a t ó f ü g g v é n y 
is (ahogy a Függelék 2-ben b izony í t juk) 

c x = 4 ^ ; (4) 
b dy b dx 

Műszaki Tudomány 54r 1977 



R Á C S Á R A M L Á S 4 5 9 

A (p és xp -re pedig a köve tkező egyen le tek kapha tók : 

э * 2 Эу2 ь dx эх 

^ + = (6) 
Э*2 9у3 b dx dx 

Az egyen le tek m i n d k é t felírási m ó d j a képezheti a vizsgálatok meneté t . 
A f e l a d a t peremfel té te l i egyen le t e i t a sebességtér rács e lő t t i és u táni 

nagysága ha tá rozza meg . 

3. A változó részcsatorna szélességű rácsáramlás fe lada tának visszavezetése 
a Laplace-egyenletre 

Az (5), (6) egyenle tek el l ipt ikus t ípusú parciál is differenciálegyenletek. 
Keressük azoka t a fe l té te leket az [1 ] szerinti m ó d o n , amikor 

ЭУ 8V 1 db дер _ 0 

Э*2 9y 2 b dx dx 
és 

d4> | Э*ф = 0 

dx? 9У2 

egyen le tek közöt t a 
<Р=ШФ 

t r ansz fo rmác iós kapcso la t írható. 
A (7). a lap ján képezzük a k ö v e t k e z ő mennyiségeket : 

9 cp 
dx 

Э У 

dx? 

э у 

db dx dx 

db 
db2 [dxj db dx?J db dx dx dx 

92Ф 

dx? 

A v isszahelyet tes í tés és rendezés u t á n 

/ 1 \
д Ч > -4 

Э^ф-
+ Ф Г d?fi í — 1 

U * 2 9 y 2 . 
+ Ф 

db2 

dfLdb 1 

db d« 2 b 

( d b 

[ d * db J 
+ 

+ 
db dx b d * J 

(7) 
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460 H I D A S I J Á N O S 

Vagyis k a p j u k a 

[db2 I dx j db dx2 b \ d x ) db \ dx L db dx b dx 
I I I I 

B f x ) B2(x) 

fel tétel i egyenletet . 
A fent i fe l té te l k é t esetben te l jes í thető . Az első, amikor 

= 0 

Э Ф 
dx __ B,(x) 

Ф B2(x) 
= f(x)vagy, const 

ami а Ф-ге erős megszor í tás t j e l en t . (Függelék 3) 
A második e s e t b e n : 

l í i f i L - l (8) 
db dx b dx 

Wi W* db IdbY2 d f , = 0 {9) 

db2 I dx j db dx2 b [dx] db 

A (8), (9) egyenle tből álló di f ferenciá legyenlet - rendszer megoldása ad ja az f , 
és b függvényeke t . 

A (8) egyenlet f,-re mego ldha tó függet lenül a (9) egyenle t tő l . 

<» L <*/, , 1 

dx L db b J 

Í f - U 

In f , = In — + In Cg, 

1 f d 6 

b 

A = (10) 
Vb 

d f \ _ C3 . rf2/l _ 3 c 3 
db 2 bVb db2 4 6 2 f 6 

Visszahelyet tesí tve (9) egyenletbe a fent ieket 

3c3 I db )2 c 3 d2b с я ( db )2 

- ^ - T ^ H = 0 
4 6 2 f 6 ( dx j 26 f t dx2 2b2Vb[dx\ 
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az összevonásokat és egyszerűsí téseket elvégezve a 

l d 2 6 ] _ 
í—1! 

1 dx2) [ dx ) 

2 
2 b h - d - — = o ( И ) 

m á s o d r e n d ű nem l ineár is differenciálegyenletet k a p j u k b-re. 
A (11) egyenlet 

db rl/ .. d2b du db du 
= u [o(x)J ; = — = и 

dx dx2 db dx db 
helyet tesí téssel 

2b— u - u 2 = 0 (12) 
db 

t r a n s z f o r m á l t a lakra megy á t . 
Megoldva: 

db^ 
b 

% 

Г du 1 Г 
J ~V~~2j 
Inre = In -f- lnc4 , 

и = cx\b • 

~ = ч Г ь (13) 
dx 

db 

J t H J " 
dx, 

2]/b = cxx 0 - с2, 

b = (Cl* + c2)2. (14) 

T e h á t a részcsatorna szélességnek elegendő pon tosan közel í thetőnek kell 
lennie (14) szerinti függvénnye l , ahol cv c2 app rox imáx iós kons tansok . 

A sebességtér (3) szerint képezhe tő : 

= ^ 
dx 2b][b dx Vb dx 
9 <p 1 9 Ф 

cy = =177 • (16) 
9 y \b 9 у 

A gyakor l a t i a lka lmazha tóság t ek in t e t ében je lentősebb e se tkén t a 

92V | 1 db ду> = 0 
Q X 2 Qy2 ff fa Q X 

9 я;2 Эу2 
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462 HIDASI JÁNOS 

egyenletekre a 
(17) 

t r ansz fo rmác ió lehetőségét v i z sgá l juk meg. 
Az előzőekhez hasonlóan képezve a 9y/9* és д2У>1дх? mennyiségeket és 

v isszahelyet tes í tve (6)-ba az 

д 2 х Р + 9 2 !P 

Э*2 9y 2 + T 

9<F 

d% ^ d f , _ dfg 
db2 dx db b \dx\ db 

+ 

+ 
dx 

df2 db 
db dx 

egyenle te t k a p j u k . A b és / f ü g g v é n y e k r e a 

df2 db 1 db 
db dx b dx 

— — f b dx 

/ з = 0 . 

db2 

db 
dx 

+ 
db dx2 b \dx db 

(18) 

(19) 

fel tétel i d i f ferenciá legyenle t - rendszer í rha tó . A (18) egyenle te t függet lenül (19)-
tő l m e g o l d h a t j u k : 

dx\ db bJ2i 

ÇV* = - I Г 
J Л 2 J 

db 

6 

l n / 2 = In V"b + In C3 , 

/ 2 = c 3 f b , 

с з . d 2 / 2 c3 

(20) 

d/2 =
 с з   

db 2 f b ' db2 4 b f b ' 

Visszahelyet tes í tve a fen t ieke t (19) egyenletbe és elvégezve az összevonásokat a 

2 ^ - 3 ^ = 0 
dx2 1 dxJ 

(21) 

másodrendű n e m lineáris d i f ferenciá legyenle te t k a p j u k b-re. 
Az előzőekhez hasonlóan megoldva 

b -
( c i x + c 2 ) 2 

(22) 
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E b b e n az e se tben az x függvényben szűkülő részcsa torna szélességre nyílik 
vizsgálat i lehetőség, ha cx, c2 kons t ansokka l pon tosan t u d u n k approx imáln i 
(1. ábra) . A (4) szer int a sebességtér képezhe tő 

1 Qy 1 dy) 

b 9y f i dy ' 

dV_ = 1_ 

b dx~ Vb 2b dx dx 

(23) 

(24) 

A b(x) f ü g g v é n y t nem kell az egész — x <C t a r t o m á n y o n közelí teni , 
c sak a r á c s t a r t o m á n y o n . R á c s t a r t o m á n y o n k ívü l a részcsa torna szélességet 
á l l andónak t e k i n t h e t j ü k . í g y ezeken a he lyeken 

2bУЬ dx 
db ~ . , 1 

Ф s= 0 es — 
db 

2ЪУЪ dx 
Ф = 0 . 

Az á l landó részcsa torna szélességű rácsáramlás levezethető min t speciális esete 
a fen t ieknek . Ugyan i s a (7), (10), (14), i l letve a (17), (20), (22) egybevetése 
a l a p j á n , mivel b = const 

/ i = у ! 5 5 3 1 és / 2 = c 3 f 6 = l 

legyenek. í g y a (7), illetve (17) szerint 

(p = Ф és y> — W. 

b(x) 

b = (c,x»c2)2 

b, = const 
bn b„ = const 

A fen t i közelí tések haszná lha tóságá t minden ese tben az dönt i el, hogy a ké t 
kons tanssa l t ö r t é n ő approximáció elegendő egybeesést tud-e b iz tos í tan i a t ény-
leges részcsa tornáva l . A parabol ikus és hiperbol ikus jellegű részcsa to rnákná l 
az egybeesés m é r t é k e nyi lvánvalóan jobb . 
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A gyakor la tban szűkülők a részcsatornák, ezér t az á ramfüggvények kö-
zötti összefüggéseket fe l t á ró (17), (20), (22) és az ebből szá rmaz ta to t t sebessé-
gek közöt t i (22), (23) összefüggéseknek van nagyobb jelentőségük. 

E n n e k a lapján m u t a t j u k be a Függelék 4-ben a rácstól nem megzavar t 
áramlás harmonikus 4 /

1 á ramfüggvényének az értelmezését . 

F Ü G G E L É K 

1. Az (F ) á ramfelü le ten a kont inu i tás egyenlete 

+ + [2- A + -L^l = 0. 
да г дер 

Az örvénymentesség egyenlete 

9 C R t 1 dCpa-

da b daJ 

да д <p r da 

(F]> 

"2 

/ V 
I+CD x 

Az (F) áramfelület konformisan leképezhető az (x, y) síkra. 
A leképző függvények 

= l cos A 
1 1 f dal 

= l cos A H — — 

L 2 Jo r _ 1 2 aL •о г 

Nt <p f* da 
y — (p — L cos A-T—, ahol: aL = I — . 

2?r aL J о r 
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Az (F) á r a m f e l ü l e t (CR) sebessége és a s í k o n a (c) sebesség k ö z ö t t a 

2л r  с = r C 
Nt 

összefüggés v a n . 
2. Az á r a m v o n a l f e l t é t e l a l a p j á n : 

R 

dx dy 
» 

cx Cy 

— Cydx -f- cxdy — 0 , 

a (4) egyen le tbe behe lye t t e s í t é s u t á n 

ь дх ь dy 

dxp = dx -[- — dy 
dx dy 

y> = const , á r a m v o n a l o n . 
A cp, y> r endsze r o r t o g o n á l i s r endsze r t képez . 

U g y a n i s 

a l a p j á n 

dx dy dy dx 

dcp_ dxp_ , 1 dcp df _ 0 

b d x d x b dy 8у 

a m i az o r t o g o n a l i t á s f e l t é t e l e . 
3. A 

V 0 = 0 

В 1 ( х ) Ф + B f x ) ^ - = 0 
dx 

egyen le tek közös m e g o l d á s á t csak F o u r i e r - a l a k b a n k a p h a t j u k . 

Ф = p(x) q(y). 
A p, q f ü g g v é n y e k r e a 

d2p 
C*p = 0, 

dx? 

dy2 
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egyenletek á l lnak fenn. í g y az (1), (2) egyenle tek közös megoldása 

ф = (Aekx + Be~kx) (Csin ky + Dcos ky) 
v a g y 

Ф = (risinh kx -(- Bcosh kx) (Csin ky + Dcos ky) 

ahol : A, B , C, D, к = \[C* k o n s t a n s o k . 
4. A l apá tp ro f i lon a kon túrsebesség a [3], [4], [5] szer in t előáll í tható m i n t 

k é t szuperponá l t áramlás e r e d m é n y e , a kon tú rp ro f i lon fo ly tonosan eloszló у 
örvény i n d u k á l t a sebesség a t u l a j d o n k é p p e n i rácshatás és a rácsprof i l tól n e m 
megzava r t á r amlá s összegeként . H a t á r o z z u k meg az u t ó b b i t . 

Mivel a sebesség nem f ü g g az у koo rd iná t á tó l 

bcx = cx0 = const , Су = Су о = cons t . 

A W-y á r a m f ü g g v é n y t két t a g összegeként í r j u k fel 

Ï 7 ! = + ^ 1 2 • 
ahol a 

A Wn a cx = - Î2» é s Cy= 0 (1 ) 
b 

Ö C^c — ^ 6 8 С y — CYQ 

áramlásokka l legyenek m e g h a t á r o z o t t a k . 
A (23) és (24) é r te lmében a ÎBn-nek ki kell elégítenie a 

= c j b ^ ^ r , (2 ) 
dy X' Vb 

(3) dVyy _ 1 db 
dx 2b dx 

parciál is d i f ferenciá legyenle t - rendszer t . 
A (2) egyenle t in t eg rá lásáva l 

-У+Ц*)- (4) 

A (4) v isszahelvet tesí tésével (3) egyenletbe 

c x 0 db dF = 1 db ГСхр -

2bVb dx dx 2b dx []/& 

Rendezve és az összevonások elvégzése u t á n F-re a 

+ (5) 
dx 2b dx 
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fel tétel i differenciálegyenletet k a p j u k . Megoldva: 

fdF _ J_ Г db 

J F ~ 2 J b 

In F = l n - h + In K2. 
]fb 2 

T e h á t F = T P ( 6 ) 

Az előzőekhez hasonlóan a !Р12-ге k a p j u k 

= 0, így <P 1 2 =«P 1 2 (x ) , (8) 9 ^ 2 

9У 

dí* , 1 d6 
+ (9) 

dx 2 6 dx 

a (9) inhomogén differenciálegyenlete t . 
A (9) egyenle t azonos a l a k ú (5)-tel, így a homogén egyen le t megoldása 

^ г н о ш = • ( 1 0 ) 
]/b 

Par t iku lá r i s megoldás t a 

r 1 2 p a r t 

a l a k b a n k a p h a t j u k , ahol xk t e t szőleges a r á c s t a r t o m á n y b a eső ki indulási p o n t . 

Így 
9*12 = Ф\2Нот "Ь ^ j ^ a r t s 

t ü > ( I 2 ) 

A rácsprof i l tó l nem megzavar t á r amlás á ramfüggvénye : 

= y ï IKl + СхоУ ~Cy0 J hdx (13) 

Kx, K2, K 3 - in tegrá lás i kons t ansok . 
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ponen ts . T h e p r e c o n d i t i o n f o r i t s a p p l i c a t i o n is t h a t the p a r t - c h a n n e l can be a p p r o x i m a t e d 
w i t h s u f f i c i e n t accu racy b y a p a r a b o l a or a h y p e r b o l a w i t h t w o f r e e cons tan ts . 

Z i i r u c k f i i h r u n g der A u f g a b e über G i t t e r s t r ö m u n g m i t v e r ä n d e r l i c h e r T e i l k a n a l b r e i t e a u f 
das P r o b l e m des ebenen G i t t e r s . — D i e n i c h t h a r m o n i s c h e n P o t e n t i a l - u n d die S t r o m f u n k t i o n e n 
einer G i t t e r s t r ö m u n g m i t w e c h s e l n d e r T e i l k a n a l b r e i t e k ö n n e n m i t H i l f e v o n h a r m o n i s c h e n 
F u n k t i o n e n a u s g e d r ü c k t w e r d e n . M i t d iesem V e r f a h r e n w i r d e i n geeigneter Z u s a m m e n h a n g 
zur B e s t i m m u n g der G e s c h w i n d i g k e i t s k o m p o n e n t e r . e r h a l t e n . B e d i n g u n g f ü r A n w e n d u n g 
der M e t h o d e i s t , daß der T e i l k a n a l m i t der n ö t i g e n G e n a u i g k e i t d u r c h eine P a r a b e l o d e r eine 
H y p e r b e l m i t z w e i f re ien K o n s t a n t e n a n g e n ä h e r t w e r d e n k a n n . 
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