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A dolgozat a „há romszög f e l e t t ha tszög" h á l ó z a t ú kétré tegű t é r r ác snak elöször 
a s ta t ika i ha t á rozo t t ság i fe l té te le i t vizsgálja, m a j d t isz tázza a ba t szögekből álló öv 
labil i tásából származó s ta t ika i köve tkezményeke t . E z u t á n a csavarási merevséget bizto-
sító „rácsos c s ö v e k " s t a t ika i je l lemzői t ál lapí t ja meg. Mindezek a l ap ján levezeti a tér -
ráccsal egyenér tékű k o n t i n u u m differenciálegyenletrendszerét , végül i smer te t i a pe-
remfel té te l i egyenle teke t és a r ú d e r ő k n e k a kon t inuum metszeterőiből va ló kiszámítását . 

1. A szerkezet ismertetése 

A kétré tegű té r rácsoknak egyik érdekes t ípusa az alsó övs ík jában három-
szög-, felső övs ík jában hatszögrácsozású szerkezet (1. ábra). A háromszögek 
csúcspont ja i a hatszögek középpont ja i alat t fekiisznek, s ha t -ha t rúdda l kap-
csolódnak a hatszögek csúcsaihoz. 

1. ábra 
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E szerkezetfajta megjelenése esztétikus, könnyen gyár tha tó hatszögű 
gúlákból és egyenes rudakból, s igen alkalmas 60°-os, ill. 120°-os szögeket tar-
talmazó alaprajzok lefedésére. 

Dolgozatunk célja: e térrács statikai viselkedésének t isztázása és a 
helyettesítő kont inuum egyenleteinek felírása. 

2. A statikai határozottság kérdése 

Mivel a szerkezet felső övsíkja hatszögekből áll, ez a saját s ík jában nem 
merev (hasonlóan a [2]-ben vizsgált térrácshoz). Tisztáznunk kell tehát : 
milyen megtámasztás mellett lesz a szerkezet állékony (statikailag határozott , 
ill. határozatlan), s a határozat lanság foka hogyan függ a hatszögű gúlák 
számától . 

Először tételezzük fel, hogy a hatszögek csúcsai érnek ki a szerkezet 
peremére (a háromszögek beljebb végződnek), és a peremen levő hatszög-
csúcsok — a konkáv pontokban levők kivételével —- függőleges rudakkal meg 
vannak támasztva . (A , ,merevtest-szerű" vízszintes mozgások meggátlására 
ezenkívül minden esetben három, nem egy pon tban metsződő, vízszintes 
támasz tóruda t is kell alkalmaznunk.) 

A térbeli rúdszerkezetek s ta t ika i határozottságának szükséges feltételét 
az ismert 

r + t = 3c (1) 

egyenlet fejezi ki, ahol r a rácsszerkezet rúdja inak , t a támasztőrudaknak, 
с a csuklóknak a száma. Ha r + f <C 3c, akkor a szerkezet labilis, ha pedig 
r -f- t > 3c, akkor határozat lan. 

Ez t a határozottsági feltételt sorban alkalmazva az egy, ké t , három stb. 
gúlából álló szerkezetre, az I. t áb láza tban fe l tün te te t t eredményeket kapjuk 
(az alaprajzi ábrákon ponttal je lö l tük a függőleges támasztórudak helyét): 

I . táb láza t 

Jel: 
A szerke-
zet alap-

rajza 

г t r»t с 3c 
A statikai határozat-
lanság (labilitás) foka: Jel: 

A szerke-
zet alap-

rajza 
felső 
öv 

diago-
nális 

alsó 
öv 

függő-
leges 

v í z -
szintes 

r»t 

felső 
öv л 

o-

3c 
A statikai határozat-
lanság (labilitás) foka: 

a . О 6 6 _ 6 3 21 6 1 21 határozott 

b. O D 11 12 1 8 3 35 10 2 36 1 к labilis 

c. O D D 16 18 2 10 3 49 14 3 51 2x labilis 

d. 15 18 3 9 3 48 13 3 48 határozott 

e. Й 19 24 5 10 3 61 16 60 1x határozat lan 

f . ® 3 0 42 12 12 3 99 24 7 93 6 X határozat lan 
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Az I. táblázat adataiból az alábbi következtetéseket vonha t juk le: 
Az egyetlen gúlából álló, a) jelű szerkezet ha tározot t . 
Minden újabb gúla hozzáépítése attól függően vá l toz ta t ja meg a szerkezet 

határozatlansági foká t , hogy milyen módon csatlakozik a meglevőkhöz. 
A lehetséges eseteket a I I . t áb láza tban foglaltuk össze. 

П . táblázat 

A csatlakozás A határozatlanság 
mádja: fokának megváltozása: 

1 -gyei csökken 

1-gyel nó 

3 - mai nó 

Ezzel tehát szemléletes szerkesztési szabályhoz j u to t t unk , amellyel 
elkerülhet jük, hogy labilis szerkezetet tervezzünk (I, táb láza t b) és c) esetek). 

Röviden megvizsgáljuk még azt az elrendezést, amikor a háromszög-
hálózat nyúlik ki a peremre a megtámasztásokig, a hatszögek pedig beljebb 
kezdődnek (2. ábra). Könnyen belátható, hogy a határozat lanság foka növek-
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szik ahhoz az esethez képest, amikor a szélső háromszögek elmaradnak és 
a hatszögek szélső csúcsait t ámasz t juk meg (I. táblázat d) eset). A 2. ábrán 
fe l tünte te t t perem-csomópontok közül ugyanis — а с' c", cm jelűek kivételé-
vel — valamennyi bárom rúddal , azaz statikailag határozot t módon kapcsoló-
dik a belső szerkezethez. Az egyenes peremszakaszokon fekvő с', c" és cm 

csomópontok négy-négy rúddal csatlakoznak, ezek t ehá t eggyel-eggyel növelik 
a határozatlanság fokát . Ezenkívül a peremen végigfutó 9 rúd is „felesleges": 
ez 9-szeres határozatlanság-növekedést okoz. Mivel a függőleges megtámasztó 
rudak száma nem változott , a szerkezet statikai határozatlansági foka végül is 
12-szeres lesz. 

3. A térrács statikai tulajdonságai 

3.1. Feltevések 

A következőkben olyan térrácsot vizsgálunk, amelynek hálózata sza-
bályos háromszögekből és hatszögekből áll. Valamennyi felső övrúd kereszt-
metszeti területe F^, a diagonálisoké Fd, az alsó övrudaké Fа. 

Célunk: a térráccsal statikailag egyenértékű kont inuum előállítása. 
Az egyszerűbb térrács-típusoknál [4] ez olyan lemezt je lente t t , amelynek 
mind húzási (és nyírási), mind hajlítási (és csavarási) merevségei megegyeztek 
a térrács egységnyi széles szakaszára vonatkozta to t t megfelelő merevségeivel. 
A most vizsgált esetben két körülmény is bonyolí t ja a helyzetet : egyrészt 
az alsó és a felső öv különbözősége miat t a hajlítási („lemezszerű") erőjátékkal 
együt t mindig fellép az egyik övben egy „kiegészítő síkbeli erőrendszer", 
s emiatt az egyenértékű kont inuum nem lehet többé egyszerű, közönséges 
lemez, másrészt pedig a hatszögekből álló öv önmagában labilis, s ez meg-
kötéseket jelent az erőjátékra. 

El fogjuk hanyagolni a hajlítási nyírásból származó alakváltozást 
(a függőleges síkokban lejátszódó torzulást). 

3.2. Az övek statikai tulajdonságai 

Az alsó öv háromszghálózatának (3. ábra) jól definiált helyettesítő 
húzási (Aи = A%2) és nyírási (Ad

3) merevsége van [4]: 
Az X, ill. y i rányú húzási merevség: 

А ^ А ^ Щ ^ . (2a) 
4a 

A nyúlási harántmerevség: 

EFa 

4a
l2 = ASl = — . (2b) 
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I, .1 
3. ábra 

A nyírási merevség pedig: 

Aa — 
А и — 

E F a 

4 a 
(3) 

Az alsó öv merevségi mátr ixa tehá t így írható fel: 

(4) 

a merevségi mát r ix értelmezése pedig — a szokásos módon, 1. [ l ]-ben —: 

n = A e , 
ahol 

« V 

•xyJ 

(5a) 

(5b) 

az övben működő metszeterők vektorba összefoglalt a lakja , és 

e = 
«X £y 

Уху. 

(5c) 

a nyúlások vektorba összefoglalt a lakja . 
A felső öv hatszög-hálózata labilis: ellenállás nélkül képes a 4. ábrán 

vázol háromféle mozgásra. 
A 4a ábrán lá tható deformáció a t iszta nyírásnak megfelelő у*у szög-

torzulásnak felel meg, a hatszög-hálózat t e h á t nem t u d nxy nyírást felvenni. 
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•'ab — „lab 
A 4b ábra mozgását az 

„lab  e.y 

összefüggés jellemzi. Ezt az alábbi kis levezetés alapján könnyen be lá tha t juk : 
Ha az „ 4 " csúcspont y i ranyu eltolódasanak nagysaga A , akkor — mivel 

3a/2 hosszra vonatkozik, de egységhosszra kell vona tkoz ta tnunk —: 

2 A glab _ ""У 
За 

Ь. 

„lab _ plab 
t X = ty 
4. ábra 

Az ehhez tar tozó AJ2 vízszintes elmozdulást a deformált ABC háromszögre 
felírt Pythagoras-tételből kap juk meg: 

a2 = I— A, + ( У з 
2 2 

(7a) 

A másodrendűen kicsiny Zl2-es tagokat elhagyva, és kivonva az eredeti ABC 
háromszögre érvényes 

" + ( j ? . | " РЧ a = 

Pythagoras-tétel t , azt kap juk , hogy 
. 2 

Mivel Ax-et У 3a hosszra kell elosztanunk, ezért 

„lab _ 
C V 

у За 

2A 

За 
У J a b 

С у I 

(8) 

(9) 
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Ebből tehát az következik, hogy a hatszög-hálózat csak hidrosztaikussal 
egyenértékű nyomást (vagy húzást) képes felvenni, amelynél nx = ny. Er re 
az erőhatásra viszont jól definiált merevsége v a n a hálózatnak, amelynek 
nagysága a következő: 

a 

A hidrosztatikus húzás egy hatszögben az 5. ábrának megfelelő erő-
já tékot jelenti: va lamennyi rúdban a sarkokon h a t ó P erővel azonos nagyságú 
rúderő ébred. Az x — x metszetben tehá t egy P rúderő egy ]r3a hosszúságú 
szakaszra hat , a neki megfelelő nx — ny húzóerő t e h á t 

lesz. 

P 

]f3a 
(10) 

Valamennyi rúd megnyúlása 

e r u d — 
E F f ' 

(И) 

s ez mind a függőleges, mind a ferde rudakon e^1' = erU(j nyúlást jelent. (Az x 
irányú e*1 természetesen ugyanekkora.) így a helyettesítő dilatációs húzási 
merevség nagysága: 

„dil „dit 
EFf  
у За ' 

(12) 

A felső öv merevségi mátrixa t e h á t a teljes e? = e/ab -f- в£п nyúlásvektorra 
vonatkozta tva a következő lesz: 
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A* = 

Г AfM AU 

2 2 

AU AU 

2 2 

. 0 0 

(13) 

mivel ily módon teljesül az n{ = Пу = Аап(е{ -f- ey)ß és az n{y = 0 köve-
telmény. 

Végül a 4e ábrán vázolt mozgás nem képez homogén alakváltozás-mezőt, 
és így nem is hozható kapcsolatba semmiféle metszeterővel. Ez t e h á t csupán 
a labilitás fokát növeli, de — a 4a és b ábrák mozgásaival ellentétben — nem 
jelent közvetlen megkötést az erőjá tékra nézve. 

A 4e ábrán vázolt deformáció segítségével ké t „kvázi-homogén" alak-
változás-mezőt épí thetünk fel, amelyeket az 5a, b ábrákon l á t h a t u n k . Ezek 
közül az elsőben az , ,A" jelű hatszögek sarokpont ja i ±/5, a ,,JB" jelűeké 
±/5/2 szögtorzulást szenvednek. Az 5b ábrának megfelelő esetben viszont 
a „C" hatszögek meg ta r t j ák eredeti a lak jukat , a „ D " jelűek sarokpont ja inak 
szögtorzulása viszont ±/5. Mind a k é t esetben a tel jes hatszöghálóra nézve: 
eX = Ey = Уху ~ 

Ezek az alakváltozás-mezők — ellentétben a 4a, b ábráknak megfelelő, 
homogén alakváltozás-mezőkkel — nem jöhetnek lé t re az alsó öv, ill. az össze-
kötő rácsozás rúdja inak megnyúlása nélkül. A 4c áb ra alakváltozási lehetősége 
ezért nem jelent ú j labilitási fo rmát , amelyet min t megkötést közvetlenül 
figyelembe kellene vennünk az erőjá tékban. 

3.3. A csavarási merevséget biztosító ,,rácsos öuefc" 
statikai tulajdonságai 

A nyírási merevséggel nem rendelkező, hatszögű felső öv nem tud ja fel-
venni az alsó övben ébredő nxy nyíróerő „pá r j á t " , vagyis a csavarónyomaték 
„másik fe lé t " . Az alsó öv tehát csak a ferde diagonálisokkal a lko tha t olyan 
„zárt csöveket", amelyek csavarási merevséget adnak a szerkezetnek. Vizsgál-
juk meg e csöveket s ta t ikai szempontból. 

A későbbiekből ki fog tűnni, hogy e három cső alakváltozása egymással 
összeférhető, azaz egyetlen kont inuum alakváltozásait adják meg. 

A 7a ábrán megrajzoltuk az egyik irányú alsó övvel párhuzamos rácsos 
csövet. A pontozással jelölt felső övrudak nincsenek meg a szerkezetben. Ezeket 
átmenetileg berakjuk a szerkezetbe, de amint lá tn i fogjuk, n e m keletkezik 
bennük a csavarásból rúderő, így nincs rájuk szükség. Az O-val megjelölt 
diagonálisokban szintén nem ébred rúderő, így ezeket elhagyjuk. I ly módon 
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a 7b, с ábrákon vázolt t rapéz keresztmetszetű csőhöz j u t u n k . A későbbiekben 
szükséges rácsrudak hossza az alábbi: 

(14a) 
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a. 

7. ábra 

1 4. k 2 

1 -\ = a a , 
r.2 

Ezeket az ábrán is fe l tünte t tük. 
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A csőre ható Mt csavarónyomaték — a tömörfalú csőszelvényhez 
hasonlóan — t [kp/cm] nyírófolyamot kelt a keresztmetszetben, a Bredt-
képlettel kifejezett egyensúlyi egyenlet szerint 

Mt 

2 F, trapJz 

M t 

2 ah 
(16) 

intenzitással. Ebből az egyes rácsrudakra akkora erő ju t , amelynek a kereszt-
metszet s íkjába eső vetülete a t rapéz megfelelő oldalhosszával arányos. így az 
egyes rúderők a következőre adódnak: 

S f = ± 
a/2 

a 
t — 

2 
= ± 

My 

2 h 
(17) 

S d = ± 

ill. a (15) jelöléssel: 

es 

h2 

a 
® 2 

I 1 , h2 

a 
— + 4 a2 

7 1 Л2 Mr lA ta / — H — = ± — У [ 4 a2 J 2h \ 

sa= ± Y 3a 

2h 

f ± „ U ± V l ^ a s ± V 3 S f . 
2 2 h 

(18a) 

(18b) 

(19) 

Az egyes csomópontok csőtengely-irányú egyensúlyának vizsgálata alap-
ján valamennyi övrúderő 0-nak adódik. Hasonlóképpen vakrudak lesznek 
a 0-val jelölt diagonálisok (7a ábra), amelyeket t ehá t joggal hagya t tunk el. 

Ezek u tán meghatározhat juk a cső GIt csavarási merevségét is, amelyet 
a $ faj lagos elcsavarodási szög segítségével a szokásos módon definiálunk: 

GIt= ( 2 0 ) 

A |/ 3a/2 hosszúságú csőszakasz elcsavarodásakor végzett belső-külső sa já t 
munkák egyenlősége így írható fel: 

> УЗ a 1 
2 E 

( S / ) V t 2 ( S ' ) V [ ( S " f s 

Ff Fd Fa 
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Kifejezve 0 - t (20), a rúderőket pedig (17), (18b) és (19) segítségével M,-vel, 
a rúdhosszakat pedig (14a, b, c) segítségével a-val, a következőt kap juk GIt-re: 

ahol a-t а (15) képlet értelmezi. 

2 \r3Eh2 

1 2a3 з[ /з 
pí pd pa 

(22) 

3.4. térrács csavarási merevsége 

Ismerve most már egy cső statikai tu la jdonságai t , rá térhetünk a három 
irányb a i lyen, egymást metsző csöveket tar ta lmazó térbeli rácsszerkezet 
csavarási merevségének t isztázására. 

(mt) ferde \ 

8. ábra 

Először is meghatározzuk a csavar t cső 30°-os ferde metszetében (azaz 
a másik i rányú cső merőleges metszetében) ébredő csavaró- és haj l í tónyomaték 
nagyságát (8. ábra).Az egyensúlyi egyenletekből 

M/" 0 6 : Mp 

2 
es 

M ferde = Í 1 m , 

2 

(23a) 

(23b) 

adódik, ami t a 9. ábra szerint á tvágot t keresztmetszet rúderői ki is adnak. 
A továbbiakban a szerkezet egységnyi szélességére jutó, fajlagos belső 

erőkkel kell dolgoznunk. A csőre merőleges metszetben ez 

m, = 
2 M, 
3a 

(24) 
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nagyságú (8. ábra) . A ferde metszet hossza pedig kétszer akkora lévén, mint 
a merőleges metszet hossza, a fajlagos nyomatékok az alábbiak: 

m t 

4 

10. ábra 

Ezen ada tok bir tokában előállítjuk azt az erőjátékot, amely a lemez-
szerkezetek csavarásának alapesete (10a ábra). 

Mind a három irányú csőről t ud juk most már, hogy mt faj lagos csavaró-
nyomatékkal terhelve őket, mekkora nyomatékok ébrednek a másik két csőre 
merőleges metszetben. A 10a ábra erőjátékáról pedig azt t ud juk , hogy a ferde 
metszetekben keletkező nyomatékok nagysága Mohr-körrel ábrázolható (10b 
ábra), a ferde csövekre merőleges metszetekben tehát 

m f e r d e "xy 

ill. 

nyomatékok működnek. 

m f e r d e = ± Y ± m 
xy 

(26a) 

(26b) 
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A l l . ábrán fe l tün te t tük mind a három irányú cső merőleges és két ferde 
metszetét, a bennük ébredő nyomatékokkal . Feladatunk az alábbi: úgy kell 
meghatároznunk most a csövek merőleges metszetére ható mn, m í2, ml3 

csavarónyomatékokat , hogy a három „elemi" erőjáték összege a 10. ábra erő-
játékát ad j a ki. 

a. b. 

m, 

^ H v v 

Könnyen igazolható, hogy ez a követelmény az 

ТП12 = fflii = 
m 

13 
íi 

esetben teljesül. Ekkor ugyanis az x normálisú metszetben 

mxy — — mn . 
4 

a ferde metszetekben pedig 

m f e r d e = mn = m xy 

es 

-ferde 
= ± 

з у з Уз 
— mn = ± —- mxy  
о 2 

(27) 

(28) 

(29a) 

(29b) 

ébred, ami megfelel a 10b ábrának. 
A szerkezet alakváltozását már most a három cső tiszta elcsavarodásából 

kell összeraknunk, amelyet sorban az mn, mt2 és ml3 fajlagos csavarónyoma-
tékok okoznak. 

Egy cső tiszta csavarásából, melyet a két végén ható csavarónyomaték 
okoz, a csövet ta r ta lmazó lemezben a következő deformáció-mező származik 
(12. ábra): a csőtengelyre merőleges metszetben xxy, az erre 90°-os metszetben 
X. y x — —xxy , a csőkeresztmetszettel cp szöget bezáró ferde metszetekben pedig 

(30) 

az ábráról leolvashatóan: 

xeîcsav = У-ху c o s %'p = "'-xy (cos2<P ~~ • 

Műszaki Tudomány 53, 1977 



K É T R É T E G Ű T É R R Á C S VIZSGÁLATA 115 

Mindez abból következik, hogy xxy = д2и>1(дхду), ahol w a függőleges 
irányú lehajlás. 

Ezek alapján a szerkezetet alkotó három cső csavarásából (13. ábra) 
az x normálisú metszetben 

13. ábra 

az y normálisú metszetben pedig 

nyx • 

Mtl , Mt 2+ M n 1 — (cos2 30 —sin 2 30 ) 
GI, 

+ • 
GI, 

(31b) 

elcsavarodás keletkezik. Behelyettesítve GIt-nek (22) szerinti értékét , figye-
lembe véve, hogy 

3 amti м „ = (32) 
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és kifejezve m<,-ket (27) és (28) segítségével тху-па1, megkapjuk az elcsavaro-
dásokat a lemezben ténylegesen ha tó mxy fajlagos csavarónyomatékkal kife-
jezve: 

xXy = Xyx = — , (33) 
3 3 

ahol В 33 a „lemezszerű" csavarási merevség, amely egy cső (22) szerinti GIt 

csavarási merevségének egységnyi szélességű sávra jutó (За/2-vel osztott) 
értékének a fele: 

B , 
2 3 a ]j3Fa 

• a 
2 2 Ff 

+ Y 3 _ ЛМ3/2  

~a?) Fd + 2 

4. Á kontinuum-egyenletek levezetése 

4.1. Alapelvek 

Az egyenletek felírásához az [1] irodalomban leírt elvet fog juk követni, 
mégpedig a következű módon: 

Az első lépésben a felső övsík merevségét (13) vesszük alapul, az alsó 
övsík (4) merevségi mát r ixá t pedig fe lbont juk egy, a felsőével arányos ele-
mekből álló (I. jelű) és egy maradék ( I I . jelű) részre. Ez az I. rész a felső övsík 
merevségi mátr ixával együtt a wx lehajlás folytán egy hajlítási („lemezszerű") 
erőjátékot hoz létre. 

Ez a м^ alakváltozás tar ta lmazza a felső öv 4a és 4b ábrán vázolt defor-
mációihoz tar tozó labilis alakváltozásokat is. E labilis alakváltozás-részeket 
természetesen nem lehet közvetlenül összefüggésbe hozni az erőjátékkal . így 
ezeket nem maga a hajlí tási erőjátékot leíró differenciálegyenlet szabja meg, 
hanem a peremek megtámasztása (amely a 2. pon tban mondot tak szerint meg-
szünteti a labilitást), és az összeférbetőségi követelmény. A labilis alakváltozás-
részt t ehá t csak a helyettesítő kont inuum differenciálegyenlet-rendszerének 
a peremfeltételeket is figyelembe vevő megoldása határozza meg egyértelműen. 

Az a körülmény, hogy a csavarási merevséget nem az alsó és a felső övsík 
nyírási merevsége szolgáltatja (mert a felső övnek nincs ilyen merevsége), 
hanem a 3.3 — 3.4. pontokban leírt „csövek", még egy megfontolást tesz 
szükségessé. Az alsó övsík merevségeinek felbontását úgy célszerű elvégez-
nünk, hogy az I. merevségi rész és a felső övsík merevségei az alsó övsík-
ban a csövekből számítható yxy,i nyírási alakváltozással összeférhető alak-
változás-rendszert ad janak . Ez az 1. jelű, „lemezszerű" (hajlítási) erőjáték-
rész. 
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Az alsó öv „ m a r a d é k " merevségi mátrixa m i a t t azonban I I . jelű többlet-
erők lépnek fel az alsó övben, amelyeknek a felső övben nincs pár juk, t ehá t 
kiegyensúlyozatlanok. Az egyensúly helyreállításához egy 2. je lű , kiegészítő 
síkbeli erőrendszernek kell ébrednie az alsó övben: ez adja az erő já ték második, 
„ tárcsaszerű" részét. 

4.2. Az alsó övsík merevségeinek célszerű felbontása 

A trapézkeresztmetszetű csövek alsó s ík j ában a csavarásból keletkező 
Уху,csav szögtorzulást a 2.2 — 3.4. pontokban mondo t t ak alapján számíthat juk 
ki. „Csőszerű" (csak m a-ből álló) csavarás esetében a nyírófolyam nagysága 
a (16) képletnek megfelelően: 

3 
— amn 

h = - . (36) 
2 ah 

„Lemezszerű" (m x y és myx okozta) csavarás esetében (27) és (28) szerint 
a három csőben mtl = —2 ml2 = —2 ml3 — 4/3 mxy működik, amelyek (3)-at 
is figyelembevéve, az első csőben 

t, , a m_v ,„_ , 
Уху 1 = — = 4 37a) У' A%3 h EFa ' 

a második és a harmadik csőben pedig: 

^ = ^ = (37Ь) 

szögtorzulást okoznak. Ezeket a (31a) képletnek megfelelően összegezhetjük: 

Ez a szögtorzulás akkor lesz összeférhető a haj l í tás i nyúlásokkal, ha mindegyi-
ket a lemezelmélet ismert ha-L1w1 kifejezésével számíthat juk a hajlítási erő-
játék-rész tv1 lehajlásából (Ll jelentését 1. alább). Ez tehát azt kívánja meg, 
hogy 

Уху, csav = ha • 2 = h" . 2xxy (38a) 
axay 

legyen (h° jelentését 1. a 14. ábrán) . Figyelembevéve a (33) összefüggést, 
ebből 
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ha
 = 

ЗаВ33 h 

hEF" Ff JLli +
 h2\3'2 F" • 3 

2 f 3 F i j/3 \ a2) Fd 2 

(38b) 

adódik, amiből megkapha t juk a felső és az alsó övsík A] és Aű merevségi 
mátr ixainak szükséges к arányát, amelyet az 

A{ — kAa 

összefüggéssel definiálunk. így t ehá t 

ha 1 
к 

h - h a Fa , 1 
~2]fZFf + y¥ 

1 + 
h2\312 Fa 

0 + • 

14. ábra 

(39a) 

(39b) 

4.3. Az egyenletek felírása 

A „lemezszerű", 1. jelű erőjáték-részhez a ha j l í to t t lemez ismer t [3] 
differenciálegyenletét az 

82 

L 1 = 

es 

m 

З А 2  

82 

дхду_ 

mx 

т., 

(40) 

vektor-szimbólumok segítségével az 

L* m = — p 
alakban í r juk fel. 
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A nyomatékoknak a wx hajlítási lehajlással való kifejezéséhez a hajlí tási 
merevségi mátrixot az A^ (13) és az 

Af = — A /  

к 

(vő. (39b)-vel) húzási mátr ixokból előállított 

h2 

B6 = 
1 + к 

A f 

hajlítási és a „csőszerű" csavarási merevséget t a r t a lmazó 

(43) 

(44) 

B( 

0 0 0 
0 0 0 

0 0 
B33 

2 

(45) 

csavarási matr ix összege szolgáltatja. A B33 elemet (34) szabja meg. Az 1/2-es 
szorzó az L j harmadik elemében szereplő 2-es fak tor kompenzálására szükséges, 
mivel a nyomatékokat iCj-el az alábbiak szerint fejezzük ki: 

m = — ( B a + В ,)L1w1. (46) 

Ezt behelyettesítve (42)-be, megkapjuk a ha j l í to t t lemez egyensúlyi egyen-
letét a w1 lehajlással kifejezve: 

L?(Bft + В t)LlWl = p (47) 

Az alsó övben fellépő kiegészítő síkbeli erőrendszert, amely az erőjáték 
2. részét képezi, az alábbi megfontolással kap juk meg: 

A wx hajlítási lehajlásból származó belső erők közül eddig csupán az 
alsó öv I. jelű A)' (43) merevségi mátr ixának és a „csőszerű" csavarási merev-
ségnek megfelelő erőket ve t tük figyelembe. E csavarási erők tula jdonképpen 
az alsó öv (3) nyírási merevsége folytán ébredő erőket jelentik. így az alsó 
öv II . jelű „maradék" merevségi mátrixa, amelynek megfelelő belső erők 
figyelembevétele még há t r a van, az alábbi lesz: 

Af, = Aa - (A4 + A?), 

ahol 
0 0 0 • 

Af = 0 0 0 
0 0 •d33 -

(48) 

(49) 
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A lehajlásból az alsó övben a 14. ábra szerint az (5c) értelmezésnek 
megfelelő 

hk 
ef = ^ — L j w , (50) 

1+k 
nyúlások [1], s ebből, (48)-at és (43)-at figyelembe véve: 

hk l . . 1 
„ a A a Ba Aű Af — A? 

1 + k \ к 
Ljw1 (51) 

kiegyensúlyozatlan belső erők ébrednek. Az egyensúly helyreállításához egy 

nfl
2 = Aae° (52) 

I jOH 
15. ábra 

síkbeli erő- és alakváltozás-rendszernek kell keletkeznie. Ez, mivel nem okoz 
nyúlásokat a felső övben, a 15. ábra szerint így fejezhető ki az ál ta la okozott 
u>2 lehajlásokkal [1]: 

e" 2 -hb1w2. (53) 

Az (n?n + n2) erőrendszer egyensúlyát ismeretes módon egy, az alábbi módon 
megválasztot t Ф feszültségfüggvény bevezetésével b iz tos í that juk: 

Ь 2 Ф = n ? „ + na
2, 

ahol az L2 differenciáloperátor jelentése: 

92 -

(54) 

L , = 

9y2 

32 

8Í2" 

Э2 

(55) 

_ дхду _ 

Az egyensúlyt így biztosítottuk, de Ф-пек még ki kell elégítenie az 

L*e° = 0 (56) 
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összeférhetőségi egyenletet. Mivel Ф az n2 erőrendszeren kívül az п [ ц erő-
rendszert is tartalmazza, amely viszont egy eleve összeférhető hajlítási alak-
változásból származik, az ez utóbbinak megfelelő alakváltozásokat le kell 
vonnunk a Ф-vel kifejezett alakváltozásokból, hogy megkapjuk e2-t. Az (52) 
és (54) összefüggések a lapján: 

e°2 = (А«)-1в§ = (А")-* (Ь2Ф - n?„ ) . 

Ez t (56)-ba helyettesítve és (51)-et is figyelembe véve: 

ЬгФ+-
hk 

1 + к 
А" A ' - A ? L i » ! 

к 
= 0 . 

(57) 

(58) 

А (47) és (58) differenciálegyenlet-pár — a peremfeltételekkel együtt — 
meghatározza a w, és Ф függvényeket , azaz a teljes erőjátékot . A perem-
feltételeket azonban csak a teljes w lehajlásra t ud juk megadni, amely a w1 

hajlítási lehajlás és a kiegészítő síkbeli erőjátékból az (53) szerint keletkező 
w2 lehajlás összege: 

te = tex + w2 . (59) 

Ki kell t ehá t fejeznünk a két egyenletben szereplő tCj-et (illetve az L lte1 

kifejezést) a teljes te lehajlással. (59) mindkét oldalát Lj-gyel szorozzuk: 

LjW — L1w1 L1W2 . 

(53)-at, (57)-et és (51)et f igyelembe véve: 

= - = - T - n î „ ) = 
h h 

(60) 

j ( А а ) - 1 ^ 2 Ф + Y ^ J (А° - j A f - A f j LlWl 

(61) 

(61)-et behelyettesít jük (60)-ba, A°-val szorzunk és kifejezzük L1w1-et: 

L1ui1 = (1 + k) (Aa + At + fcA?)-1 A"Ljw L M . (62) 
h 

Ezt behelyettesítve (47)-be és (58)-ba, megkapjuk a te-t és Ф-1 tar ta lmazó 
differenciálegyenlet-párt : 

(1 + k)L*(Bb + В,) (Aa + A/ + k A ? ) - i jAűL l M ; + ±-Ь2Ф| = p , (63a) 

L*(A û ) - 1 [L 2 0 + / t ( fcA a - A* — kAf) (Aű + A ' + k A f t - ^ A ^ t e = 0 . 

(63b) 
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5. Peremfeltételek 

A szabadon támaszkodó (csuklós) perem feltételi egyenletei a következők 
(ha a perem az x tengellyel párhuzamos): 

zérus a lehajlás: w = 0, (64a) 

zérus a peremre merőleges 
haj l í tónyomaték: my = 0, (64b) 

az alsó övben zérus a peremre 
merőleges (vízszintes) membránerő: 

K m + = 0 , (64e) 

az alsó övben zérus a membrán-nyíróerő: 

na
xym + n°y2 = 0 . (64d) 

Ezeket ugyancsak w és Ф segítségével kell kifejeznünk. (64b)-hez a nyo-
matékvektor t (46) és (62) felhasználásával í r juk fel: 

m = - (1 + к) (В, + B t) (Aa + A ' + feAf)-1 AaL1w + • ( 6 4 Ь * ) 

A (64c)-hez és (64d)-hez szükséges erő-vektort (54) a lapján közvetlenül ki 
t ud juk fejezni Ф-vel: 

n í „ + n а
2 = Ь2Ф. (64c*) 

(64d)-hez megjegyezzük, hogy (51) és (48) szerint nyírókomponense azo-
nosan egyenlő 0-val. 

Ferde peremekre a megfelelő elforgató transzformációk képleteivel 
í rha t juk fel a peremfeltételeket. 

6. A rúderők meghatározása a kontinuum metszeterőiből 

A kont inuum belső erőit az eddig elmondottak a lapján számíthat juk át 
rúderőkké. 

A két irányban ébredő haj l í tónyomaték nagysága mindig azonos 
(mx = my), így az 

összefüggéssel kiszámított derékerőből a (10) képlet a lapján kapha t juk meg 
a felső övben ébredő P rúderőt . 
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Az mxy = —myx csavarónyomatékot a 3.4. pontban mondottak szerint 
a három csőre ható ma, mt2, ml3 csavarónyomatékra kell felbontanunk a 
(27) —(28) képletek szerint, az egyes csövekben belőlük keletkező rúderőke t 
pedig a (17)—(19) képletek segítségével, figyelembe véve, hogy az egy tel jes 
csőre ható M, a (24) képlet szerint függ össze a fajlagos mt csavarónyomatékkal . 

Az alsó övben ébredő, Ф-vel (54) szerint meghatározott kiegészítő síkbeli 
erőrendszer rúderőit [4] szerint számí tha t juk ki. 

A fajlagos nyíróerőket az irodalomból [3] ismert 

9mx 3mVI . . . . qx = — * - + — A A , (66a) 
ax oy 

( 6 6 b ) 

9y Эл; 

kifejezések szolgáltatják. A diagonálisokban ezekből keletkező rúderőket a leg-
egyszerűbb a 6. ábra rácsos csövén szemlélettel megállapítani. 

Ha a csövet az x tengellyel párhuzamosnak t ek in t jük (1. ábra), akkor 
az egy cső 3a/2 szélességére ju tó 3aqx/2 nyíróerőt két fe rde rácsozat veszi fel. 
A függőleges vetületi egyenletből azt k a p j u k , hogy bennük a nyírásból 

S j = ± 1 H L (67) 
sd 4 

rúderő keletkezik. (Az sd rúdhosszat a (14b) egyenlet a d j a meg.) 
A rá merőleges у i rányban kétféle rúd-alakzat viszi át a nyíróerőt 

(16. ábra): az ac—bc—cd és az ae~ef—ed, amelyek egymásnak tükörképei . 
Mind a ke t tő \r3a távolságonként ismétlődik. A cd és az ae rudak az 1. ábra 
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szerinti yz s íkba esnek, ezek t ehá t egyedül viselik a nyíróerőből az a lakza t ra 
j u tó részt, az ac—cb és az ef—ed rúdpárokra viszont — szimmetrikusak lévén 
az yz síkra — csak feleakkora nyíróerő-rész j u t . így ismét a függőleges ve tü le t i 
egyenletből 

S C R F = - S o e = ± A Ä ( 6 8 a ) 

sa 2 
és 

s a c = s 6 c = - Stí = - S e d = ± (68b) 
s 4 

adódik. 

I R O D A L O M 

1. KOLLÁR L.: Különböző merevséggel bíró alsó-felső övsíkú, ké t ré tegű térrácsok s z á m í t á s a 
a kontinuum-módszerrel . Műszaki Tudomány 47 (1973), 225 — 236 

2. KOLLÁR L.: Kétré tegű, a l a p r a j z b a n átlós-négyzetes térrácsok számí tása a k o n t i n u u m -
módszerrel. Műszaki Tudomány 46 (1973), 179 — 197 

3. TIMOSHENKO, S. — WOINOWSKI-KRIEGER, S.: L e m e z e k és héjak elmélete. Műszaki K ö n y v -
kiadó, B u d a p e s t 1966 

4. WRIGHT, D. T . : A Continuum Analysis for Double- layer Space F r a m e Shells. Publ. Int. 
Ass. Bridge Struct. Eng. Zür ich, 26 (1966) 

Investigation of the Double Layered Spatial Gridwork with a Network "Hexagon over 
Triangle" with t he Aid of the Method of Continua. T h e a u t h o r investigates f irst ly the condi t ions 
of the statical de terminacy of t he double layered spa t i a l gridwork " h e x a g o n over t r i a n g l e " , 
then defines the s t a t i c consequences due to the ins tab i l i ty of the chord consisting of hexagons . 
Hereafter , he establishes the stat ic characteristics of t h e "latt ice tubes" providing the tors ional 
stiffness. On this basis, the set of differential equa t ions of the cont inuum equivalent wi th t h e 
spatial gridwork will be deduced a n d , finally, the e q u a t i o n s of the b o u n d a r y conditions as well 
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Untersuchung des zweischichtigen Ranmfacbwcrkes mit einem Netz von » Sechseck ü b e r 
Dreieck« mit Hi l fe des Kontinuum verfahrene. Ers tens werden die Vorbedingungen der s t a t i schen 
Best immtheit des doppelschichtigen Raumfachwerks m i t »Sechseck ü b e r Dreiekck« u n t e r -
sucht , dann die sich aus der Ins tab i l i t ä t des Sechsecken zusammengestell ten Gurtes erge-
benden statischen Konsequenzen definiert . Nachdem werden die s ta t i schen Kennwerte de r 
»Fachwerkröhre« ermit te l t , die die Verdrehungsste i fhei t sichern; im folgenden wird das S y s t e m 
der Differentialgleichungen des m i t dem Raumfachwerk äquivalenten Kont inuums abgele i te t , 
schließlich werden die Randbedingungsgleichungen u n d die Berechnung der Stabkräf te a u s 
den Schni t tkräf ten des Kont inuums dargestellt. 
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