A ,,HAROMSZOG FELETT HATSZOG” HALOZATU
KETRETEGU TERRACS VIZSGALATA
KONTINUUM-MODSZERREL

Dr. KOLLAR LAJOS
A MUSZAKI TUD. DOKTORA

[Beérkezett 1976. szeptember 22-én]

A dolgozat a ,,héromszig felett hatszig” halézatd kétrétegli térrdcsnak elszor
a statikai hatdrozottségi feltételeit vizsgélja, majd tisztdzza a hatszdgekbdl 4ll6 v
labilitésab6l szdrmazé statikai kovetkezményeket. Ezutan a csavarési merevséget bizto-
sité ,,rdcsos csovek’’ statikai jellemz6it 4llapitja meg. Mindezek alapjén levezeti a tér-
récesal egyenértékii kontinuum differenciélegyenletrendszerét, végiil ismerteti a pe-
remfeltételi egyenleteket és a rideréknek a kontinuum metszetersibsl valé kiszdmitésat.

1. A szerkezet ismertetése

A kétrétegii térracsoknak egyik érdekes tipusa az alsé 6vsikjaban harom-
szog-, felsé 6vsikjaban hatszogracsozasi szerkezet (1. dbra). A haromsziogek
cstcspontjai a hatszégek kozéppontjai alatt fekiisznek, s hat-hat rdddal kap-
csolédnak a hatszogek cstcsaihoz.

1. dbra

Miiszaki Tudomdny 53, 1977



102 KOLLAR LAJOS

E szerkezetfajta megjelenése esztétikus, konnyen gyarthaté hatszigi
gulakbél és egyenes rudakbél, s igen alkalmas 60°-o0s, ill. 120°-0s szigeket tar-
talmazé alaprajzok lefedésére.

Dolgozatunk célja: e térrdcs statikai viselkedésének tisztizadsa és a
helyettesité kontinuum egyenleteinek felirdsa.

2. A statikai hatarozottsag kérdése

Mivel a szerkezet fels§ 6vsikja hatszogekbdl 4ll, ez a sajat sikjaban nem
merev (hasonléan a [2]-ben vizsgilt térricshoz). Tisztiznunk kell tehat:
milyen megtidmasztis mellett lesz a szerkezet allékony (statikailag hatdrozott,
ill. hatérozatlan), s a hatdrozatlansag foka hogyan fiigg a hatszdgi gilak
szamatol.

Elgszor tételezziik fel, hogy a hatsziogek csicsai érnek ki a szerkezet
peremére (a haromszogek beljebb végzddnek), és a peremen levd hatszog-
csicsok — a konkav pontokban levék kivételével — fiiggbleges rudakkal meg
vannak tamasztva. (A ,,merevtest-szerdi’” vizszintes mozgisok meggitlasara
ezenkiviil minden esetben hirom, nem egy pontban metsz§dd, vizszintes
tamasztérudat is kell alkalmaznunk.)

A térbeli ridszerkezetek statikai hatdrozottsdganak sziikséges feltételét
az ismert

r+t=3c 1)

egyenlet fejezi ki, ahol r a racsszerkezet ridjainak, ¢ a tamasztérudaknak,
¢ a csukldknak a szama. Ha r 4- ¢ <C 3¢, akkor a szerkezet labilis, ha pedig
r 4t > 3¢, akkor hatarozatlan.

Ezt a hatarozottsagi feltételt sorban alkalmazva az egy, két, harom stb.
gilabél allé szerkezetre, az 1. tablazatban feltiintetett eredményeket kapjuk
(az alaprajzi abradkon ponttal jeloltiik a fiiggbleges tamasztérudak helyét):

L tablazat

| A szerke- d . ! . ot - 3¢ | A statikai hatérozat-
Jel: zet QIOP- felsé |diago- [ also|fliggd~| viz- felsdlalso lansag {labilitas) foka:
rajza ov [nalis ov [leges [szintes} ov | ov
a. 6 6 - 3 21 6 1 21 | hatdrozott
b. 11 12 3 350 10 | 2 36} 1xlabilis
c. 16 18 2 10 3 430 14 | 3 | 51 2xlabilis
3 3

15 8 |3 9 480 13 48| hatarozott

19 26 |5 10 3 61| 16 | & { 60| 1xhatdrozatlan

30 42 |12 12 3 99 || 24 | 7 | 93] 6xhatdrozatlan

B@afeo
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KETRETEGU TERRACS VIZSGALATA 103

Az 1. tablazat adataibdél az alidbbi kovetkeztetéseket vonhatjuk le:

Az egyetlen gilabdl allé, a) jelil szerkezet hatarozott.

Minden djabb giila hozzaépitése attél fiiggen valtoztatja meg a szerkezet
hatarozatlansigi fokat, hogy milyen médon csatlakozik a meglevikhéz.
A lehetséges eseteket a II. tablazatban foglaltuk 6ssze.

II. tablazat
A csatlakozas A hatdrozatlansag
modja: fokdnak megvaltozasa:

1-gyel csokken

3-mal nod

Ezzel tehat szemléletes szerkesztési szabalyhoz jutottunk, amellyel
elkeriilhetjiik, hogy labilis szerkezetet tervezziink (I. tablazat b) és c) esetek).
Réviden megvizsgiljuk még azt az elrendezést, amikor a hiromszog-
hélézat nyilik ki a peremre a megtamasztasokig, a hatszogek pedig beljebb
kezd8dnek (2. dbra). Konnyen belathat, hogy a hatarozatlansag foka novek-
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104 KOLLAR LAJOS

szik ahhoz az esethez képest, amikor a szélsé hiromsziogek elmaradnak és
a hatszogek szélsd csicsait tamasztjuk meg (I. tablazat d) eset). A 2. 4bran
feltiintetett perem-csomépontok koziil ugyanis — a ¢’ ¢”, ¢” jelfiek kivételé-
vel — valamennyi harom riddal, azaz statikailag hatarozott médon kapesolé-
dik a belsé szerkezethez. Az egyenes peremszakaszokon fekvé ¢’, ¢” és ¢”
csomépontok négy-négy riddal csatlakoznak, ezek tehit eggyel-eggyel névelik
a hatirozatlansig fokat. Ezenkiviil a peremen végigfuté 9 rid is ,.felesleges”:
ez 9-szeres hatdrozatlansig-névekedést okoz. Mivel a fiiggfleges megtamaszté
rudak szama nem véltozott, a szerkezet statikai hatdrozatlansagi foka végiil is
12-szeres lesz.

3. A térracs statikai tulajdonsigai

3.1. Feltevések

A kovetkezdkben olyan térracsot vizsgalunk, amelynek halézata sza-
balyos hiaromszogekbdl és hatszogekbdl dll. Valamennyi fels§ ovrid kereszt-
metszeti teriillete F/, a diagonalisoké F?, az alsé 6vrudaké F°.

Célunk: a térrdccsal statikailag egyenértékil kontinuum eldallitasa.
Az egyszeribb térracs-tipusoknal [4] ez olyan lemezt jelentett, amelynek
mind hizasi (és nyirasi), mind hajlitasi (és csavarasi) merevségei megegyeztek
a térracs egységnyi széles szakaszara vonatkoztatott megfelelé merevségeivel.
A most vizsgalt esetben két korillmény is bonyolitja a helyzetet: egyrészt
az alsé és a fels§ 6v kiilonb6z6sége miatt a hajlitasi (,,lem.ezszerd™) er8jatékkal
egyiitt mindig fellép az egyik ovben egy ,kiegészitd sikbeli erSrendszer”,
8 emiatt az egyenértékii kontinuum nem lehet t6bbé egyszerfi, kozonséges
lemez, masrészt pedig a hatszégekbdl allé6 6v énmagaban labilis, s ez meg-
kotéseket jelent az erdjatékra.

El fogjuk hanyagolni a hajlitasi nyirasbél szarmazé alakvaltozast
(a figgdleges sikokban lejatsz6dé torzulast).

3.2. Az évek statikai tulajdonsdgai

Az alsé 6v haromszghalézatinak (3. abra) j6l definialt helyettesits
hizasi (A%, = A3,) és nyirasi (A3;) merevsége van [4]:
Az x, ill. y irdanyd hizasi merevség:

3EF°
h=Adz= . (2a)
4a
A nyilasi harantmerevség:
EF*
fp=dp =——o0. (2b)
4a
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KETRETEGU TERRACS VIZSGALATA 105

A
o
Fﬂ
FQ

N\
‘ I3 a l

3. dbra

A nyirasi merevség pedig:

EF®
g= : 3
B 3)

Az alsé 6v merevségi matrixa tehat igy irhaté fel:

A Af, 0
AT=|4], 4f 0|, (4)

0 0 A%
a merevségi matrix értelmezése pedig — a szokdsos médon, 1. [1]-ben —:
n = Ae, (5a)

ahol

nx
n= [ny ] (5b)
ey

az 6vben m{ikodé metszeterdk vektorba Osszefoglalt alakja, és

€x
8 [ey } (5¢)
Yxy

a nyilasok vektorba osszefoglalt alakja.

A fels¢ v hatszég-halézata labilis: ellenallis nélkiil képes a 4. dbran
vézol haromféle mozgasra.

A 4a abran lathaté deformécié a tiszta nyirdsnak megfeleld y?; 8z0g-
torzuldsnak felel meg, a hatszog-halézat tehat nem tud n,, nyirast felvenni.

Milszaki Tudomédny 53, 1977



106 KOLLAR LAJOS

A 4b abra mozgasat az
et = — b ©)

osszefiiggés jellemzi. Ezt az alabbi kis levezetés alapjan kénnyen belathatjuk:
Ha az ,,4” csdcspont y irdnyu eltolédasanak nagysaga 4,, akkor — mivel
3a/2 hosszra vonatkozik, de egységhosszra kell vonatkoztatnunk —:

Elab_ 2A,V
LT "R

[ P A
: —48Y (3
- 1] 2 u

a

[ pm——

N

sxp|| Ga |laxs

% £7:ab i e;ub

4. débra

Az ehhez tartozé 4,/2 vizszintes elmozdulast a deformilt 4 BC hiromszogre
felirt Pythagoras-tételbdl kapjuk meg:

a*= (—;'-—AyJ2+ [?H-%)z. (7a)

A masodrendiien kicsiny A%-es tagokat elhagyva, és kivonva az eredeti 4 BC

haromszogre érvényes
2 2
o=+

Pythagoras-tételt, azt kapjuk, hogy

o e p ®)

ER

Mivel A,-et |/ 3a hosszra kell elosztanunk, ezért

S i B ©)

£20 = — —

V8¢ " “3a: i
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KETRETEGU TERRACS VIZSGALATA 107

Ebbdl tehat az kovetkezik, hogy a hatszog-halézat csak hidrosztaikussal
egyenértékii nyomast (vagy hizast) képes felvenni, amelynél n, = n,. Erre
az er8hatasra viszont jol definidlt merevsége van a hilézatnak, amelynek
nagysaga a kovetkezd:

5. dbra

A hidrosztatikus hiizas egy hatszogben az 5. dbranak megfelels erd-
jatékot jelenti: valamennyi ridban a sarkokon haté P erével azonos nagysagi
riderd ébred. Az x — x metszetben tehit egy P riders egy |/3a hosszisagi
szakaszra hat, a neki megfelel§ n, = n, hizéers tehat

P
0 e By = m (10)
lesz.
Valamennyi rid megnyilasa
2
€rud = E_Ff‘ ’ (11)
s ez mind a fiiggdleges, mind a ferde rudakon e‘;," = gruq Dyulast jelent. (Az x

irAnyd 3 természetesen ugyanekkora.) Igy a helyettesits dilatdciés hizasi
merevség nagysaga:
n, n, EF/

= : 12
edil edil V3a e

A felsé 6v merevségi matrixa tehat a teljes e = e{ab + 3{," nyiléasvektorra
vonatkoztatva a kovetkezd lesz:
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[ Al Al O—
2 2 :
A=\ afy Ay o | (13)
2 2
| 0 0 0 |
mivel ily médon teljesiil az ni = n§ = {,Msi—{- 85)/2 és az n£_\, = 0 kove-

telmény.

Végiil a 4¢ dbran vazolt mozgas nem képez homogén alakvaltozas-mezst,
és igy nem is hozhaté kapcsolatba semmiféle metszeterdvel. Ez tehat csupin
a labilitas fokat néveli, de — a 4a és b abrak mozgésaival ellentétben — nem
jelent kozvetlen megkotést az erjatékra nézve.

A 4c abran vazolt deformécié segitségével két ,kvazi-homogén™ alak-
valtozas-mezt épithetiink fel, amelyeket az 5a, b abrakon lithatunk. Ezek
kéziil az els6ben az ,,4” jeld hatszﬁgek sarokpontjai +8, a ,,B” jellieké
+8/2 szégtorzuliast szenvednek. Az Sb abranak megfelel esetben viszont
a ,,C” hatszdgek megtartjak eredeti alakjukat, a ,, D>’ jelfiek sarokpontjainak
szogtorzulasa viszont 4-f8. Mind a két esethen a teljes hatszoghaléra nézve:
Ex = & = Py, = 0.

Ezek az alakviltozas-mezdk — ellentétben a 4a, b abraknak megfeleld,
homogén alakvaltozis-mezdkkel — nem jéhetnek létre az alsé 6v, ill. az ossze-
kétd racsozas ridjainak megnyilasa nélkiil. A 4c abra alakvaltozasi lehetsége
ezért nem jelent dj labilitasi format, amelyet mint megkotést koézvetleniil
figyelembe kellene venniink az erdjatékban.

3.3. A csavardsi merevséget biztosité ,,rdcsos oévek”
statikai tulajdonsdgai

A nyiréasi merevséggel nem rendelkezs, hatszogi felsd 6v nem tudja fel-
venni az alsé 6vben ébredé n,, nyiréerd ,,parjat”, vagyis a csavarényomaték
,»masik felét”. Az alsé 6v tchat csak a ferde diagonalisokkal alkothat olyan
»zart csoveket”, amelyek csavarasi merevséget adnak a szerkezetnek. Vizsgal-
juk meg e cséveket statikai szempontbél.

A késSbbiekbdl ki fog tiinni, hogy e harom cs8 alakvéltozasa egymassal
Osszeférhetd, azaz egyetlen kontinuum alakvaltozasait adjik meg.

A 7a abran megrajzoltuk az egyik irédnyid alsé Gvvel parhuzamos racsos
csdvet. A pontozassal jelolt felsé 6vrudak nincsenek meg a szerkezetben. Ezeket
dtmenetileg berakjuk a szerkezetbe, de amint litni fogjuk, nem keletkezik
benniikk a csavarisbél riderd, igy nincs rijuk sziikség. Az O-val megjelolt
diagonalisokban szintén nem ébred riderd, igy ezeket elhagyjuk. Ily médon
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KETRETEGU TERRACS VIZSGALATA 109

a Tb, ¢ abrikon vazolt trapéz keresztmetszeti cs6hoz jutunk. A késébbiekben
sziikséges racsrudak hossza az alabbi:

Y0, (14a)
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!_L 3/2a
7. dbra

1/ 75

s?=alll +—=aa, (14b)
a?
ahol

B2
*x = 1 Sl (15)

a2
és ' : ;
s? = |3a. (14c)

Ezeket az abran is feltiintettiik.
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A csdre haté M, csavarényomaték — a tomérfald csszelvényhez
hasonléan — t [kp/cm] nyiréfolyamot kelt a keresztmetszetben, a Bredt-
képlettel kifejezett egyensilyi egyenlet szerint

=M _ M (16)
2Fapiz 2ah

intenzitassal. Ebb§l az egyes racsrudakra akkora eré jut, amelynek a kereszt-
metszet sikjaba es§ vetiilete a trapéz megfelel§ oldalhosszéval aranyos. Igy az
egyes riuderdk a kovetkezdre adédnak:

M
S — L[tiJ= =t 17
ST 2h (17
2
al ! +£2— 1 h? M h?
Sd= —_— ] i — | = —t 1 -9y 18
e B
4 a?
ill. a (15) jeloléssel:
st M _ Lo, (18b)
2h
és
Vga 3 V§Mf -
=t ——t—aj=F+ = 387, 19
iia(zaJizh 1V (19)
2

Az egyes csomépontok csdtengely-irdnyid egyensiilyanak vizsgalata alap-
jan valamennyi 6vrideré 0-nak adédik. Hasonléképpen vakrudak lesznek
a 0-val jelslt diagonalisok (7a 4bra), amelyeket tehat joggal hagyattunk el.

Ezek utan meghatirozhatjuk a csd GI, csavarasi merevségét is, amelyet
a @ fajlagos elcsavarodasi szog segitségével a szokasos médon definidlunk:

M
GI,= _19_'. (20)

A )/3a/2 hossziisagii csészakasz elcsavarodasakor végzett bels§-kiilsd sajat
munkak egyenldsége igy irhaté fel:

i

LR
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Kifejezve #-t (20), a ridersket pedig (17), (18b) és (19) segitségével M,-vel,
a ridhosszakat pedig (14a, b, c) segitségével a-val, a kovetkezst kapjuk GI,-re:

I he
Gl -t g (22)

ahol a-t a (15) képlet értelmezi.

3.4. A térrdcs csavardsi merevsége

Ismerve most mar egy csé statikai tulajdonsagait, ratérhetiink a harom
iranyb n ilyen, egymast metsz§ cs6veket tartalmazé térbeli racsszerkezet
csavarisi merevségének tisztazasara.

\
\
Ni
g N
M,

g 3¢° \
b i, U ; \ \ \ erde

/ \\ M;erde (m:erde)
ferd
M i)

o
P >

8. dbra

Elgszor is meghatarozzuk a csavart csd 30°-0s ferde metszetében (azaz
a masik irdnyu csé merdleges metszetében) ébredd csavaré- és hajlitonyomaték
nagysagat (8. abra).Az egyensiilyi egyenletekbdl

Merce — M1 (23a)
2
és
Mierde — 1{2—3 M, (23b)

adédik, amit a 9. adbra szerint atvagott keresztmetszet riderdi ki is adnak.
A tovabbiakban a szerkezet egységnyi szélességére jutd, fajlagos belsd
erdkkel kell dolgoznunk. A csére merdleges metszetben ez

2M,
3a

(24)

m,=
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KETRETEGU TERRACS VIZSGALATA 113

nagysagid (8. abra). A ferde metszet hossza pedig kétszer akkora lévén, mint
a merdleges metszet hossza, a fajlagos nyomatékok az alabbiak:

L e e (25a)

(25b)

\
# mi———
y GOW Em
e Shd My Vz— Y

[}
(Pmyx ==Myy ——l—n—-M ?

10. dbra

Ezen adatok birtokaban eléallitjuk azt az erdjatékot, amely a lemez-
szerkezetek csavarasanak alapesete (10a abra).

Mind a harom iranyd csérdl tudjuk most mar, hogy m, fajlagos csavaré-
nyomatékkal terhelve 6ket, mekkora nyomatékok ébrednek a masik két csore
merdleges metszetben. A 10a abra eréjatékarél pedig azt tudjuk, hogy a ferde
metszetekben keletkezd nyomatékok nagysaga Mohr-korrel abrazolhaté (10b
abra), a ferde csovekre merdleges metszetekben tehat

miprde — _ Mxy . (26a)
2
ill.
m;erde Frt :l: _..VE my,, (261))

2
nyomatékok miikédnek.
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A 11. &brén feltiintettiik mind a harom irdnyd cs8 mergleges és két ferde
metszetét, a benniikk ébredé nyomatékokkal. Feladatunk az alabbi: tigy kell
meghatdroznunk most a csovek merdleges metszetére haté my,, my,, myg
csavarényomatékokat, hogy a harom ,.elemi” er§jaték osszege a 10. abra erd-
jatékat adja ki.

a. b. c.
X I—va X \\
l o B | 3
s A~ R M ok
y / / o b \
m | S
t
/ g // mta/l' Y g
i \ \
7™/ Tmy \ \
/ 2/1' \ mf3
11. dbra
Kénnyen igazolhat6, hogy ez a kovetelmény az
m
ks —illyy = — —= (27)
2
esetben teljesiil. Ekkor ugyanis az x normalisi metszetben
3
Myy = — My (28)
4
a ferde metszetekben pedig
g m
pierdene . 0F i tod XY (293)
t g 9
és
merde _ f’? e e V73 - (29b)

ébred, ami megfelel a 10b abranak.

A szerkezet alakvaltozasit mar most a harom csé tiszta elcsavarodasabol
kell 6sszeraknunk, amelyet sorban az m,,, m,, és m,; fajlagos csavarényoma-
tékok okoznak.

Egy csé tiszta csavarasabél, melyet a két végén haté csavarényomaték
okoz, a csovet tartalmazé lemezben a kovetkezd deformacié-mezd szarmazik
(12. abra): a csétengelyre merdleges metszetben x,,
Hyy = —2Xyy, @ csGkeresztmetszettel ¢ szoget bezaré ferde metszetekben pedig
az abrardl leolvashatéan:

, az erre 90°-0s metszetben

Heihos, = Ky, €08 20 = ., (cos?p — sin’p). (30)
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Mindez abbél kovetkezik, hogy w,, = 0°w/(9x9y), ahol w a fiiggbleges
iranyu lehajlas.

Ezek alapjan a szerkezetet alkoté hirom c¢s6 csavarasabél (13. édbra)
az x normalisi metszetben

_Mtl_+_ M, + M

= 13 (cos? 60° — sin2 60°), 3la
eI, eI, ( ) (31a)

Hyy

xhojlh&s

elcsavarodds

ferde
elcsav.

x = A,y cos2¢= A, (cos?®P-sin?®)

12, dbra

3amy;

/‘ Mt2= 2

_ 3amy

1”2
—[C_ 3

r‘ \

y 3am
\ My; = __Z-—Q
13. dbra
az y normalisi metszetben pedig
My | My+ My, .
Hyp = — -+ cos? 30° — sin2 30° 31b
g GI, 1, | ) (310)

elcsavarodds keletkezik. Behelyettesitve GI-nek (22) szerinti értékét, figye-
lembe véve, hogy
M= 20 (52
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és kifejezve my-ket (27) és (28) segitségével m,,-nal, megkapjuk az elcsavaro-
dasokat a lemezben ténylegesen haté m,, fajlagos csavarényomatékkal kife-
jezve:

My,

Hyy = — Hyy = B (33)
33

ahol By; a ,lemezszeri” csavarisi merevség, amely egy s (22) szerinti GI,
csavardsi merevségének egységnyi szélességli savra juté (3a/2-vel osztott)
értékének a fele:
1 GI 2 Fe
B33=_2_ Gl _ E: Ty - IR (34)
yer 31 2 A L
2F7 +V ( + a? Fe + 2

3
—a
2

4. A kontinuum-egyenletek levezetése

4.1. Alapelvek

Az egyenletek felirasahoz az [1] irodalomban leirt elvet fogjuk kévetni,
mégpedig a kovetkezé médon:

Az els§ lépésben a felsd Gvsik merevségét (13) vessziik alapul, az alsé
ovsik (4) merevségi matrixat pedig felbontjuk egy, a felsGével arinyos ele-
mekbél 4116 (I. jeld) és egy maradék (I1. jelii) részre. Ez az I. rész a fels§ ovsik
merevségi matrixaval egyiitt a w, lehajlas folytan egy hajlitasi (,,Jemezszerii’)
erdjatékot hoz létre.

Ez a w, alakvaltozas tartalmazza a fels§ 6v 4a és 4b adbran vazolt defor-
maéciéihoz tartozé labilis alakvaltozasokat is. E labilis alakvaltozas-részeket
természetesen nem lehet kozvetleniil sszefiiggésbe hozni az erdjatékkal. Igy
ezeket nem maga a hajlitdsi erdjatékot leiré differencidlegyenlet szabja meg,
hanem a peremek megtamasztisa (amely a 2. pontban mondottak szerint meg-
sziinteti a labilitést), és az osszeférhet8ségi kovetelmény. A labilis alakvaltozas-
részt tehat csak a helyettesit§ kontinuum differencidlegyenlet-rendszerének
a peremfeltételeket is figyelembe vevd megoldasa hatirozza meg egyértelmiien.

Az a kérillmény, hogy a csavarasi merevséget nem az alsé és a felsd 6vsik
nyirisi merevsége szolgaltatja (mert a fels§ 6vnek nincs ilyen merevsége),
hanem a 3.3—3.4. pontokban leirt ,,csévek”, még egy megfontolast tesz
szitkségessé. Az alsé 6vsik merevségeinek felbontasét dgy célszerii elvégez-
niink, hogy az I. merevségi rész és a felsd ovsik merevségei az alsé ovsik-
ban a csévekbdl szamithaté yy,,; nyirasi alakvaltozassal 6sszeférhetd alak-
viltozas-rendszert adjanak. Ez az 1. jeld, ,lemezszerii” (hajlitdsi) erfjaték-
rész.
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Az alsé 6v ,,maradék” merevségi métrixa miatt azonban II. jelii tébblet-
er6k lépnek fel az alsé 6vben, amelyeknek a fels6 6vben nines parjuk, tehat
kiegyensilyozatlanok. Az egyensily helyreillitasahoz egy 2. jeldi, kiegészits
sikbeli erdrendszernek kell ébrednie az alsé 6vben: ez adja az er§jaték masodik,

”Y

,tarcsaszerll” részét.

4.2. Az alsé ovsik merevségeinek célszerii felbontisa

A trapézkeresztmetszeti csovek alsé sikjaban a csavardsbél keletkezd
Yxy,csay 5zogtorzulast a 2.2—3.4. pontokban mondottak alapjan szamithatjuk
ki. ,,CsGszeri” (csak m, -bdl 4ll6) csavaris esetében a nyiréfolyam nagysaga
a (16) képletnek megfelelGen:

3 am
- f1
2 (36)
2ah

t, =

»Lemezszerd” (m,, és m,, okozta) csavaris esetében (27) és (28) szerint

a hérom csében m;; = —2 m;, = —2my; = 4/3 m,, mikdsdik, amelyek (3)-at
is figyelembevéve, az elsG csében

t, a my,

Tt = e = B

) (373)

a masodik és a harmadik cs6ben pedig:

a m
Yene = Vena = — 2 7*51%' (37b)

szogtorzulist okoznak. Ezeket a (31a) képletnek megfelel§en Gsszegezhetjiik:

a m
ygy,csav = —=.. (370)

h EFe

Ez a szogtorzulas akkor lesz 6sszeférhet§ a hajlitasi nyilasokkal, ha mindegyi-
ket a lemezelmélet ismert h.L,w, kifejezésével szamithatjuk a hajlitasi ers-
jaték-rész w, lehajlasabél (L, jelentését 1. alibb). Ez tchit azt kivanja meg,
hogy
a a 62w1 a
Vxy,csav — h®.2 —= = h°. 2”xy (38a)
’ 08y

legyen (h® jelentését 1. a 14. abran). Figyelembevéve a (33) ésszefiiggést,
ebbdl
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__3aBy h

" REF®  F¢ 1 h2\32 Fa 3
D —— Rpp— 1 —
2)/3Ff + V3( + ) *

a®/ F?¢ 2
adédik, amibél megkaphatjuk a felsé és az alsé 6vsik A] és A° merevségi
mitrixainak sziikkséges k ardnyit, amelyet az

a

(38b)

Al = EkA® (39a)
sszefiiggéssel definidlunk. Igy tehat
a 1
b= hﬁha T e 1 IR TR (39b)
—— — |14+ —
2V3Ff+ /3 ( + az) F4 + 2
511(“)

R |

n C . £ ~ L
wil+) 7 hajlitasi = 1ok

semieges tengely h

| | e2,1-)

14, dbra

4.3. Az egyenletek felirdsa

A ,lemezszerii, 1. jelii erdjaték-részhez a hajlitott lemez ismert [3]

differencialegyenletét az

Ox2

L= (40)

vektor-szimbélumok segitségével az

Ltm = —p (42)
alakban irjuk fel.
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A nyomatékoknak a w, hajlitasi lehajlissal valé kifejezéséhez a hajlitasi
merevségi mitrixot az A (13) és az

1
Af=—-AS (43)

(v6. (39b)-vel) hiizasi métrixokbél elsallitott

h2
14k

B, A (44)

hajlitasi és a ,,csdszerii’’ csavarasi merevséget tartalmazé

0o 0 o0
o 0 0
B, = h (45)
0 o0 =38
2

csavarasi matrix Osszege szolgaltatja. A B;; elemet (34) szabja meg. Az 1/2-es
szorzé az L, harmadik elemében szerepls 2-es faktor kompenzalasara sziikséges,
mivel a nyomatékokat w,-el az alabbiak szerint fejezziik ki:

m= — (B, + B)Lw,. (46)

Ezt behelyettesitve (42)-be, megkapjuk a hajlitott lemez egyensiilyi egyen-
letét a w, lehajldssal kifejezve:

Ly(B, 4 B)Lw, = p. (47)

Az alsé 6vben fellépd kiegészits sikbeli erérendszert, amely az er§jaték
2. részét képezi, az alabbi megfontolassal kapjuk meg:

A w, hajlitasi lehajlasbél szarmazé belsd erSk kozil eddig csupan az
alsé 6v L. jeld A7 (43) merevségi métrixdnak és a ,,csdszeri” csavarasi merev-
ségnek megfelel§ erdket vettiik figyelembe. E csavarasi erk tulajdonképpen
az alsé 6v Aj3; (3) nyirasi merevsége folytan ébredd erdket jelentik. gy az alsé
ov II. jeldi ,,maradék™ merevségi matrixa, amelynek megfelels belsé erdk
figyelembevétele még hatra van, az alabbi lesz:

8 = A" — (Af + AJ), (48)
ahol
0 0 0
Al = [0 0 0 ] . (49)
0 0 A,
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A w, lehajlasbél az alsé 6vben a 14. dbra szerint az (5c) értelmezésnek
megfeleld

__hk
1+k
nydlasok [1], s ebbdl, (48)-at és (43)-at figyelembe véve:

a
€

Lyw, (50)

oy = A6l = — 1’;’fk AT AT — AF| Loy (51)
kiegyensilyozatlan bels§ erdk ébrednek. Az egyensiily helyreallitdsdhoz egy
n} = A%¢ (52)
wy (+) h
%
£21-)
15. dbra

sikbeli erd- és alakvaltozas-rendszernek kell keletkeznie. Ez, mivel nem okoz
nyilasokat a felsé 6vben, a 15. abra szerint igy fejezhetd ki az altala okozott
w, lehajlasokkal [1}:

&8 = —hLw,. (53)

Az (n{y1 - nj3) erdrendszer egyensilyat ismeretes médon egy, az alabbi médon
megvalasztott @ fesziiltségfiiggvény bevezetésével biztosithatjuk:

L;® = nf + n3, (54)
ahol az L, differencidloperator jelentése:
dy?
&
Ox?
a2
L— B8x0y i

(55)

Az egyensilyt igy biztositottuk, de @-nek még ki kell elégitenie az
Lies =0 (56)
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Gsszeférhet8ségi egyenletet. Mivel @ az nj erSrendszeren kiviil az nf;; eré-
rendszert is tartalmazza, amely viszont egy eleve osszeférhet8 hajlitasi alak-
valtozasbdl szarmazik, az ez utébbinak megfeleld alakviltozasokat le kell
vonnunk a D-vel kifejezett alakvaltozasokbél, hogy megkapjuk e3-t. Az (52)
és (54) osszefiiggések alapjan:

&3 = (A%)"'ng = (A%) " (L@ — nfy). (57)
Ezt (56)-ba helyettesitve és (51)-et is figyelembe véve:

L}(A%)! [deH— f:_i]; (A" — —Ilc—Af—A;’} Llwl] =0. (58)

A (47) és (58) differencialegyenlet-par — a peremfeltételekkel egyiitt —

meghatarozza a w, és @ fiiggvényeket, azaz a teljes erGjatékot. A perem-

feltételeket azonban csak a teljes w lehajlisra tudjuk megadni, amely a w,

hajlitasi lehajlas és a kiegészitS sikbeli eréjatékbél az (53) szerint keletkezd
w, lehajlas 6sszege:

w=w, + w,. (59)

Ki kell tehat fejezniink a két egyenletben szereplé w,-et (illetve az L,w,
kifejezést) a teljes w lehajlassal. (59) mindkét oldalit L,-gyel szorozzuk:

Lw = Lw, + Lw,. (60)
(53)-at, (57)-et és (51)et figyelembe véve:

1 1
Lw,=——&=— W (A%)"L,P —nfy) =
(61)
1 hk 1
= —— (AL, P A— — A — A2 L .
h() [2+1+k[ . t} 1“’1]
(61)-et behelyettesitjiik (60)-ba, A’-val szorzunk és kifejezziik L,w,-et:

Lw, = (1 + k) (A® 4+ Af 4 kAP (A"Llw + %LZQ) . (62)

Ezt behelyettesitve (47)-be és (58)-ba, megkapjuk a w-t és @D-t tartalmazé
differencialegyenlet-part:

(1 & K)L¥B, + B,) (A% + A/ + kA%)-1 (A“Llw 4 %qus]: p. (63a)
L3(A?)~1[L,® 1 h(kA? — A/ — kA?)(A® 4 A/ + kAg)—I(AaLlw +—’11—L2d5”= 0.
‘ (63b)
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5. Peremfeltételek

A szabadon tamaszkodé (csuklés) perem feltételi egyenletei a kovetkezbk
(ha a perem az x tengellyel parhuzamos):
zérus a lehajlas: w =0, (64a)

zérus a peremre mersleges

hajlitényomaték: m, =0, (64b)

az als6é 6vben zérus a peremre
- - P
merdleges (vizszintes) membranerd:

a a ___
nyi + Ny, = 0, (640)
az alsé 6vben zérus a membrin-nyiréers:
a a
Nxyi11 + Ryyg = 0. (64(1)

Ezeket ugyancsak w és @ segitségével kell kifejezniink. (64b)-hez a nyo-
matékvektort (46) és (62) felhasznalasaval irjuk fel:

m= — (14 k) (B, - B)(A? + AS + kA%)~1|ALw + %qua . (64b%)

A (64c)-hez és (64d)-hez sziikséges erd-vektort (54) alapjan kozvetleniil ki
tudjuk fejezni P-vel:
nfy + 03 = L,D. (64c*)

(64d)-hez megjegyezziik, hogy (51) és (48) szerint mnjj nyirékomponense azo-
nosan egyenls 0-val.

Ferde peremekre a megfelel elforgaté transzformécick képleteivel
frhatjuk fel a peremfeltételeket.

6. A ruder6k meghatarozasa a kontinuum metszeterdibdl

A kontinuum bels§ erit az eddig elmondottak alapjin szdmithatjuk at
riderdkké.

A két irdnyban ébredd hajlitényomaték nagysiga mindig azonos
(m, = m), igy az

m
nf— — 2 (65)

osszefiiggéssel kiszamitott derékersbél a (10) képlet alapjan kaphatjuk meg
a felsd 6vben ébredd P riderdt.
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Az m,, = —m,, csavarényomatékot a 3.4. pontban mondottak szerint
a harom csére haté my,, m;,, m;; csavaronyomatékra kell felbontanunk a
(27)—(28) képletek szerint, az egyes csovekben beldlik keletkezé riderdket
pedig a (17) —(19) képletek segitségével, figyelembe véve, hogy az egy teljes
csore hat6 M, a (24) képlet szerint fiigg 6ssze a fajlagos m, csavarényomatékkal.

Az alsé 6vben ébredd, @-vel (54) szerint meghatarozott kiegészits sikbeli
erdrendszer ruderdit [4] szerint szamithatjuk ki.

16. abra

A fajlagos nyiréerdket az irodalombél [3] ismert

9 =-——86"; -4 ——8;";" , (66a)
o = a;y i __ag‘;y (66b)

kifejezések szolgaltatjak. A diagonalisokban ezekbdl keletkezé riderdket a leg-
egyszeriibb a 6. dbra ricsos csovén szemlélettel megallapitani.

Ha a csovet az x tengellyel pirhuzamosnak tekintjiik (1. dbra), akkor
az egy csd 3a/2 szélességére juté 3aq,/2 nyirderst két ferde ricsozat veszi fel.
A fiiggdleges vetiileti egyenletbél azt kapjuk, hogy benniik a nyirashél

h 3aq
Sd=4 — 2 67
£ 2 (67)

riderd keletkezik. (Az s* ridhosszat a (14b) egyenlet adja meg.)

A ra meréleges y iranyban kétféle rid-alakzat viszi 4t a nyiréerdt
(16. dbra): az ac—bc—cd és az ae—ef—ed, amelyek egymasnak tiikorképei.
Mind a kettd V§a tavolsagonként ismétlédik. A cd és az ae rudak az 1. dbra
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szerinti yz sikba esnek, ezek tehit egyediil viselik a nyiréer8bél az alakzatra
juté részt, az ac—cb és az ef—ed ridparokra viszont — szimmetrikusak 1évén
az yz sikra — csak feleakkora nyiréers-rész jut. Igy ismét a fiiggsleges vetiileti
egyenletbdl

B V3
Su=—S,=+ — L Hy (68a)
s 2
és
Saczsbcz - Sef= - Sed= i%m (681))
s 4
adédik.
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Untersuchung des zweischichtigen Raumfachwerkes mit einem Netz von »Sechseck iiber
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