RUGALMAS FELTERREL KAPCSOLATOS
NEM-FORGASSZIMMETRIK US
PEREMERTEKFELADATOK EGY OSZTALYAROL

ECSEDI ISTVAN®
[Beérkezett 1975. jilius 28-4n}

Jelen tanulmény a rugalmas féltérrel kapcsolatos nem-forgésszimmetrikus pe-
remértékfeladatok egy osztilydnak a megoldésira alkalmas médszert ismertet. A szerzd
a SNEDDON #ltal kidolgozott forgasszimmetrikus rugalmassagtani feladatok megoldasara
haszndlt eljirdst dltaldnositja.

Jelolések
R, R, . 2 hengerkoordinatik
R 80 €; az R, ¢, z hengerkoordinéta-rendszer egységvektorai
OR: Ogy O normélfesziiltségek

TRp» TR Toz cstsztatéfesziiltségek .
csisztaté rugalmassdgi modulus

v Poisson-szdm

s biharmonikus vektor

g = D(R, z) cos kg, (k=10,1,2,...)
a -

V=9%R ‘72"*"17%‘9_;’*'531
Hamilton-féle differencidloperator

ab az a, b skaldrok, vektorok, vagy mésodfokii tenzorok 4&ltaldnos (diadikus)
. szorzata

a-b az & és b vektorok skaléris szorzata,

grad § = VS S lehet skalér, vektor, vagy mésodfokd tenzor,

divS = v s,

vy mésodrendil tenzor differencidloperitor,

def C= —;—(vé‘+ V).

idem tenzor,
v = yiy? biharmonikus operitor,
o 19 1 e o
R OR " R® 9 " 02’
Uv,w,Zpg Zq,, z, Tch’ Tq,,, TBZ amplitiddé fiiggvények,
=2 o7 O k=0,12..)
~BR* " R OR R=, o T o
I(x) elséfajiit k-ad rendfi Bessel-fiiggvény (k =0,1,2,...),

P =d(p,z) = [ " ®(R,z)[(cR)RAR a @ = (R, z) figgvény R véltozéban vett k-ad rendd
Jo :

Hankel-transzforméltja, (k = 0,1, 2,...), (¢ > 0)
A ,k-ad rend&” (k=0,1,,2,...) Hankel-transzformaltat a fiiggvény jele folé tett ,,n”
jel jelsli,

L}

x

L ., ad(o, : -
b = (e, ) = T2,
w " z szerinti derivdltat jeloli- . ot

ity
* Dr. Ecsedi Istvan, 3531-Miskole, VAszonfehéritd w. 24. IV/1. .
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154 ECSEDI ISTVAN

1 = C{o) (i=1,2,3,4) o-tl fiiggd integréiciés allandok
W(R, 0) = f(R) z tengely irinyti elmozdulds adott amplitidé fiiggvénye,
0 = O(R,2) = BaT I';’ L 1’;’ + —% Ty, segédmennyiség,
g(£), C(n) segédfiiggvények,
I'(x) Gamma fiiggvény,
it g egyiitthat6i(z =0, 1,25, wrki— 0,452 52)

R
E=—a_9 n=ag, C=%v
L&) = | ClnPTi Con) exp (~Ena,

iy
F = F¢, a hengert terheld erd,

e az er6 hatdsvonaldnak excentricitdsa a z tengelyhez képest,
M = Fe nyomaték,

d a henger z tengely irdnyd transzliciéja,

/4 a henger délése a z tengelyhez,.

egyéb mennyiségeket, véltozékat a szoveghen ertelmezunk

1. Bevezetés

Jelen dolgozat targya .az 1.1 abran vazolt kis élakvéltozést szenvedett,
homogén, izotrép, lineirisan rugalmas anyagi végtelen féltér néhany specialis
quazistatikus keriileti érték feladatanak megoldésﬁra alkalmas médszer ismer-
tetése. A szerz§ SNEDDON kényvében leirt Love-féle fesziiltségfiiggvénnyel
kapesolatos eljarast altalanositja. e

Legyen az1.1 abran véazolt,homogén, izotrép, linearisan rugalmas anyag,
kis alakvaltozast szenvedd végtelen féltér P pontjanak az elmozdulisvektora
az R, p, z hengerkoordinitarendszerben :

7 = u(R, ¢, z) eg + v(R, @, z)f_z; + w(R, P, z)e.. (1.1)

z=0

OM=NP=R
ON=MP=2

1.1 Gbra. Rugalmas féltér. (0 < R < o0, 0 < p < 27, 0 < 2 < o0)
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RUGALMAS FELTERREL KAPCSOLATOS PEREMERTEKFELADATOK 155

Jelolje tovabba F a P pontbeli fesziiltségi tenzort, melynek az R, ¢, z henger-
koordinitarendszerbeli matrixa az alabbi:

OR TRy TRz
F =7 Oy Tz (1.2)

TR 12(]: 0,
Ismeretes — lisd BoUSSINESQUE — SOMIGLIANA — GALERKIN-megoldds [1],
[2], [3] —, hogy a rugalmassagtan alapegyenletei — feltéve, hogy a vizsgalt
testet térfogati erdrendszer nem terheli — identikusan kielégiilnek, ha az
elmozdulisvektort és a fesziiltségi tenzort egy biharmonikus g vektor segit-

ségével

26t = grad div § — 2(1 — »)v?g, (1.3)
F = yy div g — 2(1 — ») def y?g — vIy%g (1.4)

alakban allitjuk el. A g biharmonikus volta azt jelenti, hogy a vizsgéilt test
altal meghatarozott tartomany pontjaiban fennall a

vE=10 (1.5)

egyenlet. A dolgozat csak olyan rugalmassigtani problémaval foglalkozik,
melynek megoldasai '

- & = D(R, z) cos ke,

(k=0,1,2,...) (1.6)

alaki g vektorbdl szairmaztathaték. A k = 0 esetben a g vektorral a Love-féle
—forgasszimmetrikus esetre vonatkozé — megoldast kapjuk meg. A fenti
(1.6) alakid g vektorhoz tartozé elmozduldsvektor és fesziiltségi tenzor skalar-
koordinétai rendre (lisd [1]):

u(R,p,z) = U(R,z)coskp,
v(R,9,2) = V(R,z)sinkp,
w(R, ¢,2) = W(R, z)cos ke,
or(R, 9, 2) = Zg(R, z) cos kp ,
0o(R, ¢, 2) = Z(R, z) cos ko, (1.7—1.15)
0(R, pz) = Z,(R,2)coskyp,
Tre(Rs @, 2) = Try(R, 2) sin ke ,
TRAR, 9, 2) = Tpry(R, 2) cos kp ,
TR, 9, 2) = T (R, 2) sin ¢,
(k=0,1,2,...)
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156 ECSEDI ISTVAN

alakiak lesznek. Az (1.7—1.15) egyenletekben szerepld U = U(R,z), V =
= V(R, 3), W = W(R, 1), 2 = Zp(R, 2), 2, = Z(R, 2), L, = Z(R, z), T, =
= Tpe(R,2), Tg,=Tg(R,2), T, =T,(R,z) amplitidé fiiggvények a
@ = D(R, z) segitségével a kovetkezSképpen allithaték el§ [1]:

26U = ..o z
9Rdz
. o
R 9z
Wi e R ) A
0z2
3 1 8D k2
R 5 ETE BTV SR | i
¢ Sz( "t R T R ]
3] oD
Sp=—\—vA4,D+ —|, 1.16—1.24
" Sz( ;o +am] ( )
5] 20
Dol A T
z az[ ( AP + 8z2]

- -—a—[— (1 — AP + f‘@]
022

oR
kK ®0 k00
AR st ..o
R 0R® | R 0z
k |5
T, — 72—[ - - v)A,;p],

(k=0,1,2,...).
Itt bevezettiik a
A e T e
Rz R O®R R 8 (1.25)
(k=0,1,2,...)

jelolést.

2. Rugalmassigtani peremérték probléma megolddasa Hankel
transzformacié alkalmazasaval

Az 1.1 abréan vazolt testtel kapcsolatban olyan tipus peremértékfelada-
tokkal foglalkozunk, amikor az alabb felsorolt hat valtozé, illetve ezek vala-
milyen kombinéciéja adott a z= 0 koordinataval kijelslt sikon:
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RUGALMAS FELTERREL KAPCSOLATOS PEREMERTEKFELADATOK 157

u= u(R, p,z) = U(R, z) cos ko,

v= v(R, p,2) = V(R, z) sin ke,

w= w(R, ¢,2) = W(R,z) cos ky,

0(R,p,z2) = XL,(R, z) cos ko, (2.1—2.6)
The = TRe(R, 9, 2) = Tro(R, ) cos kg,

I

0z

Tz = To R, @5 2) = To(R, 2) sin ko,
(k=0,1,2,...). .
A z = 0 koordinataval kijelol lapra eldirt peremfeltételekkel kapesolatban

megjegyzends, hogy azok nem lehetnek tetszdlegesek, még az amplitidé
fiiggvényeket tekintve sem, mivel a megoldast egy

g = D(R, %) cos ke, ,
(k=0,1,2,...)

(2.7)

alakd g vektorbél akarjuk szdrmaztatni. Igy belathaté (lasd (1.16), (1.17) és
az (1.23), (1.24) egyenleteket!), hogy az

1 8
U4 —— (RV)=0, 2.8
+kaR( ) (2.8)
1 8
Tq, + —— (RT,)) =0,
ret g BT (2.9)
(k=1,2,..)

egyenleteknek (2.7) alakd g vektor esetén fenn kell allniuk. A k = 0 esetben
forgisszimmetrikus feladatrél van szé, amikor is

V=0, Tg=0, T, =0, (2.10—2.12)

és U, valamint T, értéke ebben az esetben a z = 0 koordinatéaval kijelolt
sikon altaldban R tetszéleges fiiggvénye lehet.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a rugalmassagtani peremértékproblé-
méiban a megadott fiiggvények olyanok, melyekkel a megoldas felépitése
soran képzett valamennyi impropius integril konvergens, tovabba teljesiilnek
a k-ad rendd (k= 0,1,2,...) Hankel-transzformacié alkalmazhatésaganak
feltételei [4]. Az (1.6) alakd g biharmonikus voltabél kovetkezik, hogy a
D = @ (R, z) fiiggvénynek ki kell elégitenie a

448 =0,
(k=0,1,2,...)

(2.13)
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158 ECSEDI ISTVAN

homogén, linearis, negyedrendii parcialis differencialegyenletet a vizsgalt
test — féltér — éltal meghatarozott

0<R< o0

0<z < oo (2.14)

tartomanyban. A (2.13) egyenlet k-ad rendii Hankel-transzformaltjat véve
az R valtozéban a kévetkezd egyenletet kapjuk:

o'd — 20201 L PV =0,

(2.15)
OD<p< oo, 0<z< ),

ahol @ = &(p,z) a ® = D(R, z) fiiggvény k-ad renddi (k = 0, 1, 2,...) Hankel-

transzformaltja az R valtozé szerint, azaz

& = d(o, z) = [ D(R, H)I,(R)RAR, 2.16)

O<o< oo, <z, k=0,1,2..).

A (2.15) z-ben negyedrendi allandé egyiitthataji kézonséges differencial-
egyenlet altalanos megoldasa, mint ismeretes, a

& = d(p, z) = [Cy(0) + 2Cx(p)]exp (—e2) + [Cy(0) + 2Ci(0)] exp (0z) (2.17)

fiiggvény. Itt C; = Ci(p) (£ = 1, 2, 3, 4) p-tdl fiiggd integraciés allandét jelol.
A k-ad rendd (k = 0,1, 2, . . .) Hankel-transzformalt & = @(p, z) ismeretében
kozvetleniil lehet szamolni az elmozduldsvektor és a fesziiltségi tenzor skalar-
koordinatait meghatarozé U = U(R,z), V= V(R,2),... 2, =2,(R,2),...
Try = Tre(R, z) amplitids fiiggvényeket. Az (1.16—1.18) egyenletekbdl a
Hankel-transzforméciéval kapcsolatos inverziés szabalyok és a

dI(x)

k
= I;_y(x) — — I (%),
dx x

(k=0,1,,2...)

(2.18)

derivalasi szabaly alkalmazasival az U, V és W elgéllitasara az alabbi egyen-
leteket tudjuk levezetni:

oo k .
26U = j [em-l(eﬂ) — £ I(eR) ]¢ (e 2)dos
0
2V = ._.% j " é'(0, 5)I,(eR)odo, (2.19—2.21)
(¢]

6W= [~ [(2» — )" + 2(1 — »)¢*b]oL(eR)de,
k=0,1,2,...,...).

Mfissaki Tudomdny 53, 1977



RUGALMAS FELTERREL KAPCSOLATOS PEREMERTEKFELADATOK 159

A X, = Z (R, z) szamitasihoz pedig induljunk ki a

L 180 B ’+(v_1)_] (2.22)

e [_(z_ )[am R oR

egyenletb8l. A (2.22) egyenlet k-ad rendii (k = 0, 1, 2, . ..) Hankel-transzfor-
maltjat véve az w véltozéban, irhaté, hogy

2, = (2 — v + (v — 1)d”. (2.23)

A Hankel-transzformécié megforditdsara vonatkozé tétel alkalmazasinak
kévetkezménye a (2.24) egyenlet:

£,=ZAR,5) = [ £{e, ) I(eR)edo =

= [, 12 — »ed'(e,9) + (» — VD" (e, 2)]eL(eR)de , (2:24)
(k=0,1,2,...).

Képezziik az (1.19) és az (1.20) egyenletek 6sszegét:

180 K *P
Zr(R, R,z) = 2 —— — 2P| —2v—].
BBz + 2, (R.2) = [( v+)(8R2+ R 8R R2) vazz]
(2.25)
A (2.25)-bél kovetkezik, hogy
SR, + 5B = [ @ = Ve~ 2 WiCeRIde,
(k=0,1,2,...). '
Az (1.19)-bél a
® = (R,2) = |~ B(o,)Ii(eR)ede,
(2.27)
(k=0,1,2,...)
helyettesitéssel, valamint a
d*I,(eR) 4 k(k + 1)
2Rl = — L I(eR) — | * — =L| I(eR),
1R R «(eR) [92 T ] «(eR) (2.28)

(k=0,1,2,...)

differencialasi szabaly alkalmazéasdval az alabbi egyenletet tudjuk levezetni:

Za(R,z) = j: [é'(e, ) [(v — gt Lk + 1)] I(eR) —
(2.29)

8'(09) £ I, (R)— v@”'zk(eme] do,

(k=0,1,2,...).
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160 ECSEDI ISTVAN

A X, = X (R, z) meghatirozasihoz pedig célszeri a

= (Zp+2Z,) — Zx (2.30)

azonossigot hasznalni. A (2.26) és a (2.29) egyenletek (2. 30) -ba valé helyet-
tesitése adja a (2.31) egyenletet:

5= 5R.9 = {q‘w@, ) [e%—é Kk -+ 1) | L(oR) +
0 |
X ? 2.31
+8'(0,5) £ 1(eR) — b (e,z)Ik@R)e} do, (@31)
(k=0,1,2,...).
Az eddigiekhez hasonlé médon lehet levezetni a Tp, = Tp,(R,2), Ty, =

(R, 2), Ty, = T,,(R, z) amplitidsé fiiggvényekre vonatkozé egyenleteket.
A széban forgé egyenletek az alabbiak: :

Ty = __II;J“” [(k+ Del,(eR) — ngIk_l(gR)]@'(g, z)do, (2.32)
0
Ty,= — Tk{ on [(r — v)g3<.23(g, 2) + vg@”(g, z)H (eR)do , (2.33)
0

re=| [(1—0)¢*B(e.7) + veB" (0:5)-| elia(eR) — — Iy(e e, (2.34
Toe = 70— 9 blo) + 08" (0.9 [elia(eR) = - LieR) | e, 239
k=0,1,2,..).

Lathaté, hogy a rugalmassigtani peremérték probléma megoldisihoz a
D = d(p, 2) fiiggvényt meghatirozé C; = Ci(p), (1 =1, 2, 3, 4) egyiitthatékat
kell ismerniink.

3. Végtelen féltérrel kapcsolatos vegyes keriiletértékfeladatok
egy osztalyarél

Legyen a rugalmas féltér z = 0 koordinataval kijelslt sikjan az alabbi
peremfeltétel elGirva:

w(R, , 0) = f(R) coskp, ha 0<R<a, (3.1)
o(R,,0) =0, ha a< R < oo, (3.2)
TrlRo 9, 0) =0, 0< R < oo, (3.3)
7R, ¢, 0) =0, 0< R < oo. (3.4)
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RUGALMAS FELTERREL KAPCSOLATOS PEREMERTEKFELADATOK 161

Feltessziik, hogy a (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) peremfeltételekhez tartozé megoldas
egy (1.6) alakd biharmonikus g vektorbél szirmaztathats. Ha feltevésiink
helyes, akkor a g vektort — —@ = (R, z) fiiggvényt — meghatérozé C; =
= Cfp), (i =1,2,3,4) integracié allandék a peremfeltételek kielégitésével
és az elmozdulasvektor, valamint a fesziiltségi tenzor skalarkoordinatiinak
a z = oo helyen valé korlatos voltanak a felhasznilasaval egyértelmiien eld-
allithaték. A kés6bbi szamitasokban hasznosnak mutatkozik az alabbi segéd-
mennyiség:
8Tx, Tr, , k

Q=Q(R’z)=‘a—R—+ R +ET¢2- (3.5)

A Q=0Q(R, 2 ad=D(R, z) fiiggvény segitségével a kovetkeziképpen allit-
haté eld:

Q=—(l—v)( ] 2 e (& 1 9 K2

T e

8R2 ' R 8R Re & |6R2 ' R 8R Re
(3.6)

A Q@ =(Q(R,z) k-ad rendd (k= 0,1, 2,...) Hankel-transzformiltja a kévet-
kezd médon allithaté els:

0 =0e %) =, QR HI(eR)RAR = ~(1 — )o'blo, ) — ve*B"(e,2)s (37
(k=0,1,2,...).

Az elmozduldsvektor és fesziiltségi tenzor skalarkoordinatinak z = co helyen
valé korldtos voltabél kévetkezik, hogy

Cy(0) =0, Cyo)=0, (3.8—3.9)

aminek megfelelden a @ = (g, z) fiiggvény a
b = &(0, 2) = [Ci(e) + 5Ca(0)] exp (—02) (3.10)
alakdra egyszeriisodik. A (3.3) és (3.4) peremfeltételekbdl kovetkezik, hogy

Q(R,0) =0, (3.11)
illetve
0(e,0) = 0. (3.12)

A (3.12)-bél a fentiek figyelembevételével az alabbi egyenlet vezethets le:

ww=§wmy (3.13)
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162 ECSEDI ISTVAN

A C, = Cy(p) integriciés dllandét a (3.1) és a (3.2) peremfeltételek kielégitésével
hatarozzuk meg. A szamitasok alapja a (3.1)-bdl és a (3.2)-bél kovetkezs (3.14),
(3.15) egyenletrendszer:

W(R,0) = f(R), ha 0 <R<a, (3.14)
2(R,0)=0, ha a< R < oo. (3.15)

A (2.21) egyenlethdl 3 =0 és C3 = C, = 0, valamint C, = g/2v C, helyettesités-
sel a
1—v»

W(Q, 0)= 2Gy

0®Cy(0) (3.16)

egyenletre jutunk. A (2.24) egyenletbfl az el6bb alkalmazott helyettesitések-
kel pedig a

o)=L (3.17)

egyenletet kapjuk. Tekintettel a

W(R,0) = [~ W(e, O)L(eR)ede, (3.18)
Z(R,0) = [ " 20, O I (eR)ede, (3.19)

(k=0,1,2,...)

azonossagokra, a (3.14) és (3.15) egyenletekbdl a

C(n) = 1°C, [—Z—) » (n=ap) (3.20)

fiiggvényre a kovetkezd kapesolt ,,dualis” integralegyenleteket vezethetjiik le:

Js cprgenan=g, 0<e<1 (3.21)
f: e (En)dn =10, 1 < & < oo, (3.22)
(k=03192,---),
ahol
8(§) = lzfvv a'f(af). (3.23)

A dualis integral egyenleteknek ezen tipusinak megoldasat BUSBRIDGE nyoman

[4]. [8]
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RUGALMAS FELTERREL KAPCSOLATOS PEREMERTEKFELADATOK 163

C(n)=1/_2;[ﬁ1k_m(n) j P+l — 1)~ Vag(e)de -+ j P — g2)=2nde.

. J 0 g(ns)(sm) k+1/21k+1/2(377)ds] s (3.24)

(k=01,2,...)

alakban adhatjuk meg.
Legyen

— N, EitK
8(&) %“t-}-k& ’ (3.25)

k=10,1,2,...).
Ebben az esetben a

)
g V:r—r 2
° e
Ve . 1
n fo ikt o (sp)ds = (i + 2k + I)Jo st (su)ds — T yaln) s
(k=0’1923-~-;i=0,1,2,...) (327)

azonossigok felhasznilasival [5], [7] C(n) a kovetkezd alakban is el5allit-
haté:

I’[i+2k+2
2

C(n) =Y2n S

1
a; sith+12r . (sp)ds
= 5 [i ok + 1] +kJ‘0 k—1/2(57) (3.28)
2
(k=0,1,2,...).
Legyen
=L, 0) = [ CmynPL(En) exp (—Ln)dn, (3-29)

£k=0,1,2,...; =-1,0,1,2).
p

A (3.29)-es egyenlet 4ltal definialt L fiiggvény segitségével az elmozdulas-
vektort és fesziiltségi tenzort meghatarozé amplitidé figgvények rendre
az alabbiak lesznek: '

2atU=1"2pp Bl Ry L "C (3.30)
2v 2y & 2y
k(1—2v ¢ - '
26tV = — Li— =19, | 3.31
o2 T e Y (83D
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26aw=1""po4 £ 13, (3.32)
y 2v
1 ¢
5y, = — —Ll—>L1, 3.33
i 2y k 2y k ( )
2y — 12 —1 1— 2y ¢ 1 ¢
a5, = LL k(k + DLl 4 =L} — — = k(k 4+ 1)L2 —
R ™ k4 o (+)k+2vI2¢ 2v€2(+)
1 ¢ 1 (3.34)
——I% = 1 — L,
k1 Lk 1+ 2vE &
STt Sy=— 2y £ g (3.35)
2v 2y
aSTR.p=i[1‘2” Lo+ — g =2 & gy EL;l],
&2 v v 2y 2y
(3.36)
¢ ko,
0T, = |13, — —LL|, (3.37)
2y ¢
kg
ST, — = I}, 3.38
'Ly ot k ( )
k=01,2,...),
ahol
i=R o2 (3.39—3.40)
a a

A (3.37) és (3.38) egyenlet alapjan belathaté, hogy Ty, és T,, kielégiti a (3.3)
és (3.4) peremfeltételeket a z = 0 koordinataval kijelslt sikon, annak ellenére,
hogy a képletek levezetése soran csak a Q(R, 0) = 0 feltételt hasznaltuk
kozvetleniil.

4. Egy példa. Excentrikusan nyomott merev korhenger behatolasa
rugalmas féltérbe

A 4.1 abran vézolt merev tomor korhenger alakd test F'= Fe, (F >0)
erd hatasira nyomédik a rugalmas féltérbe. Tegyiik fel, hogy az F' ers hatas-
vonala nem esik egybe a z tengellyel, de benne van az xz sikban. Az erd hatis-
vonalidnak a z tengelyhez valé e értékid excentricitdsa miatt a henger a z
tengely iranyd d mértéki transzlacién felil megddl & szoggel. Tovabba fel-
tessziik, hogy az elmozdulasok (d, #) kicsik, valamint a henger és a rugalmas
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féltér érintkezésénél csiisztatd fesziiltség nem ébred, mivel tokéletesen sima felii-
letek érintkeznek. Igy a rugalmas féltér z = 0 koordinataval kijelolt sikjan
az aldbbi peremfeltételeket kell kielégiteniink:

w(R, 9, 0) =d+ Rtgfcosp, 0<R<a (4.1)
0(R,0,0) =0, a<R< oo (4.2)
TR, 9, 0) = 0, 7,(R,9,0)=0, 0 <R<o0o. (4.3—44)
\3
-—j—e and
‘ 1
J
q=0
L L=
l .
© 02

\2

4.1. ébra. Merev korhenger benyomédiasa rugalmas féltérbe

A (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) peremfeltételekkel jellemzett feladat megoldasat
a szuperpozicié elvének a felhasznaldsaval (I) és (II) peremfeltételrendszerekhez
tartozé megoldasok osszegeként allithatjuk el. A tovdbbiakban az (I) perem-
feltételek altal meghatarozott megoldishoz rendelt mennyiségeket — az
LE(&, £) kivételével — feliil ,,(” jellel, a (II) peremfeltételek altal meghatéro-
zott megoldashoz rendelt mennyiségeket — az L{(&, {) kivételével — ,
jellel jeloljiik. A széban forgé (I) és (II) peremfeltételrendszereket az alabbi
egyenletek definidljak:

wOR,p,0)=d, 0<R<a, (4.5)
IR, 9,00=0, a<R< oo, (4.6)
AR, 9,00 =0, TOR,0,00=0, 0<R< o); (4.7—4.8)
w(R, ¢,0) = Rtanfcosp, 0 < R<a, (4.9)
Iy o(R,9,0)=0, a <R < oo, (4.10)

(R, 9,0) =0, TR, 9,0)=0, 0 <R < oo. (411—4.12)
Az (I) peremfeltétel altal meghatarozott megoldast
£© = OOXR, z)e,, (4.13)
a (II) peremfeltételek altal meghatarozott megoldast pedig egy
EW = @UXR, z) cos pe, (4.14)
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alakit g vektorbdl szdrmaztatjuk. A tanulmany 3. pontja alapjin az I-es
peremfeltételekhez rendelt megoldas el§allitasahoz a

j ” CO(m I (En)dy = 120" ad, 0<E<T, (4.15)
0 —¥

f: nCOM(En)dn =0, 1 <E< oo (4.16)

feltételeknek eleget tevs C¥= C(x) fiiggvényt kell meghataroznunk. A (4.15),
(4.16) egyenletekbdl allé egyenletrendszer megoldasa [4], [8]:

4Gra’d sing
11— )=

CO(n) = , (0 << o). (4.17)

A (II) peremfeltételekhez tartozé megoldas eldallitasa (lasd (3.21), (3.22)
egyenleteket!) a

o0 5
[T o enay - Zmmnl
0

E0<EST (4.18)
14

f: CO (I (En)dn=0 1 <E< oo (4.19)

dual integralegyenleteket kielégits C\ = C(x) fiiggvény segitségével torténik.
A fenti egyenletrendszer megoldasa [4], [8]:

C) — Cm(’?) — 8Gya’ tan P [Sin n _ cos 7))

I=vx | 7 n
(0 <n < e0).

(4.20)

A COx) és CV(n) ismeretében az L;"(E, {) (k= 0,1) fiiggvényeken keresztiil
elgallithatjuk a 2Gad® U9, 2GasV®, 2Gas wo .. e 2§§’ .. a5T1($2; 26a5 U,
265V, ... a3Z . . . &5TH) mennyiségeket, melyek felhasznalasaval az elmoz-
duldsvektor és fesziiltségi tenzor skalarkoordinatai az alabbi médon szamit-

hatdk:

u(R,p,2) = -2—;—4 [2GatU® +- 2GatUW cos ¢] , (4.21)
a

(R, p,2) = 2—(1; [2GatVWsin ¢], (4.22)

w(R,p,2) = %I [26a4W© + 2Gat WD cos ¢] , (4.23)
a
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1
o(R, ¢,2) = - (a*Z20 4 a52® cos g) , (4.24)
1 5 1
o(R, 9, 2) = — (a3Z% + a’ZP cos ¢) , (4.25)
a

or(R,9,2) + 0 (R, p,2) = :15_ [03(ZR + ZPO+ a%(ZR + ZP) cos ], (4.26)

TR, 9,2) = = (T + ¢ TR oos g), (4.27)
a
R ,9) = = (TP sin g, (4-28)
a
Tor(R, 9, 2) = —1; aSTP) sinp. (4.29)
a
Végezetiil a

P(R,9) = 0(R,9,0) (0 <R <a) (4.30)

érintkezési nyomas képletét vezetjitk le. Ez a

o, 9, 0) = Z(E, 9,0) = — - Lj(¢,0), (431
2vad
1
a{P(&, @, 0) = Z{)(E, ¢, 0) cos p = — e Li(§,0) cos p, (4.32)

0<LELD, (0K 9 < 27)
egyenletek segitségével torténhetik, ha felhasznaljuk, hogy

L& 0) = [ COmmIendn = et as, 08T (033)

L%(E,O)=f°°c“’(n)n11(£n)dn= 8Cve tand e,
0 (1—v)n 1 — & (4.34)

<t

A (4.33) és (4.34) egyenletek levezetése az [5], [7]-ben megtaldlhaté Bessel-
fiiggvényekkel kapcsolatos azonossagok felhasznaldsival nyerhetd. A d benyo-
moédast és a @ szogelfordulast el§idéz6 F erdt és e excentricitdst az alabbi
egynletek kapcsoljik dssze:

4Ga?

1—»

F— 5, (4.35)
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e 2 g tant (4.36)
3 8
ahol
s—4. (4.37)
a
Hiszen
2n a 2n 1 4Ga2
F=J j oR, ¢, O)Rde<p=J j o(at, p,0)a2tdEdg = — 5, (4.38)
¢=0 J R=0 0o Jo —v
és
a 27 8a3G
M= J J 6/R, 9, 0)R?cos pdRdp= — —2C _tand,  (4.39)
R=0Jg=0 31 —v)
M = eF. (4.40)

Az F er6re és M nyomatékra kapott végképletek megegyeznek [6]-ban a
ParrovicH— NEUBER-féle megoldds felhasznalasdval kapott eredményekkel.

IRODALOM

1. Jlypbe,A. H.: Teopusi ynpyroctd. HUsnarenbcrBo Hayka, PH3uKa-MaTeMaTHYeCKOH JMTepa-
Typnl, MockBa 1971

2. GALERKIN, B.: Contribution a la solution general du problem de la theorie de Peasticité
dans le cas de trois dimensions, C. R. Acad. Sci. Paris 190, pp. 1047—1048.

3. SomicL1ANA, C.: Sulla euqazioni della elasticita. Ann. Math. 17 34— 64

4. SneppoN, I. N.: Fourier Transforms, McGraw-Hill Book Company, Inc. New York—Lon-
don—Toronto 1951

5. ErpErLyl, A.—MacnNus, W.—OBERHERTTINGER, F.—Tricomi, F.: Higher Transcendental
Functions, Vol. 1—3. McGraw-Hill Book Company Inc. New York—London—Toronto
1953

6. Yasan, 5. C.: HHrerpannHele npeoGpa3oBaHHs B 3agadax TeopHH ynpyrocry, Msnarencrso
»Hayxka« Jlenunrpagckoe otgenenne. JleHuHrpan, 1968

7. WarsoN, N. G.: Theory of Bessel Functions, Cambridge Univ. Press, 1922

8. BusBRIDGE, I.: Dual Integral Equations. Proc. London Math. Soc., 2 ser 44 (1938), No.
2207, pp. 115129

On the Class of the Non-axisymmetric Boundary-value Problems Connected to the Elastic
Halfspace. A method for the solution of a class of the non-axisymmetric boundary value pro-
blems connected to the elastic half-space is reported. The anthor generalzes the procedure used
for the solution of axisymmetric problems of the theory of elasticity worked out by SNEDDON.

Uber eine Klasse der mit dem elastischen Halbraum zusammenhiingend icht ack
symmetrischen Randwertaufgaben. Es wird eine zur Losung einer Klasse der mit dem elastischen
Halbraum zusammenhingenden nicht achsensymmetrischen Randwertprobleme geeig-
nete Methode erirtert. Der Autor verallgemeinert das zur Lésung der achsensymmetrischen
Aufgaben der Elastizititslehre von SNEDDON entwickelte Verfahren.
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