
RUGALMAS FÉLTÉRREL KAPCSOLATOS 
NEM-FORGÁSSZIMMETRIKUS 

PEREMÉRTÉKFELADATOK EGY OSZTÁLYÁRÓL 

E C S E D I ISTVÁN* 

[Beérkezett 1975. júl ius 28-án] 

Jelen t a n u l m á n y a rugalmas féltérrel kapcso la tos nem-forgássz immetr ikus pe-
remér t ék fe l ada tok egy osztályának a megoldására a lka lmas módszer t i smer te t . A szerző 
a SNEDDON által kidolgozot t forgásszimmetr ikus ruga lmasság tan i f e lada tok megoldására 
haszná l t e l járást á l ta lánosí t ja . 

Jelölések 

R, <p, z hengerkoord iná ták 
ép, ej,, ~ez az R, <p, z hengerkoordináta- rendszer egységvektora i 
0 R , Oy, о2 normálfeszül tségek 
Тру, r R z , Ty2 csúsztatófeszül tségek 
G csúsztató rugalmassági modu lus 
V Poisson-szám 
g b iha rmon ikus vektor 
a = Ф ( й , z) cos k<pez, (к — 0, 1, 2 , . . . ) 

Э , 1 8 _ 9 
V ~~dR " r + ~R + 8 l ' 2 

Hamil ton- fé le differenciáloperátor 
ab az a, b ska lá rok , vektorok , vagy m á s o d f o k ú tenzorok ál ta lános (d iadikus) 

___ szorzata _ 
a b az a és b vek torok skaláris szorzata, 
grad S = y S S lehet ska lá r , vektor , v a g y másodfokú t enzor , 
div S = у • S, 

y y m á s o d r e n d ű tenzor differenciáloperátor , 

d e f C = y ( y C + C y ) , 
1 idem t e n z o r , 
y 4 = y 2 y ! b i h a r m o n i k u s operátor , 

г - I 1 9 1 8' 9' 
V ~ дЯг + R dR R' 8<рг + dz* ' 
U, V, W, ZR, Z ZzTR , T z, TRz ampl i túdó függvények , 

Я2 1 9 fc* 92 

If,(x) e lsőfajú fc-ád rendű Bessel-függvény (к = 0, 1, 2, . . .), 

Ф = Ф(д, z) = í 0(R,z)Ik(oR)RdR а Ф = Ф(Л, z) f ü g g v é n y R vá l tozóban v e t t fc-ad r e n d ű 
JO 

Hanke l - t r ansz fo rmá l t j a , (fc = 0, 1, 2, . . .), (g > 0) 
A „fc-ad r e n d ű " (fc = 0, 1, ,2, . . .) Hanke l - t r ansz fo rmá l t a t a függvény jele fölé t e t t „ n " 

jel jelöli, 
a , z„ . 8<P(g, z) 
Ф = Ф (Q, *) = Q̂  , 
„ ' " z szerinti de r ivá l ta t jelöli ' 

* Dr . Ecsedi I s t v á n , 3531-Miskolc, Vászonfehér í tő u . 24. IV/1. 
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1 5 4 ECSEDI ISTVÁN 

Cj = C,(o) (» = 1, 2, 3, 4) p-tól f ü g g ő in tegrác iós á l l andók 
W(R,0)=f(R)z t e n g e l y i r ányú e lmozdu lá s a d o t t a m p l i t ú d ó f ü g g v é n y e , 

Q = Q(R, z) = + + 7Г T,fZ se8édmennyísé8' 

g(S), C(l ) s e g é d f ü g g v é n y e k , 
JT(X) G a m m a függvény , 
aj+ic e g y ü t t h a t ó (i = 0, 1, 2, . . ., fc = 0, 1, 2 , . . .) 
, В 
4 = — , t] = ад, Ç = —, 

b f t S . 1) = J ~ ( Í .4 ) <=*P ( ~ C v ) i r i , 

F = Fez a h e n g e r t terhelő erő, 
e az e rő h a t á s v o n a l á n a k excen t r i c i t á sa a z t enge lyhez képes t , 
M = Fe n y o m a t é k , 
d a h e n g e r z tengely i r á n y ú t r ansz l ác ió j a , 
& a h e n g e r dőlése a z t enge lyhez , 

egyéb m e n n y i s é g e k e t , v á l t o z ó k a t a szövegben é r t e l m e z ü n k . 

1. Bevezetés 

Jelen dolgozat tárgya az 1.1 ábrán vázolt kis alakváltozást szenvedett , 
homogén, izotróp, lineárisan rugalmas anyagú végtelen féltér néhány speciális 
quazistatikus kerületi érték fe ladatának megoldására alkalmas módszer ismer-
tetése. A szerző S N E D D O N könyvében leírt Love-féle feszültségfüggvénnyel 
kapcsolatos e l járás t általánosítja. 

Legyen az 1.1 ábrán vázolt, homogén, izotróp, lineárisan rugalmas anyagú, 
kis alakváltozást szenvedő végtelen féltér P pon t jának az elmozdulásvektora 
az R, q>, z hengerkoordinátarendszerben 

T = u(R, cp,z)<TR + v(R, <p, a ) ë ^ + <P> z ) í • í 1 - 1 ) 

0M=NP=R 
0N=MP=z 

1.1 ábra. R u g a l m a s f é l t é r . (0 <, R < <=°, 0 <.(р<.2л, 0 <; z < oo) 
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RUGALMAS F É L T É R R E L KAPCSOLATOS PEREMÉRTÉKFELADATOK 1 5 5 

Jelölje t o v á b b á F a P pontbe l i feszültségi tenzort , me lynek az R, q>, z henger-
koordinátarendszerbeli ma t r i xa az alábbi : 

F -

rRcp rRz 
t
lpR Of rTz 

rzR oz • 

(1.2) 

Ismeretes — lásd B O U S S I N B S Q U E — S O M I G L I A N A — G A L E R K I N - m e g o l d á s [ 1 ] , 

[2], [3] —, hogy a rugalmasságtan alapegyenletei — fel téve, hogy a vizsgált 
tes te t tér fogat i erőrendszer nem terheli — ident ikusán kielégülnek, ha az 
elmozdulásvektort és a feszültségi tenzor t egy b iharmonikus g vektor segít-
ségével 

2 G 7 = grad div g - 2(1 - p)v2g, (1.3) 

F = VV d i v g — 2 (1 — v) def V2g — »dv2g (1.4) 

a lakban á l l í t juk elő. A g biharmonikus vol ta azt je lent i , hogy a vizsgált test 
által meghatározot t t a r t o m á n y pon t j a iban fennáll a 

V 4 g = 0 (1.5) 

egyenlet. A dolgozat csak olyan rugalmasságtani problémával foglalkozik, 
melynek megoldásai 

g = 0(R, z) cos k<pez 

(k = 0, 1, 2, . . .) 

alakú g vektorból szá rmaz ta tha tók . А к = 0 esetben a g vektorral a Love-féle 
—forgásszimmetrikus eset re vonatkozó — megoldást k a p j u k meg. A fent i 
(1.6) alakú g vektorhoz t a r tozó elmozdulásvektor és feszültségi tenzor skalár-
koordinátái rendre (lásd [1]): 

u(R,q>, z) = U(R, z) cos k<p , 
v(R, (p, z) = V(R, z) sin k<p , 
W(R, <jp, z) = I V ( R , z) cos k<p , 
OR(R, <p, z) — Zr(R, Z) COS krp , 
OV{R,<p,z) = ZF(R, z) cos k<p , ( 1 . 7 - 1 . 1 5 ) 

AZ(R, <pz) = EZ(R, Z) COS k<p , 
XRt(R, <p, z) = TRV(R, Z) sin k<p , 
ГRZ(R, ip, z) = TRZ(R, Z) COS k<p , 

XrZ(R, (p, z) = TyZ(R, z) sin q>, 
(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
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156 ECSEDI ISTVÁN 

a lakúak lesznek. Az (1.7 — 1.15) egyenletekben szereplő U— U(R, z), V — 
= V(R, z), W = W(R, z), ZR = Zr(R, Z), E9 = 27„(Я, z), EZ = EZ(R, z), TRV = 
= TRF(R, z), TRZ = TRZ(R, Z), TVZ — TVZ(R, z) ampl i túdó függvények a 
ф = ф(Я, z) segítségével a köve tkezőképpen ál l í thatók elő [1]: 

I t t beveze t tük a 

jelölést. 

( 1 . 1 6 - 1 . 2 4 ) 

(1.25) 

2. Rugalmasságtani peremérték probléma megoldása Hankel 
transzformáció alkalmazásával 

Az 1.1 á b r á n vázolt t e s t t e l kapcsola tkan olyan t ípus peremér tékfe lada-
tokka l foglalkozunk, amikor az a lább felsorolt ha t változó, i l letve ezek va la -
milyen kombináció ja adot t a z = 0 koord iná táva l kijelölt s íkon: 
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RUGALMAS F É L T É R R E L KAPCSOLATOS PEREMÉRTÉKFELADATOK 1 5 7 

M = u(R, cp, z) = U(R, z) cos kcp , 

V = v(R, cp, z) = V(R, z) sin kcp , 

w = w(R, cp, z ) = W(R,z) c o s kcp, 

°z = <*z{R,(p,z) = £Z{R, z) cos kcp, (2.1—2.6) 

I r z — <P> Z) = T P z ( R , z) c o s kcp, 

V = ъ z ) = T < p z ( R ' z ) s i n k(P » 

(fe = 0, 1, 2, . . . ) . • . 

A z = 0 koordinátával kijelöl lapra előírt peremfeltételekkel kapcsolatban 
megjegyzendő, hogy azok nem lehetnek tetszőlegesek, még az ampli túdó 
függvényeket tekintve sem, mivel a megoldást egy 

g = 0(R, z) c o s kcpez, ^ ^ 

(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

a lakú g vektorból akarjuk származtatni . í gy belátható (lásd (1.16), (1.17) és 
az (1.23), (1.24) egyenleteket!), hogy az 

U + = (2.8) 
к aR 

TRz + — ~ ( R T „ z ) = 0 , 
к 3 R K * ' (2.9) 

(k = 1, 2, . . .) 

egyenleteknek (2.7) alakú g vek tor esetén fenn kell állniuk. А к = 0 esetben 
forgásszimmetrikus feladatról v a n szó, amikor is 

V — 0, Г я , = 0 , T f Z = 0 , (2 .10-2 .12) 

és U, valamint TRz értéke ebben az esetben a z = 0 koordinátával kijelölt 
síkon ál talában R tetszőleges függvénye lehet. 

A továbbiakban feltesszük, hogy a rugalmasságtani peremértékproblé-
mában a megadot t függvények olyanok, melyekkel a megoldás felépítése 
során képzett valamennyi impropius integrál konvergens, t o v á b b á teljesülnek 
a k-ad rendű (k = 0, 1, 2, . . .) Hankel-transzformáció alkalmazhatóságának 
feltételei [4]. Az (1.6) alakú g biharmonikus voltából következik, hogy a 
Ф = Ф (R, z) függvénynek ki kell elégítenie a 

Л 4 Ф = о , 

(к = 0, 1, 2, . . .) 
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1 5 8 ECSEDI ISTVÁN 

homogén, lineáris, negyedrendű parciális differenciálegyenletet a vizsgált 
test — féltér — által meghatározott 

0 < R < oo 
0 < Z < o o 

(2.14) 

tar tományban. A (2.13) egyenlet fc-ad rendű Hankel-transzformáltját véve 
az R változóban a következű egyenletet kap juk : 

д*Ф — 2&Фп + <PIV = 0 , 

( 0 < p < o o , o < z < o o ) , 

ahol Ф = Ф(р, z) а Ф = Ф(Л, z) függvény fc-ad rendű (fc = 0, 1, 2 , . . .) Hankel-
transzformált ja az R változó szerint, azaz 

Ф = Ф( е , z) = £ ф ( Л , *)ik(eR)RdR, ^ 

( o < p < c x d , o < z < o o , fc = o , i , 2 . . . ) . 

A (2.15) z-ben negyedrendű állandó együt thatá jű közönséges differenciál-
egyenlet általános megoldása, mint ismeretes, a 

Ф = Ф(р, z) = [Cx(p) + zC2(p)] exp ( - p z ) + [C3(p) + *c4(e)] exp (pz) (2.17) 

függvény. I t t Ci = C,(p) (i = 1, 2, 3, 4) p-tól függő integrációs állandót jelöl. 
A fc-ad rendű (fc = 0, 1, 2, . . .) Hankel-transzformált Ф = d>(p, z) ismeretében 
közvetlenül lehet számolni az elmozdulásvektor és a feszültségi tenzor skalár-
koordinátáit meghatározó U = U(R, z), V = V(R, z), . . . Ez = EZ(R, z), . . . 
TR„ = TRr(R, z) amplitúdó függvényeket. Az (1.16 — 1.18) egyenletekből a 
Hankel-transzformációval kapcsolatos inverziós szabályok és a 

^ = (2Л8) 
(fc = 0, 1, ,2 . . .) 

deriválási szabály alkalmazásával az U, V és W előállítására az alábbi egyen-
leteket t ud juk levezetni: 

2 G Í / = | \ ? I k _ 1 { Q R ) - ^ - I k { q R ) Ф'(е ,г ) dp , 

2GV= - — Г°°Ф'(р, z)Jfc(pR)pdp, (2 .19-2 .21) 
RJo 

2G1F= J ~ [(2v - 1)Ф" + 2(1 - v)<W]QIk{eR)dQ, 

(fc = 0, 1, 2, . . ., . . . ) . 
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RUGALMAS FÉLTÉRREL KAPCSOLATOS PEREMÉRTÉKFELADATOK 159 

Á I 2 = EZ(R, z) számításához pedig indu l junk ki a 

9 Г , \ (920 , 1 9Ф fc2 A , . 
Ez = — - (z - v) —Ф + (v - 1) 

9z L [9JR2 В ЭВ R2 9z2 
(2.22) 

egyenletből . A (2.22) egyenlet k-ad r endű (к = 0, 1, 2, . . .) Hankel- t ranszfor-
m á l t j á t véve az w vál tozóban, í rható , hogy 

È, = (2 - + (v - 1 W ' . (2.23) 

A Hankel - t ranszformáció megfordí tására vona tkozó tétel a lka lmazásának 

köve tkezménye a (2.24) egyenlet: 

Гг = EZ{R, z) = J ~ ÊZ(Q, z)Ik(QR)Qde = 

= J ~ [(2 - V)IM>\Q, Z) + (R - 1)Ф"'(Е?, s)] e / f c((?B)de, (2.24) 

(к = 0, 1, 2, . . .) . 
Képezzük az (1.19) és az (1.20) egyenletek összegét: 

9 Г /320 1 9Ф к2 Э2ф1 
Er(R,Z) + EJR,Z) = — ( - 2 r + 1) — + — — Ф — 2 г — — . 

У 9z L 1ЭВ2 R OR R2 dz2 J 

A (2.25)-ből következik , hogy 

E(RR, Z) + EF(R, z) = J ~ (2R - 1)р2ф' - 2À>-]Ik(gR)gdg, 

(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
Az (1.19)-ből a 

0=0{R,z) = J ~ 0(Q, z)Ik(gR)gdg, 

(k = 0 , 1 , 2 , . . .) 
helyettesítéssel, va l amin t a 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

d2Ik(gR) 
- ^ I k ( g R ) - [ g 2 - k ^ ] l k ( g R ) . 

dB2 В L В2 J (2.28) 

(к = 0 , 1 , 2 , . . .) 

differenciálási szabály alkalmazásával az alábbi egyenletet t u d j u k levezetni: 

ER(R, Z) = J ~ [ ф ' ( 9 , z) [(p - 1 )g* + ^ k ( k + 1)] h(QR) -
(2.29) 

Ф'(в, *) J Ik-ÁQR)-ri>'"Ik(gR)g^ dg, 

(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
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A = z) megha tá rozásához pedig célszerű a 

4 = ( A + 4 ) - A (2.30) 

azonosságot használni . A (2.26) és a (2.29) egyenletek (2.30)-ba való helyet-
tesítése ad ja a (2.31) egyenletet : 

Jo 
Ф ' ( в , z) P3V — - М - Щ + 1) 

R2 h{eR) + 

+ Ф ' ( е . ' ) h(eR) - *Ф"(в,ж)1,дев)в 
к 

(k = 0, 1, 2, . . . ) . 

d g , (2.31) 

Az eddigiekhez hasonló módon lehet levezetni a = TRV(R, z), TRZ = 
= TRZ(R, Z), TVZ = TVZ(R, z) ampl i túdó függvényekre vonatkozó egyenleteket . 
A szóban forgó egyenletek az a lább iak : 

t R 9 = ~ Г [(к + i )e i k (eR) - * ) d e , (2.32) 
RJ о 

T f 2 = - А Г [(1 _ р ) 9 з ф ( е , г ) + * ) ] / л ( е л ) а е , (2.33) 
л Jo 

= Г " [ ( 1 - * ) < л & ( е . * ) + « ^ " ( е . * ) 
Jo 

(к = О, 1, 2, . . . ) . 

e h - i ( Q R ) - — h(eR) 
к 

dg, (2.34) 

Lá tha tó , hogy a ruga lmasság i am peremérték probléma megoldásához a 
Ф = Ф{д, z) f ü g g v é n y t megha tá rozó Ci = C/(g), (i = 1, 2, 3, 4) e g y ü t t h a t ó k a t 
kell i smernünk. 

3. Végtelen féltérrel kapcsolatos vegyes kerületér tékfeladatok 
egy osztályáról 

Legyen a ruga lmas féltér z = 0 koord iná táva l kijelölt s ík ján az a lábbi 
peremfeltétel e lőírva: 

W(R, <p, 0) = f ( R ) cos hp, ha 0 <, R <, A, 

AZ(R, (P, 0) = 0 , ha A < R < OO, 

TRz(R, tp, 0) = 0, О ^ Ж о о , 

т^(Я, ер, 0) = 0 , 0 < Я < . 
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Feltesszük, hogy a (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) peremfeltételekhez tartozó megoldás 
egy (1.6) alakú b iharmonikus g vektorból szá rmaz ta tha tó . Ha fel tevésünk 
helyes, akkor a g vek tor t — — Ф = Ф(Л, z) függvényt — meghatározó C, = 
= CÍ(Q), (I = 1, 2, 3, 4) integráció ál landók a peremfeltételek kielégítésével 
és az elmozdulásvektor, va lamin t a feszültségi tenzor skalárkoordinátá inak 
a z = oo helyen való kor lá tos vol tának a felhasználásával egyértelműen elő-
ál l í thatók. A későbbi számításokban hasznosnak mu ta tkoz ik az alábbi segéd-
mennyiség: 

Q = + + (3.5) 

A Q = Q(R, z) а Ф = Ф ( R , z) függvény segítségével a következőképpen állít-
ha tó elő: 

Э2 / Э2 . 1 3 k2 \ 
Q = - (1 - v ) + 

1 ЭЙ2 

1 3 k2 

R ЗЙ Й2 
Ф + V — 1 — Ф 

3z2 [Эй 2 Й З й Й 2 ) 
(3.6) 

A Q = Q(R, z) fc-ad r endű (к = 0, 1, 2, . . .) Hankel - t ranszformál t ja a követ -
kező módon áll í tható elő: 

Q = Q(e, z) = J 7 Q ( R , z)ik(QR)RdR = - ( 1 - р)е*Ф({?, г ) _ z ) , ( 3 ? ) 

(к = 0, 1, 2, . . . ) . 

Az e lmozdulásvektor és feszültségi tenzor skalárkoordinát inak z = оо helyen 
való korlátos voltából következik, hogy 

c 3 ( e ) = о , c 4(e) = o , ( 3 . 8 - 3 . 9 ) 

aminek megfelelően а Ф = d>(g, z) függvény a 

ф = Ф(е, z) = [CJe ) + zC2(p)] exp ( - e z ) ( з л о ) 

alakúra egyszerűsödik. A (3.3) és (3.4) peremfeltételekből következik, hogy 

<?(й,0) = 0 , (3.11) 
illetve 

Q(e, 0) = 0 . (3.12) 

A (3.12)-ből a fentiek f igyelembevételével az alábbi egyenlet vezethető le: 

Cí(Q) = 0 C 1 ( e ) . (3.13) 
2v 
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A C1 — Ct(Q) integrációs ál landót a (3.1) és a (3.2) peremfeltételek kielégítésével 
határozzuk meg. A számítások alapja a (3.1)-b61 és a (3.2)-ből következő (3.14), 
(3.15) egyenletrendszer: 

W ( R , 0 ) = f ( R ) , ha 0 (3.14) 

EZ{R, 0) = 0, ha a < R < oc. (3.15) 

A (2.21) egyenletből z = 0 és C 3 = C4 = 0, valamint C2 = QI2VCx helyettesítés-
sel a 

1 Г ( М ) = ^ = - % 2 О Д (3.16) 
2 LrV 

egyenletre j u t u n k . A (2.24) egyenletből az előbb alkalmazott helyettesítések-
kel pedig a 

£ ( М ) = - — В Д (3.17) 
V 

egyenletet kap juk . Tekintettel a 

W(R, 0) = J ~ W(Q, 0)Ik(QR)QdQ, (3.18) 

EZ(R, 0) = J ~ Êz(g, 0)Ik{gR)gdg, (3.19) 

(к = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

azonosságokra, a (3.14) és (3.15) egyenletekből a 

C(V) = *73Ci j-^-J , ( 4 = e e ) (3.20) 

függvényre a következő kapcsolt „duális" integrálegyenleteket vezethet jük le: 

f ~ C ( V ) I k ( i V ) d V = g ( i ) , o ^ i ^ l (3.21) 

J ~ v C W A i v ) d r j = 0 , 1 < í < oc , (3.22) 

(к = 0, 1, 2, . . . ) , 
ahol 

= «< /№)• (3.23) 
1 — V 

A duális integrál egyenleteknek ezen t ípusának megoldását B U S B R I D G E nyomán 
[4], [8] 
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ад Vvh-M f tA+1(i - t2)~1/2g№ + f > + 1 ( i -
Jo Jo 

a lakban adha t juk meg. 
Legyen 

( F = 0,1, 2 , . . .) 

о 

(3.24) 

(fc = 0, 1, 2 , . . .) . 
Ebben az esetben a 

r ( i + 2 

(3.25) 

f t ' + i ( i b - ; , (3.26) 
Jo 2 r t + 3] 

1 2 

n Jo ' si+k+V2Ik+i/2{srj)ds = ( í + + 1) J ' s/+fc+l/2j fc_ l /2(s i? )ds - J,_ l /2(7]) , 

(k = 0 ,1 , 2, . . .; i = 0, 1, 2, . . .) <3-27) 

azonosságok felhasználásával [5], [7] C(??) a következő a lakban is előállít-
ha tó : 

f-i + 2k + 21 

(3.28) 
C(v) =V?V J . ; 0

2, , , «l+k f si+k+ll2Ik_1/2(srj)ds 
i-0 J> t + ^fc + 1 Jo 

Legye 

2 

(fe = 0, 1, 2 , . . .) . 

L£ = С) = J0~ C(V)VPIk(iV) exp ( - f 4 ) d 4 , (3.29) 

(k = 0 , 1 , 2 , . . . ; p = - 1 , 0 , 1 , 2 ) . 

A (3.29)-es egyenlet által definiált Lfc függvény segítségével az elmozdulás-
vek tor t és feszültségi tenzort meghatározó ampli túdó függvények rendre 
az alábbiak lesznek: 

2Ga4J = LUi + —Lj1 - X x ^ x + — ^ , (3.30) 
2v 1 ,2v £ J 2v 2£v 

2 G a W = ± ( 1 , (3.31) 
2J> 2V 

И* Műszaki Tudomány 53, 1977 



1 6 4 ECSEDI ISTVÁN 

2 Ga*W=- Î . L J + — L j f c , (3.32) 
V 2v 

(3.33) 
2v 2v 

cr>ZD = 2v * 1 Д + k(k + l)Lk
l+-L Ы - ± -Lk(k + l)Lg -

2>> £2 2v 2r I2 

a*(ZR + Г„) = - — - E f c 1 + - f К , 
2v 2v 

(3.34) 

(3.35) 

abT Rf 
к Г 1 - 2 v L^(fc + 1) - IL I - ^ (k + 1 ) 4 + ^ bfc1' 
f2 L 2r 2r 2i> 2v 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

ahol 
( t - 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

í = — , C - — . 
a a 

(3 .39-3 .40) 

A (3.37) és (3.38) egyenlet alapján belátható, hogy TRz és 7% kielégíti a (3.3) 
és (3.4) peremfeltételeket a z = 0 koordinátával kijelölt síkon, annak ellenére, 
hogy a képletek levezetése során csak a Q(R, 0) = 0 feltételt használtuk 
közvetlenül. 

4. Egy példa. Excentrikusan nyomott merev körhenger behatolása 
rugalmas féltérbe 

A 4.1 ábrán vázolt merev tömör körhenger a lakú test F = F ez ( F > 0 ) 
erő hatására nyomódik a rugalmas féltérbe. Tegyük fel, hogy az P erő hatás-
vonala nem esik egybe a z tengellyel, de benne van az xz síkban. Az erő hatás-
vonalának a z tengelyhez való e ér tékű excentricitása miatt a henger a z 
tengely i rányú d mér tékű transzláción felül megdől & szöggel. Továbbá fel-
tesszük, hogy az elmozdulások (d, •&) kicsik, valamint a henger és a rugalmas 
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fé l tér érintkezésénél csúsztató feszültség nem ébred, mivel tökéletesen s ima felü-
letek érintkeznek. Így a rugalmas fél tér z = 0 koord iná táva l kijelölt s íkján 
az alábbi peremfeltételeket kell kielégítenünk: 

W{R, cp, 0) = d + R tg 0 cos cp, 0 <, R A (4.1) 

AZ(R, rp, 0) = 0 , A < R< oo (4.2) 

r RZ{R, <p, 0) = 0, гV Z(R, rp, 0) = 0 , 0 < Я < oo. ( 4 . 3 - 4 . 4 ) 

iF 

£ 
V 

<>2a 

4.1. ábra. Merev körhenger benyomódása r u g a l m a s fél térbe 

A (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) peremfeltételekkel jel lemzett feladat megoldását 
a szuperpozíció elvének a fe lhasználásával (I) és (II) peremfeltételrendszerekhez 
t a r tozó megoldások összegeként á l l í tha t juk elő. A tovább iakban az (I) perem-
feltételek ál tal megha tá rozo t t megoldáshoz rendelt mennyiségeket — az 
Lp(£, f ) kivételével — felül , , ( 0 )" jellel, а ( I I ) peremfeltételek által meghatáro-
zot t megoldáshoz rendel t mennyiségeket — az !/*(£, £) kivételével — 
jellel je löl jük. A szóban forgó (I) és ( I I ) peremfeltételrendszereket az alábbi 
egyenletek definiál ják: 

I I 

w<-°\R, cp, 0) = d , 0 ^ R < . a, 
ci°>(R, <p, 0) = 0 , a<R< oo, 

<p, 0) = 0 , г % \ R , rp, 0) = 0 , 0 < R < o o ) ; 

wW(R, rp, 0) = R t a n •» cos rp , 0 <[ R <, a, 
o?\R, rp, 0) = 0 , a <R< oo, 
r jg(Ä, rp, 0) = 0 , г g>(JR, rp, 0) = 0 , 0 < й < о о . 

Az (I) peremfeltétel által meghatározot t megoldást 

(4.5) 
(4.6) 

( 4 . 7 - 4 . 8 ) 

(4.9) 
(4.10) 

( 4 . 1 1 - 4 . 1 2 ) 

(4.13) 

а (II) peremfeltételek ál ta l meghatározot t megoldást pedig egy 

gU) = 0W{R, z) cos <pez (4.14) 
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alakú g vektorból származta t juk . A t anu lmány 3. pon t j a a lapján az l-es 
peremfeltételekhez rendelt megoldás előállításához a 

2Cv 
C W ( r ? ) I 0 ( | t í ) d r ? = — ! e * d , o ^ l ^ 1, (4.15) 

Jo 1 — V 

J ~ r,Cto\r,)I0{Sr,)dr, = 0 , 1 < | < oo (4.16) 

feltételeknek eleget tevő C ( n >= C(0)(t]) függvényt kell meghatároznunk. A (4.15), 
(4.16) egyenletekből álló egyenletrendszer megoldása [4], [8]: 

C C o ^ ^ L i ^ , ( 0 < 4 < o o ) . (4.17) 
(1 — v)n Tj 

А (II) peremfeltételekhez t a r tozó megoldás előállítása (lásd (3.21), (3.22) 
egyenleteket!) a 

Г С Щ г д Ш ч ) d v = 2 G m 5 t a n # а о ^ I ^ 1 (4.18) 
Jo 1 — V 

J ~ t jC«(4)/ i(S4)dií = 0 1 < I < oo (4.19) 

dual integrálegyenleteket kielégítő C(l) = C^(rj) függvény segítségével tö r tén ik . 
A fenti egyenletrendszer megoldása [4], [8] : 

Cd) =
 8 G v a * tan % í sin t? __ cos r\ j ^ 

(1 — v)n l rf r) ) ' 

(0 <rj < oo) . 

(4.20) 

A C^°\rj) és C (1 )(TJ) ismeretében az !</((!, Í ) (fe = 0 , 1) függvényeken keresztül 
előállí thatjuk a 2Ga5í/(0), 2Ga:>V(0\ 2Ga5W(0\ . . . a5 . . . а5Тд£; 2Ga5tJ(1), 
2Go5F ( 1 ) , . . . a527^l) . . . a 5 T ^ mennyiségeket, melyek felhasználásával az elmoz-
dulásvektor és feszültségi t enzor skalárkoordinátái az alábbi módon számít-
ha tók : 

u(R, <p, z) = [2Ga4G(0) + 2Ga4J<-» cos <p] , (4.21) 
2Ga4 

<p, z) = —!— [2Ga4F (1 ) sin <p], (4.22) 
2Ga4 

w(R,cp,z) = — i — [2Ga4JF(0) + г С а 4 ^ 1 * cos <p], (4.23) 
2Ga4 
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a(R, cp,z) = — (a5J<°> + o52£> cos cp), (4.24) 
a5 

<гя(Д, qp, z) = \ (a52^ + cos 49), (4.25) 
a5 

**(*.¥>,«) + <xf(fí, = 4 [a5(2$>+ a 5 ( 4 » + <*» cp], (4.26) 
a5 

TR2(B, <p, z) = -1- (o»T$ + asTRl cos <p), (4.27) 
a5 

V ( B , qp, z) = (a5T£>) sin 4i, (4.28) 

r f R ( R , cp,z) = ± a5T%>) sin 4.. (4.29) 
a5 

Végezetül а 
р(Я, 4>) = <xz(R, cp, 0) (0 ^ R a) (4.30) 

érintkezési nyomás képletét vezet jük le. Ez a 

а<°>(|, cp, 0) = cp, 0) = - 0 ) , (4.31) 
2 va5 

<#>(£, 4>, 0) = cp, 0) cos cp = - - ^ - Ш , 0) cos cp, 
2 var (4.32) 

( 0 < K 1 ) , (0 ^ <p ^ 2тг) 

egyenletek segítségével tör ténhet ik , ha felhasználjuk, hogy 

Lè( | , 0) = П C ^ I ^ d v = «4 7 7 = ^ = , (0 ^ К 1) (4.33) 
Jo (1 — V)n l /l —I2 

és 

L i d , 0) - - ^ « « 8 ^ j í ^ , ( 4 3 4 ) 

(0 < к 1 ) . 

A (4.33) és (4.34) egyenletek levezetése az [5], [7]-ben megtalálható Bessel-
függvényekkel kapcsolatos azonosságok felhasználásával nyerhető. A d benyo-
módást és a 0 szögelfordulást előidéző F e rő t és e excentricitást az a lábbi 
egynletek kapcsolják össze: 

(4.35) 
1 — v 
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2 t a n ^ 
e = — a - — , ( 4 . 3 6 ) 

3 о 
a h o l 

6 = — . ( 4 . 3 7 ) 
a 

H i s z e n 
r2n ra r2n pl ACn2 

F = az{R,q>,0)RdRdcp=\ oz(a£,<p,0)a*md<p = - Ô, ( 4 . 3 8 ) 
J / ? = o J o J o 1 — J> 

é s 
ra r 2.1 Ra3G 

M = I az(R, <p, 0)R2 c o s «pdlîdip == — t a n » , ( 4 . 3 9 ) 
J / ? = o Jç=o 3 ( 1 — v) 

M = eF. ( 4 . 4 0 ) 

A z F e r ő r e é s M n y o m a t é k r a k a p o t t v é g k é p l e t e k m e g e g y e z n e k [ 6 ] - b a n a 

P A P K O V I C H — N E U B E R - f é l e m e g o l d á s f e l h a s z n á l á s á v a l k a p o t t e r e d m é n y e k k e l . 
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Über e ine Klasse der mi t dem elastischen Ha lb raum zusammenhängenden , n ich t achsen-
symmetr ischen Randwer taufgaben . Es wird eine zu r Lösung einer Klasse der mit dem elast ischen 
Ha lb raum zusammenhängenden nicht achsensymmetr ischen Randwer tp rob leme geeig-
nete Methode erörtert . Der A u t o r veral lgemeiner t das zur Lösung der achsensymmetr ischen 
Aufgaben der Elast izi täts lehre von SNEDDON entwickel te Ver fahren . 
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