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A dolgozatban az egyenletesen megoszl v zszintes peremerirendszerrel terhelt,
lapos elliptikus paraboloidh@ membrAger| jACkAak @& membrAbalakvAttozASainak
analitikus megoldAA adjuk meg. A szembenlevi peremeken mBk di szimmetrikus,
illetve antimetrikus erirendszer okozta hatAsokat ler f ggv@hyeket a k@i szAm tAst
megk nny ti1 grafikus alakban is feldolgoztuk. RAnutattunk arra, hogy ezen statikai
alapfeladat felhasznAASAZal a membrAnelm@et keretgben k zel tien megvizsgAthat k
a v zszintes irAayban nem elhanyagolhat hajl tAsi, illetve .savarAi merevs@hekkel
br peremtart kkal ellAtott elliptikus paraholoidh@ak belsi erii & alakvAtozAsai is.

1. Jel I@sek
fy.fy az X, illetve y irAyce vek ny ImagassAgai;
h a hg vastagsAga;
Ix 2a, ly = 26 az x, illetve y irAayce vek fesztAwolsAgai;
p az tengely irAayAba mutat , az alaprajzi vet let egys@y@e vonatkoz
teher;

fel leti

n = F, nyy = F”, jiy= F" a vet leti oldalhosszakra vonatkoztatott (redukAtt) metszeteri k

fajlagos @t@kei;

u, & az x, illetvey irAyban fut fel leti &intik irAayAba esi eltol dAsok;
u*, W az x, illetve y irAayce eltol dAsok;

tv a fel let pontjainak normAis irAayce eltol dAsa;

w* az tengely irAayAba mutat eltol dAS;

X,y a der@ksz gR koordinAEAK;

X, y) a hej k z¢pfel let@hek ordinAEA;

E a rugalmassAgi modulus;

F a membrAgeri k fesz Itsggf ggv@hye;

G = £/2(1+ r) a nyirasi rugalmassagi modulus;

fajlagos

H az alaprajzi vetuletben egyenletesen megoszl6 vizszintes peremteher
értéke;

HS, H" a szimmetrikus, illetve az antimetrikus peremteher intenzitésa;

| a peremivek keresztmetszetének vizszintes siki hajlitasi tehetetlenségi nyo-
matéka;

les a peremivek keresztmetszetének csavarédsi tehetetlenségi nyomatéka;

p( )=z )>—2z'( )'+ z'( )" a Pucher-féle differenciél-operator;

o] a peremivek kozépkeresztmetszetének abszol(t elcsavarodasa;
\% a harantkontrakciés tehyezi (a szAm tASokban v 0,2);
9( ) ee=( ) az x szerinti differenciZ/EA& szimb luma;

)/ () az szerinti differenci/&A& szimb luma;

JA( ) = ( )Y+ 2 )" -f () a biharmonikus differenci4-oper/or.
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180 DUL® CSKA ENDRE JANK L szL

2. Bevezet@®

A lapos elliptikus paraboloidhg egyenletesen megoszl fel leti teherbil,
illetve nsodyteherbi| szAmaz membrABer inek & membrAs-al akvAtozARai-
nak meghat/AEozAs/AEa ismert sz/Am t/Bi eljAEABok AHnak rendelkez@re [1], [2],
[3], [4]. Ezek a megold/Aok felt@elezik, hogy a hg peremtart i sajZ s kjukban
hajl t/Ara vitelen | merevek, a s kjukra merileges hajl tAsal szemben pedig
t kdetesen |Agyak (om. fdmerev" peremtart k).

Felmer | a k@&dds, hogy lehets@es-e pusztAn membrAgeri kkel egyen-
sadyban tartani a valamely pereme ment¢h egyenletesen megoszl v zszintes
eri kkel terhelt lapos elliptikus paraboloidhd at.

A k vetkezi kben bebizony tjuk, hogy ez lehets@hes, megadjuk a memb-
rAgeri j AEZkra @& a membrApalakv AttozASokra vonatkoz analitikus megol dA&t,
@& ezek diagramokban feldolgozott kiszAm tott @t@keit. Dolgozatunkban csak
az xz s kra szimmetrikus (1. Abra) megoldAst keress k.

Az ismertetendi megold/Anak t bb gyakorlati alkalmaz/si |eheti sdge
van. A perem vek t&beli stabilitAApak a vizsgAtatARoz m@Zy a hg szem-
pontjAb | elhanyagolhat an Kkism@t@ki3 vAEInyomAs esetéh is elengedhe-
tetlen | sz ksihes a hg @& a peremtart k k z tti v zszintes kapcsolati eri k
ismerete.

A gyakorlatban alkalmazott perem vek AttalAban nem felelnek meg az
on. f@merev peremtart " definci jAak, mert v@hes nagysAgce csavar -
merevs@dy k @& v zszintes s koe hajl t merevsdy k van. E merevsdgek k vet-
keztben a peremtart k nem tudjAk akadAkytalanul k vetni a membr/AB-
elmdet szerint kialakul peremmenti elmozdul ARokat. Ez&t a hg @& a perem-
tart k z tt egy kapcsolati erirendszer alakul ki, azaz a hg nem lesz teljesen
oldalnyom/Asmentes.

Az eml tett vstabilit/Ai vizsgAmat, tovAbb/ a peremtart k vdes v z-
szintes s kce merevs@ge hatAsAnak a figyelembevdele, megoldABunk seg ts@
g@vel k zel tien vgrehajthat .

3. A lapos membrAahdak egyensatyi & alakvAtoz/Bi
differenci Aeegyenl etei

A k vetkezi kben sorra ker |1 vizsgAatainkat a lapos membrAahdak
elmdete [1], [2], [3] alapjAd fogjuk elvdhezni. A tAEgyal/& jobb Attekintheti -
se dek@en sszefoglaljuk a lapos membrAahgak egyensodyAE & alak-
vARozARainak sszef@heti s ler differenciAegyenleteket.

A membrAah@gak Pucher-fde

wF) = -p (3.1)

egyensatyi differenciAtegyenlete [1], [3] tetszileges meredeks@@yR h@akra is
gvihyes, azonban a

MRszaki  TudomAsy S3, 1977



VIiZSZINTES PEREMTERHU PARABOLOIDHEJAK MEMBRANEROI 181

Ljfw) = — 7311? AAF | (3.2)

kompatibilitasi egyenlet [1], [2], [3], [4] igy felirt alakjat csak lapos membran-
héjak esetében hasznalhatjuk.

Mint ismeretes, a lapossiag feltételezése membranhéjak esetében azt
jelenti, hogy egyrészt a feliilet geodetikus gorbiiletei elhanyagolhatéan kicsi-
nyek, masrészt pedig a feliillet mértéke az euklidészi (sikbeli) mértékkel azo-
nosnak vehetd.

A lapossag a feliileti iranytangensek segitségével

14 2’2
14 272

1
1 (3.3a—c)
14 22 |

Ry

médon is megfogalmazhaté.

A héj lapossaganak kovetkeztében a 2. dbran bejelolt u, v, w a feliileti
gorbevonali ortogonilis koordinatak irdnydba mutaté eltol6dasok a Descartes-
féle koordinatarendszer x, y és z tengelyei irdnydba mutaté u*, v* és w* eltolé-
dasaival egyenldnek vehetdk [1]:

u=xu* v=v* w~ w'. (3.4)
A (3.1)—(3.2) parciilis differencialegyenleteknek — a megfelel§ keriileti fel-
tételeket kielégité — megoldésa utdn az u és v eltolédasokat az

u -—-—Jz”wdx + ﬁJ‘(F — vF")dx + uy(y), (3.5)

s f By + Eli J (F* = F )dy + 8,(s) (3.6)

kifejezések kiértékelése révén kaphatjuk meg [1]. Az u,(y) és v,(x) integraciés
fiiggvények a peremfeltételekbdl hatarozhaték meg.
Az elliptikus paraboloidhéj kozépfeliiletének egyenletét a

Al | e (3.7)
12 1

kifejezéssel irjuk le (1. abra).

1. dbra. Az elliptikus paraboloidhéj geometriai adatai
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182 DULACSKA ENDRE—JANKO LASZLO

2. dbra. A belss erdk és az eltolédasok eldjelszabalya

4. Tetszoleges peremteher el6allitdsa

A 3. abran bemutattuk, hogy a szimmetrikus H® peremteher és az anti-
metrikus H” peremteher okozta hatasok ismeretében tetszéleges H peremteher
elgidézte membranerdk és membréanalakvaltozasok is meghatarozhaték.

A tovabbiakban bemutatjuk a H°-re, ill. a H"ra vonatkozé feladat
megoldasat.

1 i @1 L
H=7 H=7 H= 3 =-7

4, Ix=2a 3 | ly=2a |
(R 1 T |

3. dbra. Az x = —ahelyi H = 1 peremteher felbontasa H® = 1/2 szimmetrikus és H = + 1/2
antimetrikus komponensekre

——
x
"
N
Q

5. A szimmetrikus H® peremteher vizsgilata

Terhelje az x = -+ a peremeket H® egyenletesen megoszlé vizszintes ers-
rendszer. Ebben az esetben az oldalnyomast felvenni nem tudé peremivil
héj statikai keriileti feltételei — ha a nyomast jeloljiik negativnak — a kovet-

kezdk:
A = — Hj, . (5.1a—b)
e (5.1c—d)
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V“ZSZINTES PEREMTERH PARABOLOIDH JAK MEMBR® NER | 183

Feltddelezt k, hogy a perem vek hajl tAsra saj A s kjukban vigtelen | merevek,
ezt
w =0, (5.2a b)

w =0. (5.2c d)

Mivel megoldAunk a membrABelmdct alapjAa A vagyis a hg hajl tAsi
merevsg@ elhanyagoljuk a peremek menti sz gelfordul Bok @tZk@d nem
k tj k meg, hiszen a teljesen hajl@ony membrAa tetszileges peremmenti
sz gelfordul A&t ellen/A& ndk | k vetni tud.

A levezet@ sorda elisz r az egyenletesen megoszl H° terhet a

4 1 .14
Aly)=  # 2 sin ' --cos M y (5.3)
71 [m=,35. m | ly

Fourier-sorba fejtj k, majd a (3.1) egyensatyi differenci/Zegyenletet az

F+1 7" F"' - (5.4)
ly fx

alakra hozzuk. Ezt k vetien eli A tjuk az (5.4) differenci Aegyenletet & az
(5.1) peremfelt@eleket kieldy ti F fesz Its@hf ggvdhyt. A megoldAst Fourier-
m dszerrel [5] keress k.

Az

Fxy) = X()-Y(y) (5.5)

szorzatfeltev@dst az (5.4) egyenletbe helyettes tve, az

JL+ 3. iZl"o (5.5a)
Y ly f, X

kifejez@st kapjuk. Ez szdesik az

X' -k EX=0 (5.63)

+— =0 (5.6b)

k&t k z nsdges differenci Aegyenletre ( EszAn majd a ker leti feltdelekbi |
ad dik ki).
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184 DULACSKA ENDRE JANK LASZI.

Az (5.6a) egyenlet Atal/Aos megold/sa az

X = Cm cosh G X 4- Cop, sinhfe A (5.7a)
fy €& fy

f ggvihy, az (5.6.b) egyenletd pedig az

= Czmcos ky 4- Cy, sin ky (5.7b)
kifejez&s.
Az (5.1a b) ker leti feltdeleket az X f ggvihynek kell kiel@ tenie,
ebbi |
Com = 0. (5.8)

Ha figyelembe vessz k, hogy megoldAunk az xz s kra szimmetrikus esetre
vonatkozik, akkor az (5.1c d) ker leti feltdelek szerint

Cim = 0.
Az F f ggvhy a fentiek alapjAn
F(x,y)= 2 Cn cosh & X cos ky (5.10)
N fy
m=1,3,5... Ix

alakce lesz.

Az (5.3) & (5.10) kifejezibeket az (5.1la b) ker leti felt@delekbe helyet-
tes tve az
fx I 1 . 1 . ° °

cosky = H® “sin cos (5.10a)

Cuké cosh E
2 fy ° m 2 ly

sszef ggs ad dik, melybi|l k vetkezik, hogy

(5.11)
o
42 1, SN
& = R . (5.12)
m cosh Vix_
1 fy
Veredm@hyben az F fesz lts@hf ggvehyre az
o
4H° 1 2 , ©
F=iy py 2 ST 7 = cosh £0XCOs Yy (5.13)
m= 1,3,5 m’ cosh - & fy (€=

kifejezgst nyert k.
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ViZSZINTES PEREMTERHU PARABOLOIDHEJAK MEMBRANEROI 185

A membran metszeterGk F megfeleld differencidlasaval a kovetkezd-

képpen adédnak:

AHF i
= — st e f—"x cos—y, (5.14)
T m=1,35. M coshﬂl/f—x Fy L
214
2
ot By (5.15)
5 &
. mmn
4Hs T 1 sm-—é— - f -
nxy'—_- 2L 2 ——:Sinh _x—x'sin_y_r‘y .
5 b m13s.. m osh™" Jx I, lfy L

¥ (5.16)

Ezen kifejezéseket a koordinatarendszer elsé negyedének 25 jellemzé pontjaban
elektronikus szamitégép segitségével kiértékeltiitk és az eredményeket a 4. és
5. abran f./f fiiggvényében dbrazolva bemutatjuk.

A membranelmozduldsok meghatirozasahoz sziikségiink van a AAF
operator értékére is:

& mm
I ¢ sin 25 f
AAF = —J(—E—J——IJ e i SR S T N O e T y.
gk R M1, 3,5.. mx |/ fi LY 5 L
cosh — |/ ==
2 l’ 1, (5.17)
< B 3 " ) 21 H'=1 H'=1
JJ‘ al 7 2 4 2 E n,= n H*
,'\‘l 3 8 1<) 3 23 ] E 0 N =_n° fx ly HS
b (e s e 19 e E c ¥ f, |2
l' s 10 5 20 25 = E
\é |x/2=° a 3 l-=y20
0 T e @ T 0‘YL @@ @
-0.1 -0.1
-0.2] é -0.2
/(19" -0.3 @
18] < R
// 2 ocx -0.5 B ®
1 -0.6 /4,/ o Tl
/ — o // .
=0 ~i e .;
_0’9'% /
By el s 0| 20®
(R 0.2 0.4 0.6 § 08 10

F
4a. Gbra. Szimmetrikus H® =1 peremteherbsl szirmazé n, és n, membréinerdk
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TNAL - 908 e
| o Llx 1 by i pes
4 : N T4
-0} : e YK
TP 0
-0.2 A % 2 : -0.1]
het = o=
=0i3 / 4 /@W -0.3 // "
T ///\%4@/ o] @
0.4 -0.5 }
/ v 0 %-0i6 9 S P
ocx / c o5 //
-0.5 =0, "t
'/ -0'8'4 L
-0,6 =09
/ -1.0 2
2 11 : .
0'71 R 4 5 2 3 4 :
fx ! E_
AL S TR S
fy Ay
4b. dbra. Szimmetrikus H® = 1 peremteherbdl szarmazé n, és n, membranerSk
| b’*? 5 1 % 21 H*=1 H*=1
(‘0 x =
A 2 i 12 17 22 & é l
" 3 8 [E] i 23 ~| B ) o Y 14
S. L & 1w 19 2 = = Pyl ngy _|: H
S 10 15 20 25 é ;
ly/2=a | * v )
+0,5% . 1 3 /@’/
+0,4 - ’&f /
/ ﬁ; s W
+03 ot L /
x ® >
c e ox
P /9 I ® D
" //r/;_ P e o @
+01 V % TR _/%/
e e ————1%
e 0 ) O [ @
0.2 0.4 06 . 08 10 0.2 0.4 06 = 08 10
. X
7? —— v i i

5a. dbra. Szimmetrikus H® = 1 peremteherbdl szirmazé nyy membrinnyiréerd
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y =

0.6 6 ~
5 . D \
P

0.5

&

ne, ——=

L

AVRN
[
\

’

01 7 1 - — @
| —— 4—’// (8 :
. @ . N v ) @
1 2 3 f 5 1 2 3 /| 5
o g R 5¥ il
fy - f

5b. Gbra. Szimmetrikus H®= 1 peremteherb8l szdrmazé n,, membrannyiréerd

A (3.2) kompatibilitasi egyenlet részletesebben a

2
I B U SO MY (5.18)
B 8f.Eh

format olti. Az (5.18) differencialegyenletnek az (5.2) keriileti feltételeket
kielégité megoldasara (Dirichlet-feladat) a

w= wmcoslm—y(xsinh =s.ad I/ £5\:— l—xtanhﬂvé— cosh = f—"x]
m=1,3,5... ly lx fy 2 2 fy lx f}’

(5.19)
fiiggvényt allitottuk els, ahol
i sin —
O f_xﬁ_l)’ Je Py TR (5.20)
m P 119! .
gt Iy Jx cosh =% Jx
2 1

Az u és v eltolédasok értékeit F' és w (5.13), ill. (5.19) kifejezéseinek a (3.5)-be,
ill. (3.6)-ba helyettesitésével kaphatjuk meg:
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Az Ujly) & virx) f ggvhyek szimmetria okokb | z&usra ad dnak.

A gyakorlati szempontokb | fontosw MJ0, 0), £ = (a, 0), v(0, b) elmoz-
dulsdtkeket f,jfy & [Jly f ggvehydben a 6. & 7. AbrAr | olvashatjuk le
(p= 0,2), vagy jellemzi &tkeit az 1. tAblAatb | is kivehetj k.

VizsgAjuk most meg az fy fp = f &l,=1,= 1 esetet, azaz a forg/si
paraboloid membrAgeri it & membrAAmozg/Asait:

(5.26)
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6Ga.

u°

6b.

ViZSZINTES PEREMTERHU PARABOLOIDHEJAK MEMBRANEROI 189

H®=1 H®=1
S
u=ue Bk
a 0 |y Eh
) x Hsl
lv v=v® —XL
T Eh
1 Ix= 2a 1
+25 g il +1,0
1
y u°<0 . ve>0| *=02
+20 _I:,(- ={0.2 1 }’/
| /‘ 08 l/
o5 o B
] / i 0.4 _____ﬁ
+1.0 o 10 e ‘
i r— . o 7§ |
J 3 o |
B i F T N RV B
i L ‘
J / =05 \/'/ 0.8
o~ -
0 = 06— e 1.0
f— T —
—5  los | |
-05 [ R 10450 ; |
0.2 0.4 06 ¢, 0.8 10 0.2 0.4 06 ¢ 08 1
—_— — =X
fy fy

dbra. Szimmetrikus H° = 1 peremteherbdl szdrmazé u = (a, 0) és (0, b) eltolédésok
(wperem = o)

S
u=ue Bl
Eh
H’l
v=v°

Eh
-0.2 3
-0.3]
-0.4] X
05 v
-0.7 1_}\ .2
-0.8 ly \ ]
-0.9] \\ \
=304 ° 4
=111 \ > \
-1,2] \ +1
-13] N K\
-14] \\ b
By | \ bl o :

. 1
o a7 : L ——————
1 2 3 4 5 1 2 LR 5
e - —
f, f,

dbra. Szimmetrikus H° = 1 peremteherbdl szdrmazé u = (a, 0) és v = v(0, b) eltolédédsok
(wperem =0)
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n

H =1 M=
E?_
o IW_’
i : =
1 Ix=20 WA
T T
H* L2
STl
WY Ehe
+15
Lo,

+1,0 | >
ok we=>0 /7,
T 0 ~

o

E

=]

2

05 U2

-10 ]

-15

=20

/1
VLB Ao
-25 / ~ T\
N

=30
-35 L \ s/ \
N \
-4,0
0.2 0.4 0.6 fx 08 10

7a. dbra. Szimmetrikus H®= 1 peremteherbtl szdrmazé6 w = w (0,0) lehajlas (Wperem = 0)

0.25 /

%
Lo

w o
e
!

0.10 y W
0.05 /
Vi ti 4
Ll A
0 sl T =
1 2 TR 5
-
fy

7b. dbar. Szimmetrikus H°= 1 peremteherbdl sxdrmasd 0 = w0 (0,0) lehajlas (wperem = 0)
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la. tAbl/AZat
H' simmerikus
fx IX
E h 0 E h E hfx
fx & " He Iy Xc = te
*
0,2 0,2 -7,8913 1,9999 0,2658
0,4 -0,6224 0,4888 0,0010
0,6 -0,6148 0,2816 0,0033
0,8 -0,7110 0,2949 0,0079
1,0 -0,7728 0,3952 0,0106
0,4 0,2 -29,6873 3,6071 2,5979
0.4 -1,4381 0,8218 0,0722
0,6 -0,5336 0,3536 0,0004
0,8 -0,5365 0,2458 0,0045
1,0 -0,5939 0,2574 0,0115
0,6 0,2 -58,7543 4,9221 7,7634
0,4 -2,8975 1,1176 0,2995
0,6 -0,6565 0,4478 0,0176
0,8 -0,4704 0,2543 0,0002
1,0 -0,4892 0,2097 0,0063
0,8 0,2 -92,0706 5,9780 15,4363
0,4 -4,7277 1,3657 0,6842
0,6 -0,8990 0,5382 0,0639
0,8 -0,4704 0,2800 0,0027
1,0 -0,4320 0,1949 0,0017
1,0 0,2 -128,4235 6,8168 25,0777
0,4 -6,8084 1,5688 1,2000
0,6 -1,2191 0,6180 0,1376
0,8 -0,5128 0,3101 0,0138
1,0 -0,4054 0,1948 0,0000

Az (5.26) egyenlet szerint minden tt w = 0.

Ez azzal magyar/&hat , hogy az x, ill. irAByban azonos g rb letl hg
minden pontjAban a fellgpi ellenkezi elijel3, de abszolog @tekB (| n, | =
= lral= ra) fesztiertk egym/A& lehajl At okoz hat/AAE ppen kiegyenl tik.
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5,0

3,0

1,0

Ha az x =
ugyanakkora nyom

nek tekintett,
feltdeleit az alABbi m don fogamazhatjuk

M~Rszaki

TudomAgy

6. Az antimetrikus H peremteher

-f-a peremen H® nagysAgcehoz , az x =

de oldalirAayban
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-
I

(=

(=

te

X

Ib.

o O O o o o O O oo = O O O o = O O o o

o O o o o

|y peremtart joe hg statikai

meg:

:+Ha,

= - H\

tAbl AZat
H* szimmetrikus
E n E n
= W E
Iy ~ H
,2262 0,1452 0,0106
,2158 0,0764 0,0079
,2008 0,0333 0,0033
,2125 0,0371 0,0010
,6758 0,2612 0,2658
,2578 0,2540 0,0151
,2475 0,1389 0,0121
,2307 0,0606 0,0066
,2219 0,0420 0,0000
,1865 0,2701 0,1930
,3040 0,4801 0,0217
,2941 0,2732 0,0185
,2762 0,1240 0,0125
,2512 0,0565 0,0018
, 7866 0,2658 0,1121
,3808 1,0257 0,0310
,3715 0,6080 0,0280
,3536 0,2944 0,0221
,3172 0,1082 0,0091
,5009 0,2387 0,0366
,5428 2,7647 0,0401
,5349 1,7063 0,0383
,5187 0,8918 0,0344
,4782 0,3392 0,0245
,4054 0,1948 0,0000
vizsgAtata

a peremen pedig
teher mBk dik, akkor a sajZ& s kjAban v@Zgtelen | merev-

& perem-

(6.1a)

(6.1b)

(6.1c-d)

(6.2a b)

(6.2c d)
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A H? terhet term@szetesen az (5.3)-mal teljesen megegyezi alakae

4 1 . m2 °
) > sin cos - (6.3)
° m=1,3,5.,. m 2 ly
Fourier-sorba fejthetj k.
Ez esetben az (5.4) egyensotyi differenciZkegyenletnek a (6.1) ker leti
feltdeleket kieidh ti szint@h Fourier-m dszerrel eli A tott xz s kra

szimmetrikus megoldAsa az

a o m7t
F= - 4H " ! i sinh fx -cos 1(6.2\)
m=i,3,5... m sinh ° N fy h
fy
f ggvihy, melynek a 2. pontban jelzett parciAs differenci AhAayadosai a kere-

sett membrAeri k:
[o]

sin -
4" o 0
0 ) o . sinh X cos ; Y > (6.5)
m=1,3,5... m sinh A
fy
fly 4k
o
sin
) an foony ] 2 o 1[f, . o
Xy | f~T 2 T7/\COShT-- VrX-eing_y_
Jy Iy m= 1,35... m g-,, ™" | I%— X Jy ly
fy (6.7)

A fenti f ggv@hyeket a koordinZEarendszer elsi negyed@Zhek 25 jellemzi pont-
jAban KkiszAm tott tekek alapjAa a 8. & 9. AbrAk grafikonjai Abr/AEoljA.
A biharmonikus operAtort most F-re alkalmazva ad dik a

o
o o o
AAF = ) : sinh fy« cos
ly fy 4 m=13 5. dnh fx_ fy (IGyS)
f .
alak. y
Az (5.18) kompatibilitAsi differenciAegyenletnek a (6.2) ker leti felt@
teleket kieldy ti megold/AsAa a

B °o | . ° 1ff, .0 177
L= > uincos y «cosh - / «cosh y o«
m=1,3,5.,. ly y Ix fy Ix Y fy
(6.9)
2 2 i fy Ix ' fy |
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1 6 1 % 21 H%=1 H%=1
0 > 3 o 1ya
2 7 12 17 2 -
a 3 3 13 8 23 5 0 R H 2
o ‘: o fx ly a
= L 9 i 19 2L 2 | = ny" Ny T T
5 10 15 20 25 fY I
y y
lx/2 =a b l t=2d Rty
’1'0+ 1 DR +10 L)
409 +09 ]
+08] 4081
] @ ®
+0.7 +0,7
+0.6] .0'5'\ i© o e
+0.,5] 2 @ +0.5
¢0,/o- °’(QO‘L I e
©X,q13] c ®
224,0.3 +0.3 ~
® @ ] T Pkt
+0.2 s +0.2 W:
o -\%‘l_ o 01 4
+0, 0 +0,
il e 9% oaleos 0 ] 9| ©
0.2 0 06 f, 08 10 0.2 0. 06§, 08 10
— c— -
fy fy
8a. dbra. Antimetrikus H? = 1 peremteherbdl szdrmazé ny és ny, membrinersk
n,=ns H®
f 2
ny=-nt = |_)2" H°
fooul
y X
0.5 1.1
d 1.0 @
04 R\ 09 %@_
\\\ 03 @®—|
03 Bt 07 ke
3 \\ 0.6
T ——
y 9 e i Ty Ry
ox ' ox
22 \ ] e \
1 % 0.4 i3 @®) I —
7 \ iL
0.1 8 \\ 0.3
| @ e o] — 2] T s A
0 |90© ®08 01] , s
1 2 2 f 4 S5 1 2 fx 4 5
L S i —_—
e ¥

8b. dbra. Antimetrikus H® = 1 peremteherbdl szdrmazé ny és n, membrénerdk
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9a. 4bra. AntimetrikusH" — 1 peremteherbdlszarmaz6 § membréannyiréerd

9b. abra. Antimetrikus B = 1 peremteherbdlszarmazé § membrannyiréerd
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kifejez@st kaptuk. Itt

mn
sm -
y fy . Sinh- fx
fy
A (6.4)-et & (6.9)-et a (3.5), ill. (3.6) egyenletekbe helyettes tve kaptuk meg
az -ra, ill. v-re vonatkoz alAbbi sszef gg@keket:
. mn
H? Sy mn |1 mn
cos  yi ~cosh AM- &
nEh  m=, 3,5. iy - [ty K
2 1 fy
2 2
[ 1+ » g m + (6.11)
2 af, nm ¢y fy Fy nmotogx ify F,
+ 2 oty 30 g ™
My fy Fx Ix |
mn
a
V- H- L o sm mny sinh moT
nEh =i“3s.. m ainh- "fx fy fy
fy
mn - 1x [fx Fy (6.12)
I 1 fx Ry Ify Z ) 2 1fy Fx
+2 fyhL 112 X, cosh
fx ly \fy Fx ° fy

Az ufy) @&t,(°;) f ggvidhyek szimmetria, ill. antimetria okokb | z&us &tzkRek.
A gyakorlati c@dokra elsisorban a w = w(a2, 0), u(a, 0), v(a, b) elmoz-
dul B &tkekre van sz ksdp.

Ezeket fjf,@& ljl, f ggvéhy@en a 10. & 11. AbrAkon t ntett k fel
v=0.2).

Ezek jellemzi @tekeit a 2. tAbl Zatban is megadtuk. Forg/&i paraboloid
esetben (fy=f, =f, L= 1| [) sszef gg@eink gy egyszers dnek:

.mn
L sin )
sinh ™" x cos mny. (6.13)
° m=1,35. m snh ™ Z z
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H=1
3 *15
2 v°<o0 .
q 0.8 " ; _ 0.2
0 6
. 4 \1.0 0.6/" 05 0.4
2 -h=0.4 I>
-3 v oA
-4 Y
5 -05
-6
-7 -1.0
02 04 06 fy 08 _ 10 02 04 06 f, 08 10
06 &
10a. &bra. Antimetrikus H — 1 peremteherbdl szarmazéé = u (a, 0) és v= v (a, b) eltoloda-
sok (teereny = O)
*05
«04 ) i
03 fp} /A r fA
+0.2
+0.1
0
-0.1 -0.1
-0.2 \\
-0.3 ;
04 \ " (21 Jafafsf
-05 \ 11 y A
-0.6 v
-0.7 \ -1.6
0.8 \
-0.9 \ 2.1
-1.0 \
1.1 -2.6.
1 1
v fy
10b. &bra. Antimetrikus H = 1 peremteherbdl szarmaz6 u=¢& (I, 1) ésv= v (a, 6) eltol6-

dasok (i> saam = 1)
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g-w 6
Ehf.
1la. &bra. Antimetrikus H"= 1 peremteherb6l szarmazé w = w (a/2, 0) lehajlas (yerem= O)

11b. abra. Antimetrikus P& 1 peremteherbdlszarmazow = w (a/2, 0) lehajlas (»perem— O)

Maszaki Tudomény 53, 1977
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2a. tAblAat
° antimetrikus

a ¢ e BN vt BN u=ta &M
HE Ix » . » 4

0,2 17,1794 -2,5690 0,0080
0,4 1,6929 -0,7164 -0,0000
0,6 1,3272 -0,3733 0,0001
0,8 0,9142 -0,2532 -0,0002
1,0 0,6730 -0,1976 -0,0003
0,2 -48,5493 -5,0392 -0,2229
0,4 -0,2287 -1,3339 -0,0062
0,6 0,9584 -0,6477 -0,0000
0,8 0,8009 -0,4076 -0,0004
1,0 0,6275 -0,2964 -0,0010
0,2 -80,7745 -7,5094 -1,0944
0,4 -2,1911 -1,9515 -0,0422
0,6 0,5850 -0,9222 0,0025
0,8 0,6871 -0,5620 -0,0000
1,0 0,5818 -0,3952 -0,0009
0,2 -114,3603 -9,9796 -2,9987
0,4 -4,2270 -2,5690 -0,1329
0,6 0,2006 -1,1967 -0,0124
0,8 0,5714 -0,7164 -0,0005
1,0 0,5361 -0,4940 -0,0003
0,2 -149,6567 -12,4498 -6,1764
0,4 6,3604 -3,1866 -0,2956
0,6 -0,1999 -1,4711 -0,0339
0,8 0,4519 -0,8707 -0,0034
1,0 0,4896 -0,5928 -0,0000
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2b. |1AbBlAat
li*  antimetrikus
fx >X E h
E h
f v L=y

H» 1, OV HY H«e k

5,0 5,0 0,1191 0,1976 0,0137
4,0 0,1370 0,2532 -0,0101

3,0 0,1682 -0,3733 0,0042

2,0 0,2028 -0,7164 0,0013

1,0 -1,0167 -2,5690 0,3421

4,0 5,0 0,1250 0,1779 -0,0154
4,0 0,1420 -0,2223 -0,0122

3,0 0,1735 -0,3184 -0,0067

2,0 0,2238 -0,5928 0,0000

1,0 -0,5249 -2,0750 -0,1959

3,0 5,0 0,1335 -0,1581 -0,0164
4,0 0,1495 -0,1914 -0,0139

3,0 0,1803 -0,2635 0,0094

2,0 0,2418 -0,4693 0,0013

1,0 -0,1089 -1,5809 0,0845

2,0 5,0 0,1467 -0,1383 -0,0155
4,0 0,1613 -0,1606 0,0140

3,0 0,1906 -0,2086 -0,0111

2,0 0,2589 -0,3458 0,0046

1,0 0,2272 -1,0869 -0,0183

1,0 5,0 0,1679 -0,1186 -0,0099
4, 0,1810 -0,1297 -0,0094

3 0,2084 -0,1537 0,0085

0.2799 -0,2223 -0,0060

0,4896 -0,5928 -0,0000

7. AlkalmazA& a peremtart k csavar/Ai @& oldalirAayce hajl t/Asi
merevsde hatAsAnak k zel t1 figyelembevdel &e

7.1. Eli alapok

Amennyiben a peremtart k csavarAi merevs@djei (Glcsx, Gly) @ oldal-
irAayce hajl tAsi merevs@ei (Elx, Ely)) z@us @tekBek lennghek, akkor a
peremtart k ellend/A& ndk | k vetni tudnAk a p fel leti teherbi|l szAEmaz
v zszintes eltol dAsokat @& gy az elliptikus paraboloidhd eri j AEZka a membr AB-
elmdet keretei k z tt (azaz a hg hajl tA&I merevsh@d elhanyagolva) meg lenne
oldva. Az irodalomban ismert szAm t/Bi eljAEARok [1] a peremtart k sajA
s kbeli vigtelen merevs@yzhek felt@elez@@h k v | (Wperem = 0) az eli bb eml -
tett peremtart merevs@Zgek elhanyagol &84 is magukban foglaljZk.

A val sAgban azonban a peremtart k vigies nagysAgce Glcs csavar /i
@ v zszintes s kbeli El hajl tAi merevsdy knd fogva  nem tudjAk akadAby-
talanul k vetni a v zszintes hgeltol dAsokat.
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Ha feltételezzik, hogy a peremtartok sajat sikjukban végbemend hajli-
tasra merevek (mint ahogy ez &altalaban szokasos), akkor a membranhéj és
a peremtarték kozotti kompatibilitast egy vizszintes kapcsolati erdrendszer
tudja biztositani.

Minthogy az egyenletes feliuleti teherrel terhelt héj, valamint az egyen-
letes megoszlasu vizszintes peremerd rendszerrel terhelt héj peremmenti alak-
valtozasa azonos szerkezetd Fourier-sorral irhat6 le, j6 kozelitéssel feltételez-

12. abra. A héj és a peremtarté azonos vizszintes eltolédasa («0perem=0)

hetjiuk, hogy a kapcsolati erérendszer jol jellemezhetd az egyenletesen meg-
oszl6 atlagértékkel. igy az eldzd pontok eredményei felhasznalasaval kidol-
gozhatunk egy kozelitd eljarast a héj peremein ébredd oldalnyoméasok meg-
hatarozasara.

Az emlitett kompatibilitas kialakuldsat a 12. abran szemléltettik.

Az Osszeférhetdségi egyenleteket a héjperemek kdzépsd pontjaira (a, b,
c, d pontok) vonatkoztatva fogjuk felirni, igy a kompatibilitas teljes pontos-
saggal csak ezekben a pontokban fog teljestlni.

Ha us-sel (v-eel) jeldljik aH — 1 er6rendszerrel terhelt parabola alaku
ivtartd keresztmetszet& sulypontjanak vizszintes eltolodasat, u#-valyval)
a P csatlakozéasi pontnak a peremtart6 elcsavarodasa kovetkeztébeni eltolo-
dasat u”-val (y-val) pedig a H — 1 erdokbdl szarmazdé héjeltolédasokat
(a fels6 indexek kozil az elsd az eltolédas helyét, a masodik pedig az eltolédast
eldidézdoH erd helyét jeldli), akkor az

Maszaki ~ Tudomény  53. 1977 }
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Ha(u? + uff)= Up+ »ff e H, + uff «Hy + uff i 5+ »ff « B,
+ uff)= v» + uff eHy + uff e Ho + uff <R, + uff « H,
Uef + uf)= u<y+ »ff eH, + uff e Hy + »ff e Ro + »ff «H, (7+'a-)

Ho(vE + vi") =v$ + uff «Hy + uffH, «H, + ufftfg+ voPH,

inhomogén linearis egyenletrendszert irhatjuk fel.

13a. &bra. Oldalnyoméasmentes elliptikus paraboloidhéj p =const, teherbdl szarmaz6 u = u
(0, 0) és e =& (0, 6) peremmenti membraneltol6dasai (Uzrem = 1)

Az egyenletrendszer az egyszer(Oség kedvéért — arra az esetekre
vonatkozik, amikor a peremivek tdmaszai vizszintes sikban vagy csukldsak,
vagy mereven befogottakuff = u®® = 0 ... stb.).

A H erdk akkor pozitivok, ha a héjra nyomast gyakorolnak, az & és
egységtényezoket és a terhelési tényezdket pedig a héj peremétdl kifelé mutat
irAnyban tekintettik pozitivnak. Az egységtényezOk a tartéok statikaja koz-
ismert modszereivel hatarozhaték meg (1. 7.2 pont).

A p fellleti teherb8l szarmazé terhelési tényez6k szamitasahoz az [1]
264 -266. oldalain talalhaté Fourier-sorokat elektronikus szamitégépen kiérté-
keltik és az eredményt 13a—fi abrakon grafikusan feltintettik, illetve
a 3. tablazatban is megadtuk.
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VsV°p

»,Eh

0.2 OE 06 fy 0.8 10

T

13b. é&bra. Oldalnyomasmentes elliptikus paraboloidhéj p —eonst. teherbSlI szarmazé6 ti —t
(0, 6) peremmenti membraneltolédasai (Upem = O)

05
0

-1.0

-3.0

35
02 04 0.6t fk 08 10

13c. &bra. Oldalnyoméasmentes elliptikus paraboloidhéj p =cons. teherbSlI szarmaz6 w =u>
(I, O) membranelhajlasa (iCprem = O)

Ez a szamitads lényegében a kovetkezd célokat szolgalhatja. Bizonyos
feliletszerkezetek esetében viszonylag erbs peremtartékat alakitanak ki, és
ekkor mar szamottevd lehet a vallnyoméas hatdsa. Szamitasi eljarasunk lehetd-
séget nyujt — a mind a négy peremén oldalnyomasmentesen megtamasztott
héjat térzstartonak tekintve [1] — ezen tetszbleges szaml peremén csavarasra
€s vizszintes sikl hajlitAsra merev peremtartéju, elliptikus paraboloidhéjak
kozelitd vizsgalatara is. A modszer alkalmazhatd tovabba arra az esetre is,
ha az elliptikus paraboloidhéjnak més héjakkal (donga, elliptiRasaboloid)
0sszeépitettsége miatt gyakorlatilag elmozdulasmentes peremtartéi is vannak.
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3. tAblAzat
p = const, teherbi |
fx o] .
fy A v E « oy E fb

P i p a p 4

0,2 0,2 1,442842 -0,123526 0,336646
0,4 0,106183 0,048646 0,024374

0,6 0,023619 0,060511 0,005616

0,8 0,006898 0,065550 0,001936

1,0 0,001298 0,071142 0,000738

0,4 0,2 4,608036 0,498996 0,941938
0,4 0,337049 0,012177 0,073502

0,6 0,077621 0,051388 0,019128

0,8 0,026069 0,059612 0,007953

1,0 0,009094 0,064014 0,004160

0,6 0,2 8,554988 -0,911730 1,465292
0,4 0,622653 0,034327 0,119870

0,6 0,145563 0,038650 0,033219

0,8 0,051816 0,053550 0,014887

1,0 0,021277 0,059318 0,008508

0,8 0,2 12,931970 1,303521 1,802736
0,4 0,935116 0,081634 0,154225

0,6 0,219455 0,024547 0,044913

0,8 0,080155 0,046744 0,021120

1,0 0,035205 0,054560 0,012647

1,0 0,2 17,602950 1,654735 1,939704
0,4 1,263915 0,125803 0,174762

0,6 0,296279 0,010648 0,053461

0,8 0,109523 0,039801 0,026178

1,0 0,049767 0,049767 0,016215

Megeml tj k, hogy [1] 272 282. oldalain talAthatunk olyan forg/si
paraboloidokra @v@hyes pontos megoldAsokat, melyeknek tetszileges perem-
tart ja hajl tAra @& csavarAsra vgtelen | merev.

" ltalABos geometriAgce elliptikus paraboloidokra vonatkoz an (I ly,
fk ) azonban sem v@jes merevsdggel br , sem v@htelen | merev perem-
tart k eset@ben nincs egzakt analitikus megoldA. A tAEgyalt statikai alap-
feladat legfontosabb alkalmaz/&i ter let@ gy ezen ut bbi probl@mAk k zel ti
elemz@&@vel kapcsolatban | Ajuk.

V@ | rAEkell mutatnunk arra is, hogy a perem vek t@beli stabilitAARak
a vizsgAmatApoz mdy a hg szempontjA | elhanyagolhat an kism@t@ki
vAHnyom/A& esetéh is elengedhetetlen | sz ksjes a hg @& a peremtart k
k z tti v zszintes kapcsolati eri knek az ismerete.
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7.2. SzApddAE
VizsgAjuk meg ap = 0,3 Mp/m? terhel @R
=1, =1=20 m,
fx=fy=f=52°
h = 0,08 m

geometriai param@erekkel br elliptikus paraboloidhgat k@ k | nb zi
peremmegtAmnasztASi esetben.

7.21 Els eset

7.21 Elst eset. A 12. Abr/AB vAzolt hg mind a nggy peremtart ja legyen hajl tASra @
csavar ABBra vidgtelen | merev (szomsz@los hdakkal val egybe@p tettsghge folytAn). A p fel leti
teherbi|l a 13. Abra, illetve a 3. tAblA&at alapjAB

9 p P |
Up = u<p: vb:ucp:4: M498 - ____ _ _ = 1932 _ = 598 _ [m]
kifel@ir Aayul eltol dA |1 fel az a, b, s d jel pontokban. Az egyik peremen H = II° + H%
= 12+ 1/2=1, a mAk peremen = H®+ H*® = 1/2- 12= 0 peremterhekbil

szA&maz hdeltol dAsok (6a. & 10. Abra, illetve 1. & 2. tAblAzat):

« = VH=Y - 08 (- '*°%% . 0,4896) = - 112A (nm; ,

ufl= utf =2 =vIi=A 01948-AA. = + 2435A [m],

llrt = fll — Y £0V (_0’4054 + 148%> - + 10!53/\ W
A kompatibilitAsi egyenlet:

H( 112 + 2 24,35 + 10,53) 4- 598 = 0

598
H = 193 = 3,1 [Mp/m]

Az egzakt megoldAs szerint ([1] 287. o.):

03 2 ;o
H=pA"8TYy5 =3 [Mp/m]

vAtlnyomAs ad dik, teh A eljAZ£Aunk ez esetben mintegy 3%-os hibA&al k zel t.

7.22 MABodik eset. Legyen a hg az a @& agel oldalak ment@h vZgtelen | merev perem-
tart kkal, a6 @ djell? oldalak ment¢h pedig oldalir AAyban | A9y peremtart kkal megtAmasztva.
A by = 0,25 [m], hy = 0,50 [m] geometriai adatokkal br vek hajl tAi merevsZye:

. 258 )
El = 05 E = 651 -10~*E [Mpm“],
csavar ASi  merevs@ye:

Gles= 023 05 025°... f =749 E[Mpm].
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A perem vek k z@pkeresztmetszeteinek a hghoz val csatlakozAsi pontja a hajl tAsi & csava-
rAsi hatAsb |

st = (640 000 + 4170) -=r [m]=644 170 [m]
h h
m@t@kben tol dik el az egyenletesen megoszl H = 1v zszintes terhel@ k vetkezt@ben.
»s+ vV = 0
A k@szeres szimmetria miatt
Ha~ He&
Hb
A kompatibilitAsi egyenletrendszer:
644 170 = 598 + (-112 + 10,53) + ~ 24,35 2,
0 = 598 + (-112 + 10,53) + © 24,35 2,
644 271 ” 48,70 = 598 ,
-7 48,70 + ~ 101,47 = 598 .

A megold/As:
H = 0,0014 [Mp/m],
Hp = 5,893 [Mp/m] .

Ezek szerint majdnem a teljes teher a merev peremek irAayAban boltoz dik AE.
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Membrane Forces and Membrane Deflections of Flat Elliptic Paraboloid Shells Subjected
to Uniformly Distributed Horizontal Load at the Edges. An analytic method of solution of the
membrane stress pattern and membrane deflections of flat elliptic paraboloid shells subjected
to uniformly distributed horizontal edge load is presented. The functions describing the effects
of the symmetrical and antisymmetrical system of forces acting on the edges have been worked
out also in graphic form in order to make easier the calculation by hand. It has been pointed
out that by making use of this basic static problem, in the framework of the membrane theory
also the internal forces and deflections of the elliptic paraboloid shells supported by edge beams
having non negligible flexural and torsional stiffnesses in the horizontal plane can be analysed
in an approximate way.

Membrankr fte und Membranform nderungen von flachen elliptischen Paraboloidschalen
mit gleichf rmig verteilter horizontaler Randbelastung. Behandelt wird die analytische Er-
mittlung des Membranspannungszustandes und der Membranform nderungen der durch ein
gleichm ig verteiltes horizontales Randkraftsystem belasteten flachen elliptischen Parabo-
loidschale. Die durch symmetrisch bzw., antimetrisch angeordnete, auf den einander gegen ber-
liegenden R ndern wirkende Kraftsysteme hervorgerufenen Effekte beschreibenden Funk-
tionen wurden auch zur Erleichterung der Handrechnung in graphischer Form ausgearbeitet.
Es wurde hingewiesen, da durch Anwendung dieses statischen Grundproblems, im Rahmen
der Membrantheorie auch die Schnittkr fte und Form nderungen solcher elliptischen Parabo-
loidschalen ann herungsweise untersucht werden k nnen, die durch Randtr ger gest tzt
sind, welche in der horizontalen Richtung nicht vernachl ssigbare Biege-, bzw. Drillsteifigkeit
besitzen.
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