AUTOMATIZALT TERVEZES INTEGER
PROGRAMOZASSAL

GROSZ MIKLOS*

[Beérkezett 1976. november 9-én}

Jelen dolgozatunkban dltaldnos formiban megfogalmazzuk a statikai mfiszaki
tervezés automatizdldsianak egy lehetséges modelljét. A tervezési feladatot Ggy értel-
mezziik, hogy keressiik az adott elemkészletbél eloallithaté, adott geometridji szerke-
zet olyan tervét, amelyben szerepld elemekre teljesiiljenek az egyensilyi, kompatibili-
tési és korlitozé feltételek, tovdbba valamilyen szempontbél (sily, koltség, vagy ezek
ardnya) a szerkezet optimalis legyen. Az igy megfogalmazott problémara felirjuk a ma-
tematikai modellt a korlatozé feltételek linearitdsa esetén, majd kiterjesztjiik azt a
nemlineéris esetre is. Mindkét esetben visszavezetjiik a problémédkat ,,0—1" egész-
értékil programozasi feladatra, amelynek megoldésdra a leszimlalasi médszert hatéko-
nyan lehet alkalmazni. A leszdmlil4asi médszer hasznéalatdhoz egy nagyméretii matrix
invertdldsira lenne sziikség minden lépésben. Ennek elkeriilése céljabol bemutatunk
egy eljirdst a feladat megolddsara.

1. Bevezetés

Jelen dolgozatunkban az elSregyartott elemekbdl (rendszerkomponen-
sekbdl) megvalésitott statikai miiszaki tervezés automatizélasaval foglalko-
zunk. A bemutatott eljaris értelemszerid valtoztatdsok utidn mis miiszaki
tervezési folyamat automatizilasara is felhasznalhaté. A statikai miszaki
tervezés automatizaldsan egy adott geometriaji statikailag hatdrozatlan szer-
kezet tervezését értjiik, amelyet az iparositott épitésmédnak megfelelden
bizonyos miiszaki és gazdasagi feltételeket kielégits optimalis elemésszevalo-
gatds révén ériink el.

E dolgozatban az egyensiilyi és kompatibilitasi feltételek kivételével nem
foglalkozunk egyéb korlatozé feltételek (szilardsagi, alakvaltozisi) konkrét
felirasdval, hanem ezeket adottaknak tekintjiik. Kiilon kitériink azonban
arra az esetre, amelyben e feltételek linearisak, és arra, amelyben a feltételek
nemlinearis vektor-fiiggvény alakjaban irhaték fel.

2. A feladat miiszaki megfogalmazasa
frjuk fel egy diszkrét elemekbél allé szerkezet elsérendii elmélet szerinti

egyensilyi és kompatibilitasi egyenleteit:

* Grész Miklés 1025 Budapest, Csalit u. 9.
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A miiszaki tartalom és jelolés ismertetése nélkiil csupan azt jegyezziik meg,
hogy G csak a szerkezet geometriajatél fiigg, F pedig az alkalmazott elemek
hajlékonysigi matrixait tartalmazza. x! és x> az ismeretlen alakvaltozast és
megfelelden az ismeretlen bels§ erfket jelenti, p! a csoméponti, p? pedig a
kinematikai terhek vektora.

Az (1) egyenletben szerepld b;-vel jel6lt hipervektor egy szerkezeti ele-
met reprezentil. Az egyszeriiség kedvéért, de az altalanossig megszoritasa
nélkiil vizsgaljuk csak azt, hogy kizarélag az i-edik elem cserélhets. Az egy-egy
szerkezeti elemhez tartozé b; hipervektorok csak az F; hajlékonysagi matrix-
ban kiilonbéznek egymastol. Az i-edik helyre alkalmas elemek koziil egynek a
,,betervezése’ azt jelenti, hogy a matrixban a b; helyére a betervezendé elem
b; hipervektorit helyezziik. Adott geometriaji szerkezet tervezése tehit egyen-
értékd azzal, hogy bevilasztjuk a béazisba azokat a hipervektorokat, amelyek
valamilyen szempontbél optimalisak.

Most tekintsiik azokat a korlitozs feltételeket, amelyek eléfordulhatnak
egy eléregyartott elemekbél torténd tervezés soran. Olyan feltételeket alkal-
mazunk, amelyek nem irnak le allapotvaltozast, s ezért az allapotvaltozas
leirasatdl fiiggetlen 6nkényes nem fizikai jellegii korlatozasoknak tekinthet6k.
A feltételek tartalmat konstrukciés miiszaki szempontok szolgaltatjak.

Ezeknek a korlatozs feltételeknek a jobboldalin olyan mennyiségek
szerepelnek, amelyek alapjan azt dontjiik el, hogy bizonyos vektorokat mely
vektorokkal helyettesitsiik a béazisban.

A korlitozé feltételekre nézve két eset lehetséges:

— a korlatozé feltételek egy linearis egyenlStlenség rendszer formajaban fr-
haték fel: Bx < S,

— a korlatozo feltételek egy nemlinaris egyenlGtlenség rendszer formajaban
frhaték fel: D(x) < 8.

A tovibbiakban a fenti két esettel kiilén foglalkozunk.

A korlatozé feltételek kozott eldfordulhatnak olyan feltételek is, amelyek
azt biztositjdk, hogy bizonyos helyekre csak egymassal azonos elemtipus
keriiljon.
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3. A feladat matematikai modellje linearis korlitozé feltételek esetén

Adva van egy linedris egyenlGség és linearis egyenlStlenség rendszer:

Ab)x +-p=0 (2)
Bx < S(b), 3)

ahol az A mitrix az (1) egyenletben feltiintetett alaki és nemszingularis,

b= (b{‘, b, .. .bf") — az A mitrix aktuélis bizisa

S(b) — a b bazistél fiiggd adott vektor-fiiggvény.

Az A mitrix i-edik hipervektor helyére a bazisba bevalaszthaté elemek
egy E; halmazt alkotnak:

E={l}ieJ, j=12,..,j*{),

ahol J az elemek halmaza, j*(i) az i-edik elem helyén alkalmazhaté elemtipusok
szama. Ha az A matrixban b/ — b/ (b{ ésbi ¢ E,) baziscserére keriil sor, akkor
megfelelen megvaltoznak az S vektor komponensei.
(2)—(3) rendszernek egyidejiileg t6bb p vektorra nézve kell teljesiilni.
A p vektorokat egy P maitrixba Gsszefoglalva a (2)—(3) rendszer a kévetkezs-
képpen irhaté fel:
AD)X +P=0, (4)

BX < S(b), (5)

ahol X, P és S(b) matrixoknak egyforma oszlopszdmuk van. A b/ — b/ bézis-
csere esetén az S(b) matrix bizonyos sorai megfelelSen valtoznak. Az S(b) mat-
rix egyforma oszlopokbél all, mivel az egyenlStlenségnek egyidejiileg minden
P esetén teljesiilni kell.

A tovabbiakban a (4) —(5) feltétel rendszert szeretnénk egy egyenlStlen-
ség rendszerrel helyettesiteni, amelyben mar az X matrix nem szerepel, mivel
nem az erdk és elmozdulasok konkrét nagysidga érdekel, hanem hogy teljesiil-
nek-e ezekre nézve a feltételek vagy sem.

Vezessiink be egy olyan Y matrixot, amelyre nézve teljesiil:

BX +Y=S. (6)

Mivel A matrix nemszingularis, ezért a (4) egyenletrendszernek mindig
l1étezik egyértelmii megoldasa:

X = —A-P,
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Behelyettesitve ezt a (6)-ba, fejezziik ki az Y matrixot:

—BA-P+Y=S,
Y = BA-P + S.

1. tétel: Ha A nemszingularis, akkor a (4)—(5) rendszernek akkor és
csakis akkor létezik megoldasa, ha Y > 0.

Sziikségesség bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy (4) —(5)-nek létezik megoldasa,
vagyis

X=-—A"1P é BX<S,
—BA-P < S,
S + BA"P > 0, vagyis Y > 0.

Elégségesség bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy Y > 0, vagyis

—BA-P < S.
Mivel A nemszinguliris, ezért
X =—-A"1P és BX <S.

Ezzel bebizonyitottuk az elégségesség feltételér !
A tétel alapjan a (4)—(5) rendszer helyettesithet§ a kovetkez6 feltétellel:

B[A(b)]'P + S(b) > 0.

Vezessiink be egy & vektort

6= (6L, 8% ..., 60D 81, ..., 809, ., 8l
ahol
o — { 0, ha b{-' hipervektor nem tartozik a bazishoz,
711, ha b} hipervektor hozzatartozik a bazishoz.

Ezek utdn a probléma a kévetkez8 modell alakjaban irhaté fel:

m_ (i)

3 ¢l 8] — min, (7)

i=1 j=1
J*)

Sol=1 i=12,...,m, (8)
j=1
JXD .
' 1(5{,~5{,)=0 i,i,€Hg, §=1,2,...,5% (9)
j=
B[A(8)]~*P -+ S(8) > 0, (10)
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c{: = az i-edik elem j-ik tipusdnak a sidlya, koltsége, vagy a kettdnek az ardnya,
m = a G madtrix oszlopainak szdma,

j*(i) = az i-ik elem tipusainak szdma, ill. E; halmaz elemeinek szdma,

Hg = az elBirt azonosnak vilasztandé elemek indexhalmaza,

S* = a Hg halmazok szdma.

A (8) feltétel azt fejezi ki, hogy minden szerkezeti elem helyén egyidejé-
leg csak egy elemtipus szerepelhet.

A (9) feltétel pedig azt jelenti, hogy a Hg halmazhoz tartozé helyeken
csak egyforma elemtipus szerepelhet.

Minden E; halmazba bevesziink 2 fiktiv elemet: egy nagyon ,,gyenge”
és egy nagyon ,,erds” elemtipust. Ha az elsé tipus bekeriil a megoldisba, az
azt jelenti, hogy az i-edik helyen ninecs sziikség elemre. A maésikra azért van
szitkség, hogy mindig létezzen legalabb egy lehetséges megoldasa.

A fiktiv elemekhez tartozé ¢/ értéket a »legersebb” valés elem c/ értéke
alapjan becsléssel kell felvenni (pl.: a legdragéabb elemnek a szézszorosa). Ha a
nagyon ,,erds” elemtipus keriil be az optimalis megoldasba, akkor az azt je-
lenti, hogy a megfelel§ elemtipusokat ki kell béviteni.

A 2. pontban koriilirt feladatot ezzel sikeriilt visszavezetni ,,0—1"" egész-
értékii programozasi feladatra, amelynek a megoldasara az irodalombél ismert
mdédszerek vannak [4, 5]. Esetiinkben a leszamlalasi médszerek (implicit enu-
meration method) latszanak hatékonyaknak, mivel felépitésiik fiiggetlen attdl,
hogy a feltételek linedrisak vagy nemlinearisak-e, és véges szami 1épéshen
szolgiljak az optimilis megoldast. A leszdmlalasi médszer hasznilata soran
minden lépésben vizsgalnunk kell a feltételek teljesiilését a megfelels & vek-
torra nézve. Ehhez dllandéan invertalni kellene egy nagyméreti A matrixot.
A kévetkezd fejezetben bemutatunk egy olyan eljarist az Y métrix elemeinek
szamitasira, melyben elkeriiljiik ezt a szdmitasigényes miiveletet, és a szé-
mitashoz elegend§ az elemtipusok hajlékonysigi és merevségi matrixainak
ismerete.

4. A feladat megoldasat szolgilé eljaras
4.1 Y mdtrix szdmitdsa bdziscsere esetén, linedris feltételek mellett
Allitsuk el8 az A(b) matrix inverzét, négy blokkra valé particionalasa
segitségével [1]:

0 GTI—I _ [ —(G'FG)"*  (G'F'G)'G"F~! ]

-1 .
A _[GF ~ |[F'G(G"F'G)~! F-!— F'G(G"F'G)~'G'F~

Tekintsiik a mind a négy blokkban szereplé M = (G'F~1G)~1 maitrixot. Tet-
szbleges baziscsere esetén valtozik az F matrix, ezért M métrix létrehozasahoz
minden egyes baziscsere esetén nagyméretii matrix invertalasa sziikséges. Ha
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212 GROSZ MIKLOS

sikeriil a M matrixot olyan formaban el§illitani, amely F inverzét nem tartal-
mazza, akkor a szamitisnak ezt a dontd nehézségét elharitottuk.

2. tétel: Ha a G matrix rangja egyenl8 az oszlopai szdmaéival és F nem
szingularis matrix, akker

(G'F~'G)™1 = G*F(G*)"*,
ahol G+ = (G'G)~'G” — a G matrix altalanositott inverze.
Bizonyitds. Mivel F nemszinguliris, o(G'F-1) = o(GT) = o(G) = m.**

Tehat felhasznalhatjuk a kovetkezd tételt [2]:
Ha A nxXm és B m Xk matrixok, és

o(A) = o(B) = m, akkor
(AB)+ = B+A+,

Eszerint, ha A = G'F~1 és B = G, akkor teljesiil
(G'F~1G)~1 = G+(G'F1)+. (11)

Most hasznaljuk fel a kiovetkezd tételt [2]:
(AB)+ = B+A+ akkor és csakis akkor, ha

A+ABB'A” = BB"AT ¢s (12)
BB+A’AB = A”AB. (13)
A mi esetiinkben legyen A = G’ és B = F—1. Ellendrizziik a (12) feltétel tel-
jesiilését:
(GNH+G'F-Y(F G = F{(F)'G. (14)
Mivel G oszlopai linearisan fiiggetlenek, ezért [2]
G+ = (G'G) G’ ¢ (G*)" = [(G'G)~'G"]" = G[(G"G) 1] =
— G[(G'G)"]! = G(G” - G)~L. (15)
Behelyettesitve (15)-t (14)-be, kapjuk:

G(G'G)! - G'F-{(F-)'G = F-(F1)'G.

* A {-jel dltaldnositott Moore— Penrose-inverzet jelent.
** p-val a métrix rangjat jeloljiik.
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Ha megszorozzuk balrdl ezt az egyenletet G’ matrixszal:
G'G(G'G) ! - G'F-YF-1)'G = G'F-4F-1'G,
majd egyszeriisitiink,
G'FYF-1)'G = G"(F-) (F)'G
trividlis egyenletet kapunk.
Ezzel bebizonyitottuk a (12) feltétel teljesiilését.
A (13) feltétel trivialisan teljesiil, mivel
(F-1) (F-)+ = E.
Ezek utén a (11) egyenlet a kivetkezd alakban frhaté fel:
M = G+F(G")+.

Figyelembe véve, hogy (G')* = (G+)”, a tételt bebizonyitottuk.

A 2. tétel alapjan az A(b) matrix inverze tetszfleges baziscsere esetén
kiszamithaté, egyetlen (G'G) matrix inverz szimitdsa segitségével, mivel a
F~1 merevségi matrix képletekbgl szamithaté és G+ konstans matrix.

N —~G+F(G*)"  G+FGG+F-!
" | FFIGG+F(G+)" F-! — F'GG+FGG+F1|’

mivel

(G+)T . GT — [(GT . G)—l . GT]T . GT — G(GT R G)_l . GT — GG+.

Tovabbi célunk olyan algoritmus eldallitasa, amely az Y matrix elemeit f6lds-
leges hipermatrix szorzasok kikeriilésével, a lehetd legtakarékosabban allitja
elg. _

A maitrixnak megfelelden particionaljuk a P és B matrixokat:

B = [B1B?] P= [g:] )

ahol B! rxXm, B2rxXn és P mxk, P2 n Xk méreti matrixok.
P2 matrix a kinematikai terheket reprezentalja. A tovabbi targyalasunk-
ban az egyszeriliség kedvéért ezeket figyelmen kivil hagyjuk, vagyis P2 = 0.
Az Y mitrixot blokkokra bontott forméaban igy irhatjuk fel:

Y = —B!G+F(G")*P! + B*F-'GG+F(G")*P* + §S.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
B!G+ = C! (Gr)*Pl = C?, GG+ = C3,
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F egy hiperdiagonalis métrix, ezért az inverze is hiperdiagonilis. Particionaljuk
a C1,C? C?, B? és S matrixokat az F; blokkoknak megfelelden. Az Y matrix egy
tetszGleges (I, t) eleme ebben az esetben igy irhaté fel:

Y”_ by 2( C[, F,JCi + 2 2 Bl rFi,_/ C,s;,k : Fk,mcfn,t) + Sl,t'

xEJ j€J keJ mej

Mivel F;; = Fﬁl =0, ha i =< j, ezért

Y, =3 —CFCh+ > 3B F;'- CF,;-Ci,+ S, (16)
icJ icJ jeJ

Kitiizétt probléméank megoldéasara a (16) képlet jobb oldalat kellene sorozato-
san kiszdmitani. A szimitas ésszerd lebonyolitdsa érdekében vizsgaljuk meg,
hogy az Y matrix egy tetszbleges (I, t) eleme a baziscsere sordn hogyan valtozik.

Tegyiik fel, hogy néhany hipervektor helyén baziscserét hajtunk végre.
A cserehelyek indexei J* halmazt alkotnak. Legyen J' = J/J*, vagyis azon
hipervektorok indexhalmaza, ahol nem torténik baziscsere. A

-~

Y, =Y, —Y )+ Y,

trivialis b8vitéssel végezve és a (10) alapjidn az Y, , értékét behelyettesitve
kapjuk:
= — JClFi—F)Ch+ 3 > (BFi'Cy - F, - € —
ieJ ieJ J€J (17)
- B?,iF Ca,] i J t) + sl t Sz t+ Yz t-

Alakitsuk at az elsd Osszeget:

ZCII,i(l;ii — Fy)Ch = > Czl, z'('?ii —Fi)CY +

ic] icJ* . (18)
+ S Ci(F; — Fy)Cli = 3 Cl(F; — F,)CE,.
e icJ*

Most alakitsuk at a (17) méasodik sszegét:

22=22+23=-33+33+33+33.

i€j jeJ JjieJ* jeJ ic] jel ieJ* jeJo ieJ* je J* il jeJ icJ jeJ*
A J' halmaz értelmezése szerint

> 2=
icJ jeJ'

A (17) ezek utdn a kovetkezdképpen irhaté fel:
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Y, =— 3 ClFu—F)Ch+ 3 3 BL(Fi' — F)CLF,Chi +

ieJ* ieJ* f€J
-+ 2 2 Blz,iFi;lc?,j(Fjj— Fjj)c?,t + (19)
ieJ jeJ*
+>2> Btz,z(Fﬁlc?,jﬁj,j —Fi'CHF,)Cli+ S, — S+ Yy,
ieJ* jeJ*

Lathaté hogy Y matrix tetszdleges cleme szamithaté invertalas nélkiil.

4.2 Nemlindris feltételek esete

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a korlatozé feltételek egy nem-
linearis vektor-fiiggvény és linearis egyenlet rendszer alakjaban adhaték meg:

AB)X L P =0
D(X) < S(9) ]

Ennek az algoritmusnak részletes kifejtésérél eltekintiink, helyette kozoljik
az eljaras lényeges pontjait.

A 2. tétel alapjan és figyelembe véve, hogy P2 = 0, és A matrix nem-
szingularis, felirhatjuk, hogy

X = A-1(8)P; B((:] = [;_?éé(fng f;fpl] '

Ha a G+, GG+ és (G +)"P! matrixokat az F matrix blokkjainak megfelelen
particionéljuk, akkor az X matrix blokkjai igy irhaték:

X = 3G FiChil=1,2..,mt=12,...,k),
1€J

sf—ZF;IG X, =— SFJ'C%Fi-Ci (s=1,2,...,n),
icJ

ahol C! = (G+)"P!, C2 = GG+.
E formakbdl kiindulva (19) altalanositasa képpen az X matrix tetszSleges
blokkjainak a baziscsere utani formajat a kovetkezGképpen adhatjuk meg:

)211,1 =2 foi(?ii — Fu)Cl + Xits

icJ*
X% = — 3 F5'C4(Fy — Fi)Cl + X%, ha S¢J*.
icj*
i(?-‘ =—2 (?S_slc§i?ii i — FosCyF)Ch + X3,
icJ*

ha S€J*.
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216 GROSZ MIKLOS

Tehat nemlinearis esetben a feladat linearis modelljében levs (10) feltétel
helyett a kovetkezot kell szerepeltetni:

S(8) — D(—[A(8)]'P) > 0. (20)
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Automated Designing with Integer Programming. In this paper the author presents a
possible model for the general solution of automated designing. The design problem is defined
as follows: a design of a structure with given geometry and composed from a given stock of
elements is looked for, where for the elements the equilibrium, compatibility and limiting con-
ditions are fulfilled and where the structure is optimum from some point of view (weight, cost,
or their ratio). For the problem thus defined the mathematical model for linear limiting con-
ditions is established and then it is extended to the case of non-linearity. In both cases the pro-
blems are reduced to that of a ,,0—1" integer programming task to which the enumeration
method can be applied. For this method the inversion of a large matrix would be necessary.
A solution method is shown for avoiding this.

Automatisiertes Projektieren mittels integer Programmierung. In der vorliegenden
Arbeit wird ein mégliches Modell fiir die Automatisierung des statischen Projektierens in all-
gemeiner Form definiert. Die Projektierungsaufgabe wird so interpretiert, dall ein, aus dem
gegebenen Vorrat an Elementen herstellbares Projekt mit gegebener Geometrie gesucht wird,
bei welchem fiir die Elemente die Gleichgewichts-, Kompatibilitits- und einschrinkenden
Bedingungen erfiillt sind und wo ferner unter irgendeinem Gesichtspunkt (Gewicht, Kosten
oder deren Verhiiltnis) die Konstruktion optimal ist. Fiir das so definierte Problem wird das
mathematische Modell fiir lineare einschrinkende Bedingungen aufgeschrieben und dann auch
auf nichtlineare Fille ausgedehnt. In beiden Fillen werden die Probleme auf eine »0—1« ganz-
zahlige Programmierungsaufgabe zuriickgefiihrt, fiir deren Losung die Abzihlmethode wirk-
sam angewendet werden kann. Bei der Verwendung der Abzihlmethode wire bei jedem Schritt
die Inversion einer groflen Matrix notwendig. Es sind auch Losungsverfahren vorgefiihrt, wo
dies vermieden wird.
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