
VÉKONYFALÚ, NYITOTT KERESZTMETSZETŰ 
RÚDSZERKEZETEK GÉPI SZÁMÍTÁSA 

K U R U T Z N É KOVÁCS M Á R T A * 

[Beérkezett: 1976. március 30-án] 

A térbeli rúdszerkezet mátrix egyenletei formailag nem változnak, ha a vékony-
falú, nyitott s ze lvényű rudakat a Vlaszov-elmélet szerinti gátolt csavarással vesszük 
számításba. A számítási eljárást számpéldákkal is szemléltetjük. 

Bevezetés 

A könnyűszerkezetes építési mód és á l t a lában a rendszer-szerű (system 
building) építés t é rhódí tása során előtérbe kerül a vékonyfalú, ny i to t t kereszt-
metszetű rűdszerkezetek elmélete. Célszerűnek lá tszot t , a modern számítás-
technika lehetőségeit kihasználva, VLASZOV elmélete [ 1 ] a lap ján egy olyan 
algori tmusrendszert kidolgozni, amellyel kiegészítve a rűdszerkezetek meglevő 
gépi számítási rendszeré t , rűdszerkezetek komplex vizsgálatát végezhet jük el. 

Rűdszerkezetek általános elemzésével foglalkozó művekben [2] általá-
ban t öm ör , sz immetr ikus keresztmetszetű, szabad öblösödésű rudakból álló 
szerkezetek gépi számí tás ra alkalmas algori tmusrendszerét t a lá l juk . A [2]-ben 
leírt számítási módszereket használ tuk fel, illetve t e r jesz te t tük ki vékonyfa lú , 
ny i to t t keresz tmetsze tű rúdelemekből álló szerkezetek esetére. 

Je len dolgozatban e munka eredményeiről számolunk be, számszerű 
összehasonlítást a d v a a gátolt, i l letve gátolat lan csavarású rűdszerkezetek el-
mozdulásai , illetve igénybevételei közöt t . 

1. A rúdszerkezet alapegyenlete 

A rúdszerkezete t ([2] jelöléseit felhasználva) az elmozdulásmódszer 
szerint az 

u = K - 1 q 

egyenlet a lapján s z á m í t j u k , amelyben 

u a szerkezet csomópontjainak e lmozduláskomponensei t tartalmazza; 
К az egész szerkezet merevségi mátr ixa , 
q a szerkezet csomópontjain működő terhek vektora. 

* Kurutzné Dr. K o v á c s Márta, 1118 Budapest , Serleg u. 8. 
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2. ábra 

A csomópontok u elmozdulásainak ismeretében a rudakban ébredő s 
igénybevételek meghatározhatók. 

A szerkezet К merevéségi mátrixát az egyes rúdelemek Кjk elemi merev-
ségi mátrixaiból állítjuk össze. A tömör keresztmetszetű rúdelem elemi merev-
ségi mátrixa a súlypontra vonatkozó keresztmetszeti jellemzőket tartalmazza, 
í g y az 1. ábrán feltüntetett jk rúdelem elemi merevségi mátrixát a 2. ábra 
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mutatja. A vékonyfalú, nyitott keresztmetszetű rúdelemek elemi merevségi 
mátrixának levezetése során figyelembe kell vennünk azt a tényt, hogy a ke-
resztmetszet más elmozdulásokat végez, ha a terhelés síkja a súlyponton, és 
mást, ha a nyírási középponton halad át. Az egységes kezelhetőség érdekében 
tehát célszerű, ha a vékonyfalú, nyitott szelvényű rúdelem merevségi mátrixát 
is a súlypontra redukált formában adjuk meg. 

2. A vékonyfalú, nyitott keresztmetszetű rúdelem elemi merevségi 
mátrixa 

A 3. ábrán egy vékonyfalú, nyi tot t keresztmetszetű rúdelemet láthatunk, 
ahol az S súlyponti r), f koordinátarendszerben az F nyírási középpont 
helyét az r]p és ÇF koordináták rögzítik. A súlyponton átmenő síkban történő 

3. ábra 

terhelés esetén a rúd keresztmetszete a nyírási középpont körül elfordul, ami-
nek következtében a súlypont az í?f és t F koordinátákkal arányos eltolódáso-
kat szenvedi a keresztmetszeti síkban. Ezenkívül a súlypont el is fordul a f 
tengely körül, de ez az elfordulás a nyírási középpont körüli elfordulással 
egyenlő nagyságú. 

Az összefüggést tehát a súlypont és a nyírási középpont elmozdulásai 
között az 

u s = D u F 

kifejezés adja meg, amelyben a transzformációt a 

D„ 
e 

1 -VF 
1 
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mátr ix biztosí t ja és 

4 s 
vn,s 
v4,s 
9s,s 
9ч, s 
•94, s J 

továbbá u F = V(,F 
VU,F 
v4, F 

9i,F 
9ч, F 

-94, F J 

az S súlypont, illetve az F nyírási középpont elmozdulásait t a r ta lmazó vekto-
rok. 

Ezek alapján tehát a vékonyfalú, nyi tot t keresztmetszetű rúdelem 
elemi merevségi mátr ixát a tömör keresztmetszetű rúdelemnek megfelelő K;Ar 

elemi merevségi mátrix alábbi t ranszformációja ú t j án nye r jük : 

K% = D*AK ; 7 íD, 

ahol D a fent i D 0 mátrixokból alkotott hiperdiagonálmátrix: 

D = 

és A az alábbi diagonálmátrix: 

A = <1 1 1 a 1 

D0 0 
0 Df 

1 

(А Кljk mátr ixot a 4. ábra szemlélteti.) Az A mátr ixban szereplő a tényező а 
rúdelem megtámasztási viszonyaitól, tehát a csavarás gátoltságától függő 
állandó, amelynek meghatározásával a következő pontban foglalkozunk. 

3. A rúdelem megtámasztási viszonyainak hatása a csavarásra 

A rúdelem két végén levő megtámasztás határozza meg, hogy a rúdelem 
csavarása gátolt vagy szabadon létrejöhető. Sőt, mivel az összetett és főleg 
térbeli szerkezeteknél az egyes csomópontokban a befogási viszonyok nem is 
jellemezhetők mindig egyértelműen, a gyakorlatban leggyakrabban az ún. 
részlegesen gátolt csavarás jelensége lép fel. Bonyolít ja még a vizsgálatot az is, 
hogy több rúd csatlakozási pon t j a környezetében a geometriai viszonyok sem 
írhatók le egyértelműen. Ugyanis a súlypontokat tar ta lmazó szilárdsági ten-
gelyek metszéspont já t tekintve csomópontnak, a nyírási középpontokat fel-
fűző tengelyek többnyire kitérő egyeneseket alkotnak. Mindezek alapján a 
valóságban csak ri tka esetben lép fel tökéletesen gátolt vagy szabad csavarás, 
legtöbbször a ke t tő kombinációjáról van szó. Az erre vonatkozó vizsgálat 
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4. ábra 

meglehetősen bonyolult, így egyelőre az alábbiakban a megtámasztás i perem-
feltételek legegyszerűbb eseteit fogjuk részletezni, de nem zá r juk ki az ál ta lá-
nosí tás lehetőségét. 

A keresztmetszet s a j á t s ík jában tö r t énő elfordulásának 0 = 0( f ) függ-
vényé t az öblösödés 

E J e 0 I V - G J £ 0 ' - - ^ - = O 
df 

differenciálegyenletének megoldásaként k a p j u k . Mivel — feltételezésünk sze-
r in t — a rúdelem csak a ha táro ló csomópont ja in terhelt , így az M f csavaró-
nyomaték a rúd mentén konstans , a differenciálegyenlet homogénné vá l ik : 

EJJ™ - GJSR = 0 . 
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I t t JÈ a sú lypontra vonatkozó csavarási inerc ianyomaték, JM pedig a nyí rás i 
középpontra vonatkozó szektoriális inercianyomaték. ÍJ és G a rugalmassági 
modulusok. 

A differenciálegyenlet á l ta lános megoldása: 

& = cx + c2f -f- c3 sinh — £ + c4 cosh — £ , 
/ l 

ahol 
RGT( k = l 

és l = ljk a rúdelem hossza. Az 

M £ = — + GJ £ # ' = ^ L 

EJA 

l2 
= — c » Z — konstans 

l
 2 

csavarónyomaték a rúdelem megtámasztás i viszonyaitól függő c2 á l landó 
függvénye. H a figyelembe vesszük, hogy a tömör keresztmetszetű rúdelem 
merevségi má t r ixában a csavarás ra jellemző tag GJ^/l vo l t , lá tható, hogy a 
vékonyfalú, n y i t o t t keresztmetszetű rúdelem gátolt c savarásá t az 

« = c2l 

tényező jellemzi. Most vizsgál juk meg, milyen értéket vesz fel « a legegyszerűbb 
megtámasztás i viszonyok ese tén : 

a) Mindkét végén a t e l j e s keresztmetszet mentén mereven befogot t 
rúdelem esetében a 

| = 0 és £ = l helyen 

# = 0, azaz a keresztmetszet sa já t s ík jában nem fo rdu lha t el, és = 0, 
azaz a teljes befogás miat t n e m is öblösödhetik. 

Ennek a lap ján az 

к sinh к ос = c2l = — 
2 — 2 cosh к -j- к sinh к 

ér ték a mindké t végén befogot t rúdelem tökéletesen gátol t csavarásának felel 
meg. 

b) Mindkét végén csupán a keresztmetszet kontúr ja men tén mereven be-
fogot t rúdelem esetében a 

| = 0 és I = L helyen § = 0 és EJA&" = 0 

azaz — mivel szabadon öblösödhet ik a keresztmetszet — az öblösödési nyo-
maték zérus. Ebből &" = 0. 
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Ennek alapján 
1 ' - 1 

c2 = — es így « = 1 , 

amely nyilvánvaló, hiszen a rúd szabad öblösödése biztosítva van. 
c) Egyik végén teljesen, másik végén csupán a kontúrja mentén mereven 

befogott rúdelem esetében 

a I = 0 helyen 0 = 0 és W = 0 , 

a 1 = 1 helyen 0 = 0 és Г = 0 . 

Ezek figyelembevételével: 
к cosh к 

а == - . 
kcoshfe — sinh к 

A legegyszerűbb peremkényszerek esetén tehát а fenti értékeit vesszük 
figyelembe a vékonyfalú, nyitott keresztmetszetű rúdelem merevségi mátrixá-
nak felírásakor. A teljes szerkezet merevségi mátrixát pedig az ilymódon elő-
állított elemi merevségi mátrixokból építjük össze. 

4. Példák 

A fenti módszer alapján program készült, amely tetszőleges geometriájú, 
tömör és vékonfalú keresztmetszetű rudak kombinációjából álló, síkbeli vagy 
térbeli rúdszerkezet gépi számítására használható. E programmal futtattuk az 
alábbi számpéldákat is. 

a) A levezetett eredmények ellenőrzéseképpen az 5. ábrán látható konzolt vizsgáltuk. 
A keresztmetszet adatai az alábbiak: 

F = 56 cm2 

Jc ' 61,6 cm4 

J = 3592 cm4 

J c = 563 cm4 

Ja = 32 650 cm6 

rjp = —7,3 c m 
ÍF = 0 . 

A rugalmassági modulusok: E = 2100 Mp/cm2 és G = 0,4 E. Ha a konzol végén ható 1 Mp 
nagyságú С irányú teher a súlyponton átmenő függőleges síkban működik, akkor a konzolvégi 
keresztmetszet súlypontja az alábbi elmozdulásokat végzi: 

r x = 0 , <px = # = —0,131 , 
Vy = 0 , rpy—— 0,666 , 
vz = 0,451 m, <рг = 0 . 

Ebből látható, hogy a súlypontján átmenő síkban, de nem szimmetriasíkjában terhelt rúd el is 
csavarodik. A súlypont (x, z) síkra merőleges eltolódása csak azért nem következik be, mert a 
keresztmetszet a terhelés síkjára merőlegesen szimmetrikus. Most tegyük át a terhelést a nyí-
rási középponton átmenő síkba. Ezt úgy vesszük f igyelembe, hogy egy W erőpár segítségével 
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P - 1 M p 

Ют 

20 cm 

5. ábra 

a nyírási középponton ható terhet a súlypontra redukáljuk. Ennek az erőpárnak a nagysága 
az 5. ábra szerint: 

W = P(0,0408 + 0,0322) = 0,073 mMp. 

A nyírási középponton átmenő síkban történő terhelés hatására a végkeresztmetszet súlypont-
jának elmozdulásai: 

vx — 0 , <px — & = 0 , 
Vy — 0 , (fy = —0,666 , 
vz = 0,442 m , <pz = 0 . 

Ebből látható, h o g y a nyírási középponton terhelt rúd elcsavarodást nem szenved, és ezért a 
súlypont z irányú (függőleges) eltolódása is csökkent. A csökkenés mértéke az elcsavarodás 
megszűnéséből adódot t : 

0,451 — 0,442 = 0,131 • 0,073 . 

b) Tekintsük a 6. ábrán látható tartót, amelynek keresztmetszeti jellemzői az alábbiak: 

F = 30,72 cm 2  

Je = 6,17 cm 4 

J „ = 976,8 cm4 

j / = 383,8 cm 4 

J B - 4829,0 cm6 

T)p = 4,25 c m 
k F = 2,48 c m . 

A rugalmassági modulusok: E = 2100 Mp/cm2; és G — 0,4 E. A tartó közepén 10 Mp nagy-
ságú függőleges teher működik a súlyponton átmenő függőleges síkban. Az erő alatti kereszt-
metszet súlypontjának elmozdulásai: 

vx = 0, (px = 0 = 1,005, 
<Py = 0, 

v'z = —0,037 m, <pz = 0 . 
Vy = 0,125 m, 

Látható, hogy a keresztmetszet nemcsak elcsavarodik, hanem súlypontja még ki is tér az (x, y) 
síkból. Most működtessük a terhet a nyírási középponton átmenő függőleges síkban, ekkor a 
súlypont elmozdulásai: 

vx = 0, <px = = 0, 
Vy = 0,076, <py - 0, 
vz=— 0,0372, <pz= 0 . 
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Tehát a nyírási középponton terhelt tartó keresztmetszetei nem csavarodnak el, de súlypontjuk 
(X, y ) síkból való kitérése megmarad, mivel a keresztmetszetnek nincs szimmetriatengelye és a 
terhelés síkja egyik főiránnyal sem esett egybe. Az eltolódáskülönbségek pedig az elcsavarodás 
megszűnéséből adódnak. 

Most a tartó jobb végi befogása helyett villás megtámasztást alkalmazunk, azaz a ke-
resztmetszetnek csak a kontúrját fogjuk be mereven. Ekkor a súlyponton átmenő függőleges 
teher hatására a rúd szabadon öblösödhetik és ekkor a középső keresztmetszet súlyponti elmoz-
dulásai: 

vx = 0, <px *= & = 1,214, 
Vy = 0,136, (fy — 0, 
v2 = —0,037, <рг= 0 . 

Ha a terhelés a nyírási középponton átmenő függőleges síkban működik, akkor az elmozdulások 
a két végén mereven befogott tartóéval azonosnak adódnak. 

c) Utolsó példaként tekintsük a 7. ábrán levő két végén befogott keretet, amelynek 
keresztmetszete megegyezik az 5. ábrán szereplő keresztmetszettel. A tartó terhelése a víz-
szintes rúd közepén, a keresztmetszet súlypontján átmenő függőleges síkban ható 10 Mp nagy-
ságú erő. A vízszintes rúd középső csomópontjának súlyponti elmozdulásai az alábbiak: 

vx = 0, ipx=&= 0,231, 
Vy = 0,082, <py = 0, 
vz = —0,09, <p2= 0 . 

Miután a szerkezet kitér a síkjából, az egyes rúdvégi igénybevételek is eszerint alakulnak: 

1 5 Műszaki Tudomány 53, 1977 



2 2 6 KURUTZNÉ KOVÁCS MÁRTA 

1 — 2 gerenda 1 — 4 oszlop 
N e —1,811 — 5 , 0 0 0 
X_ 5,000 — 1 , 8 1 1 
т; О О 

Me = JVf« 0 0 ,128 
M „ - 0 , 1 2 8 0 
Mé — 1 2 , 7 4 0 3 ,606 

Mindebből megál lapítható , h o g y a síkbeli szerkezet síkjából kitér és ennek megfelelően 
e g y e s szerkezeti e lemeiben csavaróigénybevéte l és a szerkezet s íkjától eltérő s íkban hajlító-
igénybevéte l is fellép. 

3 

Összefoglalásképpen megállapítható, hogy a vékonyfalú szelvények szá-
mítására is kiterjesztett módszer felhasználásával f igyelembe vehetjük azokat 
az elmozdulásokat és igénybevételeket is, amelyek elhanyagolása bizonyos 
feladatoknál nem engedhető meg. 
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