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Bevezetés 

A p á r h u z a m o s e l t o l á s , v a g y a v e l e i g e n s z o r o s k a p c s o l a t b a n l e v ő k o v a r i á n s 
v a g y a b s z o l ú t d e r i v á l á s v i z s g á l a t a a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a e g y i k f o n t o s r é s z é t k é p e z i . 1 

A n n a k e l l e n é r e a z o n b a n , h o g y a v e k t o r o k d e r i v á l á s a a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i v i z s -
g á l a t o k e g y j e l e n t ő s r é s z é t t e s z i k i , a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s a e g é s z e n a l e g -
u t ó b b i i d ő k i g a l i g v o l t k ö z v e t l e n v i z s g á l a t t á r g y a . E n n e k o k a v a l ó s z í n ű l e g a z , h o g y 
a t e n z o r o k n a k e g y k o n t r a - , i l l e t v e h o z z á a d j u n g á l t k o v a r i á n s v e k t o r n é l s z e r i n t i 
f e l b o n t á s á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l , t e h á t k ö z v e t e t t ú t o n , a v e k t o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s a 
k ö n n y e n k i t e r j e s z t h e t ő a t e n z o r o k r a i s 2 . 

E z e n a z ú t o n a z o n b a n r é s z b e n n e m a d ó d i k a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s á n a k 
b i z o n y o s t e r m é s z e t e s k ö v e t e l m é n y e k e t k i e l é g í t ő l e g á l t a l á n o s a b b m ó d j a , r é s z b e n 
e l h a l v á n y u l a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s á n a k g e o m e t r i a i h á t t e r e . A j e l e n m u n k a 
b i z o n y o s v a l e n c i á j ú t e n z o r o k á l t a l k é p e z e t t v e k t o r t e r e k n e k k ö z v e t l e n a f f i n e g y m á s h o z -
r e n d e l é s e ú t j á n , a v e k t o r o k k ö z b e i k t a t á s a n é l k ü l v i z s g á l j a a t e n z o r o k a b s z o l ú t 
d e r i v á l á s á t . E z a z ú t a t e n z o r o k n a k a f e n t e m l í t e t t n é l á l t a l á n o s a b b d e r i v á l t j á h o z 
v e z e t . E r r e a z a b s z o l ú t d e r i v á l t r a p e d i g e g y a f f i n ö s s z e f ü g g ő g e o m e t r i a é p í t h e t ő , 
m e l y a k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e f ü g g é s t s p e c i á l e s e t k é n t t a r t a l m a z z a , é s m e l y b e n á l l a n -
d ó a n e l ő t é r b e n m a r a d a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s á n a k g e o m e t r i a i o l d a l a . 

A t e k i n t e t b e v e t t t e n z o r o k h a l m a z a i t t a p á r o s r e n d ű t e n z o r o k é s i n v a r i á n s o k 
h a l m a z a l e s z . A t o v á b b i a k b ó l v i l á g o s a n k i t ű n i k a z o n b a n , h o g y a p á r o s r e n d ű t e n -
z o r o k h a l m a z a m i n d e n n e h é z s é g n é l k ü l p ó t o l h a t ó a z n-k r e n d ű t e n z o r o k h a l m a z á v a l , 
a h o l к t e t s z ő l e g e s r ö g z í t e t t t e r m é s z e t e s s z á m ( k ^ 3 ) , n p e d i g v é g i g f u t a t e r m é s z e t e s 
s z á m o k o n . A z á l t a l á n o s e s e t b e n a z ö s s z e f ü g g é s e k f e l í r á s a é s a z e r e d m é n y e k m e g -
f o g a l m a z á s a n y i l v á n b o n y o l u l t a b b . í g y m e g e l é g s z ü n k e n n e k a t é n y n e k i t t e n v a l ó 
m e g e m l í t é s é v e l , é s e r e d m é n y e i n k b e n e z t n e m f o g j u k k i f e j e z é s r e j u t t a t n i . 

A t e n z o r o k k ö z ö t t a k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e f ü g g ő t é r ( a z L „ ) á l t a l i n d u k á l t n á l 
á l t a l á n o s a b b k o n n e x i ó l é t e s í t é s é n e k a g o n d o l a t a — h a n e m i s a z i t t v á z o l t f e l f o g á s -
b a n — e l ő s z ö r S . H o K A R i - n á l [13] ( 1 9 3 4 ) t a l á l h a t ó m e g . A h á b o r ú u t á n E . BOMPIANI 
[2] ( 1 9 4 6 ) v i z s g á l t a a k é r d é s t , m a j d A . C o s s u [ 5 — 7 ] f o g l a l k o z o t t t ö b b m u n k á j á b a n 
a p r o b l é m a k ö r r e l . 1 9 6 0 - b a n a s z e r z ő n e k j e l e n t m e g i l y e n i r á n y ú v i z s g á l a t o k a t t a r -
t a l m a z ó m u n k á j a [18] , m a j d M . KUCHARSEWSKI [14] f o g l a l t a ö s s z e a p r o b l é m a k ö r 
a d d i g i e r e d m é n y e i t . U g y a n a k k o r S . GOLAB [12] a z e m l í t e t t á l t a l á n o s a b b a f f i n ö s s z e -

1 Az ezeken a fogalmakon nyugvó különböző affinösszefüggő geometriák megalapozásával 
több magyar matematikus is foglalkozott. így VARGA OTTÓ [21] a vonalelemterek affinösszefüggését 
alapozta meg. FARKAS MIKLÓS [11] a WEYL [22] által bevezetett affinösszefüggő pontterek fogalmá-
nak egy koordinátamentes felépítését adta, míg Soós G Y U L A [17] a vonalelemterek lineáris össze-
függését a fibrált terek fogalmán keresztül globális eszközökkel vezette be. 

2 Lásd A. DUSCHEK—W. MAYER [8] I . fejezetet és II. fejezet 2. §. 
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függő tér összefüggési objektumának algebrai komitánsait vizsgálta meg, ami szin-
tén ehhez a tárgykörhöz sorolható. S. BocHNER-nél [3] (1951) is felmerül az alap-
probléma kissé általánosabb formában, amennyiben ő a tenzorokat az általánosabb, 
de kevésbé használatos tenzoroidokkal pótolja.3 

VARGA Оттопак, PAUL GÜNTHERnek és Soós GYULÁnak értékes megjegyzéseiért 
e helyen is köszönetemet fejezem ki. 

1 . A l a p t e r ü n k e g y t e t s z ő l e g e s p o n t j á b a n a k o n t r a v a r i á n s v e k t o r o k ö s s z e s s é g e 
e g y n d i m e n z i ó s E„ v e k t o r t e r e t a l k o t , m e l y e t a z a l a p t é r é r i n t ő t e r é n e k n e v e z ü n k . 
A k o v a r i á n s v e k t o r o k e h h e z d u á l i s é r i n t ő t e r é t £ * - a l j e l ö l j ü k . B á r e z a k é t t é r , m i n t 

k é t n d i m e n z i ó s v e k t o r t é r i z o m o r f , é s í g y t i s z t á n a l g e b r a i s z e m p o n t b ó l a z o n o s , 

m é g i s , h a a z a l a p t é r n e m m e t r i k u s , ú g y n i n c s s e m m i i n d o k a k ö z ö t t ü k l e h e t s é g e s 

v é g t e l e n s o k i z o m o r f l e k é p e z é s k ö z ü l b á r m e l y i k n e k a k i v á l a s z t á s á r a . H a a z o n b a n 

a z a l a p t e r ü n k p l . e g y Riemann t é r , a k k o r a m e t r i k a a z En é s E* k ö z ö t t e g y j ó l m e g -

h a t á r o z o t t i z o m o r f i á t t ü n t e t k i . ( M i a z E„ é s E*-ot m i n t l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z ő k e t 
f o g j u k f e l . ) 

A z E„ é r i n t ő t é r n e k a z a l a p t é r r e l v a l ó k a p c s o l a t a a b b a n n y i l v á n u l m e g , h o g y h a 
a z a l a p t é r b e n e g y x' =x'(x) k o o r d i n á t a t r a n s z f o r m á c i ó t h a j t u n k v é g r e , a k k o r a z 
(xQ) k o o r d i n á t á j ú P 0 p o n t é r i n t ő t e r é b e n a z e ; — b á z i s t r a n s z f o r m á c i ó t k e l l v é g r e -

_ dxJ 
h a j t a n u n k , a h o l e ; — T f e s , a z a z e , = 5 f e s ; A $ j = S j é s A'k = ~ -~ k (x 0 ) . 

A z E„, i l l . Ej, t e r e k n e k ö n m a g u k k a l v a g y e g y m á s s a l a l k o t o t t t e n z o r i s z o r z a t a i 
k é p e z i k a s z o r z a t t e r e k e t . P l . h a a z En b á z i s v e k t o r a i a z сг — к ( / = 1 , 2 , . . . , n), ú g y a z 

ö n m a g á v a l a l k o t o t t n2 d i m e n z i ó s £ [ , 2 ) s z o r z a t t é r d e f i n í c i ó s z e r i n t a z е г ® е ; p á r o k 
á l t a l v a n f e l f e s z í t v e , é s a b b a n k ü l ö n b ö z i k e g y n2 d i m e n z i ó s v e k t o r t é r t ő l , h o g y i t t 
n i n c s e n e k a z ö s s z e s i , - ® ^ - = ® e s ) ( Й " 1 V O ) b á z i s t r a n s z f o r m á c i ó k m e g -
e n g e d v e , h a n e m c s a k a z o k , a h o l A " A ' A j f o r m á j ú ^ 0 ) , é s e g y i l y e n t r a n s z f o r -
m á c i ó t a k k o r k e l l a z E<2)-ben v é g r e h a j t a n i , h a a z Zf„ -ben a z e ; = Ajcr t r a n s z f o r -
m á c i ó k ö v e t k e z i k b e . 4 

2 . K e r e s s ü n k a z n d i m e n z i ó s t é r p á r o s r e n d s z á m b a n k o n t r a - , i l l . k o v a r i á n s 
t e n z o r a i n a k é s i n v a r i á n s a i n a k íj) h a l m a z a f e l e t t a t e n z o r k o m p o n e n s e i b e n , a k o m p o -
n e n s e k e l s ő p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i b a n , é s a k o o r d i n á t a d i f f e r e n c i á l o k b a n k ü l ö n - k ü l ö n 
l i n e á r i s , v a l a m i n t a z u t ó b b i b a n h o m o g é n , á l t a l á b a n a h e l y t ő l f ü g g ő o l y a n a b s z o l ú t 
d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r t , m e l y t e n z o r h o z v e l e e g y e n l ő r e n d ű t e n z o r t r e n d e l , m e l y f ü g g e t -
l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , ö s s z e g n é l é s s z o r z a t n á l m e g t a r t j a a k ö z ö n s é g e s d i f f e -
r e n c i á l r a i s m e r t s z a b á l y o k a t é s i n v a r i á n s h o z a k ö z ö n s é g e s d i f f e r e n c i á l t r e n d e l i . 
A z a z , h a e z a z o p e r á t o r a k k o r 

1. §. Az összefüggési koefficiensek 

(1) 

3 S. BOCHNER [3] 463. oldal. 
4 Ezekre A fogalmakra nézve lásd A. LICHNEROWITZ [15] 85., 86., 89. pont, vagy N. B O U R -

BAKI [4] munkáját. 
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(2) ' 

( 3 ) W = Ö T 

(4) &{T+U)= üT+iHJ 

(5) d(T-U) = ÖT-U+ T-ftV 

(6) 01= dl, 

ô T 
a h o l Tés U % e l e m e i , L , b i l i n e á r i s Tés - - b e n , / i n v a r i á n s t , d p e d i g a k ö z ö n s é g e s 

d i f f e r e n c i á l t j e l ö l i , x - a l a z ú j k o o r d i n á t á k a t , f e l ü l v o n á s s a l á l t a l á b a n a z ú j k o o r d i n á t a -
r e n d s z e r b e n v e t t é r t é k e k e t j e l ö l j ü k . 

E l s ő f e l a d a t u n k u l a l e g á l t a l á n o s a b b i l y e n t í p u s ú o p e r á t o r f o r m á j á n a k m e g h a -
t á r o z á s á t t ü z z ü k k i . E l ő s z ö r c s a k m á s o d r e n d ű t e n z o r o k r a s z o r í t k o z u n k . A z i t t 
n y e r t e r e d m é n y b ő l a z o n b a n m á r k ö n n y ű l e s z a z á l t a l á n o s f o r m á t m e g h a t á r o z n i . 

dTkl 

êT'J ( 1 ) é s ( 4 ) m i a t t Tkl é s - r b e n e g y ü t t e s e n c s a k l i n e á r i s l e h e t , é s ЬТ" 
ex* 

dTkl 

k i f e j e z é s é b e n n e m s z e r e p e l h e t Tkl é s . — - t ő i s z a b a d , c s a k x - t ő l f ü g g ő t a g . í g y 

8 T k l 

(7) DT'Hx) = ф"к1\{х) - ^ r dx< + yklf(x) Tkl dx'. 

A h h o z , h o g y ß T i J a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l f ü g g e t l e n l e g y e n , é s h o g y m á s o d r e n d ű 
k o n t r a v a r i á n s t e n z o r t k é p e z z e n , а ф - к п е к é s a y - n a k 

- b dxa dxb dxk dx1 dxe dxu 

_ b _ dx" dxb dxk dx1 dx' ( 9 ) Уы" y k l ' J ' + 

+ dx" dxb í д2хк dx1 dxk d2xl \dxm dx' „ 
Ihá Üíri ~d¥ + I f dxddxm) dxr d x ^ kl ' 

s z e r i n t k e l l t r a n s z f o r m á l ó d n i u k . 

T e k i n t s ü k m o s t a Tij(x)U^(x) = I(x) k i f e j e z é s t . I{x) a b s z o l ú t d i f f e r e n c i á l j a 

( 5 ) é s ( 6 ) s z e r i n t i s k i s z á m í t h a t ó . E z e k e g y b e v e t é s é b ő l 

(10) T'hWtj = T'J(dU,j - ytJ
kl, Ukl dx0 + 

( dTij dTkl\ 

E n n e k t e t s z ő l e g e s TiJ(x) t e n z o r r a t e t s z ő l e g e s dx' m e l l e t t f e n n k e l l á l l n i a . í g y p l . 
h a £ 1 1 = 1, m i n d e n m á s k o m p o n e n s p e d i g z é r o . E b b ő l l á t h a t ó , h o g y a h h o z , h o g y 

4 III. Osztály Közleményei XIII /4 
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д Т ы 

——p:—tői f ü g g e t l e n , ( 5 ) é s ( 6 ) - n a k i s e l e g e t t e v ő F) U,J l é t e z z é k , s z ü k s é g e s a j o b b o l d a l i 

m á s o d i k z á r ó j e l é b e n l e v ő k i f e j e z é s e l t ű n é s e , a z a z 
I/Y,JKÍT = S'KŐIÓR,. 

А ф 1 \ { , i l y e n m e g v á l a s z t á s a f ü g g e t l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , m e r t ( 8 ) s z e r i n t 
ip i s t e n z o r . í g y ( 7 ) , ( 1 0 ) é s ( 9 ) - b ő l 

(11) ÖTU = dT'i + ykl'j, Tkl dx' 

(12) bUl} = dU,j — уцк1,ик1 dx' 

ab _ 8x" 82 *m X6 85é" 82 X"' 
( l i ) Уы ' - дх« WW dd+dcW WW + 

дха ôxb дхк дх1 дх' 
+ W W W W W y k , , J ' ' 

K ö n n y e n e l l e n ő r i z h e t ő , h o g y ( 1 3 ) f i g y e l e m b e v é t e l é v e l ( 1 2 ) i s e l e g e t t e s z ( 1 ) — ( 4 ) - n e k , 
é s e z e k ( 5 ) - ö t i s k i e l é g í t i k . 

H a m o s t &A(j-vp -t a k a r j u k m e g h a t á r o z n i , a h o l A íj) e g y m a g a s a b b r e n d ű 
e l e m e , a k k o r A-t k o n t r a h á l j u k j ß m á s o d r e n d ű e l e m e i v e l , m í g i n v a r i á n s t n e m k a p u n k . 
E r r e a l k a l m a z z u k ( 5 ) - ö t é s ( 6 ) - o t , m a j d e z e k e r e d m é n y e i n e k e g y b e v e t é s é b ő l 

(14) = dA'L Dp +(Vk/JtAkl - vp..+ ...-у„р
к1,АЧ-к1 - ...)dx'. 

Ú j b ó l k ö n n y e n e l l e n ő r i z h e t ő ( 1 ) — ( 6 ) t e l j e s e d é s e . E z e n p a r a g r a f u s m e g g o n d o l á s a i n a k 
m e n e t é t figyelembe v é v e i g a z a k ö v e t k e z ő t é t e l : 

1. TÉTEL : A kontra-, ill. kovariáns indexeikben párosrendű tenzorok körében az 
( 1 ) — ( 6 ) feltételeknek eleget tevő legáltalánosabb abszolút differenciáloperátor ( 1 4 ) 
formájú, ahol az operátort meghatározó mennyiségek transzformációs törvénye (13). 

M e g j e g y e z z ü k , h o g y h a a h a l m a z t l e s z ű k í t e n é n k p l . a m á s o d r e n d ű k o n t r a -
v a r i á n s t e n z o r o k h a l m a z á r a , é s í g y a m á s o d r e n d ű k o v a r i á n s t e n z o r o k a t é s a z i n v a -
r i á n s o k a t i s k i z á r n á n k , e z m á r l é n y e g e s m e g s z o r í t á s t j e l e n t e n e . E k k o r u g y a n i s a 
f e l s o r o l t k ö v e t e l m é n y e k n e k — m e l y e k k ö z ü l e b b e n a z e s e t b e n ( 5 ) é s ( 6 ) t e r m é s z e t e -
s e n k i e s n e — e l e g e t t e v ő l e g á l t a l á n o s a b b d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r n e m ( 1 1 ) , h a n e m ( 7 ) 
f o r m á j ú l e n n e . 

( l l ) - e t a k ö v e t k e z ő k é p p e n i s m e g k a p h a t t u k v o l n a : L e g y e n a z E f ß x ) e g y b á z i s a 
e,-(x) (g> e ; ( x ) é s a z I f 2 \ x + dx) e g y b á z i s a a z e í (x + dx) ® eí (x + dx). E z e k k ö z ö t t 
e g y l i n e á r i s l e k é p e z é s t e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z a z e g y i k b á z i s n a k a m á s i k t é r r e 
v a l ó l e k é p e z é s e . N y i l v á n v a l ó a n a z ö s s z e s i l y e n l e k é p e z é s l e í r h a t ó a z ( е г ® е 2 ) - > 
-*-(eí <8>ej) — yijk'(x + dx) (eí®cí) f o r m á b a n . H a m é g a dx-ben v a l ó l i n e a r i t á s t i s 
m e g k ö v e t e l j ü k , ú g y e z a z (е;<8>е;) — ( e i <g> e j ) — у , / ' , ( х ) (eí<8>e!)dxl f o r m á t v e s z i f e l . 
T e k i n t s ü k m o s t a T = T i j ( e t ® e j ) i E G \ x ) t e n z o r t . E h h e z a z e l ő b b i l e k é p e z é s a z 
E^(x + dx) 

t = Г " ( х ) [ ( е / ® e j ) - у , / ' , ( х ) ( е ( <g> e / ) dx'] = 

= [Г'Цх + dx) - dT'J(x)](e! ® e j ) - y f , Г > ( х ) ( е ( <g> e j ) dx' = 

= T"J(x + dx)(ei ® ej) - [dTkl + уи
к\(x) Tij(x) dx'](ej ® e,') = T ~ЬТ 
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e l e m é t r e n d e l i , a h o l ( 1 1 ) a T'—T = $T k ü l ö n b s é g k o m p o n e n s e i v e l a z o n o s . ( 1 2 ) é s 
( 1 3 ) - a t a t o v á b b i a k b a n a z ( 1 ) — ( 6 ) k ö v e t e l m é n y e k b ő l l e h e t n e l e v e z e t n i . — A z i t t 
t á r g y a l t é s a z 1. t é t e l b e n m e g o l d o t t p r o b l é m a a z o n b a n n e m a z o n o s , m i n t e z t a z 
1. t é t e l t k ö v e t ő m e g j e g y z é s i s m e g v i l á g í t j a . 

E z e k u t á n d e f i n i á l j u k e l e m e i n e k k é t s z o m s z é d o s P(x) é s P'(x + dx) p o n t b a n 
v a l ó p á r h u z a m o s s á g á t . 

DEFINÍCIÓ : A (P) p á r h u z a m o s a n v a n e l t o l v a P'-be, h a -l)A = 0 . 
A f e l e t t a y s e g í t s é g é v e l d e f i n i á l t t e r e t { s ß , y } - v a l j e l ö l j ü k , é s t e n z o r i á l i s a n 

ö s s z e f ü g g ő n e k n e v e z z ü k . 
M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y a ) \ A ( 1 3 ) t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e l e g e t t e s z a 

t r a n z i t í v t u l a j d o n s á g n a k . í g y a y - k e g y l i n e á r i s m á s o d o s z t á l y ú d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i 
o b j e k t u m o t a l k o t n a k . 5 b ) : N i n c s é r t e l m e y k é t f e l s ő i n d e x é b e n , i l l . k é t g l s ő i n d e x é -
b e n v a l ó s z i m m e t r i á r ó l b e s z é l n i , m e r t e z e k a t u l a j d o n s á g o k e g y t r a n s z f o r m á c i ó n á l 
á l t a l á b a n e l v e s z n e k . A z o n b a n a y k l

i j , = y i k
J i

t ö s s z e f ü g g é s i n v a r i á n s . A r r a n é z v e , 
h o g y e g y s z i m m e t r i k u s , i l l . a n t i s z i m m e t r i k u s TiJ-ve 1 e g y ü t t §T'J i s h a s o n l ó t u l a j -
d o n s á g ú l e g y e n , e z a z ö s s z e f ü g g é s s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő . 6 

2. §. A redukció esete 

1 . f e l e t t a z (1 . 1 ) - ( 1 . 6 ) - n a k a 

( 1 ) DA'J- vp„, = dA»~ep^ + ( Г Д ^ - v . . + ... -ГДЛУ-*,... - ...)dx' 

- dxf д2хт dxa dxj 8xk . 
{ ) b"c " Ъг дх»дхс + dx' dx" dxc jk 

i s e l e g e t t e s z . í g y a DA e l t ű n é s é v e l is d e f i n i á l h a t u n k e g y a f f i n ö s s z e f ü g g é s t . E z t 
{ j ß , r } - v a l j e l ö l j ü k é s i n d u k á l t n a k n e v e z h e t j ü k , m i v e l а Г k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e -
f ü g g é s h o z t a l é t r e . M e g m u t a t j u k , h o g y { s ß , у} s p e c i á l e s e t k é n t t a r t a l m a z z a { s ß , E } - t . 
A z 1. t é t e l é r t e l m é b e n e l e g e n d ő l e n n e c s a k a r r a r á m u t a t n i , h o g y í) n e m e k v i v a l e n s 
D - v e l Iß f e l e t t . A z t is m e g a k a r j u k a z o n b a n m u t a t n i , h o g y /> h o g y a n é s m i k o r t a r -
t a l m a z z a D-t. 

E z t a k é r d é s t m á s o d r e n d ű k o n t r a v a r i á n s t e n z o r o k e s e t é b e n E . BOMPIANI, m í g 
v e g y e s m á s o d r e n d ű t e n z o r o k e s e t é n h o z z á h a s o n l ó ú t o n A . C o s s u v i z s g á l t a . 7 B o m -
p i a n i e r e d m é n y e s z e r i n t a r e d u k c i ó h o z s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő , h o g y e g y t e t s z ő l e g e s 
( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú Г g e o m e t r i a i o b j e k t u m s e g í t s é g é v e l k é p e z e t t 

D ü d e f », ü X' Г j D Г ' 

Pki t = У ki t bkí i t Oi 1 k t 

t e n z o r f e l b o n t h a t ó l e g y e n a 
(3) PkiiJt = ŐÍTl

J
t + ÓÍTk

i
t 

f o r m á b a n ( a h o l T v a l a m i l y e n t e n z o r ) . K ö n n y ű l á t n i , h o g y h a P , m e l y f ü g g Г - t ó l , 
v a l a m i l y e n Г m e l l e t t f e l b o n t h a t ó a ( 3 ) f o r m á b a n , a k k o r m i n d e n m á s Г* m e l l e t t i s 

5 Lásd K. YANO [23] 18. oldal vagy J. ACZÉL -S . GOLAB [1] I. fejezet. 
6 Lásd E. BOMPIANI [2] 481. oldal, vagy M. KUCHARZEWSKI [14] 68. oldal. 
7 E. BOMPIANI [2] 481. oldal, és A. Cossu [6] 422. oldal. 

4* 
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f e l b o n t h a t ó . — E z a f e l t é t e l a z o n b a n r e l a t í v , m i v e l t o v á b b r a i s n y i t o t t k é r d é s , h o g y 
F - n e k m i k o r l é t e z i k a ( 3 ) f e l b o n t á s a , é s h o g y m e l y e k a f e l b o n t á s b a n f e l l é p ő T t e n z o r 
k o m p o n e n s e i . 

G y o r s a n h o z z á j u t h a t u n k e h h e z a z e r e d m é n y h e z a z e l ő z ő b e k e z d é s b e n e l m o n -
d o t t a k t ó l f ü g g e t l e n ü l é s s z á m u n k r a k i s s é a l k a l m a s a b b f o r m á b a n i s . L e g y e n e k a d v a 
a z x k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n a F - k , é s e z z e l 

( 4 ) DT'i = dT'J + ( F j Tkj + r j Г " ) dx'. 

( 1 . 1 1 ) é s ( 4 ) c s a k a m e g f e l e l ő Tkl k o e f f i c i e n s e i b e n k ü l ö n b ö z i k . D e f i n i á l j u k t e h á t 
ú g y a y - k a t , h o g y T k l k o e f f i c i e n s e i a k é t k i f e j e z é s b e n e g y e n l ő k l e g y e n e k . í g y l e g y e n 

( 5 ) ' y « \ = Ő / F Á + Ő Í F Á . 

K ö n n y ű l á t n i , h o g y e b b e n a z e s e t b e n ( 1 . 1 4 ) i s ö s s z e e s i k ( l ) - g y e l . ( 5 ) e g y z é r ó r a 
r e d u k á l t f o r m á b a n ( 2 ) é s ( 1 . 1 3 ) figyelembevételével t e n z o r r e l á c i ó . — T o v á b b á 
a d o t t y m e l l e t t ( 5 ) á l t a l á b a n n e m á l l h a t f e n n , h i s z e n ( 5 ) s z e r i n t p l . a ykl

ij, k ö z ü l 
t ö b b n e k e l k e l l t ű n n i e . í g y i g a z a 

2 . TÉTEL. A í) segítségével definiált affinösszefüggés speciálesetként tartalmazza 
a felett a D segítségével definiált affinösszefüggést. Hogy az előbbi az utóbbira 
redukálódjon, annak szükséges és elegendő feltétele (5) teljesedése. 

2 . K é r d é s , m i k o r o l d h a t ó m e g ( 5 ) . 

M i v e l e z e n e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g a c s a k a y - t ó l f ü g g , é s a m e g o l d h a -
t ó s á g f ü g g e t l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , í g y k e l l , h o g y a y - k k ö z ö t t a k o o r d m á t a -
r e n d s z e r t ő l f ü g g e t l e n ö s s z e f ü g g é s e k l é t e z z e n e k , m e l y e k ( 5 ) m e g o l d h a t ó s á g á n a k 
s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e i t f e j e z i k k i . E z e k e t a k a r j u k m o s t m e g h a t á r o z n i . 8 

E k ö z b e n m e g k a p j u k ( 5 ) f ü g g e t l e n e g y e n l e t e i t , m e l y e k m i n d e g y e t l e n i s m e r e t l e n t 
t a r t a l m a z n a k é s í g y ( 5 ) m e g o l d á s á r a — a m e g o l d h a t ó s á g f e n n á l l t a e s e t é n — . e g y -
i d e j ű l e g e g y i g e n e g y s z e r ű e l j á r á s t i s k a p u n k . 

M i v e l ( 5 ) j o b b o í d a l a s z i m m e t r i k u s a z i é s j , v a l a m i n t к é s / - b e n , í g y a m e g o l d -
h a t ó s á g h o z s z ü k s é g e s , h o g y 

(6) Ук1и,-У,Л = 0 

f e n n á l l j o n . T o v á b b á ( 5 ) - b ő l k ö v e t k e z ő e n s z ü k s é g e s a 

(7) уkfit = 0 ha i + k és j+l 

ö s s z e f ü g g é s i s . ( 6 ) é s ( 7 ) t e l j e s e d é s é t a t o v á b b i a k b a n f e l t e s s z ü k . 
M o s t a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r e g y e n l e t e i t h á r o m r é s z r e b o n t j u k : 
A ) a h o l i + k é s j + l. 
E z e k e l h a n y a g o l h a t ó k , m e r t ( 7 ) figyelembevételével m i n d e n Гр",-re t e l j e s e d n e k . 
B ) a h o l i = k , d e j X l. 
í g y e z e k 

( 8 ) y u 4 , = r j , . . . , y „ r t = r , \ ( j V I ) 

8 A legközvetlenebb ilyen feltétel az (5) lineáris egyenletrendszer koefficienseiből alkotott 
eredeti és bővített mátrix rangjának megegyezését kifejező. Ez azonban egy viszonylag bonyolult 
összefüggés, melynél áttekinthetőbbet fogunk megadni. 



TENZORIÁLISAN ÖSSZEFÜGGŐ TEREK EKVIVALENCIA ÉS GÖRBÜLET ELMÉLETÉHEZ 3 6 5 

f o r m á j ú a k . E z e n r é s z r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á n a k a s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e a z , h o g y 

( 9 ) У Д Ч - У Д Ч = 0 ( J V / ) 

l e g y e n . ( H a k é t i n d e x r e s z u m m á z n i k e l l e n e , d e a z o k a 0 j e l l e l v a n n a k e l l á t v a , a k k o r 

a s z u m m á c i ó e l m a r a d . ) 

C ) a h o l i=k é s j — l. 
Az i d e t a r t o z ó e g y e n l e t e k 

a ) У п 1 1 « = 2 Г 1
1

( , . . . . ут
лп, = 2Г„п, 

(10) 
b ) у 1 2

1 2 , = Г Д + Г Д , - , y » - i „ " - l B
t = Г » - ! " " 1 , + Г И " , 

f o r m á j ú a k , a m e l y r é s z r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á n a k s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e 
a z , h o g y 

(11) Ук01ок0,°, - \ (Ук0к0
коко, + У,о1о

,0,0г) = о 

l e g y e n . 
( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) é s ( 1 1 ) e g y ü t t ( 5 ) m e g o l d h a t ó s á g á n a k s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -

t é t e l e e g y t e t s z ő l e g e s k i i n d u l ó k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n . A z o n b a n a m e g o l d h a t ó s á g 
f ü g g e t l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , m i v e l ( 5 ) t e n z o r r e l á c i ó . í g y h a ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) é s 
( 1 1 ) e g y k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n f e n n á l l , ú g y e z e k n e k m i n d e n k o o r d i n á t a r e n d s z e r -
b e n f e n n k e l l á l l a n i . 9 E z z e l m e g m u t a t t u k , h o g y 

3. TÉTEL. ( 5 ) megoldhatóságának, azaz annak, hogy { iß , y } { s ß , Г)-га reduká-
lódjon a koordinátarendszertől független szükséges és elegendő feltétele (6), (7), (9) 
és (11) fennállása. Ebben az esetben а Г Д értékeit (8) és (10, a) szolgáltatják. 

( 8 ) é s ( 1 0 ) - b ő l l á t h a t ó , h o g y ( 5 ) m e g o l d á s a e g y é r t e l m ű : 

4. TÉTEL. A {iß, у} legfeljebb egyféleképpen redukálódik egy {iß, Г)-га. 
( 8 ) é s ( 1 0 , a ) s e g í t s é g é v e l a y - b ó í ( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú Г - t v e z e t t ü n k l e . T e h á t 

a z í g y m e g h a t á r o z o t t F a y - n a k e g y a l g e b r a i k o m i t á n s a . 1 0 A y - b ó l a z o n b a n a l g e b r a i 
ú t o n t ö b b ( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú g e o m e t r i a i o b j e k t u m o t l e h e t k é p e z n i , h a b á r e z e n 
o b j e k t u m o k k ö z ü l a 4 . t é t e l é r t é l m é b e n l e g f e l j e b b e g y e l é g í t i k i ( 5 ) - ö t . A z i l y e n a l g e b r a i 
k o m i t á n s o k m e g h a t á r o z á s a a t á r g y a S . GOLAB e g y ú j a b b d o l g o z a t á n a k . A k é r d é s s e l 
f o g l a l k o z o t t u g y a n a k k o r M . KUCHARZEWSKI i s . 1 1 I l y e n a l g e b r a i k o m i t á n s a k ö v e t k e z ő 

p a r a g r a f u s b a n é r t e l m e z e n d ő Gk
h, ^ - — - s z e r e s e i s . GOLAB v i z s g á l a t a i b a n a 3 . t é t e l 

e r e d m é n y e i ú j r a k i a d ó d n a k 1 2 k i s s é m e g v á l t o z t a t o t t f o r m á b a n , a m i n e k a z o k a a z , 
h o g y b á r ( 5 ) m e g o l d á s a e g y é r t e l m ű , e z a m e g o l d á s a y k o m p o n e n s e i k ö z ö t t a m e g -
o l d h a t ó s á g e s e t é b e n f e n n á l l ó (6 ) , ( 7 ) , (9 ) é s ( 1 1 ) m i a t t t ö b b f é l e k é p p e n f e j e z h e t ő k i . 

9 Ez még nem jellemzi azt, hogy a felsorolt egyenletek tenzorrelációk, csak azt, hogy a fel-
sorolt egyenletek transzformáltjai ekvivalensek az új koordinátarendszerben felírt (6), (7), (9), 
(11) egyenletek rendszerével. (6) és (7)-ről azonban közvetlenül, míg (9) és (1 l)-ről kisebb számolás-
sal látható, hogy valóban tenzorrelációk. 

10 Lásd J. ACZÉL -S . GOLAB [1] 16. oldal, vagy J. A. SCHOUTEN [16] 164. oldal. 
1 1 S . GOLAB [ 12 ] , é s M . KUCHARZEWSKI [ 1 4 ] 6 . §. 
12 S. GOLAB [12] 20. oldal. 
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3 . A y é s a F - k k ö z ö t t ( 5 ) - ö n k í v ü l m á s é r d e k l ő d é s r e s z á m o t t a r t ó k a p c s o l a t 
i s f e n n á l l h a t . í g y p l . a 

(12) yk,iJt = 0{Гк\ + 01
кГТ\, 

( a h o l Г é s F * k é t k ü l ö n b ö z ő ( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú o b j e k t u m ) . E z t a k e t t ő s r e d u k c i ó 
e s e t é n e k f o g j u k n e v e z n i . A k e t t ő s r e d u k c i ó f e l l é p t é n e k f e l t é t e l e i t u g y a n ú g y v i z s g á l -
h a t j u k , m i n t a h o g y a n a z e l ő z ő p o n t b a n a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó e s e t é t v i z s g á l t u k . 
E b b e n a z e s e t b e n i s f e n n k e l l á l l n i ( 7 ) - n e k , ( 6 ) - n a k a z o n b a n n e m . A B ) e s e t b e n ( 6 ) 
h i á n y a m i a t t ( 9 ) m e l l e t t a m e g o l d h a t ó s á g n a k e g y m á s i k f e l t é t e l e i s j e l e n t k e z i k : 

( 1 3 ) W R O < - W S O T = 0 O' + K). 

V é g ü l a C ) e s e t b e n ( 1 0 ) h e l y e t t a 

(14) yi0j0
i0j°t = Г Г Д + Г ? Л 

e g y e n l e t r e n d s z e r h e z j u t u n k . M i n t k ö n n y ű l á t n i , ( 1 4 ) m e g o l d h a t ó s á g á n a k s z ü k s é g e s 
é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e 

(153 V. 'ORO V 'O'O Л1. . iojo _L M . rojo — F) 
U Я fioi-0 t Уг0г0 t У iojo t T У rojo t 
A z e m l í t e t t f e l t é t e l e k f e n n á l l t a e s e t é n a m e g o l d á s : 

Rkt — ykílit— •• •=Укп1", (ifik) 

rpt=vu1J,= •• • = y„inj, o v o 

rio — ioro _ * 10 1 rioro t _ V ГоГо IГ0Г0 t 
Г* Jo — V . rojo 1 J0 t rrojo t C„ 

a h o l r t e t s z ő l e g e s i n d e x , ct p e d i g r r ö g z í t é s e u t á n v á l a s z t o t t k o n s t a n s . 
H a k ö z ö n s é g e s , a z a z ( 5 ) f o r m á j ú r e d u k c i ó l e h e t s é g e s , a k k o r n y i l v á n k e t t ő s 

r e d u k c i ó i s l e h e t s é g e s ( p l . a b b a n a s p e c i á l i s f o r m á b a n , h o g y Г * = Г ) . F o r d í t v a 
a z o n b a n n e m . — K é r d é s , m e n n y i b e n e r ő s e b b e k a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i , 
m i n t a k e t t ő s r e d u k c i ó é ? 

A k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i : ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) , ( 1 1 ) . J e l ö l j ü k e z e k e t I - g y e l . A k e t -
t ő s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i : ( 7 ) , ( 9 ) , ( 1 3 ) , ( 1 5 ) . J e l ö l j ü k e z e k e t I I - v e l . — E l ő s z ö r m e g -
m u t a t j u k , h o g y 1 - b ő l k ö v e t k e z i k I I . ( 6 ) f e n n á l l t a e s e t é n u g y a n i s ( 1 3 ) ö s s z e e s i k ( l l ) - e l ; 
t o v á b b á ( l l ) - b ő l k ö v e t k e z i k ( 1 5 ) . H a u g y a n i s ( 1 5 ) b a l o l d a l á n y i o r o

í o r o , - t é s y r o J o
r o J a , - t 

e z e k ( 1 l ) - b ő l v e t t é r t é k e i v e l p ó t o l j u k , a k k o r M y i o i o
i o i o

t + yj0j0
JoJo,] — VÍ0JO'O J O '_ t k a p u n k 

e r e d m é n y ü l , a m i ( 1 1 ) s z e r i n t z é r ó . — K ö n n y ű l á t n i , h o g y I I - b ő l n e m k ö v e t k e z i k I . 
H a a z o n b a n I I - h ö z m é g ( 6 ) - o t i s h o z z á v e s s z ü k , a k k o r e z e k b ő l m á r k ö v e t k e z i k I . 
E h h e z e g y e d ü l ( 1 1 ) t e l j e s e d é s é t k e l l m e g m u t a t n i . K é p e z z ü k a 

( 1 7 1 V- i o r ° . — — fv- .• i o i ° . + V r° ro«l 
V 1 ' / rioro t 2 l ' ío ío Iroro <J 

k i f e j e z é s t , m e l y o l y a n t í p u s ú , m i n t ( 1 1 ) b a l o l d a l a . F e j e z z ü k k i ( 1 5 ) - b ő l y r 0 r o
r 0 l " 0 t -1 , 

v a l a m i n t a z i0 é s r0 s z e r e p é n e k ( 1 5 ) - b e n v a l ó f e l c s e r é l é s e u t á n y i o ; o ' o i ° ( - t . H e l y e t t e -
s í t s ü k e z e k e t a ( 1 7 ) k i f e j e z é s b e . í g y a yioro

ior\— М У / о г о г ' ^ + УгоО 0 ' " ' ] k i f e j e z é s h e z 
j u t u n k , a m i ( 6 ) figyelembevételével z é r ó t a d . í g y ( 1 5 ) é s ( 6 ) - b ó l ( 1 1 ) k ö v e t k e z i k . 
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H a t e h á t a k e t t ő s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i h e z m é g ( 6 ) - o t is h o z z á v e s s z ü k , a k k o r a 
k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó ( s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő ) f e l t é t e l e i v e l e k v i v a l e n s e g y e n l e t r e n d -
s z e r t k a p u n k . í g y a z t is l e h e t m o n d a n i , h o g y a k e t t ő s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i ( 7 ) , (9 ) , 
( 1 3 ) , ( 1 5 ) ; m í g a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i h e z e z e k e n k í v ü l m é g (6 ) is h o z z á t a r -
t o z i k . I l y e n f o r m á b a n a k ö z ö n s é g e s é s k e t t ő s r e d u k c i ó a s z e r i n t v á l i k s z é t , h o g y 
( 6 ) t e l j e s e d i k v a g y s e m . 

6 . TÉTEL: A közönséges redukció egy szükséges és elegendő feltétel rendszere 
(7), (9), (13), (15) (azaz a kettős redukció feltételei) és (6). 

M e g j e g y e z z ü k , h o g y b á r a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó e s e t é b e n ( 1 6 ) m i n d i g m e g o l d á s a 
a k e t t ő s r e d u k c i ó ( 1 2 ) a l a p e g y e n l e t é n e k , e b b e n a m e g o l d á s b a n a z o n b a n c s a k a k k o r 
l e s z Г = Г * , a z a z ( 1 6 ) c s a k a k k o r m e g o l d á s a e g y ú t t a l ( 5 ) - n e k i s , h a c f - t ú g y v á l a s z t -
j u k , h o g y 

1 С — I ro — V r0r0 t 1 ro t 2 ' ' o ' o ' • 

3. §. Az ekvivalencia 

E g y , a z x k o o r d i n á t a r e n d s z e r r e v o n a t k o z t a t o t t {sj3, y} t é r , é s e g y , a z x k o o r -
d i n á t a r e n d s z e r r e v o n a t k o z t a t o t t t é r a k k o r e k v i v a l e n s e g y m á s s a l , h a v a n 
o l y a n e g y é r t e l m ű e n m e g f o r d í t h a t ó 

(1) х' = х'(х) 

f ü g g v é n y r e n d s z e r , m e l y a k é t t é r p o n t j a i t ú g y r e n d e l i e g y m á s h o z , h o g y a z e g y m á s n a k 
m e g f e l e l ő p o n t o k b a n а у é s у k ö z ö t t a z ( 1 . 1 3 ) ö s s z e f ü g g é s á l l f e n n . H a a z e m l í t e t t 
t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő (1 ) f ü g g v é n y r e n d s z e r l é t e z i k , a k k o r ( 1 . 1 3 ) e k v i v a l e n s 

( 2 ) V a " b f W P e a P c = P c e f P ü + P j ' f P g c + y k i
9 h M ) P k A P ' j 

( дх» д2х° \ 

ö s s z e f ü g g é s s e l , a m i a d o t t y é s y m e l l e t t a z ( 1 ) f ü g g v é n y r e n d s z e r r e k i r ó t t d i f f e r e n c i á l -
e g y e n l e t r e n d s z e r . ( 2 ) - t e g y ú g y n e v e z e t t v e g y e s r e n d s z e r r é 1 3 a l a k í t j u k á t , é s e n n e k 
s e g í t s é g é v e l a k í v á n t t u l a j d o n s á g ú m e g o l d á s l é t e z é s é r e f e l t é t e l e k e t f o g u n k l e v e z e t n i . 

T e g y ü k fe l , h o g y a f e n t i t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő ( 1 ) f ü g g v é n y r e n d s z e r 
l é t e z i k , é s j e l ö l j ü k (1 ) xj =xJ(x) i n v e r z é n e k xk s z e r i n t i p a r c i á l i s a i t ^ - v a l . ( 2 ) - b ő l 

p№scb\,+V« - yJ'hf) = Pc9dP"f+pd\pg
f+(уЛ + y„hg

k - yk,eht)phcP'dPf. 

E z t 9 g - v e 1 k o n t r a h á l v a . 

(3) Pc
hd = ^{Gc

bX-Gk
kiPkA)> 

n+ 1 
a h o l 

(4) Gk
h

t = yrk
k't + ytr\-ykt'h

r. 

13 Lásd J. M. THOMAS—O. VEBLEN [20], vagy L. P. EISENHART [9] 16. oldal, vagy L. P. 
EISENHART [10] 1 .§ vagy L. TAMÁSSY [19]. 
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( 3 ) s e g í t s é g é v e l ( 2 ) - t o l y a n f o r m á r a h o z h a t j u k , a m i a t o v á b b i ö s s z e f ü g g é s e k á t t e k i n t -
h e t ő s é g é t n a g y m é r t é k b e n e l ő s e g í t i . pc

e
d ( 3 ) s z e r i n t i é r t é k é t ( 2 ) - b e v i s s z a h e l y e t t e -

s í t v e , 

( 5 ) - 4 9 \ M P ' R = ÄABCDFP9
APL 

a h o l 

(6) A9\lt = (и+ W.-iôÎGk'. + ôlG,-,). 

Í g y a z e m l í t e t t v e g y e s r e n d s z e r a ( 3 ) - a t j e l e n t ő 

a ) W * ™ 

(8) 
dp»c i _ a k , 

b ) - д ф = у у у ( G c ' i ( x ) p 9 - G k i ( x ) p c p d ) 

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k b ő l é s a z ( 5 ) s k a l á r ö s s z e f ü g g é s b ő l á l l . N y i l v á n a ( 2 ) d i f f e r e n -
c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r m i n d e n m e g f o r d í t h a t ó m e g o l d á s a k i e l é g í t i a ( 8 ) , ( 5 ) v e g y e s 
r e n d s z e r t é s f o r d í t v a . U g y a n i s h a a z ( 5 ) ö s s z e f ü g g é s t ( m e l y b e n a z A ( 6 ) á l t a l v a n 
m e g h a t á r o z v a ) m e g f e l e l ő e n r e n d e z z ü k , é s a ( 8 , b ) j o b b o l d a l á n á l l ó k i f e j e z é s e k e t 
( 8 , b ) b a l o l d a l á v a l , i l l . pc

9
d-xe 1 h e l y e t t e s í t j ü k , a k k o r ( 2 ) - t k a p j u k v i s s z a . í g y a {J5, y } 

é s {jjß, у } a k k o r é s c s a k a k k o r e k v i v a l e n s , h a ( 8 ) - é s ( 5 ) - n e k v a n o l y a n m e g o l d á s i 
r e n d s z e r e , m e l y b e n ( 1 ) m e g f o r d í t h a t ó . 

A ( 8 ) , ( 5 ) v e g y e s r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á r a a l k a l m a z h a t ó a Thomas— Veblen-
f é l e t é t e l . 1 3 E b b ő l a c é l b ó l k é p e z z ü k ( 8 ) i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e i t ( 8 ) figyelembevételé-
v e l . ( 8 , a ) i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e ( 8 , b ) figyelembevételével 

( 9 ) SCADPEA=SK9,PCP'D, 

a h o l 1 4 

( 1 0 ) 5 / , = у А _ ( С Л - С ? Л ) . 

( 8 , b ) i n t e g r a b i b t á s i f e l t é t e l e ( 8 ) figyelembevételével 

(U) R\aPl = RSkßPbPiPä, 
a h o l 1 4 

( 1 2 ) s ( 7 t 1 é + á t t ( ^ r - Ш ) -

( 5 ) x' s z e r i n t i d e r i v á l á s a e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y a G 

Fis ú3csT d2xm dxv dx' 1 

t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e a l a p j á n —- - - Q f a l k a l m a s a r r a , h o g y s e g í t s é g é v e l a 
n + 1 

14 Az l/n + l faktor beiktatásának a célszerűségét a 12. és 13. tétel világítja meg. 
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s z o k o t t m ó d o n k o v a r i á n s d e r i v á l t a t k é p e z z ü n k . 1 5 A z - G s e g í t s é g é v e l a z x s 

n +1 
s z e r i n t k é p e z e t t k o v a r i á n s d e r i v á l t a t e g y f ü g g ő l e g e s v o n a l m ö g é i r t s b e t ű v e l j e l ö l v e , 
( 5 ) x s s z e r i n t i p a r c i á l i s a ( 8 ) figyelembevételével 

K ö n n y e n l á t h a t ó , h o g y e g y t e t s z ő l e g e s m e n n y i s é g t e n z o r i á l i s t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r -
v é n y é t l e í r ó k i f e j e z é s x " s z e r i n t i d e r i v á l t j a ( 8 ) figyelembevételével e g y o l y a n k i f e j e z é s t 

a d , m e l y e z e n m e n n y i s é g G s e g í t s é g é v e l k é p e z e t t k o v a r i á n s d e r i v á l t j á n a k 
n + 1 

t e n z o r i á l i s t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y é t í r j a le . í g y a Thomas— Veblen-fé\e k r i t é r i u m 
s e g í t s é g é v e l a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l t k a p j u k . 

7. TÉTEL: A {ß, Y} és {ß, Y} tér ekvivalenciájához szükséges, hogy létezzék 

olyan N szám, hogy az A, S, R-nek az — G segítségével képezett első N— 1 
n+ 1 

kovariáns deriváltja tenzoriális transzformációs törvényéi kifejező összefüggések 
kompatibilisek legyenek x minden értékére egy n dimenziós tartományban, és hogy 
az N-edik kovariáns deriváltak transzformációs törvényét kifejező összefüggések az 
előzők következményei legyenek. 

A z e l e g e n d ő s é g h e z a z t ke l l m é g b i z t o s í t a n i , h o g y a m e g o l d á s o k k ö z t s z e r e p l ő 
x ' ( x , с ) f ü g g v é n y r e n d s z e r ( a h o l с a m e g o l d á s b a n f e l l é p ő k o n s t a n s o k a t j e l ö l i ) m e g -
f o r d í t h a t ó l e g y e n , a z a z a \p'a(x, c ) j d e t e r m i n á n s v a l a m i l y e n с é r t é k r e n d s z e r r e n e 
t ű n j ö n e l . H a s o n l ó k é r d é s s e l f o g l a l k o z i k a s z e r z ő [19] d o l g o z a t á n a k 1. t é t e l e i s , 
a m i n e k b i z o n y í t á s á b a n a z v o l t a l é n y e g e s , h o g y a p'a e l e m e i k ö z ö t t t ö b b m i n t n2 —n 
„ s z a b a d o n v á l a s z t h a t ó " l e g y e n , a m i b i z t o s í t v a v a n , h a a m e g o l d á s b a n f e l l é p ő p a r a -
m é t e r e k s z á m a n a g y o b b , m i n t a z i s m e r e t l e n e k s z á m a m í n u s z n. Az e m l í t e t t t é t e l 
b i z o n y í t á s á n a k g o n d o l a t m e n e t e a l a p j á n i g a z a 

8. TÉTEL: A {ß , у} és ( ß , у} tér ekvivalenciájához elegendő, ha a (8), (5) vegyes 
rendszer megoldható, és a megoldásban fellépő konstansok száma minden x pontban 
nagyobb, mint az ismeretlenek számának és n-nek a különbsége. 

E z n y i l v á n t e l j e s ü l , h a m i n d e n i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l a z o n o s s á g . 
M e g e m l í t j ü k , h o g y [19] 3 . é s 4 . t é t e l e a l a p j á n é s a z o k h o z h a s o n l ó f o r m á b a n 

a z e k v i v a l e n c i a s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e i t i s m e g f o g a l m a z h a t j u k . 

A z e k v i v a l e n c i a k é r d é s é v e l ú j a b b a n a f e n t i e k t ő l k ü l ö n b ö z ő m ó d o n M . KUCHAR-
ZEWSKI i s f o g l a l k o z o t t . 1 6 

A 7. é s 8 . t é t e l b ő l , i l l e t v e a h o z z á j u k v e z e t ő m e g g o n d o l á s o k b ó l m á r v i l á g o s a n 
k i t ű n i k a 

9. TÉTEL: Az A, R és S, valamint ezek ^ G segítségével képezett kovariáns 

deriváltjai a ( ß , y} egy teljes differenciálvariáns rendszerét képezik. 

15 Lásd L. P. EISENHART [9] 3. oldal. 
1 6 M . KUCHARZEWSKI [ 14 ] 5 . §. 
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4. §. Görbület és torzió 

1. DEFINÍCIÓ: A (23, y} t e r e t a k k o r n e v e z z ü k a f f i n n a k , h a v a n o l y a n k o o r d i n á t a -
r e n d s z e r , a h o l a y ö s s z e s k o m p o n e n s e a z o n o s a n e l t ű n i k . 

A z e l ő z ő p a r a g r a f u s é s a z i t t e n i d e f i n í c i ó é r t e l m é b e n a (23, y} a f f i n v o l t á n a k 
a f e l t é t e l e a z , h o g y a 

(1) PcefPd+Pd"fPgc + ykl
eh,(X)PcP'dPf = 0 

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r n e k l e g y e n a z 

(2) x' = x'(x) 

f ü g g v é n y e k r e m e g f o r d í t h a t ó m e g o l d á s a . 

10. TÉTEL: {23, y} affin voltának szükséges és elegendő feltétele az R és A gör-
bületi és az S torziótenzor eltűnése. 

R, A és S t e n z o r o k . H a u g y a n i s x ' = x ' ( x ) n e m i s m e r e t l e n f ü g g v é n y e k e t j e l e n -
t e n e k , m i n t a z e l ő z ő p a r a g r a f u s b a n , h a n e m e g y t r a n s z f o r m á c i ó t l e í r ó i s m e r t f ü g g -
v é n y r e n d s z e r t , a k k o r (3 . 11) , (3 . 5) é s ( 3 . 9 ) n e m f e l t é t e l e k , h a n e m t r a n s z f o r m á c i ó s 
t ö r v é n y e k . E z a z o n b a n a z t j e l e n t i , h o g y R, A é s S t e n z o r o k . 

A z e m l í t e t t t e n z o r o k e l t ű n é s e v a l ó b a n s z ü k s é g e s . A y k o m p o n e n s e i , i l l . e z e k 
p a r c i á l i s a i (3 . 12), ( 3 . 6 ) , (3 . 10) é s (3 . 4 ) s z e r i n t u g y a n i s a z R, A é s 5 k i f e j e z é s e i n e k 
m i n d e n t a g j á b a n e l ő f o r d u l n a k . H a {23, y} a f f i n , a k k o r d e f i n í c i ó n k s z e r i n t v a n o l y a n 
k o o r d i n á t a r e n d s z e r , m e l y b e n a y m i n d e n k o e f f i c i e n s e a z o n o s a n e l t ű n i k . E k k o r 
a z o n b a n e l t ű n n e k a y p a r c i á l i s a i , é s í g y a z R, A é s S is , é s e z t e n z o r v o l t u k m i a t t 
m i n d e n k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n i g a z . 

A z e l ő z ő p a r a g r a f u s e l s ő k é t t é t e l é r e t á m a s z k o d v a m e g m u t a t j u k , h o g y R, A é s 
S e l t ű n é s e e s e t é n {23, y} e k v i v a l e n s a z x k o o r d i n á t a r e n d s z e r r e v o n a t k o z t a t o t t a z o n 
{23, y } - v a l , m e l y n é l y a z o n o s a n e l t ű n i k . E z d e f i n í c i ó n k é r t e l m é b e n t é t e l ü n k n e k a z t 
a z á l l í t á s á t b i z o n y í t j a , h o g y a m o n d o t t f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k . 

M e g o l d a n d ó v e g y e s r e n d s z e r ü n k m o s t a 

dx' 
a ) x p r - = pl ( x ) 

dx" ' a 

( 3 ) 

b ) ^ = 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r r e r e d u k á l ó d i k . A (3 . 8 b ) - b e n s z e r e p l ő <7 а у e l t ű n é s e 
m i a t t e s i k k i . A (3 . 5) b a l o l d a l a f e l t é t e l ü n k , j o b b o l d a l a p e d i g а у e l t ű n é s e m i a t t 
v á l i k z é r ó v á . E b b e n a z e s e t b e n R é s S f e l t é t e l ü n k b e n s z e r e p l ő e l t ű n é s e m i a t t l é t e z i k 
a 7 . t é t e l b e n m e g k í v á n t t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő N, m é g p e d i g N= 1. — A z 
i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e k i t t a z o n o s s á g o k l é v é n , a m e g o l d á s b a n f e l l é p ő p a r a m é t e r e k 
s z á m a m e g e g y e z i k (3 ) i s m e r e t l e n e i n e k s z á m á v a l . í g y t e l j e s ü l a 8. t é t e l f e l t é t e l e is. 
E z z e l a z t is b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y a 10. t é t e l b e n m o n d o t t f e l t é t e l e k e l e g e n d ő k . 

2 . A z A t e n z o r g e o m e t r i a i j e l e n t é s e . 

11. TÉTEL: Annak, hogy {23, y} egy szimmetrikus {23, Г}-гп redukálódjon, 
szükséges és elegendő feltétele az A görbületi tenzor eltűnése. 
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T e g y ü k f e l , h o g y { i ß , y } r e d u k á l ó d i k , a z a z ( 2 . 5 ) f e n n á l l . E z t a z A ( 3 . 6 ) k i f e -
j e z é s é b e h e l y e t t e s í t v e ( 3 . 4 ) figyelembevételével A-ra a k ö v e t k e z ő ' k i f e j e z é s t k a p j u k : 

( 4 ) Ae\lt = 2 { ( и - Г № ' „ + г ? « Г № ' г ] + ( | . - i ) « r P V « t f r B
r „ } . 

E b b ó ' l l á t h a t ó , h o g y h a { iß , у } e g y s z i m m e t r i k u s { i ß , Г } - г а r e d u k á l ó d i k , a k k o r 
A = 0. 

T e g y ü k f e l m e g i n t , h o g y { i ß , у} r e d u k á l ó d i k é s h e l y e t t e s í t s ü k ( 2 . 5 ) - ö t ( 3 . 4 ) - b e . 

így 
( 5 ) Gkt = 2 Г Д + (n - 1 ) Г Л + 2 ü ? r [ r

r
M . 

H a m o s t / 4 = 0 , a k k o r ( 3 . 6 ) s z e r i n t { iß , у} r e d u k á l ó d i k e g y o l y a n { i ß , Г } - г а , a h o l 

Г-——-G, a z a z 
n +1 

( 6 ) Gk
9, = (« + 1)T/,.  

E z t ( 5 ) - b e h e l y e t t e s í t v e 

( 7 ) ( й - 1 ) Г [ Д ] = < 5 ? Г [ Л ] . 

H a i t t g +1, a k k o r Гк
д, = ГД. Н а p e d i g g = t, a k k o r ( 7 ) - b ő l 

( 8 ) r №
, 0

t o i * r - r ~ — Г г Л ] ( V r a n e m s z u m m á z u n k ! ) 

1 - й 

a z a z rík'°t0] f ü g g e t l e n t é r t é k é t ő l . í g y Г[k
r
r] = Г[кхл + . . . + / Д " П ] = пГ[к°,оГ E z t 

( 8 ) - b a v i s s z a h e l y e t t e s í t v e ( 1 — = 0 > a z a z a S = í _ r e i s Г к
я , = Г , в

к , a m i 

a z t j e l e n t i , h o g y a z Л = 0 e s e t é b e n { iß , у } e g y s z i m m e t r i k u s { iß , Г } - г а r e d u k á l ó d i k . 
A l l . t é t e l b ő l , ( 6 ) - b ó l , v a l a m i n t a z R d e f i n í c i ó j á t j e l e n t ő ( 3 . 1 2 ) - b ő l k ö v e t k e z i k a 

12. TÉTEL: Az A tenzor eltűnése esetén R és S а Г által indukált (közönséges) 
affinösszefiiggő tér görbületére és torziójára redukálódik. 

H a { i ß , у} a f f i n , a k k o r а 10. t é t e l s z e r i n t e l t ű n i k a z A. E k k o r a 11 . t é t e l s z e r i n t 
{ s ß , у } e g y { i ß , Г } - г а r e d u k á l ó d i k , é s e z a r e d u k c i ó a 4 . t é t e l s z e r i n t e g y é r t e l m ű , 
{ i ß , Г } a z o n b a n e g y r é s z e a z ö s s z e s t e n z o r o k Ж h a l m a z a f e l e t t а Г á l t a l g e n e r á l t 
k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e f ü g g ő t é r n e k . A z R é s ő e l t ű n é s e ( 1 0 . t é t e l ) m i a t t ^ a z o n b a n 
a 12. t é t e l s z e r i n t e l t ű n i k a {St, Г } - п а к m i n d a g ö r b ü l e t e , m i n d a t o r z i ó j a . í g y i g a z a 

13. TÉTEL: Ha {iß, У} affin, (a jelen paragrafus elején adott definíció értelmében), 
akkor ez egy közönséges affin térnek a párosrendű tenzor ok at magában foglaló része. 

B á r a z 1 § ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) é s ( 1 1 ) ö s s z e f ü g g é s e i e l é g e g y s z e r ű t e n z o r i á l i s f o r m á b a n 
í r t s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l é t a d j á k a { i ß , у} r e d u k c i ó j á n a k , m e g m u t a t j u k , h o g y 
i l y e n f e l t é t e l a z A s e g í t s é g é v e l i s n y e r h e t ő . 

14. TÉTEL: A {iß, У} redukciójának szükséges és elegendő feltétele, hogy A az 

(9) A*„, = (n-l)ö1 Uk, + óf5? Ufr + (n- 1 )ől UÏ, + ólö'i U,rr 

formában legyen előállítható, ahol U valamilyen, az alsó indexeiben antiszimmetrikus 
tenzor. 
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Н а у } r e d u k á l ó d i k , a k k o r a z A ( 4 ) - b ő l i s n y e r h e t ő , a m i ( 9 ) f o r m á j ú , t e h á t 
a f e l t é t e l s z ü k s é g e s . * 

A f e l t é t e l e l e g e n d ő i s . V á l a s s z u n k e g y o l y a n Г - o t , h o g y e r r e 

( 1 0 ) 2 Г [ / Ц = U / k 

á l l j o n f e n n . L e g y e n 

(H) = 
így 
(12) y uJ, = yu

iJt+TuJ„ 

a h o l T t e n z o r . 1 7 — K i f o g j u k m u t a t n i , h o g y T e l ő á l l í t h a t ó k é t r e d u k á l ó d ó у é s у 
k ü l ö n b s é g e k é n t , a m i b ő l £ f e l b o n t h a t ó s á g a k ö v e t k e z i k , a ( l l ) - h e z h a s o n l ó f o r m á b a n , 

a m i ( 1 2 ) - v e l e g y ü t t m á r а у r e d u k c i ó j á t f o g j a b i z t o s í t a n i . 

K é p e z v e а у s e g í t s é g é v e l a ( 3 . 6 ) s z e r i n t i A * t e n z o r t , a z t t a l á l j u k , h o g y A — A * , 

m i v e l А * а у r e d u k c i ó j a m i a t t ( 4 ) f o r m á j ú , e z p e d i g ( 1 0 ) a l a p j á n a f e l t é t e l s z e r i n t 

( 9 ) f o r m á j ú 4 - v a l e g y e n l ő . M á s r é s z r ő l , h a ( 3 . 6 ) - b a n а у h e l y é b e a ( 1 2 ) s z e r i n t i 

y + £ - t h e l y e t t e s í t j ü k , a k k o r A = A * + H , a h o l 

H9\lt = (n + 1) V \ - ÔÍW, + Т,Гк - Tk;\) - ól(Trl
hr

t + T,rhj - Turhr). 

A z 4 = 4 * a l a p j á n H = 0 . 

L e g y e n m o s t у k l
i J

t a s z i m m e t r i k u s Г/к-ból а ( 1 1 ) f o r m á b a n k é p e z e t t o b j e k -

t u m . í g y a 11 . t é t e l s z e r i n t 4 = 0 . L e g y e n t o v á b b á y á £ í y — £ . í g y ( 3 . 6 ) - b ó l 

4 = Ä — H, é s 4 = H = 0 m i a t t 4 = 0 . E k k o r v i s z o n t y r e d u k á l ó d i k v a l a m i l y e n 

bÍJ, = 01
кГ,\ + 0{Гк\ f o r m á b a n . í g y а у = у - £ - b ő l 

Tki\ = ü l ( £ / ( - £ / , ) + < 5 / ( £ Л - £ Л ) = ô W t + Sih',, 

a h o l ? t e n z o r . £ - n e k e z t a z é r t é k é t ( 1 2 ) - b e h e l y e t t e s í t v e , ( 1 1 ) figyelembevételével, 
* — 

é s a E - f t — Г j e l ö l é s s e l 

у ki1, = sUii. + tij+ôUri. + tkj) = öirf+öiri,, 

t e h á t у r e d u k á l ó d i k . 
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