TENZORIALISAN OSSZEFUGGO TEREK
EKVIVALENCIA ES GORBULET ELMELETEHEZ

irta: TAMASSY LAJOS

Bevezetés -

A parhuzamos eltolas, vagy a vele igen szoros kapcsolatban levdé kovarians
vagy abszolat derivalas vizsgalata a differencialgeometria egyik fontos részét képezi.!
Annak ellenére azonban, hogy a vektorok derivalasa a differencialgeometriai vizs-
galatok egy jelentSs részét teszi ki, a tenzorok abszolit derivilasa egészen a leg-
utdbbi id8kig alig volt kozvetlen vizsgalat tirgya. Ennek oka valésziniileg az, hogy
a tenzoroknak egy kontra-, illetve hozza adjungalt kovarians vektor n él szerinti
felbontasanak felhasznalasaval, tehat k6zvetett Gton, a vektorok abszolut derivalasa
konnyen Kiterjeszthet§ a tenzorokra is2.

Ezen az fiton azonban részben nem adddik a tenzorok abszolut derivalasanak
bizonyos természetes kovetelményeket kielégité legaltalinosabb mddja, részben
ethalvanyul a tenzorok abszollt derivalasinak geometriai hattere. A jelen munka
bizonyos valenciaji tenzorok altal képezett vektortereknek kozvetlen affin egymashoz-
rendelése utjan, a vektorok kozbeiktatasa nélkiil vizsgalja a tenzorok abszolut
derivalasat. Ez az ut a tenzoroknak a fent emlitettnél 4ltalanosabb derivaltjdhoz
vezet. Erre az abszol(t derivaltra pedig egy affindsszefiiggd geometria épithetd,
mely a kézonséges affinosszefiiggést special esetként tartalmazza, és melyben allan-
doéan elStérben marad a tenzorok abszolit derivalasanak geometriai oldala.

A tekintetbe vett tenzorok halmaza itt a paros rend(i tenzorok és invaridnsok
halmaza lesz. A tovabbiakbdl vilagosan kitiinik azonban, hogy a paros rendil ten-
zorok halmaza minden nehézség nélkiil p6tolhatd az n-k rendii tenzorok halmazaval,
ahol k tetszlleges rogzitett természetes szam (k =3), n pedig végigfut a természetes
szdmokon. Az altaldnos esetben az sszefiiggések felirdsa és az eredmények meg-
fogalmazasa nyilvan bonyolultabb. Igy megelégsziink ennek a ténynek itten vald
megemlitésével, és eredményeinkben ezt nem fogjuk kifejezésre juttatni.

A tenzorok kozott a kdzénséges affindsszefiiggd tér (az L,) altal indukaltnal
altalanosabb konnexi6 létesitésének a gondolata — ha nem.is az itt vazolt felfogas-
ban — el8szor S. HokARrI-nal [13] (1934) talalhaté meg. A habort utdn E. BOMPIANI
[2] (1946) vizsgalta a kérdést, majd A. Cossu [5—7] foglalkozott t6bb munkajaban
a problémakérrel. 1960-ban a szerz8nek jelent meg ilyen irAnyd vizsgalatokat tar-
talmazé munkéja [18], majd M. KucHARSEWSKI [14] foglalta 6ssze a problémakdr
addigi eredményeit. Ugyanakkor S. GoLAB [12] az emlitett AltalAnosabb affindssze-

t Az ezeken a fogalmakon nyugvo kiilénbozé affindsszefiiggd geometridk megalapozdsdval
t6bb magyar matematikus is foglalkozott. Igy VARGA OTTO [21] a vonalelemterek affindsszefiiggését
alapozta meg. FARkAs MIKLOS [11] a WEYL [22] dltal bevezetett affindsszefiiggd pontterek fogalma-
nak egy koordinatamentes felépitését adta, mig So6s GyuLA [17] a vonalelemterek linedris dssze-
fuggését a fibralt terek fogalman keresztiil globalis eszkdzdkkel vezette be.

2 Lasd A. DuscHek —W. MAveR {8] I. fejezetet és II. fejezet 2. §.
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fuggl tér osszefiiggési objektumanak algebrai komitansait vizsgalta meg, ami szin-
tén ehhez a targykorhoz sorolhatd. S. BocHNER-nél [3] (1951) is felmeriil az alap-
probléma kissé altalanosabb formaban, amennyiben & a tenzorokat az altalanosabb,
de kevésbé hasznalatos tenzoroidokkal potolja.3

VarGA O11Onak, PAuL GUNTHERNek €s So0s GyuLAnak értékes megjegyzéseiért
e helyen is kdszonetemet fejezem ki.

1. §. Az osszefiiggési koefficiensek

1. Alapteriink egy tetszGleges pontjaban a kontravarians vektorok Osszessége
egy n dimenziés E, vektorteret alkot, melyet az alaptér érintSterének neveziink.
A kovarians vektorok ehhez dudlis érintSterét Ex-al jelsljitk. Bar ez a két tér, mint
két n dimenzids vektortér izomorf, és igy tisztan algebrai szempontbdl azonos,
mégis, ha az alaptér nem metrikus, Ggy nincs semmi indok a kozottitk lehetséges
végtelen sok izomorf leképezés kozill barmelyiknek a kivalasztasara. Ha azonban
az alapteriink pl. egy Riemann tér, akkor a metrika az E, és E} kozott egy jol meg-
hatirozott izomorfiat tiintet ki. (Mi az E, és E-ot mint lényegesen kiilonbdz8ket
fogjuk fel.)

Az E, érint8térnek az alaptérrel valé kapcsolata abban nyilvanul meg, hogy ha
az alaptérben egy X'=X'(x) koordinatatranszformaciét hajtunk végre, akkor az
(xo) koordinataju P, pont érintGterében az e; —~¢; bazistranszformaciot kell végre-

0%
hajtanunk, ahol ;== Afe,, azaz ¢;= Ble,; ALBI=45! és A;:Z—zk(xo).

Az E,, ill. E% tereknek énmagukkal vagy egymdssal alkotott tenzori szorzatai
képezik a szorzattereket. Pl. ha az E, bazisvektorai az ¢;—k (i=1, 2, ..., n), ugy az
onmagaval alkotott n? dimenziés E() szorzattér definicié szerint az e;®e; parok
altal van felfeszitve, és abban kiillonbozik egy n? dimenzids vektortért8l, hogy itt
nincsenek az Osszes €;®%¢; = Afj(e,®e,) (]4%|#0) bazistranszformaciok meg-
engedve, hanem csak azok, ahol A% 4745 formaju (|4} #0), és egy ilyen transzfor-
maciot akkor kell az E{?-ben végrehajtani, ha az E,-ben az e;= A%¢, transzfor-
macid kovetkezik be.*

2. Keressiink az n dimenzids tér paros rendszamban kontra-, ill. kovarians
tenzorainak és invariansainak 8 halmaza felett a tenzor komponenseiben, a kompo-
nensek els6 parcialis derivaltjaiban, és a koordinatadifferencialokban kiilén-kiilon
linearis, valamint az utébbiban homogén, éltalaban a helytdl fiiggd olyan abszolut
differencialoperatort, mely tenzorhoz vele egyenl8 rendii tenzort rendel, mely fiigget-
len a koordinatarendszertdl, 6sszegnél és szorzatnil megtartja a kozonséges diffe-
rencialra ismert szabalyokat és invaridnshoz a kozonséges differencialt rendeli.

Azaz, ha ez az operéator 9, akkor

(1) 79T:Li<T,a—]:,x> dx?
Ox

3 S. BOCHNER [3] 463. oldal. .
4 Ezekre a fogalmakra nézve lasd A. LicHNEROWITZ [15] 85., 86., 89. pont, vagy N. BOUR-
BAKI {4] munk4jat.
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® 0T = T e
3) 8T = 8T

4) HT+U) = 9T+ HU

(5) H(T-U) = OT-U+ T-8U
6) ' or—=dl,

ahol T és U P elemei, L, bilinearis T és éz-ben, I invarianst, d pedig a kdzdnséges

differencialt jeldli. X-al az 1ij koordinatakat, feliilvonassal altalaban az Gj koordinata-
rendszerben vett értékeket jeloljiik.

ElsG feladatunkul a legaltalanosabb ilyen tipusu operdtor formajinak megha-
tarozasat tlizzitkk ki, ElGszor csak masodrendii tenzorokra szoritkozunk. Az itt

nyert eredménybdl azonban mar konny( lesz az altalanos format meghatarozni.
ki

- oT
i 4 1 kil A
#T (1) és (4) miatt T és 5

-ben egyiittesen csak linearis lehet, és #7T%

kl

6]);' -t61 szabad, csak x-t8l fiiggd tag. Igy

kifejezésében nem szerepelhet T és

" . oTH .
) DT (x) = Y (%) I dx? + yyy (x) T dxt.

Ahhoz, hogy #T% a koordindtarendszertsl fiiggetlen legyen, és hogy masodrendii
kontravarians tenzort képezzen, a y-knek €s a y-nak
_ 0xe Oxb Ox* ox' dxe ox* | ..
ab e — "7 T 77 T T Wi
© VPei’s = ox 37 o o o oxr ¥ M
_ 0xe Oxb ox* ox' oxt .
ab .. T 0 T ¥
© Ved s = G %7 0xc oxd oxT M ot
omow( Pat ov o Px \owor .
dx' 0xJ \ 0xc0x™ 0x¢ ' 0%° 0x?0x™ ) oxr oxS T '
szerint kell transzformalddniuk.

Tekintsitk most a TU(x)U,(x) =1I(x) kifejezést. I(x) abszolit differencialja
(5) és (6) szerint is kiszamithatd. Ezek egybevetésébdl

(10) Tij?9Uij = Tij(dUij_ ’yij“! Ukl dxt)+

oTY . 0T
+ Uy <W_ Yl o )dx’.

Ennek tetszleges T%(x) tenzorra tetszdleges dx' mellett fenn kell allnia. Igy pl.
ha T!!=1, minden mis komponens pedig zéro. Ebbdl lathatd, hogy ahhoz, hogy

4 ITI. Osztaly Kozlemeényei X111/4
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ki
%-tc’il fiiggetlen, (5) és (6)-nak is eleget tevs #U;; 1étezz€k, sziikséges a jobboldali

masodik zarojelében levd kifejezés eltlinése, azaz
ijr icjgr
lﬁ kltzék(slér-

A YU, s, ilyen megvalasztasa flggetlen a koordinitarendszertSl, mert (8) szerint
Y is tenzor. Igy (7), (10) és (9)-bdi

an BT = dTii 4y, 13, T dx*
(12) BU;; = dU;;— ;% Uy dxt

_ ox* 0*x™ o ca OX O*xm
b _ 7 Y W —
(13) VYed 5 = Ix™ 0% oxS da+9c ox™ oxdoxt

0xe O0xb Ox* Ox' Ox*

Konnyen ellendrizhets, hogy (13) figyelembevételével (12) is eleget tesz (1)—(4)-nek,
és ezek (5)-6t is kielégitik.

Ha most #4%-- , -t akarjuk meghatarozni, ahol 4 8 egy magasabbrendi
eleme, akkor 4-t kontrahaljuk B masodrendii elemeivel, mig invarianst nem kapuank.
Erre alkalmazzuk (5)-6t és (6)-ot, majd ezek eredményeinek egybevetésébsl

14y DAY, =dAT ey, Ay e = g ATy — ) dX

Ujbdl konnyen ellendrizhetd (1)—(6) teljesedése. Ezen paragrafus meggondolasainak
menetét figyelembe véve igaz a kovetkezd tétel:

1. TETEL: A kontra-, ill. kovaridns indexeikben pdrosrendii tenzorok korében az
(1)—(6) feltételeknek eleget tevé legditaldnosabb abszolit differencidloperdtor (14)
Jormdju, ahol az operdtort meghatdrozé mennyiségek transzformdciés torvénye (13).

Megjegyezziik, hogy ha a P halmazt leszlikitenénk pl. a masodrendii kontra-
varians tenzorok halmazara, és igy a masodrendii kovarians tenzorokat és az inva-
riansokat is kizarnank, ez mar lényeges megszoritast jelentene. Ekkor ugyanis a
felsorolt kovetelményeknek — melyek koziil ebben az esetben (5) és (6) természete-
sen kiesne — eleget tevs legaltalanosabb differencidloperator nem (11), hanem (7)
form4ji lenne.

(11)-et a kdvetkez6képpen is megkaphattuk volna: Legyen az ES?)(x) egy bazisa
ex)®ej(x) és az LD (x+dx) egy bazisa az ei(x+dx) ®e/(x +dx). Ezek kozott
egy linearis leképezést egyértelmiien meghatiroz az egyik bézisnak a masik térre
valé leképezése. Nyilvanvaléan az Osszes ilyen leképezés leirhatd az (e;Qe;) —
- (ei ®e) —y;(x +dx) (ek®e¢/) formaban. Ha még a dx-ben vald linearitast is
megkoveteljiik, ugy ez az (e;®¢;) ~(ef ®ej) — 7, (x) (k@ e/)dx' format veszi fel.
Tekintsiik most a T=TW(e,®c¢;) € E{D)(x) tenzort. Ehhez az el6bbi leképezés az
ED(x +dx)

T = T9(x)[e ®e))— 3 () (ek @) dx'] =
= [T (x +dx) —dT7 (x))(e/ @ ej) — ;' T (x)(ex Qe[ ) dx* =
= T (x+dx)(e/ @ e}) — [dT* + v, (x) T (x) dx (e R /) = T'— T
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elemét rendeli, ahol (11) a 7'—T = 4T kiilonbség komponenseivel azonos. (12) és
(13)-at a tovabbiakban az (1)—(6) kovetelményekbdl lehetne levezetni. — Az itt
targyalt és az 1. tételben megoldott probléma azonban nem azonos, mint ezt az
1. tételt kovetd megjegyzés is megvilagitja.

Ezekutan definidljuk P elemeinek két szomszédos P(x) és P’(x + dx) pontban
valé parhuzamossagat.

DEFINICIO A(P) parhuzamosan van eltolva P’-be, ha 94 =0. )

A P felett a y segitségével definialt teret {°B, y}-val jeldljik, és tenzorlahsan
osszefiiggdnek nevezzik.

Megjegyezziik még, hogy a): A (13) transzformaécios torvény eleget tesz a
tranzitiv tulajdonsagnak. Igy a y-k egy linearis masodosztalyu differencidlgeometriai
objektumot alkotnak.’ b): Nincs érteime y két felsG indexében, ill. két glsG indexé-
ben vald szimmetriarol beszélni, mert ezek a tulajdonsidgok egy transzformacional
altalaban elvesznek. Azonban a y,/Y,=1y,’, Osszefiiggés invarians. Arra nézve,
hogy egy szimmetrikus, ill. antiszimmetrikus 7T%-vel egyiitt 97% is hasonlé tulaj-
donsagh legyen, ez az osszefiiggés szilkséges és elegendd.©

2. §. A redukcié esete

1. P felett az (1. 1)—(1. 6)-nak a

(1) DAijmvp... = dAij...me +(FtikAkjmvp... + . —FtkvAijmkp... - “')dx’
— oxe 0ixm ox® OxJ oxk _ .
@ e = Zon ovaxe T oxt o oxe LI*

is eleget tesz. Igy a DA eltlinésével is definialhatunk egy affindsszefiiggést. Ezt
{B, I'}-val jeloljiik és indukaltnak nevezhetjilk, mivel a I' kozonséges affindssze-
fiiggés hozta létre. Megmutatjuk, hogy {*8, 7} specialesetként tartalmazza {3, I'}-t.
Az 1. tétel értelmében elegendd lenne csak arra ramutatni, hogy # nem ekvivalens
D-vel b felett. Azt is meg akarjuk azonban mutatni, hogy # hogyan és mikor tar-
talmazza D-t.

Ezt a kérdést masodrendii kontravarians tenzorok esetében E. BOMPIANI, mig
vegyes masodrendii tenzorok esetén hozza hasonld uton A. Cossu vizsgélta.” Bom-
piani eredmenye szerint a redukciohoz szﬁkseges es elegendc')’, hogy egy tetszGleges

sz

-Pkl”t gt 'Ykl”t - 5llcl—'l]t - 511 Fklt
tenzor felbonthatd legyen a
3 Py’ = 8 T+ 81 T,

formaban (ahol T valamilyen tenzor). Kénny( 14tni, hogy ha P, mely fiigg I'-t0l,
valamilyen I' mellett felbonthaté a (3) forméaban, akkor minden mas I'* mellett is

5 Lasd K. Yano [23] 18. oldal vagy J. AczéL—S. GoraB [1] L. fejezet.
6 Lasd E. BoMpiaNI [2] 481. oldal, vagy M. KucHArRZEWSKI {14} 68. oldal.
7 E. BoMmpiaNI {2] 481. oldal, és A. Cossu [6] 422. oldal.

4%
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felbonthaté. — Ez a feltétel azonban relativ, mivel tovabbra is nyitott kérdés, hogy
P-nek mikor létezik a (3) felbontésa, és hogy melyek a felbontasban fellép8 T tenzor
komponensei.

Gyorsan hozzajuthatunk ehhez az eredményhez az el6z8 bekezdésben elmon-
dottaktdl fiiggetleniil és szamunkra kissé alkalmasabb formaban is. Legyenek adva
az x koordinatarendszerben a I'-k, és ezzel

@ DT = dTi + (I}, TH + I'J, Ty dx'.

(1 11) és (4) csak a megfelel§ T* koefficienseiben kiilonbozik. Definidljuk tehat
ugy a y-kat, hogy T* koefficiensei a két kifejezésben egyenldk legyenek. fgy legyen

®) * v = 8T+ 0ulY .

Konnyii latni, hogy ebben az esetben (1. 14) is Osszeesik (1)-gyel. (5) egy zérora
redukalt formaban (2) és (1.13) figyelembevételével tenzorrelacio. — Tovabba
adott y mellett (5) altaldban nem éllhat fenn, hiszen (5) szerint pl. a Y, koziil
tobbnek el kell tinnie. Igy igaz a

2. TETEL. A © segitségével definidlt affindsszefiiggés specidlesetkeént tartalmazza
a P felett a D segitségével definidlt affindsszefiiggést. Hogy az elébbi az utobbira
redukdlddjon, annak sziikséges és elegendo feltétele (5) teljesedése.

2. Kérdés, mikor oldhaté6 meg (5).

Mivel ezen egyenletrendszer megoldhatdsaga csak a y-tél fiigg, és a megoldha-
tésag fiiggetlen a koordinatarendszertdl, igy kell, hogy a y-k koz6tt a koordnata-
rendszert8l fiiggetlen Osszefiiggések Iétezzenek, melyek (5) megoldhatdsaganak
sziikséges és elegendd feltételeit fejezik ki. Ezeket akarjuk most meghatirozni.®
Ekozben megkapjuk (5) fiiggetlen egyenleteit, melyek mind egyetlen ismeretlent
tartalmaznak és igy (5) megoldéséra — a megoldhatésag fennallta esetén —, egy-
idejiileg egy igen egyszerii eljarast is kapunk

Mivel (5) jobboldala szimmetrikus az i és j, valamint &k és [-ben, igy a megold-
hatésdghoz sziikséges, hogy

© Ve — vy = 0
fennalljon. Tovabba (5)-b8l kovetkezden sziikséges a
M Ya'e=0  ha isk és jI

osszefiiggés is. (6) és (7) teljesedését a tovabbiakban feltessziik.
Most az-(5) egyenletrendszer egyenleteit hdrom részre bontjuk:
A) ahol i=k é j=l.
Ezek elhanyagolhatdk, mert (7) figyelembevételével minden I' % -re teljesednek.
B) ahol i=k, de j=1I
fgy ezek

® Yille=Ty, s Y =T7, G#D

8 A legkdzvetlenebb ilyen feltétel az (5) linedris egyenletrendszer koefficienseibdl alkotott
eredeti és bovitett matrix rangjanak megegyezését kifejezd. Ez azonban egy viszonylag bonyolult
Osszefiiggés, melynél ttekinthetdbbet fogunk megadni.
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formajtak. Ezen részrendszer megoldhatésdginak a sziikséges és elegendd fel-
tétele az, hogy

(9) ‘yrolr()jl - v.mlsojt =0 (] #= { )

legyen. (Ha két indexre szummazni kellene, de azok a , jellel vannak ellatva, akkor
a szummaci6é elmarad.)

C) ahol i=k és j=I. \
Az idetartoz6 egyenletek
a) yllllt.:zrlln ters yrmnnt=2rnnt
(10) .
b) P12'% = T+ T o Yoo = Ty T

forméjhak, amely részrendszer megoldhatdsaganak sziikséges és elegendd feltétele
az, hogy

1
(11) Voo ' — 0 (Vioko % + V1g15®%) = 0

legyen.

(6), (7), (9) és (11) egyiitt (5) megoldhatdsaganak szitkséges és elegendd fel-
tétele egy tetszdleges kiindulé koordindtarendszerben. Azonban amegoldhatosag
fiiggetlen a koordinatarendszertdl, mivel (5) tenzorrelacié. Igy ha (6), (7), (9) és
(11) egy koordinitarendszerben fennall, Ggy ezeknek minden koordinatarendszer-
ben fenn kell allani.® Ezzel megmutattuk, hogy

3. TETEL. (5) megoldhatésdgdnak, azaz annak, hogy {B, v} {8, I'}-ra redukd-
lédjon a koordindtarendszertdl fiiggetlen sziikséges és elegendd feltétele (6), (7), (9)
és (11) fenndlldsa. Ebben az esetben a I';', értékeit (8) és (10, a) szolgdltatjdk.

(8) és (10)-bdl lathatd, hogy (5) megoldasa egyértelmii:

4. TETEL. A {B, y} legfeljebb egyféleképpen redukdlédik egy {B, I'}-ra.

(8) és (10, a) segitségével a y-bdl (2) transzformacidju I'-t vezettiink le. Tehat
az igy meghatérozott I' a y-nak egy algebrai komitinsa.'® A y-b6l azonban algebrai
uton tobb (2) transzformaécidju geometriai objektumot lehet képezni, habir ezen
objektumok koziil a 4. tétel értelmében legfeljebb egy elégiti ki (5)-6t. Az ilyen algebrai
komitansok meghatarozasa a targya S. GOLAB egy 1jabb dolgozatanak. A kérdéssel
foglalkozott ugyanakkor M. KUCHARZEWSKI is.!! Ilyen algebrai komitans a kévetkez§

paragrafusban értelmezend6 G*, -szerese is. GOLAB vizsgélataiban a 3. tétel

1

+1
eredményei Ujra kiadédnak!? kissé megvaltoztatott formaban, aminek az oka az,
hogy bar (5) megoldasa egyértelmii, ez a megoldas a y komponensei kdzott a meg-
oldhatésag esetében fennalld (6), (7), (9) és (11) miatt tobbféleképpen fejezhetd ki.

* Ez még nem jellemzi azt, hogy a felsorolt egyenletek tenzorreldciok, csak azt, hogy a fel-
sorolt egyenletek transzformadltjai ckvivalensek az 4j koordinatarendszerben felirt (6), (7), (9),
(11) egyenletek rendszerével. (6) és (7)-r6l azonban koézvetleniil, mig (9) és (11)-rdl kisebb szamolas-
sal lathaté, hogy valéban tenzorreldcidk.

10 T4sd J. AczéL—S. Goras [1] 16. oldal, vagy J. A. SCHOUTEN [16] 164. oldal.

1t S, GoraB [12], és M. KUCHARZEWSKI [14] 6. §.

12 §. GoraB [12] 20. oldal.
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3. A y és a I'"k kozott (5)-6n kivill mas érdekl6désre szamottarté kapcsolat
is fennallhat. Igy pl. a

(12) : e = 80+ 6T,

(ahol I" és I'* két killonbsz8 (2) transzformacidju objektum). Ezt a kettGsredukcid
esetének fogjuk nevezni. A kettGsredukcié felléptének feltételeit ugyantigy vizsgal-
hatjuk, mint ahogyan az el6z6 pontban a kodzonséges redukcié esetét vizsgaltuk.
Ebben az esetben is fenn kell allni (7)-nek, (6)-nak azonban nem. A B) esetben (6)
hidnya miatt (9) mellett a megoldhatésagnak egy maésik feltétele is jelentkezik:

(13) . ykr‘oirot - 'yksoisot =90 (l # k)
Végiil a C) esetben (10) helyett a
(14) Vi iowo =T ot+F;k0m!

egyenletrendszerhez jutunk. Mint konnyd latni, (14) megoldhatésiganak sziikséges
és elegendd feltétele

(15) Yioroiorot - yrorororot - ‘y‘o 'o t + ‘y OJO = 0.

Az emlitett feltételek fennallta esetén a megoldas:
I'é=vue= o = Y (i#k)

(16) Mf=yMe=.=wm  (G#D

Flo t— yorooo-yoro t+cr
* j
Ijje,= = Yrojo O’ o,¢ys

ahol r tetszGleges index, ¢, pedig r rogzitése utan valasztott konstans.

Ha ko6zénséges, azaz (5) formaju redukcid lehetséges, akkor nyilvan kettSs
redukcié is lehetséges (pl. abban a speciilis formaban, hogy I'* =I'). Forditva
azonban nem. — Kérdés, mennyiben erGsebbek a kozonséges redukcio feltételei,
mint a kettSs redukciéé?

A kozonséges redukcio feltételei: (6), (7), (9), (11). Jeloljitk ezeket I-gyel. A ket-
tés redukcio feltételei: (7), (9), (13), (15). Jeloljik ezeket II-vel. — ElGszOr meg-
mutatjuk, hogy I-bdl kovetkezik 11. (6) fennallta esetén ugyanis (13) osszeesik (11)-el;
tovabba (11)-bél kovetkezik (15). Ha ugyanis (15) baloldalan y,o,u"m -t €5 P, 507000t
ezek (11)-bél vett értékeivel potoljuk, akkor 1[0, + /06770 — Vigjo /% -t kapunk
eredményiil, ami (11) szerint zér6. — Ko6nnyi latni, hogy 11-b6l nem kovetke21k L
Ha azonban II-hdz még (6)-ot is hozzavessziik, akkor ezekb8l mar kovetkezik I.
Ehhez egyediil (11) teljesedését kell megmutatni. Képezziik a

(17) ‘Yioroloro - IYlolo t + yrorororot]

kifejezést, mely olyan tipusii, mint (11) baloldala. Fejezziik ki (15)-b8l y,,,,77,-t,
valamint az i, és r, szerepének (15)-ben valod felcserelese utan Vioo 20 -t Helyette-
sitsiik ezeket a (17) kifejezésbe. Igy a y,o,o“”ﬂ HYioree O+ 74 ,o'°'°,] kifejezéshez
jutunk, ami (6) figyelembevételével zérét ad. Igy (15) es (6)- bl (11) kovetkezik.
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Ha tehat a kett8s redukcid feltételeihez még (6)-ot is hozzavessziik, akkor a
kdzonséges redukcio (szukseges és elegend@) feltételeivel ekvivalens egyenletrend-
szert kapunk Igy azt is lehet mondani, hogy a kett8s redukcié feltételei (7), (9),
(13), (15); mig a kozonséges redukcid feltételeihez ezeken kiviill még (6) is hozzatar-
tozik. llyen formaban a kozonseges és kett8s redukcid aszerint valik szét, hogy
(6) teljesedlk vagy sem.

6. TETEL: A kézonséges redukcio egy sziikséges és elegendd feltétel rendszere
(7, 9), (13), (15) (azaz a kettds redukcio feltételei) és (6).

Megjegyezziik, hogy bar a kozonséges redukeid esetében (16) mindig megoldasa
a kett8s redukcid (12) -alapegyenletének, ebben a megoldasban azonban csak akkor
lesz I' =I'*, azaz (16) csak akkor megoldasa egyuttal (5)-nek is, ha ¢,-t Ggy valaszt-
juk, hogy

1
Ce = rrorot = E ’))rorororot

3. §. Az ekvivalencia

Egy, az x koordinatarendszerre vonatkoztatott {3, y} tér, és egy, az X koor-
dinatarendszerre vonatkoztatott {3, y} tér akkor ekvivalens egymassal, ha van
olyan egyértelmiien megfordithatd
(1) X' =xi(%)

fliggvényrendszer, mely a két tér pontjait gy rendeli egymashoz, hogy az egymasnak
megfelel6 pontokban a y és y kozott az (1.13) Osszefiiggés all fenn. Ha az emlitett
tulajdonsagokkal rendelkez8 (1) fiiggvényrendszer 1étezik, akkor (1.13) ekvivalens

) Ved fRIPE = P2 Pa P PIH 0 (DPePP

0x9 0% x9
9I(x) == —*
(Pa(x)— s P P)= axvaxf>
Osszefiiggéssel, ami adott y és y mellett az (1) fiiggvényrendszerre kirdtt differencial-
egyenletrendszer. (2)-t egy Ugynevezett vegyes rendszerré!3 alakitjuk at, és ennek
segitségével a kivant tulajdonsag megoldas létezésére feltételeket fogunk levezetni.

Tegyiik fel, hogy a fenti tulajdonsigokkal rendelkezé (1) fiiggvényrendszer
létezik, és jeloljiik (1) X/=X/(x) inverzének x* szerinti parcialisait g]-val. (2)-bSl

PPV Vo e = Vel ) = PELG PSP 0 v )P

Ezt gJ-vel kontrahalva,

3 pl = (Gc WPy Gkhlp,c‘pfi)’
n+1

ahol

“) Gl = Ve + .y"hrk - thrhr .

13 Lasd J. M. THomMas—O. VEBLEN [20], vagy L. P. EiSENHART [9] 16. oldal, vagy L. P.
EseNHART [10] 1. §. vagy L. TamAssy [19].




368 TAMASSY L.

(3) segitségével (2)-t olyan formara hozhatjuk, ami a tovabbi Gsszefiiggések attekint-
hetGségét nagymértékben elGsegiti. p.g, (3) szerinti értékét (2)-be visszahelyette-
sitve,

&) A EPp = A, Poy
ahol
(6) A" = (n+ Dy — (5;' G +01G").
igy az emlitett vegyes rendszer a (3)-at jelentd
oxt o
a) 7 LX) ,
(8)
apz 1 a4 =\ g g k1
b) 7% = nrl (Ga(X)pa— Gi'1(x)pcpa)

differencialegyenletekbdl és az (5) skalardsszefiiggésbdl all. Nyilvan a (2) differen-
ciélegyenletrendszer minden megfordithaté megoldasa kielégiti- a (8), (5) vegyes
rendszert és forditva. Ugyanis ha az (5) Gsszefiiggést (melyben az 4 (6) altal van
meghatarozva) megfeleléen rendezziik, és a (8, b) jobboldalan 4ll6 kifejezéseket
(8, b) baloldalaval, ill. p ¢,-vel helyettesmuk akkor (2)-t kapjuk vissza. igy a {8, y}
és {B, y} akkor és csak akkor ekvivalens, ha (8)- és (5)-nek van olyan megoldasi
rendszere, melyben (1) megfordithatd.

A (B), (5) vegyes rendszer megoldhatosagara alkalmazhatd a Thomas— Veblen-
féle tétel.13 Ebbd] a célbol képezziik (8) integrabilitasi feltételeit (8) figyelembevételé-
vel. (8, a) integrabilitasi feltétele (8, b) figyelembevételével

© S 4P S Peba,
ahol 4
) .
(10) Sée = m(Gkgt_Gtgk)-
(8, b) integrabilitasi feltétele (8) figyelembevételével
(11) R,y = Ryu0hpipy,
ahol 14
s 1 Vs 1 (0Gp _ 9GS
1D R = G G 60i= GG + o <—axi' )
(5) x* szerinti derivaldsa el6tt megjegyezziik, hogy a G
g 6xs 02xm  Ox* Ox'
() Gii = [( D Fxiow *ow o O ]

transzformacids toérvénye alapjan G/, alkalmas arra, hogy segitségével a

1
n+1

14 Az 1/n4-1 faktor beiktatdsanak a célszeriiségét a 12. és 13. tétel vilagitja meg.
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rd
szokott mdédon kovaridns derivaltat képezziink.!> Az G segitségével az x*

n+1
szerint képezett kovarians derivaltat egy fiiggSleges vonal mogé irt s betlivel jelolve,
(5) x* szerinti parcialisa (8) figyelembevételével

(14) A o1 PAPL= A PePGPL -

Kénnyen lathatd, hogy egy tetszSleges mennyiség tenzoridlis transzformacids tor-
vényét leird kifejezésx* szerinti derivaltja (8) figyelembevételével egy olyan kifejezést
ad, mely ezen mennyiség hﬂG segitségével képezett kovarians derivaltjanak

tenzorialis transzformacids toérvényét irja le. gy a Thomas— Veblen-féle kritérium
segitségével a kovetkezd feltételt kapjuk.

7. TETEL: A {B, y} és {V.y} tér ekvivalencidjihoz sziikséges, hogy létezzék

olyan N szdm, hogy az A, S, R-nek az G segitségével képezett elsé6 N—1

+1
kovaridns derivdltia tenzoridlis transzformdciés torvényét kifejezé dsszefiiggések
kompatibilisek legyenek X minden ériékére egy n dimenzids tartomdnyban, és hogy
az N-edik kovaridns derivdltak transzformdcios torvényét kifejezd dsszefiiggések az
elézék kévetkezményei legyenek.

Az elegendGséghez azt kell még biztositani, hogy a megoldasok kozt szerepld
xi(X, ¢) fuggvényrendszer (ahol ¢ a megoldasban fellépG konstansokat jeloli) meg-
fordithatd legyen, azaz a |pi(X, ¢)| determindns valamilyen ¢ értékrendszerre ne
tlinjon el. Hasonl6é kérdéssel foglalkozik a szerzé [19] dolgozatanak 1. tétele is,
aminek bizonyitasaban az volt a lényeges, hogy a p! elemei k6z56tt tobb mint n2 —n
,,5zabadon valaszthatd” legyen, ami biztositva van, ha a megoldasban fellépd para-
méterek szama nagyobb, mint az ismeretlenek szAma minusz ». Az emlitett tétel
bizonyitasanak gondolatmenete alapjan igaz a

8. TETEL: A {B, y} és { X, ¥} tér ekvivalencidjdhoz elegends, ha a (8), (5) vegyes
rendszer megoldhato, és a megolddsban fellépé konstansok szdma minden X pontban
nagyobb, mint az ismeretlenek szdmdnak és n-nek a kiilonbsége.

Ez nyilvan teljesiil, ha minden integrabilitasi feltétel azonossag.

Megemlitjiikk, hogy [19] 3. és 4. tétele alapjan és azokhoz hasonlé formaban
az ekvivalencia sziikséges és elegendd feltételeit is megfogalmazhatjuk.

Az ekvivalencia kérdésével Gijabban a fentiektdl kiilonb6z8 médon M. KUCHAR-
ZEWSKI is foglatkozott.16

A 7. és 8. tételbdl, illetve a hozzajuk vezet6 meggondolasokbdl mar viligosan
kitéinik a '
9. TETEL: Az A, R és S, valamint ezek mG segitségével képezett kovaridns

derivdltiai a {*B, y} egy teljes differencidlvaridns rendszerét képezik.

15 Lasd L. P. EiseNHART [9] 3. oldal.
16 M, KUCHARZEWSKI[14] 5. §.
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4. §. Gorbiilet és torzio

1. DerNiciO: A {5, y} teret akkor nevezziik affinnak, ha van olyan koordinata-
rendszer, ahol a y Osszes komponense azonosan eltiinik.

Az el6z8 paragrafus és az itteni definicié értelmében a {$B, y} affin voltanak
a feltétele az, hogy a

1 pEpht Pl i+ (Opkpyp, = 0
differencialegyenletrendszernek legyen az

) xt=x4(X)
fiiggvényekre megfordithaté megoldasa.

10. TETEL: {B, y} affin voltinak sziikséges és elegends feltetele az R és A gor-
biileti és az S torziotenzor eltiinése.

R, A és S tenzorok. Ha ugyanis x'=x¥(X) nem ismeretlen fiiggvényeket jelen-
tenek, mint az el6z8 paragrafusban, hanem egy transzformacidt leiré ismert fiigg-
vényrendszert, akkor (3. 11), (3. 5) és (3. 9) nem feltételek, hanem transzformacids
torvények. Ez azonban azt jelenti, hogy R, A és S tenzorok.

Az emlitett tenzorok eltiinése valodban sziikséges. A y komponensei, ill. ezek
parcialisai (3. 12), (3. 6), (3. 10) és (3. 4) szerint ugyanis az R, A és S Kkifejezéseinek
minden tagjaban el6fordulnak. Ha {3, y} affin, akkor definiciénk szerint van olyan
koordinatarendszer, melyben a y minden koefficiense azonosan eltiinik. Ekkor
azonban eltlinnek a y parcialisai, és igy az R, 4 és S is, és ez tenzorvoltuk miatt
minden koordinatarendszerben igaz.

Az ¢l6z8 paragrafus elsG két tételére tamaszkodva megmutatjuk, hogy R, 4 és
S eltiinése esetén {P, y} ekvivalens az X koordinatarendszerre vonatkoztatott azon
{%B, 7}-val, melynél 7 azonosan eltiinik. Ez definiciénk értelmében tételiinknek azt
az allitasat bizonyitja, hogy a mondott feltételek elégségesek.

Megoldandd vegyes rendszeriink most a

oxt o
a) Frre P,(X)
3)
b op?. I
) 6—)?"—"11+1G"'(x1)p"

differencialegyenletrendszerre redukalddik. A (3. 8b)-ben szerepld G a 7 eltlinése
miatt esik ki. A (3.5) baloldala feltételiink, jobboldala pedig a 7 eltlinése miatt
valik zéréva. Ebben az esetben R és S feltételiinkben szerepl§ eltlinése miatt létezik
a 7. tételben megkivant tulajdonsdgokkal rendelkez6 N, mégpedig N=1. — Az
integrabilitasi feltételek itt azonossagok 1évén, a megoidasban fellépd paraméterek
szama megegyezik (3) ismeretleneinek szamaval. Igy teljesiil a 8. tétel feltétele is.
Ezzel azt is bebizonyitottuk, hogy a 10. tételben mondott feltételek elegenddk.

2. Az A4 tenzor geometriai jelentése.

L1. TETEL: Annak, hogy {B, 7y} egy szimmetrikus {3V, I'}-ra redukdlédjon,
szitkséges és elegendé feltétele az A gorbiileti tenzor eltiinése.
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Tegyiik fel, hogy {B, y} redukalédik, azaz (2. 5) fennall. Ezt az 4 (3. 6) kife-
jezésébe helyettesitve (3. 4) figyelembevételével 4-ra a kévetkezd kifejezést kapjuk:

e)) A% = 2{(n— DO Tyl + 8100y m+(— 1) g+ 8160 T ).

Ebbdl lathato, hogy ha {3, y} egy szimmetrikus {$B, I'}-ra redukalédik, akkor
A=0.

. Tegyiik fel megint, hogy {%, y} redukalodik és helyettesitsiik (2. 5)-6t (3. 4)-be.
Igy *

®) G =2 +(n— D)5+ 201 g

Ha most 4 =0, akkor (3. 6) szerint {*B, y} redukalddik egy olyan {®B, I }-ra, ahol

r =n—}——IG’ azaz

©) Gl =@+ 1D)I},.

Ezt (5)-be helyettesitve

) (n—DIy’q=01v - .
Ha itt g #1, akkor I,%,=T/. Ha pedig g=t, akkor (7)-bdl

(8) T’y = 1—1—n Tu'n (to-ra nem szummazunk!)

azaz Ty, figgetlen ¢ értékétsl. Igy I'y'py = Ip'og+ . +Tply = 1l Ezt
(8)-ba visszahelyettesitve (1 —% Iy’ =0, azaz a g=tre is I\’,=I/, ami
azt jelenti, hogy az 4 =0 esetében {, y} egy szimmetrikus {$, I' }-ra redukalddik.

A 11. tételbSl, (6)-bol, valamint az R definicidjat jelentd (3. 12)-b6l kovetkezik a

12. TETEL: Az A tenzor eltiinése esetén R és S a I' dltal indukdlt (kézionséges)
affindsszefiiggd tér gorbiiletére és torzidjdra redukdlodik.

Ha {B, y} affin, akkor a 10. tétel szerint eltlinik az 4. Ekkor a 11. tétel szerint
{R, y} egy {B, I'}-ra redukalddik, és ez a redukcio a 4. tétel szerint egyértelmii.
{B, I'} azonban egy része az Osszes tenzorok T halmaza felett a I" altal generalt
kézonséges affindsszefiiggs térnek. Az R és § eltlinése (10. tétel) miatt azonban
a 12. tétel szerint eltiinik a {T, I' }-nak mind a gorbiilete, mind a torzidja. Igy igaz a

13. TETEL: Ha {'B, v} affin, (a jelen paragrafus elején adott definicié értelmében ),
akkor ez egy kozonséges affin térnek a pdrosrendil tenzorokat magdban foglalo része.

Bar az 1§ (6), (7), (9) és (11) osszefiiggései elég egyszerl tenzorialis formaban
irt sziikséges és elegendd feltételét adjak a {$, y} redukcidjanak, megmutatjuk, hogy
ilyen feltétel az A segitségével is nyerhetd.

14. TETEL: A {B, v} redukcidjinak sziikséges és elegendi feltétele, hogy A az
) A% = (1= D UL+ 018U A+ (n— LU + 016 UY,

Sformdban legyen elddllithato, ahol U valamilyen, az alsé indexeiben antiszimmetrikus
tenzor.
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Ha {¥}, y} redukalédik, akkor az A4 (4)-bdl is nyerhetc’i ami (9) formaji, tehat
a feltétel sziikséges.
A feltétel elegend6 is. Valasszunk egy olyan F -ot, hogy erre

(10) 2Ufa=U
alljon fenn. Legyen

(1}) ;k,”t’f‘_ékrﬂt+5{rk".
igy . s e
(12) e = P+ T,

ahol T tenzor.!” — Ki fogjuk mutatni, hogy T elSallithaté két redukaléds y és §
kiilonbségeként, amibél T felbonthatdsaga kovetkezik, a (11)-hez hasonld forméban,
ami (12)-vel egyiitt mar a y redukcidjat fogja biztositani.

Képezve a ; segitségével a (3. 6) szerinti A* tenzort, azt talaljuk, hogy 4 = A*,
mivel 4* a ; redukcidja miatt (4) formaju, ez pedig (10) alapjan a feltétel szerint
(9) formaju A-val egyenlS. Masrészrl, ha (3. 6)-ban a y helyébe a (12) szerinti
$+ T-t helyettesitjitkk, akkor A4 =A4* + H, ahol

H" =+ DT =8 (T + T — T — SUT" o+ T — Ti™).
Az A=A* alapjan H=0.

Legyen most 3, a smmmetrxkus T; ix-bol a (11) formaban képezett objek-
tum. fgy a 11. tétel szerint 0 Legyen tovabba ydty —T. gy (3.6)-bdl

A= A—H, és A= H =0 miatt 4 = 0. Ekkor viszont y redukéalédik valamilyen
)’kz . = 0l +68i T, formaban, fgy a 9 = - T-bél

Tkzijr = 6;;(fljt’—fljt)+5{(i:kit_fkit) = 5irljr+5{tkira
ahol 7 tenzor. T-nek ezt az értékét (12)-be helyettesitve, (11) figyelembevételével,
és a F +1 =T jeloléssel

ij i X J -x i i, sip i
=0+ 0 )+ + 1) = I+ Ty,
tehat y redukalodik.
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