AZ ARTIN-GYURUK ELMELETENEK
NEHANY KERDESEROL

irta: KERTESZ ANDOR

Emil Artin emlékének

1. 1962. december 20-an, életének 65. évében, varatlanul elhunyt EMIL ARTIN.
Halala sulyos veszteség nemcsak a hamburgi Egyetem Matematikai Szeminariuma
szamara, ahol professzorként tevékenykedett, hanem egyben az egész matematika
szamara is, amelyet szamos alapvetd fontossagi eredménnyel gazdagitott.

EmIL ARTIN sokoldald tudomanyos tevékenységet folytatott. Ennek bizonyitéka
7 konyv és tobb mint 40 tudoményos dolgozat. ARTIN elsGsorban az algebrai szam-
elmélet, a topoldgia és az algebra teriiletén dolgozott. Kilondsen kiemelend$ az a
hatas, amelyet a modern algebra fejlGdésére gyakorolt. Az & jelentGsége az algebra
fejl6désében nemcsak abban all, hogy nagyfontossagi eredményeket ért el, mint
pl. a féligegyszerli gyiiriikre vonatkozé in. WEDDERBURN-—ARTIN-féle struktira-
tételek, idealelméleti eredményei, a testek elrendezhet8ségér6l szold ScCHREIERTal
kozos tétele, vagy az alternativgyiiriik jellemzésérdl szolo nevezetes tétele, hanem
abban is, hogy igen nagy részt vallalt ennek az Gjonnan keletkezett tudomanyagnak
rendszerezésében. Igy pl. VAN DER WAERDEN nevezetes konyve részben ARTIN elG-
adasaira épiil.

Nem lehet feladatom, hogy EMIL ARTIN tudomanyos munkassagat itt részie-
tesen ismertessem és €letmiivét méltassam.

E dolgozatban az Artin-gyiriik elméletének néhany ujabb eredményével és
problémajaval foglalkozunk, s amikor ezt tessziik, tisztelettel és halaval emlékeziink
EMIL ARTiNra, aki ennek az elméletnek alapjait lerakta, s a tovabbi kutatasokhoz
értékes Osztonzést adott.

2. Az Qjabb irodalomban olyan asszociativ gyfiriit neveznek Artin-gyiirlinek,
amely balidealjaira nézve minimumkdvetelménynek tesz eleget.! ARTINnak kdszon-
hetjiik ugyanis azt a nagyfontossagu felfedezést, hogy a véges rangu asszociativ
algebrak elméletének lényeges eredményei a minimumkovetelménynek eleget tevd
gyliriik sokkal szélesebb osztalyara is atvihetSk, sGt ez az altalanositas a problémak-
nak egy sokkal természetesebb targyalasat teszi lehet8vé [1]. Az Artin-gyliriik
vizsgalata a modern gylirlielmélet magvat alkotja; éspedig nemcsak azért, mert a
gyiirGielmélet torténetileg az algebrak elméletébdl fejl6dott ki, s igy természetesen
el8szor az algebrak osztadlyahoz legkozelebb allo gytirfosztilyokat, az Artin-féle
és Noether-féle gyiiriik osztalyait vizsgaltak, hanem azért is, mert azok a modszerek,

t Azaz, a gyir{l balidedljainak barmely (nem iires) rendszere tartalmaz minimalis elemet.
Ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy a gy{iril balidedljainak barmely csokkend lanca véges sok 1épés
utan megszakad. — E referdtumban gyiiriin mindig asszociativ gyliriit értiilnk. — Az algebriban
jaratos olvasd a labjegyzeteket a tovabbiakban figyelmen kiviil hagyhatja.
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amelyek az Artin-gylirlik vizsgalata soran alakultak ki, az altalanos gy(rielmélet-
ben is hasznosnak bizonyultak. Gondolhatunk itt pl. arra az EMMY NOETHERnek
koszonhetS felismerésre, hogy bizonyos gylirlik szerkezete a vektorterek linearis
transzformacidival fligg Gssze, s ezaltal bizonyos gyiriielméleti problémakat vektor-
terekre vonatkozé problémaknak tekinthetiink. Jollehet a gylirlielméletben mar
egész sor ilyen jellegli tétel ismeretes, még ma sem vagyunk abban a helyzetben,
hogy ezt a felfedezést kell6 mértékben “értékelhessiik, hiszen még nem lathatjuk,
hogy milyen messze vezethetnek a benne rejl§ lehetGségek. Mindamellett vilagos,
hogy az a torekvés, hogy bizonyos gylirlik szerkezetét vektorterek linearis transzfor-
macioinak segitségével irjuk le, hosszi idSre meghatarozta a gyfirlielmélet arculatat.

3. Legyen R tetszéleges Artin-gyiiri és N az R radikalja.? Mint ismeretes,
N nilpotens ideal. Az N radikalra vonatkozodlag két szélsé esetet kiilonboztethetiink
meg: az R gyliri lehet radikdlmentes (azaz N=0), ez az (n. féligegyszerii gyiiriik
esete; tovabba az R lehet radikalgyliri (azaz N = R), és ez az an. nilpotens Artin-
gytiritk esete. A féligegyszerii és nilpotens Artin-gylir(ik osztalyat kielégité mddon
le iehet irni. ElGszor ezzel a két osztallyal foglalkozunk.

4. A WEDDERBURN—ARTIN-féle strukturatétel szerint bdrmely féligegyszerii
gytirit véges sok, ferdetest feletti mdtrixgyiirii direkt ésszegével izomorf. Eszerint egy
féligegyszerli gyliriit véges sok ferdetest, és ugyanannyi, egyértelmiien hozzajuk
rendelt természetes szam, ti. a szdban forgd kvadratikus matrixok tipusa, teljesen
meghatarozza.

A féligegyszerii gylirliket szamos mas jellemzd tulajdonsag is kitiinteti az 9sszes
gylird osztalydban. Ilyen példaul a NoeTHER altal felfedezett tulajdonsag: egy félig-
egy szerii gyiirii egységelemes és véges sok minimdlis balidedl direkt dsszege [22];
vagy a GorpMaN-féle tulajdonsag: bdrmely balidedinak van jobbegységeleme
([101, erre vonatkozolag lasd még [7]).

Emlitsiink néhanyat a tovabbi jellemzések kozil is. Az R gyiirti akkor és
csak akkor féligegyszerii, ha van jobbegységeleme, és teljesiil a kiovetkezd (egymds-
sal ekvivalens) tulajdonsdgok egyike:

a) R-nek van véges sok maximdlis balidedlja, amelyek metszete a nullidedl!;

b) R tetszéleges 0-16l kiilbnbézé elemének baloldali annulldtora az R gyiirii
véges sok maximdlis balidedljdnak metszete;

c) R bdrmely balidedlja szervdns balided! R-ben;?

d) R dsszeesik balidedljai bdrmely maximdlis fiiggetlen rendszerének (direkt)
agsszegével ([19], [20]).*

2 Egy gylirt radikaljat ugy definialjak, mint a gyiirii dsszes nilpotens balidealjanak az 6sszegét.
Egy gylirii valamely L balidealjat (idedljat) nilpotensnek hivjdk, ha alkalmas m természetes szimra
L™ =0.

3 Az R gylirii valamely L balidealjat szervdnsnak nevezziik, ha barmely L feletti egyismeret-
lenes linedris egyenletrendszer, amely R-ben megoldhat6, L-ben is megoldhato.

4 Az R gylir(i baliedljainak valamely S=[LiJic 4 rendszerét fiiggetlennek nevezziik, ha barmely

A€A esetén Lin 2L,=0. Az S fiiggetlen rendszer maximalis, ha R barmely 0-t6l kiilénbozo
teA

T*2
L’ balidealja esetén az [S, L’] rendszer nem fiiggetlen.
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Egy olyan jellemzés, amelynél a jobbegységelem létezését nem kell megkovetelni
a kovetkezG: egy gytirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha van véges sok moduldris
maximdlis balidedlja, amelyek metszete a nullidedl.’

A féligegyszerli gyiirlik tovabbi jellemzéséhez sziikségiink van a STEINFELD
O1T10 altal bevezetett kvaziideal fogalmara. Egy R gyiir{i valamely Q additiv rész-
csoportjat kvaziidealnak nevezziik, ha

RQNQRESQ

teljesiil {23). Egy gyfirii akkor és csak akkor féligegyszerti, ha radikdlmentes és véges
sok minimdlis kvdziidedljdnak direkt dsszegeként dil elé [20]. Példak mutatjak, hogy
a NoOEetHER-féle jellemzésnek olyan élesitése, amely az imént emlitett tételben a
radikalmentesség helyett az egységelem létezését kovetelné meg, nem lehetséges.

Legyen R tetsz8leges gyiirfi, I' (nem iires) indexhalmaz és S az x, (¢« €TI') hata-
rozatlanok halmaza. Tekintsiik R felett az

(1) Je=rg (rg€R; Q)

egyenletek rendszerét, ahol Q egy masik tetszGleges indexhalmazt jelol és valamennyi
Jp az x, hatarozatlanoknak R feletti linedris kifejezése (azaz véges sok x,-nak R-bSl
¢€s a racionalis egész szamok Z gyiiriijébdl vett egyiitthatokkal valo linedris kombina-
cidja:®
0 ‘

2 Jo= 121 (@p;Xap,iy+ Mg %ap.5)) (g €R;mg; € Z5a(Byj) €1).
Azt mondjuk, hogy az (1) egyenletrendszer R-ben megoldhatd, ha létezik olyan
X8, y—Pap, j) €EYéTtelmii leképezés, ahol h,, ;)€ R, BEQ és j (minden f-ra) befutja
az {1, ..., k(B)} halmazt, hogy az (1) egyenletek X, ;,=h,,,; helyettesitéssel tel-
jesiilnek.

Az (1) egyenletrendszer (R-ben, vagy R valamely b&vitésében) valé megoldasa-
hoz nyilvanvaldan sziikséges a kovetkezd feltétel teljesiilése: egy

Sl-f.ﬂl +s2f‘BZ + Ve +S,fﬂ, +u1f};1 +u2fb2+ “ee +ulfkl = 0 (leR; ll‘-EZ)
alaku egyenlGségbdl mindig kovetkezik
SyFg, +8aTg, 4 oo+ Sirg Fuyrg +thybg, . +uyrg, = 0.

Ha ez a kovetelmény teljesiil, akkor az (1) egyenletrendszert kompatibilisnek nevezzik.

Azt mondjuk, hogy az R gylir(i linedrisan zdrt, ha barmely R feletti kompati-
bilis linearis egyenletrendszer R-ben megoldhatd. GAcCSALYl SANDOR kimutatta,
hogy barmely ferdetest linearisan zart [9]. A ferdetestek azonban korantsem meritik

7z

ki a linearisan zart gyliriik osztalyat.
1.Probléma. Meghatarozandd az Osszes linearisan zart gydri.

5 Az R gytirGi L balidealjat moduldrisnak nevezik, ha R-nek van jobboldali egységeleme modulo
L, azaz, ha barmely x(¢ R) elemre x—xecL teljesiil.

6 Félreértés elkeriilése céljabol megjegyezziik, hogy két linearis format akkor és csak akkor
tekintiink egyenlének, ha barmely hatdrozatlan mindkét forméban ugyanazzal az R-beli, ill. Z-beli
egylitthatoval van ellatva. Igy példdul mindig ax=mx (ac R; me Z), még abban az esetben is, ha
m=1 és a az R gyiirii esetleges egységeleme. — Ha R egységelemes gylirii, az altaldnossig korlato-
zasa nélkiil feltehetjiik, hogy (2)-ben minden B-ra és j-re mg;=0.

‘ )
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A linedrisan zart gylirlik osztalyahoz tartoznak a féligegyszerii gyiiriik. Példak
mutatjak azonban, hogy a linearisan zart gyliriik még ezek altal sincsenek kimeritve;
a linearis zartsdghoz ugyanis sem a radikdlmentesség, sem pedig a minimumkove-
telmény nem sziikséges. Ha az R gyiirii féligegyszerii, akkor barmely R feletti (1)
kompatibilis linearis egyenletrendszer R-ben megoldhat6, és az egyenletrendszer
Osszes megoldasa egy .
X, = ¢, + 2dt; (x€l'; d,€R)

alakd képletrendszer segitségével nyerhetS, ahol a ¢;-k az R gyiirii bizonyos T;

részhalmazaibol szabadon valaszthatdé paraméterek, a ¢, konstansok pedig az (1)
egyenletek jobboldalain allo konstansok (véges bal-) linearis kombinacioi [14], [18].

A féligegyszerli Artin-gyfiriiket mint linearisan zart gyiriiket jellemzi a kovet-
kezé tétel: egy gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha barmely balidedlja (mint
gyftirii) linedrisan zdrt [18].

5. Térjunk at most a nilpotens Artin-gyiiriik esetére. CH. Hopkins [12] dol-
gozatadban nilpotens Artin-gyiirlikkel is foglalkozik. Kimutatja, hogy ha egy nil-
potens gyiirli balidealjaira nézve minimumkovetelménynek tesz eleget, akkor jobb-
idealjaira nézve is és megforditva. Tovabba, nilpotens Artin-gyiiridi részgyiriiire
nézve is minimumkdvetelménynek tesz eleget. A nilpotens Artin-gyiirlik additiv
csoportja torzidcsoport, tehat barmely nilpotens Artin-gylirli véges sok nilpotens
Artin-féle p-gylir{i direkt 6sszege [12].7

Horkins vizsgalataithoz kapcsoléodva SzeLE TiBOr [26] tovabbi eredményeket
ért el, megadva a nilpotens Artin-gy{iriiknek egy viszonylag teljes leirasat. A viszony-
lagossag itt azt jelenti, hogy amint a WEDDERBURN— ARTIN-féle struktiratétel a
radikalmentes Artin-gylirik szerkezetének leirasat a ferdetestek esetére vezeti
vissza, éppen Ugy a SzeLE-féle elmélet a nilpotens Artin-gyiiriiket a véges nilpotens
gyliriik segitségével jellemzi. SZELE vizsgalatainak az a felismerés a kiindul6 pontja,
hogy nilpotens Artin-gyiirii additiv részcsoportjaira nézve is minimumkaévetelménynek
tesz eleget, és igy Kuros [21] szerint egy ilyen gylirli additiv szerkezete tokéletesen
ismeretes:

R=C(p1)+ ... + C(pi") (1=n,=co).8

Hopkins ismertetett tételei kozvetlen kovetkezményei ennek az eredménynek. SZELE
bizonyitotta a kovetkezSt is: Ha a nilpotens R gylirii balidedljaira nézve maximum-
kovetelménynek tesz eleget, akkor maximumkovetelménynek tesz eleget az R additiv
csdportja is a részcsoportjaira nézve, s igy R additiv csoportja véges sok ciklikus
csoportnak a direkt Osszege. Egy ilyen gy(ir(i additiv csoportja tehat teljesen ismert.
Ezzel kapcsolatos a

2. Probléma. Meghatarozandé azoknak a nilpotens gy(iriiknek a szerkezete,
amelyek balidealjaikra nézve maximumkovetelménynek tesznek eleget.

7 Egy R gyliriit p-gyiiriinek neveznek (p rogzitett primszam), ha R barmely 0-t01 kiilonbozo
elemének (additiv) rendje a p szdm hatvianya. — Ha az R gylirii additiv csoportja torzidcsoport
vagy torziOmentes csoport, akkor az R gyliriit torzidgyiiriinek ill. torzidmentes gyiir{inek nevezziik.

8 Itt p;, primszamot jelol. C(p7)-vel a pf rendii ciklikus csoportot jeloljitk, ha m<e és a
PrUFER-féle kvaziciklikus csoportot, ha mi=<. — A ,,+” jel itt és az alabbi (3) képletben Abel-
csoportok direkt 6sszegét jeloli. ’
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6. Tekintsiik most az Artin-gyiirlik altalanos esetét. Itt alapvetd fontossagh
az additiv szerkezet meghatarozasa. SZeLe TIBOR bebizonyitotta, hogy tetszGleges
R Artin-gylri Rt additiv csoportja mindig
3) R+ =30+ 3 C(p) 443 C(p)

véges pk.m

alaki,® ahol m rogzitett természetes szam, a direkt Osszeg els6 és harmadik tagjaban
fellépé direkt Osszeadanddk halmazanak szamossaga tetszGleges, mig a masodik-
ban fellépdké véges [8]. FucHs LASZLO kimutatta, hogy egy (3) alakd Abel-csoportra
mindig lehet Artin-gytiriit épiteni [6]. Barmely Artin-gylirii, mely nem tartal-
maz C(p~) tipusu részcsoportot, egy torzidmentes Artin-gyliriinek és véges sok,
csupa kiilonb6zé primszamhoz tartozd Artin-féle p-gylirlinek gyfirielméleti direkt
osszege [8]. Azt a kérdést, hogy vajon hasonlé allitas altalaban is érvényes-e,
SzAsz FERENC valaszolta meg:

Bdrmely Artin-gyiirii egy torziémentes Artin-gyiirtinek és véges sok Artin-féle
p-gytiriinek a (gyiriielméleti) direkt Gsszege [25]. Ez a tétel a tetszGleges Artin-
gylriik struktiraproblémajat visszavezeti a torzidmentes Artin-gyiiriik és az Artin-
féle p-gyliriik vizsgalatara. A torzidmentes Artin-gyliriik esetében figyelemre mélto
az a tény, hogy az ilyen gyiiriiknek mindig van balegységelemiik, s ez egységelem,
ha a gylirii egyetlen balannullatora a zéruselem [25], tovabba, hogy-az ilyen gyiiriik
barmely balidealjanak additiv csoportja algebrailag zart Abel-csoport. Masrészt
lényveges, hogy egységelemes Artin-féle p-gylirli additiv csoportja véges, tehat igen
egyszerli szerkezetd.

Fuchs és SzeLE [8] bizonyitotta be a kdvetkezd tételt: Artin-gyiirii balidedljaira
nézve akkor és csak akkor tesz eleget a maximumkovetelménynek is, ha nincs C(p™)
tipusti részcsoportja.

Legyen R Artin-gylirQ és N az R radikalja. Az R/N faktorgy(ir{i radikalmentes
Artin-gyiirii (azaz féligegyszer(i gyiirii), az N radikal azonban mint gyf{ir{i altalaban
nem Artin-féle. A nilpotens Artin-gylirikre vonatkozd Szere-féle tétel alapjan
konnyii belatni, hogy N akkor és csak akkor Artin-féle, ha additiv csoportja véges
sok C(p*") (1=k=-+) tipusi csoport direkt Osszege. Artin-gyiirlk radikaljanak
additiv csoportjat vizsgalva SzAsz FERENC [25] bebizonyitotta a kovetkezd tételt:
Egy R Artin-gytirti N radikdljdnak torziorészgyiiriije N gyiirti-direkt dsszeadanddja.
Egy G Abel-csopoit valamely Artin-gyiirii radikdljanak akkor és csak akkor additiv
csoportja, ha

G= 2N+ 2 C(p=)+ 2 C(pH).
véges pkim

Olyan Artin-gyiiriikre vonatkozdlag, amelyek jobbidealjaikra nézve is minimum-
kovetelménynek tesznek eleget, J. DIEUDONNE és H.-J. HOEHNKE folytattak vizs-
galatokat [S], [11]. Tisztazatlan azonban még a kovetkez8 kérdés:

3. Probléma. Melyek azok az Artin-gylirlik, amelyek jobbidealjaikra nézve
s minimumkovetelménynek tesznek eleget ? (E kérdésre olyan felelet volna kivanatos,
amely lehetSleg a gylir(i additiv szerkezetével fiigg Ossze.)

A féligegyszerii és nilpotens Artin-gyliriik osztalya csupa ilyen gyliriibdl all.
Masrészt, mint ismeretes, nem minden Artin-gy{iri rendelkezik ezzel a tulajdon-

o MN-rel jeloljik a racionalis szamok additiv csoportjat.
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saggal. Nem régen SzAszZ FERENC bizonyitotta be, hogy minden végtelen m szdmossdg-
hoz van olyan egységelemes gyiirii, amelynek pontosan hdrom balidedlja (éspedig R
maga, a radikal és a nullideal), de legaldbb m kiilonbézé jobbidedlja van [24). Ez a
tétel igenlS feleletet ad a kovetkezS, SzeLe TiBOrR altal felvetett kérdésre: van-e
olyan gyiirfi, amelynek csak véges sok balideélja, de végtelen sok jobbidedlja van?

Egységelemes Artin-gylirli nem tartalmaz C(p~) tipusi részcsoportot. Ez a
tulajdonsag tehat szitkséges ahhoz, hogy egy Artin-gyfiri beagyazhatd legyen egy-
ségelemes Artin-gyliriibe. Megforditva, FUucHs és SzeLE kimutatta, hogy ha egy
Artin-gylrii nem tartalmaz C(p™) tipusi részcsoportot, akkor mindig beagyazhaté

egységelemes Artin-gylirlibe [8]. Megoldatlan még azonban a kovetkez§ beagyazasi
probléma:

4., Probléma. Meghatarozandd az Gsszes olyan gylirli, amely beagyazhatd
Artin-gyfiriibe.

Egy ilyen gyiirii additiv csoportja nyilvanvaldan egy torzidmentes csoport,
egy korlatosrendii torzidcsoport és véges sok C(p~) tipusu csoport direkt dsszege.

7. A féligegyszerli gylrlGket, mint operatortartomanyokat is figyelemre méltd
tulajdonsagok jellemzik. Egy idevonatkozé eredmény szerint egy R gyiirii akkor és
csak akkor féligegyszerii, ha bdrmely R-modulus a maximadlis trividlis részmodulus-
nak és egy teljesen redukdlhaté R-modulusnak a direkt osszege [10].1° Példaként
emlitiink egy masik eredményt is: egy R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii,
ha R-nek bdrmely L balidedljdra és a tetszbleges G R-modulus bdrmely g elemére
az Lg részmodulus G-nek direkt Osszeadandoja [13].

Az 1n. injektiv modulusok!! osztalya is alkalmas arra, hogy a féligegyszerii
gyuriiket jellemezze: egy R gyiirii akkor és csak akkor féligegyszerii, ha bdrmely
R-modulus a maximadlis trividlis részmodulusnak és egy injektiv R-modulusnak a direkt
osszege ([3], [16]). '

5. Probléma. Adjunk meg olyan moduluselméleti tulajdonsagot, amely
pontosan az Artin-gydriiket jellemzi.

A kommutativ egységelemes Artin-gyiiriik ugyanis jellemezhetSk ilyen mddon:
egy kommutativ, egységelemes R gyiirii akkor és csak akkor Artin-féle, ha tetszolegesen
sok projektiv'? unitér R-modulus komplett direkt dsszege szintén projektiv [4).

10 Fgy G R-moduluson olyan additiv Abel-csoportot értiink, amelynek az R gyiirii baloldali
operatortartomanya. Ha R egységelemes gylirii, s R egységeleme a G moduluson identikus operator-
ként hat, akkor a G R-modulust wnitér R-modulusnak nevezziik. Egy G R-modulus Osszes olyan
x eleme, amelyre Rx=0 részmodulust alkot. Ezt a részmodulust a G maximadlis trividglis részmodu-
lusdnak mondjdk. — Az egyszerii R-modulusok direkt &sszegeként eldallé R-modulusokat teljesen
redukdlhatonak nevezzilk. Egyszerfi az olyan R-modulus, amelynek legfelijebb két részmodulusa
(ti. a zérus-részmodulus és maga a modulus) van.

Y Injektivnek neveznek egy olyan R-modulust, amely minden 6t tartalmazé R-modulusnak
direkt dsszeadanddja. >

12 Egy R-modulust projektivnek neveznek, ha direkt Osszeadanddja valamely szabad R-mo-
dulusnak.
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