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1. 1962. december 20-án, életének 65. évében, váratlanul elhunyt E M I L A R T I N . 
Halála súlyos veszteség nemcsak a hamburgi Egyetem Matematikai Szemináriuma 
számára, ahol professzorként tevékenykedett, hanem egyben az egész matematika 
számára is, amelyet számos alapvető fontosságú eredménnyel gazdagított. 

E M I L A R T I N sokoldalú tudományos tevékenységet folytatott. Ennek bizonyítéka 
7 könyv és több mint 40 tudományos dolgozat. A R T I N elsősorban az algebrai szám-
elmélet, a topológia és az algebra területén dolgozott. Különösen kiemelendő az a 
hatás, amelyet a modern algebra fejlődésére gyakorolt. Az ő jelentősége az algebra 
fejlődésében nemcsak abban áll, hogy nagyfontosságú eredményeket ért el, mint 
pl. a féligegyszerű gyűrűkre vonatkozó ún. W E D D E R B U R N — A R T I N - f é l e struktúra-
tételek, ideálelméleti eredményei, a testek elrendezhetőségéről szóló ScHREiERral 
közös tétele, vagy az alternatívgyűrűk jellemzéséről szóló nevezetes tétele, hanem 
abban is, hogy igen nagy részt vállalt ennek az újonnan keletkezett tudományágnak 
rendszerezésében. így pl. VAN DER W A E R D E N nevezetes könyve részben A R T I N elő-
adásaira épül. 

Nem lehet feladatom, hogy E M I L A R T I N tudományos munkásságát itt részle-
tesen ismertessem és életművét méltassam. 

Е dolgozatban az Artin-gyűrűk elméletének néhány újabb eredményével és 
problémájával foglalkozunk, s amikor ezt tesszük, tisztelettel és hálával emlékezünk 
E M I L ARTtNra, aki ennek az elméletnek alapjait lerakta, s a további kutatásokhoz 
értékes ösztönzést adott. 

2. Az újabb irodalomban olyan asszociatív gyűrűt neveznek Artin-gyűrűnek, 
amely balideáljaira nézve minimumkövetelménynek tesz eleget.1 ARTiNnak köszön-
hetjük ugyanis azt a nagyfontosságú felfedezést, hogy a véges rangú asszociatív 
algebrák elméletének lényeges eredményei a minimumkövetelménynek eleget tevő 
gyűrűk sokkal szélesebb osztályára is átvihetők, sőt ez az általánosítás a problémák-
nak egy sokkal természetesebb tárgyalását teszi lehetővé [1]. Az Artin-gyűrűk 
vizsgálata a modern gyűrűelmélet magvát alkotja; éspedig nemcsak azért, mert a 
gyűrűelmélet történetileg az algebrák elméletéből fejlődött ki, s így természetesen 
először az algebrák osztályához legközelebb álló gyűrűosztályokat, az Artin-féle 
és Noether-féle gyűrűk osztályait vizsgálták, hanem azért is, mert azok a módszerek, 

1 Azaz, a gyűrű balideáljainak bármely (nem üres) rendszere tartalmaz minimális elemet. 
Ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy a gyűrű balideáljainak bármely csökkenő lánca véges sok lépés 
után megszakad. — E referátumban gyűrűn mindig asszociatív gyürüt értünk. — Az algebrában 
járatos olvasó a lábjegyzeteket a továbbiakban figyelmen kívül hagyhatja. 



€ KERTÉSZ A. 

amelyek az Artin-gyűrűk vizsgálata során alakultak ki, az általános gyűrűelmélet-
ben is hasznosnak bizonyultak. Gondolhatunk itt pl. arra az E M M Y NoETHERnek 
köszönhető felismerésre, hogy bizonyos gyűrűk szerkezete a vektorterek lineáris 
transzformációival függ össze, s ezáltal bizonyos gyűrűelméleti problémákat vektor-
terekre vonatkozó problémáknak tekinthetünk. Jóllehet a gyűrűelméletben már 
egész sor ilyen jellegű tétel ismeretes, még ma sem vagyunk abban a helyzetben, 
hogy ezt a felfedezést kellő mértékben értékelhessük, hiszen még nem láthatjuk, 
hogy milyen messze vezethetnek a benne rejlő lehetőségek. Mindamellett világos, 
hogy az a törekvés, hogy bizonyos gyűrűk szerkezetét vektorterek lineáris transzfor-
mációinak segítségével írjuk le, hosszú időre meghatározta a gyűrűelmélet arculatát. 

3. Legyen Я tetszőleges Artin-gyűrű és JV az Л radikálja.2 Mint ismeretes, 
TV nilpotens ideál. Az N radikálra vonatkozólag két szélső esetet különböztethetünk 
meg: az R gyűrű lehet radikálmentes (azaz 7V=0), ez az ún. féligegyszerű gyűrűk 
esete; továbbá az R lehet radikálgyűrű (azaz N = R), és ez az ún. nilpotens Artin-
gyűrűk esete. A féligegyszerű és nilpotens Artin-gyűrűk osztályát kielégítő módon 
le lehet írni. Először ezzel a két osztállyal foglalkozunk. 

4. A W E D D E R B U R N — A R T I N - f é l e struktúratétel szerint bármely féligegyszerű 
gyűrű véges sok, ferdetest feletti mátrixgyűrű direkt összegével izomorf . Eszerint egy 
féligegyszerű gyűrűt véges sok ferdetest, és ugyanannyi, egyértelműen hozzájuk 
rendelt természetes szám, ti. a szóban forgó kvadratikus mátrixok típusa, teljesen 
meghatározza. 

A féligegyszerü gyűrűket számos más jellemző tulajdonság is kitünteti az összes 
gyűrű osztályában. Ilyen például a N O E T H E R által felfedezett tulajdonság: egy félig-
egyszerű gyűrű egységelemes és véges sok minimális balideál direkt összege [22]; 
vagy a GOLDMAN-féle tulajdonság: bármely balideálnak van jobbegységeleme 
([10], erre vonatkozólag lásd még [7]). 

Említsünk néhányat a további jellemzések közül is. Az R gyűrű akkor és 
esak akkor féligegyszerű, lia van jobbegységeleme, és teljesül a következő (egymás-
sal ekvivalens) tulajdonságok egyike: 

a) R-nek van véges sok maximális balideálja, amelyek metszete a nullideál; 
b) R tetszőleges 0-tói különböző elemének baloldali annullátora az R gyűrű 

véges sok maximális balideáljának metszete; 
c) R bármely balideálja szerváns balideál R-ben;3 

d) R összeesik balideáljai bármely maximális független rendszerének (direkt) 
összegével ([19], [20]).4 

2 Egy gyűrű radikálját úgy definiálják, mint a gyürü összes nilpotens balideáljának az összegét. 
Eg y gyűrű valamely L balideálját (ideálját) nilpotensnek hívják, ha alkalmas m természetes számra 
LT = 0 . 

3 Az R gyűrű valamely L balideálját szerváitsnak nevezzük, ha bármely L feletti egyismeret-
lenes lineáris egyenletrendszer, amely jí-ben megoldható, L-ben is megoldható. 

4 Az R gyűrű baliedáljainak valamely rendszerét függetlennek nevezzük, ha bármely 
XíA esetén Lx n = 0. Az S független rendszer maximális, ha R bármely 0-tól különböző 

tea 
z*X 

L' balideálja esetén az [5, L'\ rendszer nem független. 
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Egy olyan jellemzés, amelynél a jobbegységelem létezését nem kell megkövetelni 
a következő : egy gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha van véges sok moduláris 
maximális balideálja, amelyek metszete a nullideál.5 

A féligegyszerű gyűrűk további jellemzéséhez szükségünk van a S T E I N F E L D 

O T T Ó által bevezetett kváziideál fogalmára. Egy R gyűrű valamely О additív rész-
csoportját kváziideálnak nevezzük, ha 

RQOQR^Q 

teljesül [23]. Egy gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha radikálmentes és véges 
sok minimális kváziideáljának direkt összegeként áll elő [20]. Példák mutatják, hogy 
a NoETHER-féle jellemzésnek olyan élesítése, amely az imént említett tételben a 
radikálmentesség helyett az egységelem létezését követelné meg, nem lehetséges. 

Legyen R tetszőleges gyűrű, Г (nem üres) indexhalmaz és S az xa (a £ Г) hatá-
rozatlanok halmaza. Tekintsük R felett az 

(1) f , = rt (rß£R;ß£Q) 

egyenletek rendszerét, ahol Q egy másik tetszőleges indexhalmazt jelöl és valamennyi 
fß az xa határozatlanoknak R feletti lineáris kifejezése (azaz véges sok л^-пак R-ből 
és a racionális egész számok Z gyűrűjéből vett együtthatókkal való lineáris kombiná-
ciója:6 

* (« 
(2) / , = 2 iflßjx 

*(ß,J) + mßt(ßjy> (aßt £Rmßj£ -Z ; a(ßJ) £ П-
j= г 

Azt mondjuk, hogy az (1) egyenletrendszer R-ben megoldható, ha létezik olyan 
x!l(ßij)—>hll(ß j ) egyértelmű leképezés, ahol ha{ß J ) £R, ß £ Q és j (minden /i-га) befutja 
az {1, ..., k(ß)} halmazt, hogy az (1) egyenletek x3(ß,j)=K(ß,j) helyettesítéssel tel-
jesülnek. 

Az (1) egyenletrendszer (R-ben, vagy R valamely bővítésében) való megoldásá-
hoz nyilvánvalóan szükséges a következő, feltétel teljesülése: egy 

Stfjt+s2fß1 + — +Sifß, + u1fßi+u2fß2 + ...+ulfßl = 0 (s,£R;u,£Z) 

alakú egyenlőségből mindig következik 

, + s2 rßl +... + + ulrßl + u2rßl +... + u,rßl = 0. 
Ha ez a követelmény teljesül, akkor az (1) egyenletrendszert kompatibilisnek nevezzük. 

Azt mondjuk, hogy az R gyűrű lineárisan zárt, ha bármely R feletti kompati-
bilis lineáris egyenletrendszer R-ben megoldható. G A C S Á L Y I S Á N D O R kimutatta, 
hogy bármely ferdetest lineárisan zárt [9]. A ferdetestek azonban korántsem merítik 
ki a lineárisan zárt gyűrűk osztályát. 

l . P r o b l é m a . Meghatározandó az összes lineárisan zárt gyűrű. 

5 Az R gyűrű L balideálját modulárisnak nevezik, ha Л-пек van jobboldali egységeleme modulo 
L, azaz, ha bármely x(eR) elemre x—xeíL teljesül. 

6 Félreértés elkerülése céljából megjegyezzük, hogy két lineáris formát akkor és csak akkor 
tekintünk egyenlőnek, ha bármely határozatlan mindkét formában ugyanazzal az Л-beli, ill. Z-beli 
együtthatóval van ellátva. így például mindig ax^mx ( a í R ; míZ), még abban az esetben is, ha 
/?i=l és a az R gyűrű esetleges egységeleme. — Ha R egységelemes gyűrű, az általánosság korláto-
zása nélkül feltehetjük, hogy (2)-ben minden ß-ra és /-re m ß j ~ 0 . 

\ 
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A lineárisan zárt gyűrűk osztályához tartoznak a féligegyszerű gyűrűk. Példák 
mutatják azonban, hogy a lineárisan zárt gyűrűk még ezek által sincsenek kimerítve; 
a lineáris zártsághoz ugyanis sem a radikálmentesség, sem pedig a minimumköve-
telmény nem szükséges. Ha az R gyűrű féligegyszerű, akkor bármely R feletti (1) 
kompatibilis lineáris egyenletrendszer Л-ben megoldható, és az egyenletrendszer 
összes megoldása egy 

= c. + Iddi (я€Г; dt£R) 

alakú képletrendszer segítségével nyerhető', ahol a í r k az R gyűrű bizonyos Tt 
részhalmazaiból szabadon választható paraméterek, a cx konstansok pedig az (1) 
egyenletek jobboldalain álló konstansok (véges bal-) lineáris kombinációi [14], [18]. 

A féligegyszerű Artin-gyűrűket mint lineárisan zárt gyűrűket jellemzi a követ-
kező' tétel : egy gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha bármely balideálja (mint 
gyűrű) lineárisan zárt [18]. 

5 . Térjünk át most a nilpotens Artin-gyűrűk esetére. C H . H O P K I N S [ 1 2 ] dol-
gozatában nilpotens Artin-gyűrűkkel is foglalkozik. Kimutatja, hogy ha egy nil-
potens gyűrű balideáljaira nézve minimumkövetelménynek tesz eleget, akkor jobb-
ideáljaira nézve is és megfordítva. Továbbá, nilpotens Artin-gyűrű részgyűrűire 
nézve is minimumkövetelménynek tesz eleget. A nilpotens Artin-gyűrűk additív 
csoportja torziócsoport, tehát bármely nilpotens Artin-gyűrű véges sok nilpotens 
Artin-féle p-gyűrű direkt összege [ 1 2 ] . 7 

H O P K I N S vizsgálataihoz kapcsolódva S Z E L E T I B O R [ 2 6 ] további eredményeket 
ért el, megadva a nilpotens Artin-gyűrűknek egy viszonylag teljes leírását. A viszony-
lagosság itt azt jelenti, hogy amint a W E D D E R B U R N — A R T I N - f é l e struktúratétel a 
radikálmentes Artin-gyűrűk szerkezetének leírását a ferdetestek esetére vezeti 
vissza, éppen úgy a SzELE-féle elmélet a nilpotens Artin-gyűrűket a véges nilpotens 
gyűrűk segítségével jellemzi. SZELE vizsgálatainak az a felismerés a kiinduló pontja, 
hogy nilpotens Artin-gyűrű additív részcsoportjaira nézve is minimumkövetelménynek 
tesz eleget, és így K U R O S [ 2 1 ] szerint egy ilyen gyűrű additív szerkezete tökéletesen 
ismeretes: 

R = C{pï)+ ... + C(p"k
k) (lsán^ooj.e 

H O P K I N S ismertetett tételei közvetlen következményei ennek az eredménynek. SZELE 

bizonyította a következőt is: Ha a nilpotens R gyűrű bálideáljaira nézve maximum-
követelménynek tesz eleget, akkor maximumkövetelménynek tesz eleget az R additív 
csdportja is a részcsoportjaira nézve, s így R additív csoportja véges sok ciklikus 
csoportnak a direkt összege. Egy ilyen gyűrű additív csoportja tehát teljesen ismert. 
Ezzel kapcsolatos a 

2. P r o b l é m a . Meghatározandó azoknak a nilpotens gyűrűknek a szerkezete, 
amelyek balideáljaikra nézve maximumkövetelménynek tesznek eleget. 

7 Egy R gyürüt p-gyürűnek neveznek (p rögzített prímszám), ha R bármely 0-tól különböző 
elemének (additív) rendje a p szám hatványa. — Ha az R gyűrű additív csoportja torziócsoport 
vagy torziómentes csoport, akkor az R gyűrűt torziógyűrűnek ill. torziómentes gyűrűnek nevezzük. 

8 Itt Pi prímszámot jelöl. C(p"')-vel a p"' rendű ciklikus csoportot jelöljük, ha és a 
PRüFER-féle kváziciklikus csoportot, ha =*>. - A ., + " jel itt és az alábbi (3) képletben Abel-
csoportok direkt összegét jelöli. 
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6. Tekintsük most az Artin-gyűrűk általános esetét. Itt alapvető fontosságú 
az additív szerkezet meghatározása. S Z E L E T I B O R bebizonyította, hogy tetszőleges 
R Artin-gyűrű R+ additív csoportja mindig 

( 3 ) R + = Z K + Z C ( P ~ ) - ^ Z C ( P K ) 
véges Pk\m 

alakú,9 ahol m rögzített természetes szám, a direkt összeg első és harmadik tagjában 
fellépő direkt összeadandók halmazának számossága tetszőleges, míg a második-
ban fellépőké véges [8]. F U C H S L Á S Z L Ó kimutatta, hogy egy ( 3 ) alakú Abel-csoportra 
mindig lehet Artin-gyűrűt építeni [6]. Bármely Artin-gyűrű, mely nem tartal-
maz C(p°°) tipusú részcsoportot, egy torziómentes Artin-gyűrűnek és véges sok, 
csupa különböző prímszámhoz tartozó Artin-féle, p-gyűrűnek gyűrűelméleti direkt 
összege [8]. Azt a kérdést, hogy vajon hasonló állítás általában is érvényes-e, 
S Z Á S Z F E R E N C válaszolta meg: 

Bármely Artin-gyűrű egy torziómentes Artin-gyűrűnek és véges sok Art in-féle 
p-gyűrünek a (gyűrűelméleti) direkt összege [25]. Ez a tétel a tetszőleges Artin-
gyűrűk struktúraproblémáját visszavezeti a torziómentes Artin-gyűrűk és az Artin-
féle p-gyűrűk vizsgálatára. A torziómentes Artin-gyűrűk esetében figyelemre méltó 
az a tény, hogy az ilyen gyűrűknek mindig van balegységelemük, s ez egységelem, 
ha a gyűrű egyetlen balannullátora a zéruselem [25], továbbá, hogy az ilyen gyűrűk 
bármely balideáljának additív csoportja algebrailag zárt Abel-csoport. Másrészt 
lényeges, hogy egységelemes Artin-féle p-gyűrű additív csoportja véges, tehát igen 
egyszerű szerkezetű. 

F U C H S és S Z E L E [8] bizonyította be A következő tételt : Artin-gyűrű balideáljaira 
nézve akkor és csak akkor tesz eleget a maximamkövetelménynek is, ha nincs C(p°°) 
típusú részcsoportja. 

Legyen R Artin-gyűrű és N az R radikálja. Az RjN faktorgyűrű radikálmentes 
Artin-gyűrű (azaz féligegyszerű gyűrű), az N radikál azonban mint gyűrű általában 
nem Artin-féle. A nilpotens Artin-gyűrűkre vonatkozó SzELE-féle tétel alapján 
könnyű belátni, hogy N akkor és csak akkor Artin-féle, ha additív csoportja véges 
sok C(pk) ( l s k ^ o o ) típusú csoport direkt összege. Arttn-gyűrűk radikáljának 
additív csoportját vizsgálva S Z Á S Z F E R E N C [ 2 5 ] bebizonyította A következő tételt: 
Egy R Artin-gyűrű N radikáljának torziórészgyűrűje N gyűrű-direkt összeadandója. 
Egy G Abel-csoport valamely Artin-gyűrű radikáljának akkor és csak akkor additív 
csoportja, ha 

véges pk\m 

Olyan Artin-gyűrűkre vonatkozólag, amelyek jobbideáljaikra nézve is minimum-
követelménynek tesznek eleget, J . D I E U D O N N É és H . - J . H O E H N K E folytattak vizs-
gálatokat [5], [11]. Tisztázatlan azonban még a következő kérdés: 

3. P r o b l é m a . Melyek azok az Artin-gyűrűk, amelyek jobbideáljaikra nézve 
is minimumkövetelménynek tesznek eleget? (E kérdésre olyan felelet volna kívánatos, 
amely lehetőleg a gyűrű additív szerkezetével függ össze.) 

A féligegyszerű és nilpotens Artin-gyűrűk osztálya csupa ilyen gyűrűből áll. 
Másrészt, mint ismeretes, nem minden Artin-gyűrű rendelkezik ezzel a tulajdon-

9 Si-rel jelöljük a racionális számok additív csoportját. 
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sággal. Nem régen S Z Á S Z F E R E N C bizonyította be, hogy minden végtelen m számosság-
hoz van olyan egységelemes gyürü, amelynek pontosan három balideálja (éspedig R 
maga, a radikál és a nullideál), de legalább m különböző jobbideálja van [24]. Ez a 
tétel igenlő feleletet ad a következő, S Z E L E T I B O R által felvetett kérdésre: van-e 
olyan gyűrű, amelynek csak véges sok balideálja, de végtelen sok jobbideálja van? 

Egységelemes Artin-gyűrű nem tartalmaz C(p°°) típusú részcsoportot. Ez a 
tulajdonság tehát szükséges ahhoz, hogy egy Artin-gyűrű beágyazható legyen egy-
ségelemes Artin-gyűrűbe. Megfordítva, F U C H S és S Z E L E kimutatta, hogy ha egy 
Artin-gyűrű nem tartalmaz C{p°°) típusú részcsoportot, akkor mindig beágyazható 
egységelemes Artin-gyűrűbe [8]. Megoldatlan még azonban a következő beágyazási 
probléma : 

4. P r o b l é m a . Meghatározandó az összes olyan gyűrű, amely beágyazható 
Artin-gyűrűbe. 

Egy ilyen gyűrű additív csoportja nyilvánvalóan egy torziómentes csoport, 
egy korlátosrendű torziócsoport és véges sok C\p") típusú csoport direkt összege. 

7. A féligegyszerű gyűrűket, mint operátortartományokat is figyelemre méltó 
tulajdonságok jellemzik. Egy idevonatkozó eredmény szerint egy R gyűrű akkor és 
csak akkor féligegyszerű, ha bármely R-modulus a maximális triviális részmodulus-
nak és egy teljesen redukálható R-modulusnak a direkt összege [10].10 Példaként 
említünk egy másik eredményt is: egy R gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, 
ha R-nek bármely L balideáljára és a tetszőleges G R-modulus bármely g elemére 
az Lg részmodulus G-nek direkt összeadandója [13]. 

Az ún. injektív modulusok11 osztálya is alkalmas arra, hogy a féligegyszerű 
gyűrűket jellemezze: egy R gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha bármely 
R-modulus a maximális triviális részmodulusnak és egy injektív R-modu/usnak a direkt 
összege ([3], [16]). 

5. P r o b l é m a . Adjunk meg olyan moduluselméleti tulajdonságot, amely 
pontosan az Artin-gyűrűket jellemzi. 

A kommutatív egységelemes Artin-gyűrűk ugyanis jellemezhetők ilyen módon : 
egy kommutatív, egységelemes R gyűrű akkor és csak akkor Art in-féle, ha tetszőlegesen 
sok projektív12 unitér R-modulus komplett direkt összege szintén projektív [4]. 

10 Egy G R-moduluson olyan additiv Abel-csoportot értünk, amelynek az R gyürü baloldali 
operátortartománya. Ha R egységelemes gyürü, s R egységeleme a G moduluson identikus operátor-
ként hat, akkor a G R-modulust unitér /^-modulusnak nevezzük. Egy G R-modulus összes olyan 
X eleme, amelyre Rx = 0 részmodulust alkot. Ezt a részmodulust a G maximális triviális részmodu-
lusának mondják. — Az egyszerű R-modulusok direkt összegeként előálló /{-modulusokat teljesen 
redukálhatónak nevezzük. Egyszerű az olyan R-modulus, amelynek legfeljebb két részmodulusa 
(ti. a zérus-részmodulus és maga a modulus) van. 

11 Injektívnek neveznek egy olyan R-modulust, amely minden őt tartalmazó R-modulusnak 
direkt összeadandója. 

12 Egy R-moduIust projektívnek neveznek, ha direkt összeadandója valamely szabad R-mo-
dulusnak. 
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