FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV FOLYAMATOK
STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, I.
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BEVEZETES

A sztochasztikus folyamatok statisztikai vizsgalata mindossze mintegy 20 éves
multra tekint vissza. Az els§ jelentds eredmény MANN és WALD [1] nevéhez fiiz8dik,
akik az n-dimenzids diszkrét stacionarius Gauss— Markov folyamatok paramétereinek
becslésével foglalkoztak. Itt kell megemliteniink NEUMANN JANOS nevét is, aki az
egydimenzids idSben diszkrét stacionarius Gauss— Markov folyamat paraméterei-
nek becslésével foglalkozott és & javasolta az Un. széria-korreldciés egyiitthatéd
bevezetését. Az elsG Osszefoglalo jellegli munka U. GRENANDER [1] 1950-ben meg-
jelent dolgozata. Munkaja GttorS jelentGségii, elsGsorban az idSben folytonos folya-
matok statisztikaja terén s mind a mai napig nem vesztette el aktualitasat, amit
az is mutat, hogy orosz nyelvre nemrég forditottak le és kényv alakban adtak ki.
A. N. KOLMOGOROV még 1948-ban felvetette a stacionarius Gauss— Markov folyamat
paraméterei becslésének a problémajat, mint az egyik legfontosabb feladatot a folya-
matok statisztikajaban. Mar akkor megjegyezte, hogy a problémanak csak ugy van
értelme — és kiilonleges sajatossaga, — ha a paramétereket nem kiilon-kiilon vizs-
galjuk, hanem egyiittesen. Részleges megoldast nydjtott LinNnIK [1] dolgozataban.
Tovabbi eredményeket ért el ebben az iranyban LUVSZANCEREN [1], [2]. A probléma
teljes megoldasat, abban a formaban ahogyan azt KOLMOGOROV felvetette €s Iényegé-
ben a megoldast is varta, a szerz8 adta meg disszertacidjaban [1].

A sztochasztikus folyamatok (vagy egyszerien folyamatok) statisztikaja az
otvenes években oriasi fellendiilésnek indult, elssorban a radiétechnikai és mas
fizikai alkalmazasok hatasara. Ebben az id6ben bontakozik ki a valdsziniiségsza-
mitasban a folyamatok elmélete és Kezd ott kdzponti helyet elfoglalni. Az utdbbi
id&ben jelent meg P. BILLINGSLEY [1] értékes konyve Markov folyamatok statisztikai
vizsgalatardl, azonban & fGleg idSben diszkrét folyamatokkal foglalkozik s jelen
dolgozattal nincsen kapcsolata.

Dolgozatomban a matematikai statisztika elemeinek és a sztochasztikus folya-
matok elméletének ismeretét feltételezem, azonban ahol erre sziikség van, a meg-
felelS irodalmi utalas szerepelni fog. Az olvasd sziméra talin lényeges megszoritas-
nak tlinik, hogy eleinte csak Gauss folyamatokkal foglalkozom, de amint az irodalom-
bl megallapithato, az eddigi kutatisok tulajdonképpen csak Gauss folyamatokra
vonatkoznak — bar sok eredmény atvihet§ mas tipusi folyamatokra is — és az
ismert alkalmazasi problémakban ez a feltétel teljesiil is. Masrészt latni fogjuk,
hogy a feladatok még Gauss folyamatok esetén is joval bonyolultabbak, mint fiig-
getlen megfigyeléseknél.

Jelen és a késGbbi dolgozatok is Osszefoglalo jellegliek, tehat az ismertetett
anyag részletes targyalasat adjak az uj eredmények ismertetése mellett, hogy ily médon
az olvaso teljes képet kapjon a targykorrSl. ElsGdleges célom azoknak a sajatossa-
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goknak a megmutatasa, melyek éppen a folyamatok statisztikai problémaéira jellem-
zGek s fiiggetlen megfigyeléssorozatok esetén nem fordulnak el6. A legalapvet3bb
ily tulajdonsag annak megvizsgalasa pl. paraméter becslések esetén, hogy az ismeret-
len paraméter becslései milyen hatareloszlassal birnak? Itt az alapvet8 nehézség
abban all, hogy az ismeretlen -paraméterértékek kozel lehetnek (és a gyakorlatban
legtobbszor ez a helyzet) egy olyan értékhez, mely értékre az addig regularis folyamat
szingularissa valik. Szingularis folyamatok esetén pedig nem érvényes a centralis
hatareloszlastétel, ily médon a becslések eloszlasa nem lehet egyenletesen (a para-
méter értékekben) aszimptotikusan normalis eloszlasi (még ha minden paraméter
értékre az is), ami azt jelenti, hogy a becslések alapjan nyert konfidencia intervallu-
mok szerkesztése nem tOrténhet a hatareloszlas segitségével. Természetesen ez az
egyik megfogalmazasi lehetGség, mas tton a folyamatokra jellemz§ specnahs tulaj-
donsigokat az informacié elmélet segitségével nyerhetiink.

Erre a problemakorre aspuanturam ideje alatt A. N, KOLMOGOROV hivta fel
a figyelmemet. Az § Utmutatésai és allandé segitsége, valamint JA. G. SZINAT értékes
megjegyzései tették lehetdvé disszertacidm megirasat. Ezen a helyen is kifejezem
mindkettSjiiknek koszonetemet.

Dolgozatom felhasznalja disszertdciom eredményeit és részletes bizonyitassal
tartalmazza azokat a tételeket, melyek a [2], [3] dolgozatokban bizonyitas nélkiil
jelentek meg.

IDOBEN FOLYTONOS, STACIONARIUS, NORMALIS,
EGYDIMENZIOS ESET

1. §. A folyamat jellemzése. Fizikai értelmezés és matematikai leiras

A fizikai folyamatok egy igen jelent8s részében a folyamat lefolydsit nem a

. dx(f)

S =ik (4=>0)

differencidlegyenlet irja le, (melynek megoldasa x = xye~#), hanem egy Un. sztochasz-
tikus differencialegyenlet, melyet

(1. D de(r) =—2Eat+dl(r),  (ML(1)=ME(1)=0)

alakba irunk, ahol {(¢) az un. Wiener folyamat (fiiggetlen névekményii, Gauss—
Markov folyamat) {(t+1) és £(1), 1 >0-ra fuggetlenek. A tovabbiakban — ahol
ezt kiilon nem jegyezzilk meg — csak Gauss folyamatokkal foglalkozunk. A fenti
differencialegyenletnek az értelmezése a kovetkezS integralegyenlet segitségével tor-
ténik: £(f) a megoldasa a

t
(1.1) EN—Elte) = —4 [ E(s)ds+ (D)~ (1)
1o
integralegyenletnek, ahol az integral négyzetes kozépben értendd, a megoldas léte-

zése ¢és egyértelmiisége kovetkezik altalanos tételekbdl (Doog [1], ITo [1]), természe-
tesen négyzetes kozépben.



FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV FOLYAMATOK STATISZTIKAL VIZSGALATAROL, I. 15

Az (1. 1) differencialegyenlettel jellemzett sztochasztikus folyamat lefolyasa
abban kiilonbozik a kozonséges differencialegyenlettel leirttdl, hogy a csillapodas
nem torténik folyamatosan, hanem bizonyos perturbalas 1ép mindig fel.

Amennyiben pl. a Wiener folyamat leirja az idealis gazban vagy folyadékban
lev6 részecske mozgasat magdnak a részecske sebességének a figyelembevétele
nélkill, - gy a stacionarius Gauss— Markov folyamat figyelembe veszi a részecske
sebességét is. Megemlitjiik még, hogy a kis sztochasztikus perturbald tagot figyelembe
vevl -eljarast a differencidlegyenletek elméletében ANDRONOV €s PONTRIAGIN [1]
vezette be.

Az (1. 1) egyenlet interpretalhatd Ggy, mint a £(f) sebességli véletlen hatasok-
nak alavetett részecske mozgisegyenlete, ahol a surlodasi erd aranyos a részecske
sebességével. Hasonloan interpretalhatd &(r) mint egy véletlen valtozasoknak ala-
vetett potencial, ahol a potencial novekedése aranyos magival a potenciallal.

Mivel feltettiik, hogy a folyamat Gauss tipusu és ME(f) =0, a folyamatot
egyértelmiien megadja a kovariancia fiiggvénye. Bebizonyitjuk a kovetkezd ismert
tételt:

L. TETEL. Az egydimenziés &(t) Gauss folyamat (ME(t)=0) markovitdsdnak
sziikséges és elégséges feltétele az, hogy R(s, t) fiiggvénye eleget tegyen az’ alibbi
feltételnek :

(1.2) R(s, ) =R(s, u) R(u, 1), s<u-<t,
ahol )
_ MEs)E@
KD ="Dew

Bizonyitas. Ha a () folyamat Gauss €s Markov tipusu, akkor

M{EDIEW), E()} =M{EDIEW)} = R(u, HE(w)
és E(1) —M{E@)|E(w), £(s)} merdleges £(s)re (ha s<u), amit a kovetkez8képpen
jelolink: &) —M{E(NIE@), £()} LE), igy
M{E(NE(s); =M{E(s)E () R(u, )} = R(u, )M {E(s)E ()}

DéE(s)-el osztva megkapjuk az (1.2) Osszefiiggést.
Tegyiik most fel, hogy a valds Gauss £(r) folyamatra teljesiil a (1. 2) 6sszefiiggés..
akkor nyilvan teljesiil az

M{ZBE()} = Ru, hM{E($)Ew)} =0
osszefiiggés is, azaz &(f)— R(u, 1)&(u) LE(s), ha s<u, tehat 1 valosziniiséggel

R(u, () =MD} =M{EDIE(W), £(s1), -, E(sn) )
ahol §;<=u, (I :m),

tehat a folyamat Markov folyamat.
Abban a specialis esetben, amikor a folyamat stacionarius és Dzé(s)=a§,.
R(s, 1) = R(—5),
(1- 3) R(’1+t2):R(t1)R(t2),
ko6vetkezésképpen

(1.4 R(t)=cie M,
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Egyszerii szamolassal belathato, hogy az (1. 1) egyenletben szerepl 4 paraméter
és a korrelacios fiiggvényben szereplé A paraméter azonosak. Az (1. 1) megoldasa
ugyanis stacionarius Gauss— Markov folyamat lesz, ily médon korrelacios fuggvenye
(1. 4) alakG. Ha M(dL(9))* =o}dr, akkor fennall a o} =210} Gsszefiiggés is (1. 1)
alapjan.

Kénnyen belathatd, hogy a szeperabilis £(¢) folyamat folytonos, nem differen-
cidlhaté 1 valészinﬁséggel (Kolmogorov tétele, 1. DooB [1], 576 o.).

Az f E(Hdt=n(r) folyamat létezik négyzetes kbzépben és igaz a kdvetkezd

Osszefii gges
2

(1.5) Mn()1(s) = 5 [~ +e~H + 2hs — 1 — =209,
Nyilvan
Muy(Hn(s) = ff age_“"_'lldtldtz
to o

és innen egyszerli szamolassal adodik allitasunk. Bebizonyitjuk még a kovetkezd
tételt:

2. TETEL: A staciondrius Gauss— Markov folyamat kielégiti az (1. 1) differen-
cidlegyenletet, azaz a E(t)—E(ty) + An(t) folvamat egy Wiener folyamat.

Bizonyitds. Az (1.5) Osszefiiggés alapjan
20} ; :
(1. 6) M(n () = 7 e~ +ar~1],
masrészt, ha f,=t, =s,=s,, akkor
) ,
g .
(1.7 M(n(t2) —n(t))(n(s2) =1 (sp) = —- (€22 — ) (e~ —em41) =

L ME ()= ) (E 52 — ).

lgaz az is, hogy
2

g [2—e M= -9] ha t=5
1. 8) M(n(Hé) =1 ,

f‘;i[e—z(s—t)_e—is] ha r=s
és igy ‘

2

(.9 M) =) (Els)—E6s))] = T (@ —einein —em) =

= M[(n(s;) —n(s))(E(r;) —¢ (1))].
(1.9) és (1. 7) alapjar belathatd, hogy a

(1) +E(D—E(ty)
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folyamat fiiggetlen novekményii és normalis, azaz Wiener folyamat, amivel allitasun-
kat igazoltuk.

BAXTER tételébdl [1] kovetkezik, hogy
(1. 10) lim  S[E@) -t =o;-T (1 valészindiséggel),

max (t—ti-1)—0
ahol 0=15<t;<...<t,=T egy felosztisa a [0, T] intervallumnak. Ily médon bar
az egydimenzios stacnonanus Gauss— Markov folyamatot 3 paraméterrel, az m, 6%, A
paraméterekkel (ahol m =M&(7)) lehet megadni, (1. 10) segitségével a o7 ,,difflizios
egyutthato egyetlen realizicid alapjan 1 valdszinliséggel meg van hatarozva, igy
a of =210} Osszefiiggés miatt az ismeretlen paraméterek szama 2 (vagy m és 4,
vagy m €s "c) Természetesen ebben a specialis esetben nem sziikséges altalanos
tételekre hivatkozva bizonyitani az (1. 10) 6sszefiiggést, elemi szAmolasok segit-
ségével is belathatjuk (1. 10) helyességét.
Egyszerli szamolassal belathatd, hogy

2 . iut
0/ _€
R = 27 / 1A+ iu|? d,

igy a folyamat spektral slirtiségfiiggvénye
2

1

few) = 27r |/1—I—1u|2

alaku,

2. §. A likelihood hanyados. Elégséges statisztikak és azok eloszlasa

Az (1. 10) Osszefiiggés mas megfogalmazésban azt fejezi ki, hogy két kiilonb6z6
o, ;éa;z ,.diffuziés egyiitthatoju” stacionarius Gauss— Markov folyamathoz tar-
tozd, a &(f) (0=t=T) realizacidk terén ertelmezett P, és P, mértékek egymadsra
nézve szingularisak.

A &(1) (0=1=T) realizacidk R; tere felfoghaté mint a £(0) valés szamegyenes
és a n(t) = (1) —&(0) realizaciok terének direkt szorzata. Jelolje W a jolismert
Wiener-féle feltételes mértéket (0, 0,) paraméterekkel a O<t=T intervallumon
értelmezett fiiggvények terén, L pedig a kozonséges Lebesgue mértéket a szam-
egyenesen. Legyen ¥V = EX W. Ha P jeloli az m, 4, 6} paraméterii £(f) stacionarius
Gauss— Markov folyamathoz tartozo mértéket a P mérték abszolit folytonos V-re
nézve és a V szerinti Radon— Nikodym derivéltja (l4sd CH. STRIEBEL).

dp 21 Az 1 2.1 2
2.1 av - ‘/;Eexp {—*;—;2—‘[6'01 ~5 gy T+-2— %Soz]}
lesz, ahol
2.2) »=AT,

2.3 53, = —;—{[é(o)v—m]z—k[f(T)—m]z}, 53, = —If/ (@) —m)? dt.

2 113, Osztaly Kozleményei XIV/1
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Innen lathat6, hogy ismert m esetén s2,, 53, alkotjak az ismeretlen A (vagy of)
paraméter elégséges statisztikai rendszerét. Ha A ismert és m ismeretlen (2. 1) kévet-
kez$ alakjabdl (vo. GRENANDER 65. 0.).

T

dP 1/ 1 A £(0)+E(T)
2.9 W‘l/n 6-; xp{ e [ 2m [-——2——— 0 T/é(t)dt]+

+m2[1—|—2] ;O’gT'f" /é (t)dt-l-w}

lathatd, hogy az ismeretlen m paraméter elégséges statisztikaja az

T
@.5) my = 5(")25( ) /c(t)dt
statisztikak sulyozott szamtani kodzepe
e
m; + 5 my
2. 6) : m* = ———
147
2

Ismeretlen m, A paraméterek esetén (2. 1)-et irjuk at a kovetkez8 alakba

P/ 4 1 A2 1 2 | S 2 % 2
2.7 d—V—l/’n % xp{ .2 [sl—204T+5sz+(m—ml) +5(m—m2) }},

ahol
@8  st=g [EO-mPHED -mi) = 7 D) P,

T
= / (D) —m]? d.
0

A (2.7) formula alapjan lathatd, hogy az m,, m,, s?, s3 rendszer egy elégséges
statisztikat alkot.
A

2.9 t=t-T, (=80T

leképezéssel az altalanos feladatot a T=1 és o, =1 esetre vezethetjiik vissza, amikor
is ’=A. T==, azaz az idGegység megvalasztasatol figgetleniil ismert m esetén a
folyamat realizicidi egyetlen paraméterrel, »-val vannak jellemezve. A késGbbiek-
ben gyakran feltessziik, hogy a (2.9) leképezést mar elvégeztitk és a 1 paraméter
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helyett egyszeriien »-at irunk. Ekkor (2. 1) a kovetkez$ alaku lesz

' % 11
2. 1) ‘/% exp {—% [s%l _5+7%S‘2’2]}'

Formélisan a (2. 1) ill. (2. 1") Osszefiiggések ,.levezethet8k™ a kovetkez6 mddon
is. '
Legyen ME(r) =0, akkor £(0) siirliségfiiggvénye

1 - 7 1 T2
(2.10) * Jey(Xo) = T:o:”e = 1/_ e
£

T Cr
4

alakd, masrészt az (1. 17) Osszefiggés alapjan a {(¢) és £(¢) folyamatok siirliség-
figgvény ,,funkcionalja” kozott a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk

T
1 [de 1 [ (de + A8 di)?
2. 11 - = ~—= = -t __
@1 exp{ Zac/df} ep{ 205/ dt }_
4]

_exp{_,i[ / dez +2A/£dé+22/€2(1)dt]}
20’; . dt
0 0

Felhasznaljuk kézben, hogy az m(x, 1), b(x, t) egyiitthatoja 7 (¢) diffuzios folyamatra
az Mg, My, ---, 4, valtozdk egyiittes siirdiségfiiggvényének kozelitd kifejezése

1 "= 1 X; Ai
p(XOa . ,xn) —Po(xo) H [27rb(x,, z)] I/ZCXp{__ 2 +1 —al] F}
lesz, ahol
Ly — 1 = Ay ni=n(ty), a;=a(x;, 1), b;=b(x;, t;), 1,=T, 1, =0.

Ebben a kifejezésben szerepld Osszeg pedig a

T

“0/ et

alaki integrathoz hasonlit.
Ismeretes azonban, hogy (lasd Doog, 444. o.)

T
1 1
/ Ed = [T~ & 0] - Tot.
0

fgy (2.10) figyelembevételével (2. 11)-bsl formalisan kiaddédik (2.17). Az ilyen
egyszerii ,,szamolasok” preciz bizonyitasa azonban joval hosszadalmasabb, amirdl

2%
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az olvasé meggy8zédhet a fenti (2. 1) Osszefiiggés (CH. STRIEBEL), de mas Ossze-
fiiggések bizonyitasa kapcsan is (lasd pl. Ju. V. PrRoHOROV cikkét).
A

m = $QHED / () di.

= 5 (GO —mP+ET) —mP), sF; = f O —my dr

elégséges statisztikarendszer eloszlasanak meghatarozasat végezziik el a kovetke-
zGkben. Legyen az egyszeriiség kedvéért m =0, akkor a fenti valdsziniiségi valtozok
egylttes karakterisztikus fiiggvénye

» 1
2Vie? (x" —2Tof in,)*
(2.13) Mexp {ioym; +ioy 53, +iogmy + i, §3,}F = Vie? (" —2Toginy) .

1
VT {p (o, 29))?
-exp—l—{~ alaga; —I—oz3a; T oy ioz;/1+oc2<:3a;2].
2 ® —2Ta§ iot, 2 x —2To7 iny

” a' m 1 — -V X2 =2 2Tazxaz
VY« —2Ts; —2T0';1fx4

(¢ —Togiay + Vx> —2Toin, )&V ~2T7 % — (x — Tofia, —} > —2To;1a4)

T-p(as, ay)
_ . VaZ= 2Tcrzta
+[_lﬁa-c(l_*.e]xZ_ZTagla‘)_l-a:;o_g V ze ].
2To} i,

(¢ — ToZin, + V=2 —2To-czi_oc4)— (¢ — Toin, —Vx* —2To}in, Je~V*-2To¢ia, ]}

Ty, og) ‘
ahol

1
2.14) oy, 0,) = ——e1 W2-2Totia, o (st — Todin, +Vu? —2Tofio, )2 —
—%e""z“"“?“a (x—Tagziaz—]/%z-ZTaf—i?oZ)z.

A (2. 13) és (2. 14) Osszefiiggeésbdl kovetkezik, hogy m,, m, karakterisztikus filgg-
vénye

e *—1
e e ]
%a%ag(l—i—e )+aa oi(l —e )+<x A

(2' 15) €Xp — a1 143 TA2 3 w2 )
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mig s3,, s3, karaktirisztikus fiiggvénye

7 X 1
2‘/7w e? (#* —2To}in,)*
(2. 16) .

1
[‘F (O‘z, d4)]2
Ha x=AT—~0 (Vim,,Vim,, As3,, A%s},) karakterisztikus fiiggvénye

2
a1 +as xa
( »? s t

[1+3) T
.17 —

+0(%)
. 2 ld4
1 —otio, + (l—a§1a2)2+l—2

alaku, amibd8l kovetkezik, hogy = =0 esetén m, és s3, aszimptotikusan elégséges
statisztikarendszert alkot.
A (2..13) dsszefiiggés bizonyitdsa.

Legyen
£2 2 n
= Gtl o S2E e Sea = Sda,
ahol
T i—1 . , '
At = — £ =¢ . T, (=1,2,...,n) és B =e * =1-—14t+0(A1).
Nyilvan |
(2.18) Meitm? D 4D aam$ s aesld) —
n n—1 1 .
= 2n) Za(1 —ﬂZ)'T/.../e’T[“"X Xk, dx,,
ahol '
al —B 0 0 0]
—p a—-f 0.-.0
4 = 1 0 ~p a —f---0} 1 B
" g2(1—pB2 : : T A —py)
50 S (2

0 0 e ’—B al
ay = 1—iny,02dAt, a = 2(1—AAt—in 6} At + 22 (41)2 + 0(41)),
I'ot_l
2
foy At

ioy At

iy
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Kozben felhasznaltuk, hogy a &,, ¢&,, ..., &, valdsziniiségi valtozok egyiittes elosz-
lasanak sfirtiségfiiggvénye:

n—1

(219 Sferne(Xps s X)) = (2n)‘%a~"<1 —p? % exp :

{" 202(1— %)
-[(1 ~ B + 2 (x,-—/fx.-_l)-’-]},

vagy matrix alakban

n-1

(2.19) SevrnenX1s s X) =20 2o (1) 2
e {——--]—— XR; ' X+
i IO R

alaku, ahol

1 -8 0 0. - -0
—B14+p> = 0 - - -0
rio| 0O B 1+p - - - -0
0 0 1+p% —p
Lo o —B 1
€S

X=(x1, ...,x,,), X* =
Xn

(2. 19) egyszerlien belathatd, ha figyelembe vessziik, hogy &, kielégiti a

(2‘ 20) £n+1 = ﬁ6n+Cn+1

differencia egyenletet, ahol {, egy fiiggetlen Gauss eloszlasu valdszintiségi valtozo
sorozat (fehér zaj) és 0 = (1 = f2) o, ahol o7 -et egyszeriien o -¢l jeldljiik. A (2. 20)
leképezés (i=1, 2, ..., n) fiiggvénydeterminansanak értéke 1, igy (2. 19) egyszeriien
kovetkezménye a {; (i=T, n) valtozok fiiggetlenségének.
Elégitse ki a d,, d,, ..., d, szamsorozat az
oy

aldl—ﬁd2 = -2"0'(2'At

(2.21) — Bd, +ad, — Bdy = ixy 02 (AL)?

—Bdy—y + ady— Bdy., = ity 0} (41)°

—Bd,_, +a,d, =%0§At
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egyenletrendszert, akkor
(2.22) XA X*—XC* = YA, Y*—D,
alakba irhat6, ahol

(2.23) Dp=ardi+a(ds+ ... +di-)+ards —2B(drdz+ ... +dndu_1) =
= d,(a;d,— pdy) +d,(ad, — fdy — Bdy) + ... +d,_(ad,_ — fd,—, — Bd,) +
B .
2
A (2. 21) egyenletrendszer partikularis megoldasa

n—1
+dy(aydy—PBd,—y) = 57 (dy +d,)0F - At + a0 (A1) 3 d.

iy 07

dy=d=

12_20_;21,&: (l=2, ...,n—l),

mig az altalanos megoldas
(2.249) d; = d+0ui+0,u) (=1, ...,n)
alakt, ahol u,, u, az '
But—au—f =0
egyenlet két gyoke, azaz

_ V2 _aR2
w = 2V T o),

2B
(2. 25) g
Uy, = —”——Zﬁ— = 1+ AtVA2 = 20¢ i, + o(A1).

0y, 0, a (2. 21) egyenletrendszer elsS és utolsé egyenletébdl, mint ,,kezdeti feltételek-
b6I” hatarozhatdk meg, tehat

_ e, _ioz3a;2At(l—iozza;2).
0. = [ 2 AT T,

’v
ayus — puy ' —(ayus— Bu3)

’ (ayuy — Pud)(ayus — By — (@ruz — ﬁuﬁ)(al uy — Bt

(2.26)

_ i, _ daz0f At(A — oy 0f) )
2 [2 og At A? —20fin,
2 1,1 n-1

a1u1—ﬁu1——(a ul—ﬂul ) .

Narus — pud)avds — PV — (ayuz — puid) (as s — Bui )

CRAMER ismert tétele szerint (CRAMER 136. 0.)
1

/ /exp {— -;— XA”X*} dx, ...dx, = (2n)% |4,| ?
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és igy (2.22) alapjan (2. 18) a kovetkezS alaku lesz:

Lol

(2.27) (1-p%7 1B, 2ePoear,
. .

ElGszor hatarozzuk meg e 284t hatarétékét amint n— oo, Egyszerii szamolassal
kapjuk, hogy

a,u; — pul = At(l—ia§a2+}/lz—20§ioc4)+0(At),
ayu, —puy = At(A—icta, — VA2 —20}ia, )+ 0(40),

2 -2 e
ayuy —puit = e~ TVH-2azie, (A—iota, — VA2 —20tiny )-+o(1),

Viz-242i
TV A 205‘“‘(1

a,u'i——ﬂu'i'lse —iofo, + +ViZ=2¢%ia, 20';1054)4—0(1)

és igy
D, 1) ajoz0f+alafT
(2.28) ,}l_.r?, 20} A= 2 { A2 —202i0,
+‘~l.§‘}74 ia3l+a3a20—c2 [[1‘0&0_2_*_1'0(10';2 e— A2— 2a-2114 +1a G' l—e‘TyLZ_Zalic! ’.
2 A% —20¢in, 2 ¢ 2 3T V2 —262ix, 20} i,
(A—iota, + VA2 " 20%ia, )e™ #2070, — (A —in,of — V2> —20F ix, )] N
(P(az > Ta4) ‘
j 1 —elVi2-207ia,
+ [lgl + 2 o? eTVAiT— 200, _ io3 07 i £ ]
! Vl 2"( foty
_ (A—ioto, + VA2 —20Fin, ) — e~ TV3-202 02, () — in, 6} — VA2 — 20} iny ) ]}
@z, Toy)
}B,} kiszamitasanal vegyiik figyelembe, hogy .
(2.29) | B, = at| B, —2Ba;|B,-3] + B*| B,-4l,
ahol |B,| kielégiti a
(2.30) |Bal = al 1] — B2 By-2|
differenciaegyenletet és igy
(2.31) |B,| = a, vt +a,05,

ahol v, és v, a
v —av+p* =0

egyenlet megoldasai, mig o, és a, az

|Bi| =a, |B:|=a?—p?
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feltételekbdl hatirozhatok meg. Azt kapjuk tehat, hogy

__ U _ U
2.32) oy = PR oy = o =0, "
Végiil
i vr{—3 03—3 s —-1/2
—-1/2 _ — R212 _ —
(2.33) | B, {U1—Uz lay v, — 7] v, — v, la, v, — %] } .

Mivel N
vy = 1— LAt + AtV 22 =20t in, + o(41),

vy = | —Adt— AtYA2 =20} i, + o(41),
azt kapjuk, hogy v
a,v,—p* = At(i—agia2+l/).2—2a§icx4)+0(AI),

ayvy— B2 = At(h—otin, — VA7 20Fiay ) +o(41),

UI;—3 _ eT(VA_f—Tag_iZ- x)+0(1),
03—3 — e—T(}"If_zagia_‘—x)%_o(l),
€s igy
_ AT
2 __ .21 2
(2. 34) (1 pyb it = 2R =20tie ()

oy, Toy)

(2. 27) (2. 28) és (2. 34)-b6l kovetkezik (2. 13), amivel allitdsunkat bebizonyitottuk.
Azittismertetett eljaras természetesen az egyik lehetséges modja azm;, m,, 53,53,

funkcionalok karakterisztikus fiiggvényének meghatarozisara. Masik ut kinalko-

zik oly médon, hogy a feltételes karakterisztikus fiiggvényre (a £(0)=x feltétel

mellett) differencidlegyenletet irunk fel, s amely differencialegyenletnek a megolda-

sat (melynek egyértelmiiségét DUNKIN [1] eredményei biztositjak) keressiik meg.
Legyen ugyanis

(2 35) M(T x) . M{ei(alml+azsgt+a3Tmz+a4ngz),6(0) }
. 5 = =xfe

Ekkor egyszeriien belathato, hogy

% _LazxtixdTy? ou |
2. — 24Ta? -
2.36) u(T+4T, x) —VZnATa; _/e ¢ [u(T, x)+ax1

X=X

. 0%u (x; —x)?

Ou i 2 - LI W
-rax% s 3 +] (1 +iay x? ATY(1 + iy xAT) [] ) (x{—Xx)

—Eg(x1 —x)%+ ] [ _%2(()51 —X)2 4 2x(x, — X)) —

2
—-"2-‘;2(4)&(.»(1 —X) 4 )+ ] dx,.

(x—x)+

N
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AT —0esetén (2. 36)-bol a kdvetkezd parcialis differencialegyenletet kapjuk u (T, x)-re:

ou 1 0%  Ou . ioy 2. , o3
(2.37) T =3 +—6x [—x(ﬂwkzaz)——z ] +u [x [lzaz +1<x4—7 +
_ fog o adp) ey aff
x[ﬂu—z + ioy 5 j > 8]

A (2. 37) differencidlegyenlethez hasonld egyenlet megoldasa szerepelni fog a késGb-
biekben, igy ezt most elhagyjuk.

3. §. A paraméterek becslései és eloszlasaik.

Legyen A ismert, akkor a varhatd érték maximum likelihood becslése (2. 4)-
bl )

Eo) +&(T)+4 [ £y dr
4]

CY "= 24 AT

(4% +1—e~%) paraméterekkel

o . a¢
normalis eloszlasi (m, o;) (ahol a%=2(1—+x)5

(v6. GRENANDER 115. 0.).

Ez a becslés minimalis szorasa, mivel a likelihood hanyados a LEHMANN—

ap
dv
"ScHEFFE [1] értelemben teljes fiiggvényrendszert alkot ismeretlen m esetén.

Legyen m=0 és 1 (vagy o2) ismeretlen. 2 maximum likelihood becslése (2. 1)
alapjan

VA 1 1
logE= c+—2~log}?—gg sél—iafTJrE/lTséz]

miatt a kovetkez6 egyenlet megoldasa lesz:

of 1
3.2) i-}—(s%l—i 6¢T|—ATs3, =0,
2 , _0% P
vagy og-re |of == alapjan
A
3.3 4 2 1 2 2 T 202 -
(3.-) ag— SOI‘—“§U;T O'g—"facsoz—o.

Konnyii belatni, hogy (3. 3) egyetlen pozitiv megoldasa

3. 4) 6% = 1/2(s§,—1/262 T) + 1/2V(s3, — /262 T)? +2T0}53,.
Legyen az egyszertiség kedvéért ' '
d = 1/2(s§, —1/26} T),
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akkor, mint az konnyen belathaté

3.5 P{6} <yot} = P{d-+Vd*+1/2To}s§, < yoi} =
2x4 24 _*
= —+1r.
P{y o 02+)’0'2 y * }
232

A (2.16) oOsszefiiggésbbl belathato, hogy a 1, _y p s+ y2y s¢, valo-
4

. . 1 ra 3 C r
sziniiségi valtozé aszimptotikusan normalis eloszlast, ha x—~= & a 67 becslés
ekvivalens az s3, becsléssel. Igaz a kovetkez$ (tegyilk fel, hogy 6f=1 és T=1,
azaz elvégeztiik a (2. 9) transzformaciot).

3.1. TéTEL: Ha m=0 és x> az
s§y~03
becslés aszimptotikusan efficiens és az
5§, —0¢
53, V2%
hdnyados eloszldsa tart a (0, 1) normdlis eloszldshoz.

Bizonyitds. Egyszerili szamolassal addodik a varhatd értékre és szérasnégyzetre,
hogy
Ms}, = o}

2
(3 6) DS(Z)Z — %(2%—*—6_2”— 1)’

és s3, karakterisztikus fliggvénye

3.7 Sfla) =

174
2[ _ﬂgg] e"/z
®
— I 4ia 2 PN 2 T
4io R 2 xl-"l—Taé / 4in ) —x
[[1+l/1—70§J e | — 1—]/ 1—764 e
alaku (v6. (2. 16)) » > esetén az
5§, — 0

oF VZ/—x

val dsziniiségi valtozd karakterisztikus fiiggvénye e 2 -hez tart, azaz normalis elosz-
lasii lesz. Masrészt s3, ~o0F valdszinliségben, ha » -0, igy CRAMER ismert tétele
szerint (CRAMER, 281. 0.) a tétel allitasa igaz. Mivel a (2. 1") likelihood fiiggvény-
rendszer nem teljes (erre a problémara késGbb még visszatériink), nem létezik mini-
malis szorasu torzitatlan becslése o3-nek (vagy x-nak).

Egy becslést aszimptotikusan efficiensnek neveziink, ha aszimptotikus eloszlasa
1étezik s az megegyezik a maximum likelihood becslés aszimptotikus eloszlasaval.

a2
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Legyen tovabbra is 67 =1 és T'=1. (2. 16)-bol 1athato, hogy » —0 esetén 2xs3,
és xsk, karakterisztikus fliggvénye

) 1
(3.8) Sflayg, o) = (1—ia1-2f062)”2 +0(%)a

alakd, azaz s3; és s2, aszimptotikusan ekvivalensek. A (3. 8) osszefiiggésbdl lat-
haté, hogy ’

ﬁ2—:2;«¢s2

O_g 02

x—~0 esetén y? eloszlasi 1 szabadsagfokkal:

X

1 / 2
— e ¥iy-12dy = ‘/—/e"z/z dy.
VZTZ 0 i 0

» nem til nagy és nem tul Kicsiny értékeire az s3, és s3, statisztikakat kell felhasz-

nalni » (illetve o%) becslésére. A » paraméterre vonatkozé konfidencia intervallu-
2

mok megszerkesztése a (3. 5) Osszefiiggés alapjan az »n, :%ng‘*‘ g—sél valo-

2
(3.9) P{s022<x2}—>

szinfiségi valtozé eloszlasanak meghatarozasa segitségével torténhet. Az 5, véltozéd
karakterisztikus fiiggvénye (vo. (2. 16)).

(3.10) Jo (@) =

1/4
2 [1 —%ioc] e?

. 2 2 . N Vi ZL 1P
[[I—E-k 1——2—2ia] e”l/'l_y_" —[I—E——|/ l—-—%ia] e Vl v ]
y y y y

alaku. TetszGleges el6re megadott o szint és o esetén a (3. 11)

(3. 11) . P{6?>x} =«
egyenletnek egyetlen x = @(of) megoldasa lesz. Ennek inverz fiiggvénye

(3. 12) ¢~ H(x) =y, (x)

szintén egyértelmiien meghatarozhaté és o-re konfidenciahatart szolgaltat, azaz
oZ-ben azonosan

(3.13) P,,é{o'g =y,(0H)}=a.

» oo €5 % () esetén ezek a konfidenciahatarok megegyeznek a megfelel§ aszimpto-
tikus eloszlas altal szolgéltatott konfidenciahatarokkal.

A konfidenciahatiarok effektiv kiszimitisa egydimenziés esetben még nem
tortént meg. Komplex stacionarius Gauss— Markov folyamat esetén a » ,,csillapo-
dasi egyiitthatd”-n (melynek becslésénél a megfelels elégséges statisztikakbol nyert
maximum likelihood becslés karakterisztikus fiiggvénye (3. 10) négyzete) vonatkozé
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szamitasokat a M0SzZKVAI LoMONOSzOv EGYETEM Valdsziniiségszamitdsi Tanszékén
végeztilkk el A. N. KOLMOGOROV vezetése alatt (1asd ARATO, RICSKOvVA, SZINAJ).

Ismeretlen m és A (vagy o) esetén (2. 7) alapjan a maximum likelihood egyen-
letek a kovetkez8k lesznek:

2
(3. 14) %(sf—1/2J§T)——/1Ts§—(m——-ml)z—/lT(m~mz)2 =0, B,

2(m—my))+AT(m—m,) = 0.

A (3. 19 egyenletrendszer megoldasa talsagosan bonyolult, érdemes azonban
megjegyezni, hogy az m és 7 becslések kozott

2my + zm,

(3.15) =

alaku Osszefiiggés all fenn. Amint késSbb latni fogjuk, o3 (vagy 1) becslése esetén
a legtermészetesebb olyan statisztikikkal dolgozni, amelyek nem fiiggnek a &(7)
folyamat kiindulasi pontjatol. Ilyen rendszer lehet pl. s2, 53, (m; —m,)?. Nagy x
értékek esetén nem nehéz az m, 4 paraméterekre megfelel§ becslést talilni (legyen
ismét gf =1, T=1), fennall a kévetkez()'

3.2 TETEL: % - eselén az
m~m,, 6%~s3
becslések egyiittesen aszimptotikusan efficiensek és
2 .2
my—m 55— 0§
2’ 2y
2s3 s3V2/»

.. . 10 . .
egyiittes eloszldsa tart a ( '] normdlis eloszldshoz.

Bizonyitds. Egyszerli szamolasokkal adodik, hogy

2 -2
Mm, =m, Dm, = 208 (= +2e D s

2
(3.16) Ms; = 0?“%[1+%(e"*—-1)]

4
Ds} = %{24— (e=2*— 1)+ 3 (e —1)2 — = (4x+2xe"‘—7+8e‘”—e'2")}.

(2. 13)-bol lathato, hogy » <o esetén, m, —m, s3, egyiittes karakterisztikus fiigg-
vénye

2
3.17) f(ocl,otz)—exp{ zdja€+ [}l{)}exp{mzq—%az 2G¢+ [1)}

X

alakd, amibdl lathato, hogy aszimptotikusan normalis eloszlasuak. CRAMER mar
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emlitett tétele szerint, mivel m, —m és 53, ~o} valésziniiségben, a

mem ool
26} : ’ 2
1/7‘:—(%+e“"—1) o} N
és

m,—m  §3—o}
23 7 42
s3|/ =
X

mennyiségek egyiittes aszimptotikus eloszlasa megegyezik (felhasznalva. hogy

1 .
0% ==—|. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
¢ T2

Tetsz6leges T és o7 esetén — ami a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl
fontos — a 3.2 tétel nyilvanvalo kodvetkezménye a

3.2" TETEL: Ha % = AT — qaz

ot 2
~ ~2 7
me~m,, 252
becslések egyiittesen efficiensek és az
- i—1 252
i 4 T _ | il 21/ =2
1/}.2 77 UT+e ) T % VﬂuT

{

10
hdnyadosok egyiittes eloszldsa tart a (0, 0, 1o 1“ normdlis eloszldshoz.

» —~0 esetén az m, és m, statisztikdk aszimptotikusan ekvivalensek, ami belat-
hat6 karakterisztikus fiiggvényiik viselkedésébdl. Ugyanakkor az s? és s statisztikak

2= L EM O,
(3.17) ! . 2
3= [ co-copa-( [ E0-zo)d)
o 0

alakjabol lathatd, hogy aszimptotikusan fiiggetlenek mind az m, » paraméterek-
t8l, mind pedig az m,, m, statisztikaktdl, ha » —0. Ez azt jelenti, hogy ebben az
esetben az m paraméter teljesen szabad (nincsen ra semmilyen megkotésiink), mig
a » paramétert nem lehet alulrdl becsiilni (azaz a 6% paramétert feliilr6l).

A matematikai statisztikAban jol ismert tény, hogy ha &, &,, ..., &, (n=2) egy
fuggetlen megfigyelésekbdl allé6 minta, ahol az egyes valtozok egy ismeretlen (m, o)
paraméteri normalis sokasaghdl szarmaznak, akkor az ismeretlen m paraméterre
tetszOleges « megbizhatdsagi szinten véges konfidencia intervallum szerkeszthetd.
(CRAMER 563 0.).
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Ez azt jelenti, hogy tetszbleges a > 1/2 szint esetén is [éteznek olyan E(x1 5 eery Xy}
és h(x,, ..., x,) fiuggvények, melyekre

P, ...&)y=m}=a, P{h(¢,, ..., E)<m}>a

1]
m ¢s o-ban egyenletesen. A l_z(-) és h‘(-) fﬁg_g_vények_fﬁggetlenek o-t6l. Ha n=1,
azaz egyetlen &; megfigyelésiink van, ilyen A(:) és hg) véges értékﬁ_ fiiggvények
nem léteznek (azon természetes kikotés mellett, hogy h(=0) > — oo és hi(— o) < o).

Stacionarius Gauss— Markov folyamatokra igaz a kovetkez§ (tegyiik fel, hogy '
T=1,0,=1).

3.3 TETEL: Legyenek a=1/2 és u(&), u(&) valés értékii (— oo és + o értékeket
is felvevs) az Ry téren a Cpy, 4y metrikdban folytonos funkciondlok,' melyek eleget
© tesznek minden m és x értékre (—oo<m=<oo, %=>0) a

P{imzu)}za
P{m<p(®)}=a
P{ji(&)=— e} =f(x, 2)
P{u(Q) =+ =} =f(x, a),

ahol f(x, a) a funkciondlok vdlasztdsdtdl fiiggetlen (azon természetes feltevés mellett,
hogy mf (o) > — oo, sup u(<o)<oo, vagy pl. azon feltevés mellett, hogy eh‘olas

feltételeknek. Akkor

esetén a Sfunkciondl erteke az eltolds értékével vdltozik) és
SO, ) >1/2, ha »x-0.

3.4. TETEL: Legyen a >0 és x() az R, téren értelmezett pozitiv, a Co, ;; metrikd-
ban folytonos funkciondl, mely minden m és x értékre eleget tesz a

P{x=x(®)} za

P{x(§)=0}=g(x a),

ahol a pozitiv g(-) fiiggvény nem fiigg a funkciondl vdlasztdsdtél (azon természetes
Jfeltétel mellett, hogy #(oc)=un(—o)=o) és

SJeltételnek. Akkor

glx,0)—~1, ha »—0.

Megjegyzés. Természetesen x -~ esetén az f és g fliggvények tetszGleges fix
o<1 esetén O-hoz tartoznak. Ez a 3.2 tétel kovetkezménye, melynek értelmében
aszimptotikusan jo konfidencia intervallumok szerkeszthetdk.

A 3.3 tétel bizonyitdsa.

Szimmetria okokbodl elegendd az allitast pl. n(€)-re bizonyitani. Korlatos u(¢)
funkcionalra nem allhat fenn a P{m <u(£)} =a Osszefiiggés minden m, x-ra, mivel,
ha p(§)=K<oo

PK,x{K</-—t(é)} =0'

t Végtelen értékeket is felvevd funkcionilok folytonossaga a — oo, pontokkal lezart.
szamegyenes topologidja altal indukalt folytonossagot jelenti.
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-

Feltevéseink szerint elég nagy c¢ értékre létezik olyan (u-tél fiiggetlen) &,(H)=
Z —k>—oo, hogy u(é)=c ha &£(#)=£&,(¢) (minden 0=7=1-re). Legyen

[ ={CRQ=<ch In={f-x"'"s8s8}]
ahol 0<d<1/2. Nyilvan ' DI';, P(I')=P(I',) és

(3'18) Pc,x{6<ﬁ(€)} = I—Pc,x{r}§l_Pc,x{rl}'
Felhasznalva a '

5—5 - V% exp |- #(Eo— 02— 1/2[#{(E() ~ )~ (E©) — )} -

1
—xtn? [ (E)—cpar)
0
osszefiiggést azt kapjuk, hogy

26 " —»x{xXg—C =z Xt —C —x;—c
(3.19) P..{T'}} =/g—§dV;[1—3‘2—}/‘/%e R L2
r; r

Legyen
Fy={—u110=f=,,0<t=1; —u~ 104 2= <8(0)=&,(0) — »%},

ahol ¢ a 0 <g<43/2 intervallumban tetszbleges, és
ry= {ftossutx;llé(t)~é(0)l<x“, — w71 umt < L(0) =& (0) — =77}

A Wiener folyamatra jol ismert (lasd DooB 353. 0.)

(3.20) /a’Wzl —2748‘/% e 2

I3

Osszefiiggést felhasznalva, az

L i — )2 —(x0 — )2
(3.21) /e 7 (i aimloo c"dW;e_x-cw|c|x>de§e_,-.e<x«s+c,xn_

T2
. [1 —2:—:51/2 e_T]
n
egyenlGtlenséget nyerjiik.

Jelolje @ (x) a (0, 1) normalis eloszlasfiiggvényt, akkor

3.22)

[V% e~Hxo—c)? dx, = (15“/57;(60(0)_('_%—-5 }—QD%}/Q;{'(—%—I‘*&_C_}_X—a)}.
Ia
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(3.19), (3.21) és (3.22)-b8l nyerjiik a
»29 T h_
(3.23) Pc,x{Fl}é(l—T](l—x"“)[l—2251/?62 ][(I){V2x(5o(0)—

e Y DY B (= 2+ 2]

egyenlGtienséget. Innen » —~0 csetén lathatd, hogy

Pc.x{C<ﬁ(é)}:I_Pc.x{F1}§ +80’ ha %éxo(so),

tetszGleges kicsiny g, >0 értékre. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

A 3.3 tétel a kovetkez8képpen is megfogalmazhatd: ha a staciondrius Gauss—
Markov folyamat m és » (vagy o3) paramétere ismeretlen, akkor m-re a folytonos
Junkciondlok segitségével nem lehet véges konfidencia intervallumokat szerkeszteni.
Nem véges konfidencia intervallumok szerkesztésére (x-ra vald minden megkotés
nélkiil) a tovabbiakban még visszatériink. Szerkesztésiik hasonlé ahhoz a mébdszer-
hez, ahogyan x-ra (vagy ¢f-re) torténik ismert m esetén a konfidencia intervallum
szerkesztése, azonban a 3.3 tétel altal kifejezett speciilis tulajdonsagokat figyelembe
vessziik.

KOROLLARIUM. A bizonyitdsbdl ldthato, hogy tetszdleges &= 0-hoz van oly A(g)
hogy (elég kis » esetén)
l 1
sup P, {i()=m}=— + Axg?

m,x<xg

Ezzel az f(x, «) fiiggvény viselkedésére kaptunk becslést.

A 3.4 tétel bizonyitasa hasonldan torténik, mint a 3.3 tételé. A tétel allitasa
szerint a » paraméterre nem lehet 0-tdl kiilonboz6 alsé konfidenciahatart szerkesz-
teni semmilyen megbizhatésagi szinten.
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