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3. §. Az események elGallitisa a véges automatikban.
Az eseményeken értelmezett miiveletek

Az el6z8 paragrafusban az eseményeknek a kimené jelekkel vald elGallitasat
vizsgaltuk. A Moore-féle automatik esetében (amelyeknél a kimend jel egybeesik
az allapotnak a jelével) azonban sokkal kényelmesebbnek mutatkozik néhany mas
eljaras az események elGallitasara, elsGsorban az eseményeknek az automatik
allapothalmazaival torténé el8allitasa. ' _

Legyen A tetszGleges automata, és p tetszGleges nem iires sz6 4 bemend abécé-
Jébdl. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy az 4 automata a p bemen§ sz6 hatasara
valamilyen a allapotbdl a b allapotba keriil at, ha b annak az allapot szénak utolsé
betiije, amelyet az a allapot rendel hozzi a p bemend széhoz (lasd 1. §). Azt az alla-
potot, amelybe az automata az ¢ allapotb6l a p bemend jel hatasara atkeriil, ap-vel
fogjuk jelolni. Ha p=x,x,...x,, akkor az aq,=ap allapotot az a, =d(aq, x,), a, =
=d(a,, x3), ..., @y =0(a, -, x;) allapotok segitségével lehet definidlni, ahol é(a, x)
az A automata atmeneti fiiggvénye. Az e iires szd esetén természetesen az automata
tetszGleges a allapotbol ugyanabba az a allapotba keriil.

Ebben és a kovetkez8 paragrafusban kizardlag csak inicidlis automatikat
tekintiink, azaz régzitett kezd§ allapottal rendelkez8 automatikat. Megallapodas-
szeriien azt mondjuk, hogy az iniciilis automata a p bemend szé hatasara az ayp
allapotba keriil at, ahol a, a tekintett automata kezd§ allapotat jeloli.

12. peFNicIO: Azt mondjuk, hogy az X abécéjii S esemény az A inicialis auto-
mataban el van 4llitva allapotainak M halmaza altal, ha az 4 automata bemend
abacéje azonos X-szel, az S esemény pedig azokbdl és csak azokbdl a szavakbodl
all, amelyek az automatit a kezd§ allapotbdl azokba az Allapotokba viszik at,
amelyek az M halmazhoz tartoznak.

Ez a definicié egybeesik az események elSallitisanak Ju. T. MEDVEGYEV [17]
dolgozataban levd definiciojaval. A Moore-féle automatik esetére ez a definicié
ténylegesen az események elallitisanak ugyanahhoz a fogalmahoz vezet, mint a
11. definicid.

Legyen ugyanis az S esemény valamilyen A4 Moore-féle inicialis automataban
az y kimend jel altal elGallitva. Jeloljiik M-mel az 4 automata dsszes olyan allapota-
nak a halmazat, amelyek az y jellel vannak megjel6lve. Ha p =x,Xx,...x, tetszGleges
526 az automata bemend 4bécéjében, a,a,...q, allapot-szd és y,y,...y, olyan kimend
sz6, amelyet az 4 automata a p sz6 révén a kezdd allapothoz rendel hozza, akkor
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72 V. M. GLUSKOV

az automata u(a) jel-fiiggvénye definicidja szerint nyilvan u(a,)=y, érvényes.
Kovetkezésképpen egy p nem iires bemend szé akkor és csak akkor tartozik az S
eseményhez, ha az automatat a kezdd allapotbdl az M halmazban levd allapotok
egyikébe viszi at. Ha az M halmaz tartalmazza az automatinak a kezd§ allapotat,
akkor az altala el6allitott S” eseményben benne van az lires sz6 is, amely nyilvan
nem lehet benne az S eseményben. Illyen médon az S és S’ események, eltekintve
az iires szOtol, egybeesnek.

Forditva, az S esemény legyen elGallitva az 4 kezd§ automatiban az allapotok
M halmaza segitségével. Az 4 automata jel-fliggvényét az M halmaz Gsszes allapo-
tain y,-nek, az Osszes tobbi allapoton pedig y,-nek véve, tekintsitk az 4 automata-
ban az y, kimend jel altal elGailitott S’ eseményt. Miként korabban is, azt kapjuk,
hogy a p nem iires bemend sz6 akkor és csak akkor tartozik az S’ eseményhez,
ha az § eseményhez is hozzatartozik. Ha az M halmazban benne van a kezdd alla-
pot, akkor az S esemény tartalmazza az iires sz6t, amely nem lehet benne, magatol
értetédden, az S’ eseményben. llyen mdédon az S és S’ események, eltekintve az
iires sz4tol, egybeesnek.

Ezzel bebizonyitottuk a kdvetkezd

13. TETELT: Ha az S esemény az A Moore-féle inicidlis automatdban az y kimend
jel dltal elé van dllitva, akkor ez az esemény, (esetleg az iires szdval kiegészitve)
elédllithato ugyanabban az automatdban az 0sszes olyan dllapotnak a halmazdval,
amelyek az y kimend jellel vannak megjelolve. Ha az S esemény az A inicidlis auto-
matdban az dllapotok M halmazdval elé van dllitva, és az A automata jel-fiiggvényét
ugy definidljuk, hogy az az y értéket az M halmaz dsszes dllapotain és csakis ezeken
az dllapotokon vegye fel, akkor olyan Moore-féle inicidlis automatdt kapunk, amely-
ben az S esemény az y kimend jel dltal elé van dllitva (eltekintve esetleg az iires sz6t9l,
ha az S-ben elfordul ).

A bebizonyitott tétel lehetévé teszi azt, hogy az események elGallitasa vizsgala-
tanal csupan az allapotok halmazaira korlatozddjunk. Ekkor az automata kimeneti
figgvényei semmiféle szerepet nem jatszanak. Ezzel kapcsolatban, ebben a parag-
rafusban ,,automata’ elnevezésen kimend jelek nélkiili inicialis automatakat értiink,
amelyek csak atmeneti fiiggvényekkel vannak megadva.

A megel6z8 paragrafusban bebizonyitottuk, hogy a végtelen (specialisan a
szabad) automatakban tetszGleges események eldallithatok. A véges automatdk
esetére, amelyeket a jelen paragrafusban vizsgalunk, masképpen all a dolog. Mar
egészen egyszerli halmazelméleti megfontolédsokbdl is vilagos, hogy kell olyan
eseményeknek 1étezniok, amelyek nem allithatok el véges automatakban.

Valoban, tetszGleges, rogzitett, véges, nem iires X 4bécéhez a paronként nem
izomorf és az allapotokra nézve véges X bemenG abécéjli halmaza megszamlalhato.
Az ilyen automatak barmelyikében az eseményeknek csak véges halmaza allithatd
elg. Ezért az X ab&céjii eseményeknek az a halmaza, amely véges automatikban
elGallithatd, megszamlalhaté halmaz. Ugyanakkor az X abécéjii Osszes eseménynek
a halmaza nyilvanvaldan kontinuum szamossagu. Kovetkezésképpen léteznek olyan
X abécéjli események, amelyek nem allithaték el§ véges automatdkban, sGt konti-
nuum szamossagi ilyen esemény létezik.

Elsének S. C. KLeene [14] adott egy konstruktiv példat olyan eseményre,
amely semmiféle véges automatiaban sem allithaté el§: tetsz8leges nem iires abécéjii
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esemény, amely az Osszes olyan szobol all, amelyeknek a hossza négyzetszam.
Céljainkra hasznosabb mas véges automataban el6 nem allithatd esemény példajat
vizsgalni.

14. TETEL: Az X =(x, y) két betiib6l dllo dbécében tekintsiik azt az S eseményt,
amely azokbol a szavakbdl dll, amelyek egymdssal egyenls szdmit x és y betiit tartal-
maznak,; ez semmiféle véges automatdban sem dllithaté eld.

BizonyiTAs: Tegyiik fel, hogy az a, kezdd allapoti 4 kezd$ automataban az
S esemény el van allitva az M halmaz altal. Tekintsiik az v, =agx, a, =a,x, ..., a,=
=a,_x eseményeket. Konnyl belatni, hogy tetsz8leges n=1, 2, 3 ... esetére ezek
az allapotok kiilonb6zGek. Valdban, ellenkez6 esetben nyilvan volna olyan p, és
D #ZPi) 520, amelyeknek a hosszuk kiillonboz8 (k, ill. m), nem tartalmazzak az y
betiit, és olyanok, hogy az agp, és ayp, allapotok egymassal egybeesnek. Jeloljiik
q.-val azt a k hosszusagn szét, amely csak az y betiib§l all. Akkor az érvényben
levd feltevésiink alapjan az aqp.q, allapotnak benne kell lenni az M halmazban, az
aopmgr 4llapot pedig nem lehet ebben a halmazban. MasfelSl az agp, és agp,, alla-
potoknak az egybeesése alapjan az aqp.q, és aop.q,. allapotoknak egymassal egyen-
16eknek kell lennidk. A kapott ellentmondas bizonyitja a tételt.

Az automatak absztrakt elméletében az egyik legfontosabb feladat nyelvek
megadasa olyan eseményeknek a leirasa érdekében, amelyek eldallithatok ilyen
vagy olyan specidlis automatak osztalyaiban. Az ilyen nyelvek elsé valtozatat a
fentebb mar idézett [14] dolgozataban S. C. KLEENE inditvanyozta. Ezt a nyelvet,
amelyet mi a regularis kifejezések nyelvének fogunk nevezni, késGbb Cory, ELGOT
és WRIGHT [15], valamint a jelen dolgozat szerzgje tokéletesitették (lasd [97).

Az olyan eseményeknek a leirAsira, amelyek véges automatakban elGallithatok,
masik nyelvet Ju. T. MEDVEGYEV [17] inditvinyozott. Az automatak bemend abécéi-
nek a ,,kédolasa™-val kapcesolatos specialis rendszereknek a felhasznalasanal meg-
adhaté a nyelvek egy harmadik lehetséges valtozata is, amely az Ggynevezett specia-
lis vagy korlatozott itéletekre (a természetes szamoknak a véges halmazaira) vonat-
kozd masodfoku itélet-kalkulus nyelvének a felhasznalasan alapul. Ezt a valtozatot
egymastol valamennyire kiilonb6z6 moddositasokban B. A. TRACHTENBROT [28] és
J. R. BUcCHI [5] fejlesztette tovabb.

Ebben a dolgozatban a regularis kifejezések nyelvét fogjuk hasznalni, amely
algebraibb és ezzel egyidejiileg az alkalmazasok céljaira megfelelGbb is. Ennek a
nyelvnek az alapjan a szerz8 [9] és [12] dolgozataiban fejtette ki az automatak
szintézisének a gyakorlati mddszereit. Marmost célunk a kérdést elméleti szem-
pontbdl tekintent.

A regularis kifejezések nyelve hirom, az eseményeken végzett miiveletet hasznal
fel, amelyeket diszjunkcionak, szorzdsnak és iterdcionak neveziink. E miiveletek
kozil az els§ kettd kétvaltozoés miivelet, a harmadik pedig egyvaltozds.

Az Osszes bevezetett miiveleteket egy és ugyanazon abécéjli eseményeken értel-
mezziik. Sziikség esetén azonban az abécé kibdvitése is sz6bajohet, minthogy kisebb
abécéjli eseményt nyilvanvaléan mindig beagyazhatunk tetszdleges nagyobb abécébe.

13. DEFINICIO: Az S, és S, események S,US, diszjunkcidjadnak nevezzik
ezeknek az eseményeknek a halmazelméleti egyesitését. Az S; és S, események
Sy+S, szorzatdnak nevezzilk azt az eseményt, amely az dsszes p,-p, alakd szébol
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all, ahol p, €S, p,€S,. Az S esemény {S} iterdltjdnak nevezziik azt az eseményt,
amely az iires sz6bol és az &sszes pyp,...p, alakil sz6bdl all, ahol p,, p,, ..., p, az
S esemény szavai, €s k=1,2,3, ...

14. DEFINiCIO: X Abécéjll események algebrdjdnak nevezzitk az X abécéjii osszes
-eseménynek a halmazat, amelyet a diszjunkcid, szorzas és iteracio miiveleteivel
egyiitt tekintiink. Azt az eseményt, amely az X abécéjii 6sszes sz6bol all (beleértve
az lires szét is), dltaldnos (vagy bizonyos) eseménynek nevezzilk; azt az eseményt
pedig, amely a szavak iires halmazabdl all, lehetetien eseménynek. Végiil azokat
az eseményeket, amelyek koziil barmelyik egyetlen x €X egybetiis szébol all, és a
csak az e lires szobdl A4lld eseményt is, X abécéjli elemi eseményeknek
nevezziik.

Végiil bevezetjiik a regularis eseménynek a fogalmat, amely a véges automatak
elmélete szamara kozponti jelentdségii fogalom. Miként fentebb mar megjegyeztiik,
ez a fogalom benne van abban a fogalomban, amelyet S. C. KLEENE [14] dolgozata-
ban bevezetett, bar tSle formailag erdsen kiillonbozik.

15. DEFINICIO: Reguldris eseménynek neveziink egy véges abécéjli tetszGleges
olyan eseményt, amelyet ilyen abécéjii elemi eseményekbdl véges szami diszjunkcid,
szorzas és iterdcié segitségével lehet kapni. A lehetetlen esemény ugyancsak reguli-
ris esemény. Regularis eseménynek az X abécéjii eseményalgebra miiveletei segit-
ségével, az elemi eseményekbdl kiinduld tetszbleges elGallitasat eme esemény reguld-
ris kifejezésének nevezzitk. A lehetetlen eseménynek a jel6lésére bevezetjik a o
specialis jelet, amely ennek az eseménynek a szimbolikus jele.

Egy és ugyanazon regularis eseménynek sok kiilonbozs regularis kifejezése
lehet annak kovetkeztében, hogy az eseményalgebraban létezik egy sor olyan
relacié, amelyek a regularis események azonos atalakitisat teszik lehetévé. Ezek
olyan atalakitdsok, amelyek nem valtoztatjdk meg az ezekkel a kifejezésekkel el§-
allitott eseményeket.

Az eseményalgebraban érvényes azonos Osszefiiggések rendszeréhez olyan
osszefliggések tartoznak, amelyek megallapitjak a diszjunkcié asszociativitasat és
kommutativitasat, valamint a szorzas asszociativitasat. Ugyancsak nem nehéz
belatni, hogy érvényes a szorzas disztributivitisa a diszjunkcidéval kapcso-
latban.

Az események algebrajaban a kiilonb6z8 kifejezéseknek a leirasanal és specia-
lisan a regularis kifejezésekénél meg kell dllapodnunk az eseményalgebrai miiveletek
végrehajtasanak természetes sorrendjében. Az eseményalgebra kifejezéseiben,
egyébként hasonld feltételek mellett, elsGnek az iteracid miivelete, aztin a szorzas
és végill a diszjunkcido miivelete végzendS el. Minden eltérést ettdl a természetes
sorrendt§! szokas szerint (gomboly() zarodjelekkel fejeziink ki, amelyeket k6zdnsé-
geseknek fogunk nevezni, eltérleg a hullamos (kapcsos) zardjelektSl, amelyeket
csak az iteracidknak a jeldlésére alkalmazunk, és amelyeket ezért iteracids zardjelek-
nek neveziink.

Ugyancsak megjegyezziik, hogy a diszjunkciénak és a szorzasnak az asszocia-
tivitasa kovetkeztében zarodjelek igénybe vétele nélkiil felirhaté tetsz6leges véges sok
eseménynek a diszjunkcidja és szorzata. Az elemi (egyelem(i) eseményeket meg-
egyezésszerlien azonositjuk a benniik levs elemekkel. Mindig a ¢ jelet hasznaljuk
az {ires sz jelolésére.
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Felhasznalva a bevezetett jeloléseket és roviditéseket felirunk néhany Ossze-
fliggést, amelyek az eseményalgebraban tetszSleges R és S eseményekre, valamint
a o lehetetlen eseményre vonatkozdlag érvényesek:

(1) {sh={s}

2 {S}=eUS-{S}
3) S{S}={S}-S
4 {SHR}}={SUR}
5) {e} =e

(6) S-e=e-S=S
@) S0=0-S=0
8) SUg=S

) lo}=e

Ezekhez az Osszefiiggésekhez még a fentebb emlitett asszociativitasi, kommu-
tativitasi és disztributivitasi osszefiiggéseket hozza kell venni. Erdekes az a probléma,
hogy megtalaljuk az eseményalgebraban az Osszefiiggéseknek egy olyan teljes
rendszerét, amelynek az abécéje egynél tobb bet(ibGl all, azaz olyan rendszert,
amely lehetGvé teszi az eseményalgebrajaban két tetszGleges kifejezés azonos egybe-
esésének a megallapitasat. Késébb megmutatjuk, hogy algoritmikusan meg van
oldva a regularis kifejezések azonossaga megallapitisanak a problémaja.

MindenekelStt azt mutatjuk meg, hogy regularis az Osszes olyan esemény,
amely el@allithatd véges automataban, és megszerkesztjitk azt az algoritmust, amely
lehet6vé teszi megtalalni a regularis kifejezést az olyan esemény részére, amely
tetszGleges véges inicidlis automatiban az automata allapotainak tetszSleges hal-
mazaval elGallithat6. A véges automatakban elSallitott eseményeknek a regulari-
tasardl szolo allitast elsének S. C. KLEENE [14] bizonyitotta be, bar az altala
hasznalt mddszerek gyakorlati szempontbol nem hatékonyak. Gyakorlatilag alkal-
mas algoritmust az olyan események regularis kifejezéseinek a megtalalasara, amelyek
véges automatakban elGallithatok (ezt a véges automatak analizise algoritmusanak
nevezik), a jelen cikk szerzfje inditvanyozott (lasd [10] és [12]). Most azonban
nem ezt az algoritmust fogalmazzuk meg, hanem azt, amelyet MCNAUGHTON és
H. YaMapa [16] ajanlott. Bar ez az utdbbi algoritmus gyakorlati vonatkozisban
kevésbé alkalmazhatd, a megalapozisa sokkal egyszer(ibben végezhetd el, mint
annak az algoritmusnak a megalapozasa, amelyet a szerzd javasolt. Megjegyezziik,
hogy a [16] dolgozattdl eltéréleg, amely csak két betlibSl alld bemend abécét hasz-
nalt fel, mi tetszGleges véges abécé esetére szold algoritmust fogunk szerkeszteni.

15. TETEL: A véges automatdkban elddllitott Osszes esemény reguldris. Létezik
olyan algoritmus, amely lehetvé teszi azt, hogy szerkessziink az olyan esemény részére
reguldris kifejezést, amely tetszbleges véges kezdé automatdban az dllapotainak tet-
szbleges halmaza dltal elédllithaté. (11t az automata dtmenetek és kimenetek tdbldza-
taival van megdllapoddsszeriien megadva.)

BizoNyiTAs: Nyilvan elegend6 olyan algoritmust szerkeszteni, amely lehetSvé
teszi, hogy clyan eseménynek talaljuk meg egy regularis kifejezését, amely el van
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allitva tetszdleges véges kezdd automataban allapotoknak egy tetszdleges halmaza
altal. Ugyanis egy véges automata allapotainak halmaza altal eldallitott esemény
egybeesik azoknak az eseményeknek a diszjunkcidjaval, amelyek az ezt a halmazt
alkoté kiilonboz6 allapotokkal vannak elSallitva. Tekintsiink most egy olyan A4
tetszGleges véges automatat, amelynek az allapotait az 1, 2. ..., » egymasra kovet-
kez8 természetes szamokkal jeloltitk meg. Legyen most i és j két tetszdleges allapot
az el8z8ekbdl, tovabba p = x,x,...x, olyan bemend szd, amely atviszi az A automatat
az i allapotbdl a j allapotba. Azt mondjuk, hogy a p szo atviszi az automatat az
i allapotbdl a j=ip allapotba a kdzbeesd ix,, ix x,, ..., 7x;X,...x,_, allapotokon
keresztiil.

Jeloljiik S{‘j-val (.j=12,..,n: k=0,1,2,...,n) azt az .eseményt, amely
azokbol és csak azokbol a nem iires szavakbdl all, amelyek az automatat az i allapot-
bol atviszik a j allapotba, és amelyek az 1, 2, ..., k allapotokon kiviil nem hasznal-
nak fel kozbeesG események gyanant semmlfele mas allapotot. Specialisan S9;-vel
jeloljik azt az eseményt, amely kozvetleniil atviszi az 4 automatat az | allapotbol
(mell6zve barmiféle kozbeesd allapotokat) a j allapotba.

Az automata értelmezésének alapjan az SY események koziil mindegyik tulaj-
donképpen vagy a lehetetlen esemény, vagy-a bemend abécének egy betiije, vagy
pedig ezeknek a betiliknek (az 4 automata végessége miatt véges alaku) diszjunkcioja.
llyen médon barmelyik S0 esemény regularis, és ugyanakkor az osszes ilyen cse-
ményhez tartozd regularis klfejezesek kozvetleniil megtalalhatdok az 4 automati-
nak az atmeneti fﬁggvényei révén.

Tegyiik fel, hogy mar az osszes S8, S, ..., S5 eseménynek a regularitasat,
valamint az Gket el§allitéd regularis kifejezések megszerkesztésére szolgalo algorit-
musnak a létezését is bebizonyitottuk. Konnyil latni azt, hogy tetszSleges i és j
allapotokra nézve érvényes a kovetkezd rekurziv formula:

(10) - z]-'Si\J_I\JSU\—l {Sk }'SII:]:_‘ (l,]zl, 2, ooy /7).

Valoban a (10) formula alapjan kozvetlenill azt kovetkeztethetjiik, hogy az az
R esemény, amely a jobboldalbdl all, csak azokat a nem iires szavakat tartalmazza,
amelyek az automatat atviszik az / allapotbdl a j allapotba, mikozben kozbeesd
allapot gyanant csak az 1, 2, ..., k allapotokat hasznaljak fel. llyen médon R =S¥, .
Forditva, legyen p tetszGleges olyan nem iires bemend szo, amely az 4 automatat
atviszi az i allapotbdl a j allapotba, és amely kozbeesd allapotok gyanant csak az
1,2, ..., k allapotokat hasznélja fel, mas széval, tetszSleges sz6 az S¥ eseménybdl.
Hogyha hianyzik a kozbees6 allapotok koziil a k allapot. akkor a p szd nyilvan
az S} ! eseményhez tartozik, kovetkezésképpen az R eseményhez is. Hogyha azon-
ban a k allapot a kzbeesd allapotok kozt eléfordul, akkor — nem nehéz belatni —
a p szot el§ lehet allitani p=p,p,...p,, (m=2) alakban, ahol a p, szo atviszi az A
automatat az / allapotbdl a k allapotba, mikdzben kozbees§ allapotok gyanant
csupan az 1,2, ..., k—1 allapotokat hasznalja fel, tovabba a p,, ..., p,_, szavak
kozil barmelyik atviszi az automatat a k allapotbdl a k allapotba, kozbees6 allapo-
tok gyanant csak az 1,2, ..., k—1 &llapotokat felhasznalva, végiil a p,, szé atviszi
az automatat a k allapotbdl a j allapotba, ugyancsak csupan az 1, 2, ..., k—1 alla-
potokat hasznalva fel kdzbeesd allapotok gyanant. Mdas szavakkal megfogalmazva:
PLESE L p,€SKTY o D1 €SEC L, P € SETL. Az iteracio értelmezése alapjan
a p€SE {8k 1Sk SR relaciot kapjuk. (Az m =2 esetben az iteracids zarojel
értékeképpen e valasztandd.)
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Minthogy p tetszéleges sz6 S¥-bol, azt kapjuk, hogy SKSR. Az ellentett
relacidval egyiitt, amelyet kordbban igazoltunk, ez azt jelenti, hogy Sf; = R, amellyel
bebizonyitottuk a (10) rekurzios formulat. Bebizonyitottuk, k szerint végzett induk-
ci6t alkalmazva azt, hogy az dsszes S¥ (i,j=1, 2, ..., n) esemény regularis, mikoz-
ben ezek regularis kifejezéseit egységes konstruktiv modszerrel kaptuk meg (éspedig
a (10) formulanak az egymasutani felhasznalasaval). Megjegyezzitk, hogy ha a
(10) formula jobboldalan levé események valamelyike a lehetetlen esemény, akkor

a keresett regularis kifejezésekre a (7)—(9) formulakat kell alkalmazni.

Az S7; esemény az Osszes olyan szobol all, amely az 4 automatat atviszi az i
allapotbdl a j allapotba. Hogyha j#/, akkor olyan eseményrdl van szd, amely el6
van allitva az 4 automataban a j allapot altal az i kezd§ allapot mellett. Ha pedig
J=1, akkor ez az esemény nyilvan az S e esemény lesz. Ennek a ténynek a meg-
allapitasaval a 15. tételnek a bizonyitasa befejez6dik.

Megjegyzés. A 15. tétel bizonyitasaval (az iires sz6 bevezetésének a jovoltabdl)
igazoltuk — a 13. tétel alapjan — mindazoknak az eseményeknek a regularitasat
1s, amelyek elGallithatok tetszGleges véges Moore-féle automataban kimend jellel,
és amelyek a 4. tétel kovetkeztében tetszSleges véges Mealy-féle automataban is
elgallithatok.

Megallapitva a véges automatdk analizise olyan algoritmusdnak a 1étezését,
amely lehet6vé teszi, hogy megtalaljuk az ezekben az automatakban elGallitott
események regularis kifejezéseit, attérhetiink annak a megforditott algoritmusnak
a megszerkesztésére, amelyet természetes médon nevezhetiink a véges automatak
szintézise algoritmusdnak .

Itt most leirjuk a szintézis olyan altalanos algoritmusat, amelyet a jelen cikknek
a szerz8je a [9] dolgozatban inditvanyozott. Ez az algoritmus egyesiti a nagyfoku
altalanossagot a gyakorlati alkalmazasi lehet8ségekkel. Mas javasolt mddszerektS!
(lasd [14] —[17], [23], [28]) eltérdleg a leirandé modszer nem egy eseménnyel operal,
hanem (regularis) eseményeknek a tetszGleges véges rendszerével, nem hasznalja fel
a bemend 4bécé betiii ,,kodolas-anak specialis szisztémait, és lehet&séget ad arra,
hogy a kapott automatdk allapotai szdmara vonatkozolag viszonylag nem magas
értéket kapjunk. Bizonyos kiegészits tokéletesitések mellett ez a mdodszer a gyakor-
latban olyan automatak megszerkesztéséhez vezet, amelyek hiick és minimalisak.
Itt azonban nem fogjuk leirni ezeket a tokéletesitéseket, de a velitk megismerkedni
kivanoknak javasoljuk a szerz8 [12] dolgozatat.

16. TETEL: Tetszdleges reguldris esemény elbdllithato véges inicidlis automatdban
az dallapotoknak valamilyen halmaza dital. Létezik olyan algoritmus, amely lehetbvé
teszi, hogy a reguldris kifejezésekkel megadoti, X dbécéjii reguldris eseményeknek
a tetszéleges véges M rendszerére vonatkozolag szerkessziink olyan véges inicidlis
automatdt, amely az M rendszerbl mindegyik eseményt elddllitja dllapotainak vala-
milyen halmaza dltal. Ebben az automatiban az dllapotoknak a szdma nem haladja
meg a (2" + 1)-et, ahol n az X dbécé kiilonhézé bemend betiiinek a szdma az M halmaz
kifejezéseiben.

BizoNyiTAs: Nyilvan elegend§ bebizonyitani a tételnek csupan a masodik
részét, amennyiben az els6 része nyilvanvalo kdvetkezménye a masodiknak. Tekint-
siik az olyan regularis kifejezéseknek a K egyiittesét, amelyek az adott M rendszer-
nek az eseményeit elGallitjak, és szamozzuk meg az X abécének az ezekben a kifeje-
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zésekben el6forduld Osszes betlijét (amelyek kiilonboznek az iires sz6 e szimboluma-
tol). Itt egy és ugyanazon betlinek minden el6fordulasa sajat kiilon szdmot kap.
A szdmozas sorrendje k6zombdos. Példaul a betliknek a kovetkez6 szamozasa lehet-
séges a regularis R=x{y}x é S=xxU{y}-x-{p} kifejezésbdl allé6 K, egyiittesben:
R=x{ya2}x3;5 S=x4x5U{ye} X7° {J’s}

Az események algebrajaban érvényes, fentebb definidlt rendezés feltételezi a
széban forgo ilyen vagy olyan regularis kifejezésnek a szétbontasanal a betiik meg-
hatdrozott felvonuldsi rendjét. Példaul a fentebb felirt R kifejezésben az x; betii
mogott kovetkezhetik akar az y, betli, akar az x; betli, az y, betli mogott pedig
vagy az x, betii, vagy Ujra az y, bet{i. Természetes modon lehet definialni a kezdé
betiiket 1s, azaz olyan betiiket, amelyekkel el lehet kezdeni a szoban forgd regularis
kifejezéseknek a felbontasat. A fentebb felirt R és S kifejezésekben a kezd8 betiik
nyilvan az xy, x4, y¢ €s x; betiik.

Még értelmezziik a regularis kifejezéseknek a végzd betiiit, azaz olyan betiiket,
amelyeknek a felirasa a regularis kifejezésnek a felbontasanal (kezd$ betiikkel
kezdve) befejezi az ezzel a kifejezéssel elGallitott eseményt. Az R regularis kifejezésre
nézve nyilvan csak az x, betli lesz végz8, az S kifejezésre nézve pedig az x5, x; és
yg betlik lesznek végzGek.

Meg fogjuk szerkeszteni azt az A inicialis automatat, amelynek az Gsszes alla-
pota az a, kezdd szénak a kizarasa utin olyan szidmozott betiiknek valamilyen
halmaza lesz (altalanossigban beszélve ezekhez hozzatartozik az iires halmaz is),
amelyek a K adott egyiittesnek a regularis kifejezéseiben benne vannak. Ennek az
automatanak a o6(a, x) =ax atmeneti fiiggvényét a kovetkez6 mddon definidljuk:
az X alapul vett Abécének tetsz8leges x szavara nézve ayx allapot gyanant vessziik
az Osszes olyan x szamozott betiinek a halmazat, amelyek a K egyiittesnek kezd§
betiii.

A K egyiittes szamozott betliinek tetszleges olyan M halmazara nézve, amely
az A automatanak az allapotaul lett véve, az Mx allapotot egyenlSnek vessziik az
osszes olyan (szamozott) x betiinek a halmazaval, amelyek (a fentebb megallapitott
értelemben) az M halmaz betiii koziil legalabb az egyik utin kovetkeznek. Ennél
a betiliknek csupan azok a halmazai keriilnek felirasra, amelyek ténylegesen ad6dnak
a leirt szabalynak az egymasutani alkalmazasa sordn, kiindulva az g,x alaku hal-
mazokbdl.

A regularis kifejezéseknek a definiciojabol és az 4 automata atmeneti fiiggvénye
megszerkesztésének a modjabol kozvetleniil kdvetkezik, hogy egy X abécéjli nem
iires p sz6 akkor és csak akkor tartozik az olyan Q' eseményhez, amely a K egyiit-
tesnek valamilyen Q regularis kifejezésével el van allitva, ha az qyp-halmaz a Q
kifejezésének legalabb egy végzG betilijét tartalmazza. Az elvégzett szerkesztésnek
az alapjan csupan akkor van érvényben az a,p =a, egyenldség, amikor p iires szo.
Ilyen mdédon a Q" esemény elGallithatonak bizonyul a megszerkesztett automataban
az Osszes olyan allapotnak a halmaza altal, amelyek allomanyukban a Q kifejezés-
nek legalabb egy végz@ betiijét tartalmazzak; abban az esetben, amikor a Q’ esemény
tartalmazza az e iires szot, Q’ eldallithatd az a, kezdé éllapot altal is. Nyilvanvalé,
hogy a megszerkesztett automata allapotainak a szama véges.

Ezzel a keresett algoritmust megszerkesztettiik, és a 16. tételt teljesen bebizo-
nyitottuk. A tétel allitisiban szereplG korlat az allapotok szdmAara vonatkozodlag
konnyen adddik abbdl, ha felidézziik, hogy az 6sszes olyan kiilénb6z8 halmaznak
a szama, amelyeket n (szamozott) betiibsl lehet szerkeszteni, egyenld 2"-nel.
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Annak érdekében, hogy jobban megvilagitsuk a leirt algoritmusnak a lényegét,.
minimalis olyan automatat szerkesztiink, amely egy olyan K, egyiittesnek az ese-
ményeit allitja el§, amilyent a 16. tételnek a bizonyitasanal emlitettiink. A tekintett
esetben az alapul vett X abécé az x és y betiikbdl all. A 16. tétel bizonyitasdban leirt
eljarasokat alkalmazva és megjelolve az 4 automatinak a kezdd allapotat, eljutunk
a kovetkezd osszefiiggésekhez: agx =a,, agy =a,, ahol a, az a halmaz, amely az
Xy, X4, X7 betlikb6l all, a, pedig az a halmaz, amely az yq egyetlen betiib&l all.
Tovabba érvényes a;x=asz,a,y=a,, a,x=as,a,y=a,, ahol a;=(x;, xs), a,=
=(¥2, ¥s), as =(x7); asx=as, a3y =as, A4,X =07, a3y =04, AsXe =g, dsy =ag, ahol
ac a betlik iires halmaza, és a,=(x3), a3 =(yg); asx=ag, Ay =0a¢, a7y =0as.,.
07X =0 03X =05, gV —0ag:

A keresett 4 automatanak az atmeneti fiiggvényét az emlitett Osszefiiggések
teljesen meghatarozzdk. Az 4 automatanak kilenc allapota van, és az 4 automata
az R eseményt az a; és a,-allapotoknak a halmazaval, az S eseményt pedig az
ay,as, a,, as ¢s ag allapotoknak a halmazaval allitja el6. A szemléletesség kedvéért
a 3. abran fel van tiintetve a megszerkesztett auto-
matanak a rajza.

A korocskék mellett, amelyek az olyan allapoto- / J
kat jelolik, amelyek elGallitanak egyet vagy kett6t az 5 @Dy

R és S események koziil, a megfelel6 eseményeknek

a szimb6lumai is fel lettek tiintetve. ; oy s 4
Megjegyezziik, hogy a tekintett példaban ter-

mészetes mdédon olyan jel-fiiggvényt lehet bevezetni, yl@s @~ @3

amely az ay, a,, ag allapotokat megjeldli egy kimend X 1y X y

jellel, az a5 allapotot egy masikkal, az a; allapotot

egy harmadikkal, az a,, a4, a, és ag allapotokat R @ Xy @) SR8

pedig egy negyedik kimend jellel. Ezutan a tekintett Ny v
automata atvaltozik olyan (kezd8) Moore-féle auto- Ay
matava, amely az R eseményt a masodik és harmadik, 1. dbra

az S eseményt pedig a harmadik és negyedik kimend
jellel allitja el8. Az emlitett Moore-féle automata lévén Moore-féle moédon ekvivalens
az adott automataval, el tudjuk végezni az automata allapotai szamanak a minimali-
zalasat, mikozben az események vizsgalt egyiittesének elSallithatosagi tulajdonsaga
megdrzddik. Magatol értet6dGen ezek a megfontolasok szerfelett altalanos jellegiiek,.
¢és nem korlatozdédnak a vizsgalt példara; ami pedig a vizsgalt példara vonatkozik,
alkalmazva itt a minimalizalasnak a fentebb leirt eljarasat, le tudjuk csdkkenteni
kilencrél nyolcra az allapotainak a szamat.

A 16. tétel lehetSvé teszi, hogy megallapitsunk egy sor olyan uj allitast, amelyek-
nek lényeges jelentGségiik van a véges automatik és az eseményalgebra elméletében.

17. TETEL: Létezik olyan algoritmus, amely lehetové teszi a reguldris kifejezések-
nek tetszéleges pdrjdra nézve annak a megdllapitdsdt, hogy az ezekkel a kifejezések-
kel elédllitott események egybeesnek-e, vagy sem.

BizoNyiTAs: A keresett algoritmus. ténylegesen egybeesik a szintézisnek az
algoritmusaval, amelyet a 16. tételnek a bizonyitdsdban irtunk le. Megszerkesztve
ugyanis egy olyan véges inicidlis automatat, amely azokat az R és S eseményeket,
amelyek megfelelnek a megadott kifejezéseknek, elGallitja allapotoknak az M és.
N halmazai altal, visszavezetjilk az R és S eseményeknek az egybeesésérSl vagy nem
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egybeesésérll szolo kérdést a véges M és N halmazoknak az egybeesésérdl vagy
kiilonbo6z8ségérdl szold kérdésre.

Bevezetjilk most az eseményeken vett 0j miiveleteknek egy sordt. Mindenek-
el6tt, természetesen, az eseményeknek a metszetét tekintjilk, amely elnevezésen a
kozonséges, halmazelméleti metszetet értjiikk. Az X abécéjii S esemény S komplemen-
rtumdnak nevezzitk az X abécéjli Gsszes olyan szénak a halmazat (nem kizirva az
iires szot sem), amelyek nincsenek benne az S eseményben. Az S esemény kiegészi-
1ésének fogjuk nevezni az S esemény Osszes szava Osszes kezd§ szakaszinak a hal-
mazat, amelyhez ezek a szavak maguk is és az e lires sz0 is hozzatartoznak.

Az automatak szintézise ama algoritmusanak az alkalmazisanal, amelyet a
16. tételnek a bizonyitasaban irtunk le, az Gsszes olyan eseménnyel egyiitt, amelyek
a regularis eseményeknek az eredeti K egyiittesét alkotjak, automatikusan elGallit-
hatonak bizonyulnak ezeknek az eseményeknek az Osszes egyesitései (diszjunkcioi)
és Osszes metszetel, tovabba koziiliik akarmelyiknek a komplementuma és kiegészi-
tése is.

Valoban, az elGallito halmazoknak az egyesitése és metszete nyilvan el8allitja
a megfelel§ eseményeknek az egyesitését és metszetét. Az allapotok egy olyan hal-
mazanak a komplementuma (az automata Osszes allapotanak a halmazaban),
amely a K egyiittesnek egy tetszéleges eseményét allitja elS, egyszersmind elSallitja
ennek az eseménynek a komplementumat. Valamivel bonyolultabban all a dolog
az események kiegészitésével. Elemezve azt az algoritmust, amelyet a 16. tételnek
a bizonyitasaban irtunk le, nem nehéz eljutni ahhoz az el&irashoz, hogy olyan ese-
ménynek a kiegészitése, amely a K eredeti egyiittesnek egy tetszSleges S regularis
kifejezésével van megadva, azzal a halmazzal allithat6 eld, amely a kezd§ allapotbol
és az Osszes olyan allapotbdl (szamozott betiik halmazabodl) all, amelyek legalabb
egy olyan (szimozott) betiit tartalmaznak, amely az S kifejezéshez tartozik.

Egybekapcsolva a 15. tételben megallapitott eredménnyel a most kapott ered-
ményeket, a kovetkezd allitashoz jutunk.

18. TETEL: Tetszdleges reguldris eseménynek a komplementuma és kiegészitése,
tovabbd reguldris események tetszbleges véges halmazdnak a metszete is reguldris
esemeény. Létezik olyan algoritmus, amely lehetévé teszi azt, hogy reguldris kifejezés-
sel megadott tetszéleges eseményhez taldljunk reguldris kifejezéseket ennek az esemény-
nek a komplementumdra és kiegészitésére vonatkozdlag. Létezik olyan algoritmus is,
amely tetszdleges véges sok szdmii eseményre nézve lehetévé teszi azt, hogy taldl-
Jjunk az Osszes ilyen eseménynek a metszetére vonatkozélag reguldris kifejezést.

Az események komplementumanak és kiegészitésének a miiveleteit dolgozatok-
nak egész soraban vizsgiltak (lasd példaul [9], [14], [16], [17]). Az eseményeken
még két érdekes miivelet keriilt bevezetésre S. C. KLEENE [14] és Ju. T. MEDVEGYEV
{17] dolgozataban. ’

Az els6 miivelet, amelyet mi az esemény bévitésének neveziink, azt jelenti,
hogy az X abécéjii S eseményt, amely legalabb egy nem iires sz6t tartalmaz, atalakit-
juk az S’-FUe eseménnyé, ahol F az X abécéjii altalainos (=bizonyos) esemény,
S’ pedig az § esemény az e iires sz6 nélkiil. Az olyan eseménynek a bgvitése, amely
egyetlen, iires sz6bal all, egyenlének veendd ezzel az eseménnyel. Mivel a bizonyos
esemény tartalmazza az iires szot, tetszdleges eseménynek a bdvitése magaban fog-
lalja ezt az eseményt. Ju. T. MEDVEGYEV [17] megmutatta, hogy olyan eseménynek
a bovitése, amely elBallithaté véges automataban, ugyancsak elSallithatd véges
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automataban. Ennek az eredménynek, amelyet MEDVEGYEV allapitott meg, nem
fogjuk elvégezni a bizonyitasat, csupan azt jegyezziik meg, hogy 16. tételiinknek
a jovoltabdl ez nyilvanvalé kovetkezménye a kdnnyen bebizonyithatd kovetkezd
allitasnak: -

19. TETEL: A véges dbécéjii dltaldnos (= bizonyos) esemény, valamint tetszé-
leges reguldris eseménynek a bovitése mindig reguldris esemény. Létezik olyan egy-
szerit algoritmus, amely lehetévé teszi az eseménynek a reguldris felirdsa révén azt,
hogy megtaldljuk az esemény bévitésenek a reguldris felirdsdt.

Ha ugyanis az X 4bécé a véges szamu x,, x,, ..., x, betlibdl &ll, akkor az X
abécéjit altalanos (=bizonyos) esemény a regularis {x; Ux, U ... Ux,} kifejezés altal
allithato el6. Hogyha az S esemény regularis, akkor ennek az eseménynek az abécéje
véges, és kovetkezésképpen az S eseménynek az S’-FUe bdvitése lehetdvé teszi
a felirast regularis kifejezésnek a segitségével. (A 18. tételbdl kdvetkezik, hogy regu-
laris eseménybdl az iires szonak a kizarasa regularis eseményhez vezet.)

A masodik mivelet, amelyet mi az esemény egyszeriisitésének fogunk nevezni,
a megszokott értelemben dudlisa az esemény bdvitése miiveletének. Az S esemény-
nek a bdvitésében benne van az dsszes olyan szo, amely az S eseménynek a szavait
kezd8 szakasz gyanant tartalmazza. Az S esemény egyszerlisitése azokbdl és csak
azokbol a nem iires szavakbol all, amelyek maguk is S-hez tartoznak és ugyanakkor
amelyeknek az Osszes nem iires kezd§ szakasza szintén benne van az S eseményben.

C(S)-sel jelolve egy tetszdleges S esemény egyszerisitését €s R(S)-sel jeldlve
a bdavitését, konnyl belatni a kidvetkez6 formulanak az érvéryességét (lasd [17]):

(1D ©C(S)=R(S).

Feliilvonassal jeloljitk, miként fentebb is, az eseménynek a komplementumat (az
adott esetben az S eseménynek az 3bécéjében).

Konnyl latni, hogy a (11) formula lényegében nem egyéb, mint a sziikebb
értelemben vett itélet kalkulusnak valamennyire szokatlan formaban vald egyik
ismert olyan osszefiiggése, amely Gsszekapcsolja az ,,0sszes’™-ségnek és a létezésnek
a kvantorait. A kiilonbség csupan abban all, hogy sziikségképpen kiilonos szerepe
van az lires szonak.

A (11) formula, 6sszekapcsolva a 18, és 19. tételekkel, a kovetkez6 eredményhez
vezet.

20. TETEL: Tetszbleges reguliris eseménynek a roviditése ugyancsak reguldris
esemény. Létezik olyan algoritmus, amely lehetbvé teszi azt, hogy reguldris kifejezés-
sel megadott tetszéleges reguldris eseményre vonatkozolag taldljunk reguldris kifeje-
z6st ennek az eseménynek az egyszerfisitéséhez.

Ju. T. MeDVEGYEV [17] vizsgalt még egy miiveletet az eseményeken (a behelyet-
tesitésnek a miveletét). Mi azonban nemcsak magat ezt a miiveletet vizsgaljuk,
hanem egy altalanosabb miiveletet, amelyet V. G BODNARCSUK, a szerz§ aspiransa
inditvanyozott, ‘és amelyet természetes dolog az események szuperpozicidjanak
nevezni.

Tekintsiink egy véges §) abécéjli tetsz8leges olyan S=S(yy, ¥s, .--» V) €5€-
ményt, amely az yy, y,, ..., », betiikb6l all, tovabba m szadmu tetszlleges véges
X abécéjli eseményt R, R,, ..., R,-et, amelyek az x,, x,, ..., x, betlikb8l allnak.
Az R,,R,, ..., R, eseményeknek és az S eseménynek a szuperpozicidja X abécéjii
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olyan esemény, amely az Osszes olyan szobol all, amelyek annak a behelyettesités-
nek az eredményeképpen nyerhetSk, hogy az S eseménynek egy tetszdleges y;, y;,...y;,
szavaban az y; betlt az R; eseménynek egy tetszGleges szavaval, az y,, betlit az
R;, eseménynek egy tetsz8leges szavaval helyettesitjitk stb.

Konnyil belatni, hogy érvényes a koévetkezd

21. TETEL: A reguldris Ri, R, ..., R, eseményeknek és az ) =N(y1, Yz, .- Ym)
abécéjii reguldris S eseménynek a szuperpozicioja ugyancsak reguldris esemény.
llyen szuperpoziciohoz reguldris kifejezést annak az eredményeképpen lehet nyerni,
hogy az olyan reguldris kifejezésben, amely az S eseményt megadja, behelyettesitjiik
az Yy, ¥z, .- Ym betitknek a helyébe azokat a reguldris kifejezéseket, amelyek meg-
adjagk az Ry, R, ..., R, eseményeket: az R; eseményhez tartozo reguldris kifejezés
megjeloli az S eseményhez tartozo reguldris kifejezésben az y; betiinek az idsszes elo-
Sforduldsdt.

V. G. BODNARCSUK olyan kozvetlen moédszert inditvanyozott, amely lehetdvé
teszi, hogy épitsiink olyan véges inicidlis automatat, amely kozvetleniil elGallitja
az R, R,, ..., R, eseményeknek és az S eseménynek a szuperpoziciojat azzal az
automataval, amely ezeket az (eredeti) eseményeket elGallitja. Konnyii latni, hogy
ezen az alapon meg lehet szerkeszteni az automatak szintézisének egy olyan Uj
algoritmusat, amely az adott regularis eseményeket elGallitja, kiindulva azokbdl az
automatakbdl, amelyek az elemi eseményeket és a regularis eseményeket elGallitjak.

Ju. T. MEDVEGYEV a mar idézett [17] dolgozataban olyan moddszert dolgozott
ki, amely olyan nyelven irja le a véges automatakban elGallitott eseményeket, amely
kiillonbozik a regularis felirasoknak a nyelvétél.

A kovetkez8kben attérve a fenti nyelvnek a kifejtésére, ez a modszer a kovet-
kez8 alakban fogalmazhaté meg: Vizsgaljuk a tetszSleges, adott, véges X =X
(X1, X3, -.0s X,) abécéjli kovetkezS elemi eseményeket: E;=x,Ux,U...Ux,,
E,=x;x, Uxx, U .. Uxx;U...Ux,x,, majd az E,;={E,}-x; eseményeket és az
E,=E,U{E}-x;-E; eseményeket (i=1,2, ..., n).

Bebizonyithatd, hogy véges automatakban azok és csak azok az események
lesznek elGallithatok, amelyek vagy egybeesnek a felsorolt elemi eseményekkel,
vagy pedig ezekbdl annak a segitségével kaphatdk, hogy az ilyen mddon kapott
eseményekkel és az x,, x,, ..., x, elemi eseményekkel véges sokszor képezziik a
diszjunkcid, metszet, b&vités, egyszeriisités és szuperpoziciéo miveletét. Az utobbi
miveletnek a neve behelyettesités, és ennek értelme abban a (nem feltétleniil kol-
csondsen egyértelmil) behelyettesitésben van, hogy az x,, x,, ..., x, betliknek a
helyébe ugyanezeket a betiiket (vagy pedig ezeknek egy részét) elhelyezziik vala-
milyen mas sorrendben.

Egyébként ez az eredmény a fentebb kifejtett eredményeknek (18—21. tételek)
kozvetlen kovetkezménye.

Az események véges-automatikban valé elGallitasanak kérdése érdekes modon
kozelithet6 meg a BURKS és HAO WANG [3] dolgozataban bevezetett fogalom, a
véges automata kdzvetlen dtmenetei mdtrixainak felhasznalasaval.

Egy véges A automata koOzvetlen atmeneteinek a matrixa olyan négyzetes
matrix, amelynek az oszlopai és sorai az automatanak a kiilénb6z46 allapotaival
vannak megjeldlve. llyen médon ennek a matrixnak a rangja egyenlS az 4 automata
allapotainak az »n szamaval. Egyszerliség kedvéért egyezziink meg abbah, hogy az
automatanak az allapotait az 1, 2, ..., » egymdasutan kovetkez6 szamokkal jeloljiik.



AZ AUTOMATAK ABSZTRAKT ELMELETE (Il) 83

A matrixnak az az a;; eleme, amelyik az i-edik sornak és a j-edik oszlopnak a talal-
kozasaban van, az Osszes olyan 1-hosszusagl szénak (azaz betiinek) a diszjunk-
cibja, amely az automatat az i allapotbol atviszi a j allapotba, vagy pedig a;; a @
lehetetlen esemény, hogyha a megkovetelt tulajdonsagi szavak hianyoznak.

Példaul az 1. abran (lasd 1.§.) feltiintetett rajzu automatira vonatkozodlag,
ahol megallapodasszeriien a az elsd, b pedig a masodik allapot, a kdzvetlen atmene-
teknek a C matrixaképpen ezt kapjuk:

o, Xu
o ( . y]_

B, XUy |

Az eseményalgebrai szorzasnak és diszjunkcionak a mdveletét felhasznalva,
definialni lehet két olyan négyzetes 4 =(x;;) és B=(p,,) matrixnak a D szorzatit,
amelyeknek a rendje egy és ugyanazon n szam, és amelyeknek az elemei egy és
ugyanazon abécéjli események. A D szorzatot olyan n-edrend{i négyzetes matrixként
definidljuk, amelyben az i-edik sornak és a j-edik oszlopnak a talalkozasanal a
yii =B Uafar; U Uagp,; esemény all.

Amennyiben az automata kozvetlen atmenetei C matrixdnak az elemei ennek
az automatanak a bemend abécéjébdl vald események, akkor nyilvanvalé mddon
lehet ennek a matrixnak az egyméasutani hatvanyait definialni:

C1=C,C2=C-C, C3=C2.C, ..., C+=Ct1-C.
Ervényes a kovetkezd '

22. TETEL: Tetszéleges k természetes szam mellett az A véges automata kézvet-
len dtmenetei C mdtrixdnak a k-adik hatvdnya olyan C* mdtrix, amelyben az i-edik
sornak és a j-edik oszlopnak a taldlkozdsdndl az az esemény dll, amely egyenlé az
osszes olyan k-hosszusdgu szonak a diszjunkcidjdval, amelyeknek dbécéje az A auto-
matdnak a bemené dbécéje, és amelyek az A automatdt az i dllapotbdl dtviszik a j
dllapotba.

Ennek a tételnek a bizonyitasa kozvetlenill elintézhetS k szerinti teljes indukcio-

val és az események algebrajara vonatkozd (7) és (8) oOsszefiiggéseknek a felhaszna-
lasaval. .
Az egy és ugyanazon rendl C; és C, matrixok diszjunkcidjat Ggy definialjuk,
hogy ez olyan matrix, amelynek minden eleme a C, és C, matrixok megfelels elemei-
nek a diszjunkcidja. Az egységmatrixot ugy definialjuk, hogy ez olyan négyzetes
matrix, amelynek a fgatldjaban olyan események szerepelnek, amelyek csak az e
iires szObol allanak, az Osszes tobbi helyen pedig a lehetetlen esemény szerepel.
Természetes dolog abban megallapodni, hogy a kdzvetlen atmenetek C matrixanak
a C° nulladik hatvanya azzal az egységmatrixszal esik egybe, amelynek a rendje
egyenlé a C matrixnak a rendjével.

Egy A véges automata reljes dtmenetei mdtrixdnak nevezzilk az A automata
kézvetlen atmenetei matrixa 8sszes nemnegativ egész kitevSjli hatvanyanak a vég-
telen COUCtUC?U...UCKU... diszjunkcidjat. A 22. tételb6l marmost kozvetleniil
folyik a kovetkezd allitasnak az érvényessége.

23. TETEL: Az A véges automata teljes dtmenetei mdtrixa i-edik sordnak és
j-edik oszlopdnak a taldlkozdsdndl olyan esemény dll, amely az A automata bemend
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abécéjének az dsszes olyan és csakis olyan szavdbol dll, amelyek dtviszik az automatdt
az i dllapotbdl a j dllapotba. ,

Magatél értet6d8en, a 22. és 23. tételek érvényesek a végtelen automatakra
nézve is, de a hatasos alkalmazasuk rendesen csak a véges automatakra korlatozé-
dik (az automatdval el8allitott események tényleges leirdsinak a szempont-
jabol).

Egyébként a 23. tételnek a hatékony alkalmazhatdésagardl, s6t még a véges
automatakra valo alkalmazhatdsagarodl is csak szerfelett feltételesen lehet beszélni,
amennyiben tavolrdl sem mindig lehetséges a teljes dtmenetek matrixa elemeihez
tartozo regularis kifejezéseknek a kozvetlen megtalalasa.

A teljes atmenetek matrixanak az elemei olyan események, amelyek el8 vannak
allitva az automatanak egyetlen allapotaval. Az olyan eseményeket pedig, amelyek
az allapotoknak halmazaival vannak elGallitva, az elGbbi elemek diszjunkcidjanak
alakjaban kell felirni.

Ezzel kapcsolatban felmeriil az a természetes kérdés, hogy léteznek-e olyan
események, amelyek nem allithatok elS egyetlen allapot altal, és az ilyen események
belsGleg hogyan jellemezhetdk. ’

Az erre a kérdésre adandd valaszképpen olyan eljarast alkalmazunk, amelyet
V. G. BoDNARCSUK inditvanyozott: hogyha valamilyen S eseményhez létezik olyan
p és r#e sz0, hogy mind a p sz6, mind pedig a pr sz6 hozzatartozik ehhez az ese-
ményhez, akkor az r szot az S esemény kitegének nevezzilk. Az S esemény ciklusd-
nak nevezzilk a g szot, hogyha az S eseménybd! vett. retszéleges | szora nézve az -
lg sz6 ugyancsak hozzatartozik ehhez az eseményhez.

f  FErvényes a kovetkezs allitas, amely V. G. BODNARCSUK-tOl szarmazik.

24, TETEL: Az az esemény, amely olyan kiteggel rendelkezik, amely nem ciklus,
semmiféle automatdban sem dllithato elé egyetlen dllapot dltal.

BizonyiTAs: Tegyiik fel azt, hogy az S esemény el van Aallitva valamilyen
automataban egyetlen allapot altal. Ennél az A automatat inicialisnak lehet tekinteni,
és kezdd allapot gyanant azt az g, allapotot valasztjuk, amely az S eseménynek az
osszes szava altal az a allapotba megy at. Legyen r az S eseménynek tetszdleges
kotege. Talalhato olyan p € S sz6 a kotegnek a definicidja szerint, hogy pr¢ S. Amde
akkor a,p =a, tovabba aqpr =a. Méas széval ar =a. Hogyha ¢ tetsz8leges sz6 S-bdl,
akkor aqq==a, tovabba ayqr=ar=a, mas széval qr€ S, és kovetkezésképpen az r
sz6 ciklus. Ezzel pedig nyilvan bebizonyitottuk a tételt.

Felhasznalva a 24. tételt, konnyii bebizonyitani példiul azt, hogy az S=xUxy
esemény semmiféle automataban sem allithaté el egyetlen allapot altal. Az y sz6
ugyanis ennek az eseménynek nyilvinvaléan olyan kotege, amely egyidejlileg nem
ciklus, amennyiben S nem tartalmazza az xyy szot.

Végezetill megemlitjitk azt a feladatot, hogy meghatarozzuk az &sszes olyan
nem izomorf véges automatanak a szdmat, amelyeknek a bemend és kimend abécé-
jitk adott és az allapotoknak a szdma is adott. Ezt a feladatot F. D. MuURRAY [18]
dolgozataban megoldotta a kimend jelek nélkiili olyan automatiakra nézve, amelyek-
nek a bemend abécéjitk egyetlen betiibdl all.
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4. §. Az automatak és a félcsoportok

Ebben a paragrafusban olyan 0Osszefiiggéseket allapitunk meg, amelyek egy-
fel6l az automataknak az elmélete, masfelSl pedig a félcsoportoknak az elmélete kozt
allnak fenn. Specialisan mar allapitottunk meg ilyen Osszefiiggést az el6z6 paragra-
fusokban, ez az Gsszefiiggés azonban inkabb tisztin csak terminologiai jellegli volt
és csak a szabad félcsoportokra korlatozodott. A szerzének a [11] dolgozata sokkal
szorosabb kapcsolatnak vetette meg az alapjat a félcsoportok elmélete és az automa-
tak elmélete kozt. Ennek a paragrafusnak a tartalma az emlitett dolgozat alap-
gondolatainak tovabbi fejlédését mutatja be.

Tekintsiink egy X bemend abécéjil tetszéleges A4 automatat. Az X abécének
minden betiije (azaz az 4 automatanak barmely bemend jele) elGidézi az 4 automata
allapotainak egy (altalinossagban nem feltétleniil kolcsondsen egyértelmii) transz-
formacidjat. Ez a transzformaciéo az A4 automatanak a tetszéleges a allapotahoz
hozzarendeli ugyanennek az automatanak az ax=93(q, x) allapotat (itt é(a, x) az
A automatanak az atmeneti fiiggvénye) €s ezt az x bemend jel dital indukdlt transz-
Jormdcionak nevezzik.

Az A automata Bsszes kiilonboz8 bemend jele altal indukalt transzformaciokkal
generalt félcsoportot az automata félcsoportjdnak nevezik, az automatat magat
pedig az adott félcsoporthoz tartozé automatdnak nevezik. Az automatak félcsoport-
jait altalaban mint absztrakt félcsoportokat vizsgaljuk, nem pedig mint transzfor-
maciokbol 4allé félcsoportokat (hacsak nem beszéliink ennek az ellenkezGiérél).

Konnyi belatni, hogy érvényes a kovetkezd

25. TETEL: Izomorf automatdknak a félcsoportjai is izomorfok.

/7

Legyen ugyanis A és B két, egymassal izomorf automata. Jeloljikk ¢-vel azt
az izomorfizmust, amely az 4 automatat leképezi a B automatara. Az 4 automatanak
tetszGleges a allapotara nézve és az X bemend abécének tetsz8leges x betlijére nézve
p(a)-val, illetve @(x)-szel jeloljiik a nekik a ¢ izomorfizmusnal megfelel§ allapotot
és a B automata X, bemen§ abécéjének a megfelel§ betlijét. Hogyha p =x,x,...x,
tetszGleges, X 4bécéjil sz, akkor megallapodas szerint az X, abécéjlii ¢(x,) p(x,)...
<. @(xy) szét p(p)-vel jeloljiik. ' '

Az automatdknak az izomorfizmusa alapjan ¢ (ax) =g (a) - ¢(x). N

A 526 hossz szerinti indukci6val innen azonnal adédik, hogy ¢(ap) = ¢(a) ¢(p).

A p bemen§ sz6 az 4 automata allapotainak valamilyen a —~ap transzformaciojat
indukalja. Miként konnyen lathatd, ez a transzformacid egybeesik azoknak a transz-
formacioknak a szorzataval, amelyeket az x, Xx,, ..., X, bemend jelek (azaz a p sz6t
alkotd betiik) indukalnak. Az 4 automata félcsoportjanak tetszdleges defintald relacio-
jat fel lehet irni ap = ag alakban, ahol p és g valamilyen, X abécéjii szavak, az a allapot
pedig befutja az 4 automata 6sszes allapotanak az I halmazat. A fentebb bebizonyi-
tottak alapjan ennek a relaciénak megfelel a Bautomataban egy ¢(a) ¢(p) = ¢(a)¢(q)
Osszefiiggés. Felhasznalva a ¢ leképezésen kivill a ¢~ inverz leképezést is, kdlcso-
nosen egyértelmli megfeleltetést allapithatunk meg az 4 és B automatikhoz tartozo
félcsoportok generatorelemel, illetve definialé relaciol kozt, amely maga utan vonja
ezeknek a félcsoportoknak az izomorfizmusat. Ezzel a 25. tételt bebizonyitottuk.

Tekintsiik most az 4 automatanak a B automatiba val6 tetszleges ¢ homomor-
fizmusat. Az 4 automatinak minden egyes bemend jele altal indukalt transzfor-




86 V. M. GLUSKOV

macidjahoz hozzarendelve a B automatanak azt a transzformécidjat, amelyet a B
automatinak a ¢(x) bemend jele indukal, tovabba hozzarendelve az el6bbi alaku
transzformaciék szorzatidhoz a nekik megfelelS, masodik alaka transzformacidk-
nak a szorzatat, meghatarozzuk az 4 automata félcsoportjanak a B automata fél-
csoportjdba valo valamilyen leképezését. Ezt a leképezést a ¢ homomorfizmus dital
indukdlt leképezésnek nevezziik.

Ugyanazokkal a mddszerekkel, amelyeket a 25. téteinek a bizonyitasanal fel-
hasznaltunk, kénnyen bebizonyithatd a kovetkezd§ allitas.

26. TETEL: Az A automatdnak a B automatdba valo ¢ homomorfizmusa dltal
indukdlt  leképezés egyszersmind az A automata G félcsoportjinak a B automata
H félcsoportjdba valé egyik homomorfizmusa is. Ha a ¢ homomorfizmus az A automatdt
az egész B automatdra képezi le, akkor a  homomorfizmus a G félesoportnak az
egész H félcsoportra torténd homomorf leképezése. Ha pedig a ¢ homomorfizmus
izomorfizmus, akkor a W homomorfizmus szintén izomorfizmus.

.

Az automata félcsoportjinak a fogalmahoz mas oldairdl is lehet kozeledni,
mégpedig felhasznalva a szabad félcsoportoknak bizonyos specidlis fel-
bontasait. ’

Miként szokasos, egy tetszGleges M halmaz felbontdsdanak fogjuk nevezni a
nem iires, egymast paronként nem metszG olyan részhalmazoknak barmely {M,}
csaladjat, amelyeknek az egyesitése egybeesik az egész M halmazzal. Azt mondjak,
hogy az M halmaznak az {N,} felbontasa bele van irva ugyanannak a halmaznak
az {M,} felbontasaba, hogyha az els§ felbontids mindegyik N, halmaza teljesen
benne van a masodik felbontasnak valamilyen M, halmazaban. Ebben az esetben,
bevett szokas szerint, azt is mondjuk, hogy az {N,} felbontas az {M,} felbontasnak
a részfelbontasa. _

Az M halmaz felbontasai ndvekvd ldncanak nevezziik eme halmaz felbontasainak
J6I rendezett halmazat, ha a tekintett lancot alkotd felbontasok koziil barmelyik
az utana kovetkezS felbontiasoknak részfelbontasa. Az M halmaz R, felbontdsai
névekvd ldnca egyesitésének nevezziik ennck a halmaznak azt a felbontasat, amelyet
a kovetkez6 szabaly szerint szerkesztiink meg: két elem M-bSl akkor és csakis
akkor tartozik az R felbontasnak egy €s ugyanazon részhalmazahoz (osztalydhoz),
hogyha azok a tekintett lancot alkoté R, felbontasok koziil legalabb az egyiknek
egy és ugyanazon részhalmazaban benne vannak.

A tetszGleges M halmaznak a felbontasaira nézve természetes dolog két miiveletet
definialni, mégpedig a felbontasok metszetének és egyesitésének a miiveletét.

Hogyha G={G,; a€ A}, valamint H={H;; f€ B} az M halmaznak két tetszs-
leges felbontasa, akkor a G és H felbontasok metszetének nevezziik azt a felbontast,
amely az elsé és masodik felbontas részhalmazainak az Osszes nem iires G, Hy
(a € A, f € B) metszetébdl all.

Az M halmaz G={G,;a€A} valamint H={Hy; f€ B} felbontasai egyesitésé-
nek értelmezéséhez el§zbleg bevezetjilk a GH-lancnak a fogalmat. Az M halmaz
p és g elemeit Osszek6t8 G H-ldncnak nevezzitk az M halmaz elemeinek egy olyan
P=Mg, My, My, ooy, My, n%’:q tetszGleges, véges sorozatat, hogy az m;_, és m;
elemek tetszbleges i=1, 2, ..., k esetén vagy a G felbontasnak egy és ugyanazon
(nyilvan /-t8l fiiggd) G, részhalmazaban, vagy pedig a H felbontasnak egy és ugyan-
azon H; részhalmazaban vannak benme.
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Az M halmaznak az N részhalmazat G H-dsszefiiggd részhalmaznak nevezziik,
ha tetsz6leges két elemét Ossze lehet kotni GH-lanccal, és maximdlis GH-dsszefiiggd
részhalmaznak nevezzilk, ha ezenkiviil teljesiil még az is, hogy N nincs benne az M
halmaznak semmiféle bGvebb, GH-0sszefiiggd részhalmaziban.

Az M halmaznak tetszGleges m eleme benne van valamilyen maximalis GH-
Osszefiiggd részhalmazban, mégpedig abban a részhalmazban, amely az Osszes
olyan elembél all, amelyeket az m elemmel G H-lanc altal 6ssze lehet kotni. Kozvet-
leniil kovetkezik a GH-0sszefiiggSségnek a definiciojabdl, hogy egy kozés elemet
tartalmazd, GH-Osszefiiggd részhalmazoknak az cgyesitése ugyancsak GH-Gssze-
fliggd részhalmaz lesz. Ebb6l kovetkezik, hogy a maximalis G H-6sszefliggd rész-
halmazok paronként idegenek.

llyen mddon bebizonyitottuk, hogy az M halmaz Gsszes maximalis GH-0ssze-
fligg6 részhalmazanak Osszessége ennek a halmaznak valamilyen felbontasat
szolgaltatja. Ezt a felbontast a G és H felbontasok egyesitésének nevezziik.

A felbontasok egyesitésének a definici6jabdl kozvetleniil kovetkezik, hogy a G
és H felbontasok mindegyike egyesitésiiknek részfelbontasa.

Bevezetjitkk most a kovetkezd definicidt.

16. pERINICIO: Az X Abécéjli F szabad félcsoportnak a K=K,;a€ A4} fel-
bontasat automata-felbontdsnak nevezziitk, hogyha az X abécének egy tetszGleges
x betlijére nézve és a K felbontasnak egy tetszSleges K, részhalmazara nézve a K,-x
részhalmaz teljesen benne van ennek a felbontasnak valamelyik részhalmazaban.
A K felbontast félcsopori-felbontdsnak nevezzilk, hogyha ez a felbontas az F fél-
csoportnak valamilyen kongruencia-relacigja altal van meghatarozva, mas szavak-
kal: hogyha a K felbontas tetszleges két részhalmazanak K,-Kj szorzata teljesen
benne van ennek a felbontasnak valamelyik harmadik («-t6l és f-t61 fiiggd) rész-
halmazaban.

Koénnyii belatni, hogy egy szabad félcsoportnak barmely félcsoport-felbontasa
egyszersmind automata-felbontas is, de a megforditott altalanossigban nem érvé-
nyes. Az automata-felbontis bevezetett definiciéjanak analdgidjara, amelyet ter-
mészetes dolog automata-jobbfelbontasnak nevezni, szintén lehet vizsgalni az olyan
{K,; 2 € A} automata-balfelbontasokat is, amelyekre nézve az x-K, S K, tartalmazés
érvényes. Vilagos, hogy barmely félcsoport-felbontds nemcsak automata-jobb-
felbontas, hanem automata-balfelbontas is. A tovabbiakban azonban csak automata-
jobbfelbontasokat fogunk hasznalni.

Megjegyezziikk még, hogy ebben a paragrafusban a ,,szabad félcsoport™ elneve-
zésen értjitk mind a kozonséges szabad félcsoportot (egységelem nélkiil), mind pedig
az egységelemes (iires szoval rendelkez§) szabad félcsoportot. Abban az esetben,
amikor csupan az egyik tipusu szabad félcsoportokra érvényes valamely allitas,
ezt mindannyiszor kiilon megmondjuk. Ha pedig ezt nem mondjuk meg, akkor
az azt jelenti, hogy a megfelel allitas, vagy definicio mindkét (azaz egysegelemes
és egységelem néikiili) tipusra egyarant meg van fogalmazva.

27. TETEL: Az F szabad félcsoport G és H felbontdsainak a metszete és az egye-
sitése automata-felbontds, hogyha mindkét G és H felbontds automata-felbonids;
tovdbbd a metszet és az egyesités félcsoport-felbontds, hogyha mindkét G és H fel-
bontds félesoport-felbontds.
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BizonyiTAs. A tétel allitasanak a helyessége a felbontdsok metszetének az
esetére nyilvanvalé. Vizsgaljuk az egyesitésitknek az esetét,amelyet Q={Q,:y€ P}
altal jeloliink. Feltessziik, hogy mindkét

G={G,;ueM} é H={H;peN)

felbontas automata-felbontas.” Legyen a és b két tetszGleges elem a Q felbontasnak
egy tetsz8leges Q, halmazabol, a,=a, a,a;, ..., a,=b pedig legyen egy Jket
Osszek6t6é G H-lanc, valamint x legyen az F félcsoportnak az abécéjébdsl tetszGleges
betii (azaz ennek a félcsoportnak tetszGleges generator-eleme). Minthogy G és H
automata-felbontasok, kozvetleniil kovetkezik, hogy agx, a;x, ..., a,x egy olyan
GH-lanc, amely az agx =ax és az a,x = bx elemeket Osszekdti. Minthogy pedig a x
és bx a Q,x halmaznak tetszGleges elemei, ezért ez a halmaz GH-6sszefiiggs. Amde
ebben az esetben, miként konnyen belathatd, ezt a halmazt tartalmazza valamilyen
maximalis GH-0sszefliggd részhalmaz, mas szavakkal tartalmazza ezt az egyik
részhalmaz a Q felbontasnak a halmazaibdl. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a Q fel-
bontas tényleg automata-feibontas.

Tegyiik most fel azt, hogy a G és H felbontasok félcsoport-felbontasok. Legyen
most a, b tetszGleges elempar a Q felbontas két tetszSleges halmazanak Q,,-Q,,
szorzatabol. Ekkor a=cp és b=dq, ahol c,dc Q,, és p,q€Q, . Megszerkesztjiik
2 Cu=0C,0C1,Cp, ..., Ca=d & po=p, Py, P2, ---» Pn=¢ olyan GH-lancokat, amelyek
Osszekotik a ¢ és d elemeket, illetve a p és g elemeket. Ekkor copo=cp, ¢, p, ¢1p, -,
ces CP=dp, dp,, dp,, ..., dp,=dgq olyan GH-lanc, amely Osszekoti a cp és dg
elemeket.

Valdban, a ¢;_, és ¢; elemek tetsz8leges i=1, 2, ..., m mellett benne vannak
egy €s ugyanazon G,, vagy H, halmazban. Minthogy azonban a G és H felbontasok
kongruencia-relacié altal vannak meghatarozva, ezért a G,,p halmaz teljesen benne
van a G felbontés egyik halmazaban, a Hjy,p halmaz pedig a H felbontas valamelyik
halmazaban. Ko&vetkezésképpen a c¢;_yp, ¢;p clemek egyidejiileg benne vannak a
két utobbi halmaznak az egyikében. Hasonlé megfontolasokat elvégezve a tetszi-
leges dp;_;, dp; elemparra (j=1, 2, ..., n) bebizonyithatjuk, hogy a fentebb meg-
szerkesztett lanc G H-lanc.

Ezzel pedig be lett bizonyitva, hogy a Q,-Q,, halmaz GH-Osszefiiggs, és
kovetkezésképpen teljesen benne van a maximalis GH-Osszefiiggé halmazok egyiké-
ben. Minthogy pedig az Osszes ilyen halmaz benne van a Q felbontasban, ezért a
tétel be lett bizonyitva.

Allapodjunk meg abban, hogy azt mondjuk, hogy az F szabad félcsoportnak
valamilyen K automata-felbontasa (vagy félcsoport-felbontasa) az F félcsoport R,
felbontasanak adott halmaziba beleirt maximalis automata-felbontas (illetve maxi-
malis félcsoport-felbontas), hogyha a K felbontas bele van irva az 6sszes R, felbon-
tasba, és ha az semmiféle bGvebb automata-felbontasnak (illetSleg félcsoport-
felbontasnak) nem részfelbontiasa. (A maximalitasnak a fogalma itt a felbontast
alkoté halmazokra vonatkozik, nem magara a felbontasra.)

A 27. tételbdl konnyen levezethetd a kovetkezd

28. TETEL: Létezik az F szabad félcsoport felbontdsainak a tetszéleges halmazd-
hoz egy és csakis egy olyan maximadlis automata-felbontds (illetve maximdlis félcsoport-
Sfelbontds), amely bele van irva ennek.a halmaznak az ésszes felbontdsdba.
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BizonyiTAs: A F félcsoportnak a felbontasa kiillonalld elemekre (szavakra)
nyilvanvaléan olyan félcsoport-felbontas, és kovetkezésképpen olyan automata-
felbontas is, amely bele van irva ennek a félcsoportnak tetszGleges felbontasaba,
€s ezaltal persze az M halmazbdl az Osszes felbontasba is. Az pedig szintén nyilvan-
valé, hogy automata-felbontasok (ill. félcsoport-felbontasok) tetszéleges, névekvs
lancanak az egyesitése ugyancsak automata-felbontas (ill. félcsoport-felbontas). Ezért
sziikségképpen létezik maximalis olyan automata-felbontas (ill. félcsoport-felbontas),
amely bele van irva az M halmazbdl az §sszes felbontasba. Jeloljikk ezt G-vel.

Ha a G-n kivill még Jéteznék egy masik olyan maximalis felbontas, amely az
M-bdl az Gsszes felbontasba bele van irva, akkor a 27. tétel alapjan a Q egyesitésiik
szintén automata-felbontds vagy pedig féicsoport-felbontds volna, annak meg-
feleiGen, hogy a G és H felbontasok egyidejiileg vagy automata-felbontasok, vagy
pedig félcsoport-felbontasok. Konnyli belatni azt, hogy a Q felbontas bele van
irva az M halmazbdl egy tetszSleges R felbontasba. Valdban, tetszSleges két olyan
a és b elemet, amelyek olyan kiilonb6z8 R, és Ry részhalmazokban vannak benne,
amelyek az R felbontasba beletartoznak, nem lehet 6sszekdtni GH-lanccal, minthogy
a G és H felbontasbol egy tetszGleges részhalmaz vagy teljesen benne van, vagy
pedig teljesen nincs benne az R, halmazban (vagy ami egyre megy, az R, halmaz-
ban). Ezért egy tetszGleges G H-Osszefiiggd részhalmaz, és egyszersmind a Q fel-
bontasnak tetszéleges részhalmaza is teljesen benne van az R felbontas egyik rész-
halmazaban. Végiil pedig azt sem nehéz megérteni, hogy a G és H felbontasok a Q
felbontasnak egyszersmind részfelbontasai, mikdozben a @ felbontas szigortan
nagyobb, mint a G és H felbontas abban az esetben, amikor az utdbbi felbontasok
kiilonbozGk. Minthogy pedig ez lehetetlen, ezért a G és H felbontas egy €8 ugyanaz,
amelyet éppen bizonyitani kellett.

Egy szabad félcsoportnak az automata-felbontasai igen kényelmes apparatust
szolgaltatnak az Vigynevezett Osszefiiggd, inicialis automataknak a tanulmanyozasa-
hoz.

17. pEFINicIO: Azt mondjak, hogy az A automatanak valamilyen a. dllapotdt
ugyanannak az automatdnak az a, dllapota generdlja, hogyha talalhat6 az 4 automata
bemend abécéjében olyan p sz6, amely atviszi az automatit az a, allapotbol az a,
allapotba. Egy inicidlis automatat dsszefiiggének neveziink, hogyha 6sszes allapotat
generalja a kezd§ allapot.

Ebben a paragrafusban olyan automatakat fogunk vizsgalni, amelyek csak az
allapotoknak és a bemen§ jeleknek az olyan halmazai altal vannak megadva, ame-
lyek az atmeneti fiiggvények révén allanak egymassal Osszefiiggésben. Ennél az
automatak kimend jelei és a kimeneti fiiggvényei figyelthen kiviil maradnak. Az
ilyen automatakat kimend jelek nélkiili automatiknak fogjuk nevezni. A kimend
Jelek nélkiili automatakat kivansag szerint lehet olyan Moore-féle automatak gyanant
is tekinteni, amelyeknél egy tetszGleges allapotnak a jeléiil szolgal maga ez az allapot,
kovetkezésképpen a kimend jeleknek a halmaza egybeesik az automata allapot-
halmazaval. Allapodjunk meg abban, hogy az ilyen automatidkat Medvegyev-féle
automatdknak nevezziik.

TetszGleges olyan A Osszefiiggd, inicidlis automatanak a megadasa, amelynek
X a bemend abécéje, meghatarozza az X abécéjli, egységelemes szabad F félcsoport-
nak valamilyen K automata-felbontasat, éspedig egy felbontast az olyan események-
nek a halmazan, amelyek az 4 automatanak a killonboz8 allapotai altal vannak
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elGallitva. Valoban, hogyha £, a K felbontasnak tetszleges olyan halmaza, amely
az X abécéjii dsszes olyan szobol all, amelyek az 4 automatat atviszik az a, kezdd
allapotbdl valamelyik g, allapotba, x pedig az X bemend abécének tetszdleges
betiije, akkor az F,-x halmaz teljesen benne van a K felbontas halmazainak az
egyikében (éspedig azoknak a szavaknak a halmazaban, amelyek az automatat
atviszik az a, allapotbdl az a,x allapotba). A leirt mddon kapott K automata-fel-
bontast az adott 4 automatanak megfelelé felbontasnak nevezziik.

Megforditva, lehet A-izomorfizmus erejéig egyértelmiien definialni egy X
abécéyii (egységelemes) F szabad félcsoport barmely K automata-felbontasanak az
alapjan olyan Osszefiiggd A, inicialis (kimend jelek nélkili) automatat, amelyre
nézve éppen a K felbontas lesz a neki megfelelé felbontas. Valdban, vegyiik az A4
automata allapotai gyanant magukat az F, halmazokat, amelyek a K felbontast
alkotjak. Az automatanak az atmeneti fliggvénye egyérteimiien definialhato a kovet-
kezd feltétel altal: a bemend abécének tetszdleges x betlijére nézve és az 4 automata-
nak tetszGleges F, allapotara nézve F,x allapot gyanant a K felbontasnak a halmazai
kozill éppen azt valasztjuk, amelyik tartalmazza az F,x halmazt.

Az automata kezd§ allapota gyanant valasztva azt az F,, halmazt, amely tar-
taimazza az e lires szot, A-t mint kimend jelek nélkiili inicialis automatat definial-
Juk. Hogyha p tetszGleges sz6 a K felbontas valamelyik F, halmazabol, akkor ez a
szd a megszerkesztett 4 automataban atviszi az automatat az F, allapotbdl az F,
allapotba. Valdban, minthogy e€ F,, valamint ep=pe¢c F , ezért az automata-fel-
bontasnak a definicidja szerint Fop & F,. Ezzel pedig be lett bizonyitva, hogy az
4 automata Osszefiiggs és az eredeti K felbontas a neki megfeleld felbontas gyanant
szolgél.

Legyen B tetszSleges, masik, Osszefiiggs inicialis automata kimend jelek nélkiil,
amelyre nézve a K felbontas éppen a neki megfelel§ felbontas. Megfeleltetve a B
automata mindegyik b allapotanak az A4 automatanak azt az ¢ allapotat, amely
ugyanazt az eseményt allitja el8, mint a b allapot, akkor a B automatanak nyilvan
az A automatara valdé N-izomorfizmusat kapjuk.

Ilyen moédon bizonyitast nyert a kovetkezd

29. TETEL: Létezik egyfelél az dllapotra nézve pdronként nem izomorf, tetszo-
legesen adott X bemend dbécével rendelkezd, dsszefiiggd, kimend jelek nélkiili, dsszes
inicidlis automatdnak a halmaza, mdsfelé! pedig az ’g abécéjii, egységelemes szabad
Sfélcsoport Gsszes automata-felbontdsdnak a halmaza kozt egy természetes modon
meghatdrozott, kilcsondsen egyértelmii megfeleltetés.

Felhasznalva a 25. tételt, azonositani fogjuk a kimend jelek nélkili, osszefiiggd,
inicialis automatakat a szabad félcsoportoknak a nekik megfeleld felbontasaival.

Az ilyen vagy olyan Y abécéjii S eseménynek a megadasa meghatirozza az
X abécéjii F szabad félcsoportnak az S és § halmazra valo felbontasat. Az olyan ini-
cidlis automata szintézisének a feladatat, amely elGallitja az {S,; o € M} események
adott halmazat sajat allapotainak a halmazai altal, meg lehet fogalmazni a felbon-
tasoknak a nyelvén is, mint olyan feladatot, hogy irjuk bele az automata-felbontast
azoknak a felbontasoknak a halmazaba, amelyek az S, (x € M) események altal
meg vannak hatirozva.

Ezt a feladatot kdnnyl redukalni az automata-felbontas egy olyan R felbon-

tasba valo beleirasdnak a feladatara, amely az gsszes olyan {3 S, alak( nem lires
ae M
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metszetbdl all; ahol S, vagy az S,-nak vagy pedig S,-nak a jele. Ugyanez a bele-
iras gy is megvaldsithatd (lasd LETicsevszku [36]), hogy megszerkesztjilk az
R={Ry; BEN} felbontds egymas utan kovetkez$ részfelbontasainak a sorozatat.
Ebb6l a célbdl az R, részhalmazok kozill mindegyiket szétbontjuk paronként egy-
mast nem metszé olyan Ry részhalmazokra, hogy az ¥ bemend abécé tetszGleges
x betlije mellett az Ry -x szorzat teljesen benne legyen az R, (f € N) halmazok koziil
valamelyikben. Az R,, halmazok maguk is ugyancsak ala vannak vetve egy pontosan
ugyanilyen szabaly szerint elvégzends szétbontasnak. Ezt hasonlé mddon folytatva
eljutunk a keresett automata-felbontashoz.

A regularis események véges rendszerének az esetében a leirt modszer elvezetne
egy hatékony szintézis-algoritmushoz, hogyha volna eléggé egyszerii modszer a
regularis események metszete és komplementuma regularis’ kifejezéseinek a meg-
talalasara vonatkozdlag.

Mindmaig azonban nem ismeretesek, sajnos, olyan moddszerek ennek a feladat-
nak a megoldasara, amelyek lényegesen egyszer(ibbek, mint az a modszer, amely
az automatanak az elGzetes szintézisén alapul (lasd a 18. tételt).

Most pedig ratériink a félcsoport-felbontasoknak a tanulmanyozasara.

Mindegyik 4(, X, 9, 6, A) automata meghatarozza az X abécéjii F szabad
félcsoportnak valamilyen félcsoport-felbontasat. Valdban, F-b6l minden egyes p
sz6 az A automata ¥ allapothalmazinak 6nmagaba vald valamilyen a—ap(a€)
leképezését indukalja. Minden egyes ilyen ¢ leképezésre nézve jeldljik Sg-vel
az X abécéjii Gsszes olyan szénak a halmazat, amelyek a ¢ leképezést 1étesitik.

Az 5sszes nem lires Sp halmaznak a rendszere nyilvin megadja az F félcsoport-
nak valamilyen R felbontasat. Konnyen belathaté az is, hogy S¢-Sy S Sg-.
liyen modon az R felbontas valdban félcsoport-felbontas lesz. Ezt az 4 automata
dltal meghatdrozott félcsoport-felbontdsnak nevezzik.

Az R felbontas az Fszabad félcsoportnak meghatarozza valamilyen kongruencia-
relaciojat, amelyet az adott A automata dital indukdit kongruencia-reldciénak
fogunk nevezni.

Az S-Sy S Sqg-y relaciobdl és az R felbontas értelmezésébdl kozvetleniil
adodik a kovetkezg

30. TETEL: A tetszdleges A automata dltal indukdlt kongruencia-reldcié olyan,
hogy F-nek a szerinte vett faktor-félcsoportja izomorf az automatdnak a félcsoportjdval.

Tekintsiink egy A tetszBleges, 6sszefilggd inicidlis automatéat, amelynek X a
bemend abécéje, és tekintsitk az X abécéjii F szabad félcsoportnak az 4 automata-
nak megfelel§ felbontasat, mas szavakkal, olyan {R,} eseményeknek a halmazat,
amelyek az A4 kiilonbdz§ a, allapotai altal vannak el8allitva. (ltten a, befutja az A4
automata Osszes allapotanak A halmazat.) Jeloljik P ={P}-val azt a félcsoport-
felbontést, amelyet az 4 automata hataroz meg, tovabba Q ={Q,}-val pedig tetszG-
leges olyan félcsoport-felbontast, amely bele van irva az R automata-felbontasba.

Megmutatjuk, hogy a Q felbontas a P felbontasnak részfelbontasa. Valdban,
legyen Q. a Q felbontasnak tetsz()’leges részhalmaza. Valasszunk ki tetszc’)'leges
olyan ¢ sz6t, amely benne van Q,-ban, és tekintsiik a P felbontasnak azt 4 P, rész-
halmazat, amely tartalmazza a ¢ szdt. Az R felbontasnak tetszéleges R, részhal-
mazara nézve jeloljitk R, -val eanek a felbontasnak a részhalmazai kozul azt,
amelyikbe az R, részhalmaz atkeriil a ¢ szénak a hatasa alatt, azaz: R,-qC Ry, .
A P felbontasnak a definiciéjabol kozvetleniil kovetkezik, hogy a Py részhalmaz
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az Osszes olyan p sz6bol all, amelyekre R,-p & R, teljesiil, az R felbontasnak tet-
sz6leges R, részhalmazara nézve.

Minthogy pedig a Q felbontas bele van irva az R felbontasba, ezért az R, hal-
mazok kozil mindegyik a Q felbontas részhalmazai valamilyen halmazanak az
egyesitése. Az ilyen Q,,, részhalmazok koziil egy tetsz8leges a p s26 altal atmegy
az R, halmazba, azaz Q) p < R,, - Egyszersmind, minthogy a @ felbontas
félcsoport-felbontas, a Q.- O, szorzat teljesen benne van a Q felbontasnak a rész-
halmazai ko6zill az egyikben, ami azonban azt jelenti, hogy az R felbontasnak a
részhalmazai koziil az egyikben is benne van. Minthogy p€ Q, €s Q. )P S Ry
ezért Q) 0, & Ryy,. llyen tartalmazas érvényes tetszSleges olyan Q,,, részhal-
mazra nézve is, amely benne van R,-ban. Kovetkezésképpen R,-Q,& R, -

Meggondolva azt, hogy P, az Osszes olyan p szébdl all, amelyekre nézve
R,-p & Ry, érvényes, azt kapjuk, hogy Q,< P,. Ezzel pedig be lett bizonyitva a Q,
részhalmaznak Q-bol valé tetszGleges megvalasztisa alapjan az, hogy a Q felbontas
bele van irva a P felbontasba. A kapott eredményt 6ssze lehet foglalni a kdvetkezo
allitasnak az alakjaban:

31. TETEL: Az a félcsopori-felbontds, amelyet egy tetszéleges A Osszefiiggo,
inicidlis automata hatdroz meg, egybeesik egy olyan maximdlis félcsoport-felbontds-
sal, amely abba az automata-felbontdsba van beleirva, amelyet az 6sszes olyan esemény-
nek a rendszere hatdroz meg, amelyek az A automatdnak a kiilonbozé dllapotai dital
vannak elddllitva.

Tekintsitk az egy és ugyanazon X abécéjii {S,} eseményeknek egy tetszoleges
M rendszerét, valamint az X abécéjii egységelemes F szabad félcsoport- {S,, S.}
felbontdsainak a neki megfelel§ K rendszerét. Azt a maximalis automata-felbontast,
amely a 28. tétel alapjan egyértelmiien meg van hatarozva, és amely bele van irva
a K rendszernek az osszes felbontasaba, az M eseményrendszer dltal meghatdrozott
automata-felbontdsnak nevezzitk. Hasonldé modon, azt az (egyértelmii) P maximalis
félcsoport-felbontast, amely a K rendszernek az Gsszes felbontasaba bele van irva,
az eseményeknek ‘az M rendszere altal meghatarozott félcsoport-felbontasnak
nevezziik.

A P félcsoport-felbontast meghatarozza az F szabad félcsoportnak valamilyen
kongruencia-relacioja, amelyet az adott M eseményrendszer dltal meghatdrozott
kongruencia-reldcionak neveziink. Végiil pedig, az F félcsoportnak eme kongruencia-
relacidja szerint vett, és absztrakt félcsoportként tekintett faktorfélcsoportjat az
adott M eseményrendszer dltal meghatdrozott félcsoportnak nevezzilk, magat az M
rendszert pedig az ehhez a félcsoporthoz tartozé eseményrendszernek nevezziik.

Legyen M tetszlleges olyan eseményrendszer, amelynek az abécéje X. Az F
egységelemes szabad félcsoportnak az ezzel a rendszerrel meghatarozott R={R,}
automata-felbontasa egyértelmiien megad (a 29. tétel alapjan) valamilyen Osszefiiggs,
inicialis automatat, amelynek az allapotai gyanant lehet venni az R felbontasnak
az R, halmazait, az atmeneteit pedig az x € X betlinek a hatasa alatt olyan modon
lehet definidlni, hogy az R,-x allapot gyanant azt kell az R felbontasnak a halmazai
koziil valasztani, amelyik tartalmazza az R,-x halmazt. Tovabba kezdd allapot
gyanant az R halmazok kozil azt kell valasztani, amelyik tartalmazza az e tires
szot.

Kénny( belatni, hogy az ilyen mddon megszerkesztett Gsszefiiggd, inicialis,
‘kimend jelek nélkiili 4 automatiban az M rendszer Osszes eseménye el8allithato az
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allapotoknak bizonyos halmazai altal. Ezt az automatat az eredeti M esemény-
rendszer dltal meghatdrozott automatdnak nevezziik.

Legyen B tetszileges masik, 6sszefiiggd, kimend jelek nélkili, X abécéjli olyan
inicialis automata, amely el6allitja az M rendszer 6sszes eseményét a sajat allapotai-
nak a halmazai aital. Miként az 4 automatanak az esetében is, (igy a B automata-
nak az allapotait is lehet azonositani azokkal a Q, eseményekkel, amelyek a kiilon-
boz8 eseményei altal el6 vannak éllitva. Az Osszes Q, részhalmaznak a halmaza
olyan automata-felbontast alkot, amely bele van irva az osszes olyan {S,,S,}
felbontasba, amelyek az M rendszernek az S, eseményei altal vannak meghatarozva.
Az R felbontasnak a maximalitasa alapjan azt kapjuk, hogy a Q felbontas bele van
irva az R felbontésba.

Marmost konny( belatni azt is, hogy hozzarendelve minden egyes Q, halmaz-
hoz egy olyan R, halmazt, amely Q,-t tartalmazza, a B automatiknak egy, allapotok
szerint valé homomorfizmusat (A-homomorfizmusat) kapjuk az 4 automatara.
{lyen modon be lett bizonyitva a kodvetkezd

32.1ETEL: Tetszdleges, dsszefiiggd (kimend jelek nélkiili) olyan inicidlis automata,
amely az események egy adott rendszerének az eseményeit elédllitia a sujdt dilapotai
dltal, N-homomorf médon leképezhetd egy olvan automatdra, amelyet ez az esemény-
rendszer hatdroz meg.

A 32. tétel azt mutatja, hogy olyan automatinak a megszerkesztésére, amelyet
az eseményeknek egy adott M rendszere hataroz meg, elegendd megszerkeszteni
egy olyan, tetsz8leges, inicialis, dsszefiiggd, kimend jelek nélkiili 4 automatat, amely
elgallitja az M rendszernek az Osszes eseményét allapotainak a halmazai altal, és
agy tekintve az A automatat, mint Medvegyev-féle automatat, azaz mint a Moore-
féle automatanak olyan specialis esetét, amelynél az allapotoknak a jelei gyanant
maguk ezek az allapotok szolgalnak, elegend8 ezt az automatit minimalizalni
a 6. tétellel osszefilggésben.

Ez az elSirds megadja annak a lehet8ségét, hogy taldljunk olyan konstruktiv
mddszert, amely azt eredményezi, hogy ténylegesen megkeressiik (legalabbis a
regularis események véges rendszereinek az esetében) azokat az automatikat és
félcsoportokat, amelyek az események adott rendszere altal vannak meghatarozva.
Ebbdl a célbdl elegendd venni az automatdk szintézisének és minimalizacidjanak
azokat a mddszereit, amelyeket az el6z6 paragrafusban fejtettiink ki.

Azt, hogy ilyen médon marmost olyan automatat kapunk, amelyet az események-
nek az adott rendszere hataroz meg, a 32. tétel biztositja. Ami pedig azt a félcsoportot
illeti, amelyet ez a rendszer hatiroz meg, az megadhatd a kovetkezd allitasnak a
segitségével.

33. TETEL: Bdrmely adott eseményrendszer dital meghatdrozott félcsoport izo-
morf ugyanazon rendszer dital meghatdrozott automata félcsoportjdval.

A megfogalmazott tétel a 30. és 31, tételeknek a kozvetlen kdvetkezménye,
minthogy az olyan maximalis félcsoport-felbontas, amely bele van irva az események
tetszSleges rendszerének egy automata-felbontasaba, nyilvanvaléan egybeesik az
eme rendszer altal meghatarozott félcsoport-felbontassal.

A kapott eredmények természetes feladatként vetik fel az olyan események
rendszerének a tanulmanyozasat, amelyek a félcsoportok ilyen vagy olyan specialis
(véges, kommutativ, nilpotens stb.) fajtaihoz tartoznak.
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Az el6z8 paragrafus eredményeibsl kaphaté a kovetkezd

34. TETEL: A reguldris eseményeknek a véges rendszerei és csakis ezek olyan
eseményrendszerek, amelyek véges félcsoportokhoz tartoznak.

18. perINiCIG: Valamilyen eseményt kommutativnak neveziink, hogyha tet-
szGlegesen adott p szoval egyiitt ez az esemény tartalmazza az Osszes olyan szt is,
amelyek annak az eredményeképpen kaphatdk a p szébol, hogy permutaljuk tet-
sz6leges moédon a betfiit.

Ervényes a kovetkezs

35. TETEL: Kommutativ eseményeknek a tetszbleges rendszerei és csakis eczek
olyan eseményrendszerek, amelyek kommutativ félcsoportokhoz tartoznak.

BizoNnviTAs: Legyen M az X 4abécéjli kommutativ {S,} eseményeknek egy
tetsz6leges rendszere.

Az X abécéjll és egységelemes F szabad félcsoportnak az olyan halmazokra
valé R felbontasa, amelyeket ugy lehet kapni, hogy adott tetsz8leges szohoz hozza-
vessziik a szo6 betliinek az &sszes permutacidjat, nyilvan olyan félcsoport-felbontas
lesz, amely bele van irva az dsszes {S,, S,} felbontisba. Az ennek a felbontisnak
megfeleld kongruencia-relacio pedig (amelyet az xy =yx azonosan teljesiilé definialo
relacié altal adunk meg), egy G faktorfélcsoportot hatiroz meg, amely szabad
kommutativ félcsoport.

Vildgos, hogy az R felbontas bele van irva abba a P félcsoport-felbontasba,
amelyet az események M rendszere hataroz meg. Az a kongruencia-relacio, amely
megfelel a P felbontasnak, egy olyan H faktorfélcsoportot hataroz meg, amely az
ismert homomorfia-tétel alapjan izomorf a G félcsoportnak valamilyen faktorfél-
csoportjaval. Minthogy pedig ez az utdbbi félcsoport kommutativ, ezért kommutativ
a H félcsoport is, amely egyik iranyban bebizonyitja a tételt.

Megforditva, hogyha az események M rendszere kommutativ félcsoporthoz
tartozik, akkor ennek a félcsoportnak a szabad félcsoport kongruencia-relacioja
szerint vett alakban valé megadasanal azok az ekvivalencia-osztalyok, amelyek
ezzel a kongruencia-relaciéval vannak meghatirozva, kommutativ eseményeket
alkotnak. Minthogy pedig kommutativ eseményeknek a tetszlleges egyesitései
ugyancsak kommutativak, ezért az M halmaznak az §sszes eseménye is kommutativ
lesz. Ezzel a 35. tételt teljesen bebizonyitottuk.

A 34. és 35. tételek elegendS megvilagitast adnak annak a kérdéscsoportnak
a lényegérél, amely az események és a félcsoportok tanulmanyozasahoz vald leirt
kozeledésnél vetddik fel. Ennél a legnagyobb jelent8ségli azoknak az ekvivalencia-
osztalyoknak a megszerkesztése, amelyek egy szabad félcsoport tetszSleges
kongruencia-relacidjanak felelnek meg, és amelyek meghatarozzak azokat a faktor-
félcsoportokat, amelyek az adott (absztrakt) G félcsoporttal izomorfok.

Vilagos példaul az, hogy egy olyan ekvivalencia-osztalynak a jelenléte, amely
nem regularis esemény, elegend ahhoz, hogy bebizonyitottnak vegylik a G fél-
csoportnak a végtelenségét. Konnyii azt is belatni, hogy hasonlé meggondolasok
lényeges szerepet jatszanak az olyan probléméaknak a megoldasanal, amelyek olyan
tipusuak, mint az ismert Burnside-féle (nagy) probléma.

Eme paragrafus eredményeinek a felhasznalisa elvezet az eseményekre vonat--
kozé regularis felirasok nyelve kib&vitésének a lehet8ségéhez, és lehetSvé teszi,
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hogy megvaldsitsuk az olyan ‘események nagyobb osztilydnak eléggé tényleges
leirasat, amelyek nem allithaték eld véges automatiakban. Egy ilyen bdvités a regularis
kifejezéseknek a felhasznalasan kivill még a szabad félcsoportban lev8 ilyen vagy
olyan definialé relacioknak a felhasznalasan alapul, amelyek lehetnek mind k&zon-
séges, mind pedig identikus relacidk.

19. perINICIO: Legyen S egy X abécéjii tetsz8leges esemény, M az X abécéjii
F szabad félcsoportban definiald relacidknak tetszSleges rendszere. Az S eseménynek
a definiald relaciok M rendszere szerint vett lezdrdsdnak nevezzilk azt az eseményt,
amely az S eseménynek az &sszes szavabol és még az Osszes olyan szobol all, amelyek
az M rendszer definialé relacidinak az alapjan ekvivalensek az S eseménynek a
szavaival. Valamilyen esemény kommutativ lezdrdsdnak nevezzilk az eseménynek
a lezarasat a definialo relacioknak olyan rendszere szerint, amely az xy = yx egyetlen,
identikus definialé relaciobal all. _

A kommutativ lezaras segitségével tetsz6leges esemény atalakithaté kommutativ
eseménnyé, ha azt kiegészitjiik olyan szavakkal, amelyet a hozzatartozd szavakbdl
ugy kapunk, hogy az 8t alkoto betiliknek az Gsszes lehetséges permutaciojat vessziik.

Konnyi belatni, hogy valamilyen regularis eseménynek a kommutativ lezirasa
nem feltétleniil reguldris. Valoban, az R={xy} regularis eseményre alkalmazva
a kommutativ lezarasnak a miiveletét, nyilvan olyan S eseményhez jutunk, amely
az (x, y) abécéjli 6sszes olyan sz6bdl all, amelynek egyenld szdmu x és y betlit tartal-
maznak., Amde a 14. tétel alapjan az S esemény nem éallithatd el véges automatiban,
és kovetkezésképpen nem is regularis (lasd a 16. tételt).

llyen médon mar a kommutativ lezaras mivelete is kilép a regularis események
osztalyanak a hatarain. Felhasznalva az olyan események lezarasanak a miiveletét
egy véges definiald relacio-rendszer szerint véve, amelyek regularis kifejezésekkel
vannak megadva, az események olyan osztilyanak a leirasara kapunk nyelvet,
amely magaba zarja valodi részosztaly gyanant a regularis eseményeknek az osztalyat.

Ennek a paragrafusnak a befejezéseképpen megemlitjiik, hogy Ju. J. SZORKIN-
nak az el6zGleg mar emlitett [38] dolgozataban az a kérdés van vizsgalva, hogy
(a kimen§ jelek nélkili) automatak hogyan adhatok meg generatorelemeknek és
definialé relacioknak a segitségével. Egy tetszGleges, kimend jelek nélkiili 4 (2, X, 6)
automataban ebbdl a célbdl kitiintetjik az allapotoknak a B =19 halmazit, tgy,
hogy az A automatanak egy tetszGleges a allapotat generalja legalabb egy b€B
allapot. Mas széval, 1étezik olyan p bemend szd, hogy bp =a.

A B halmazt természetes dolog az 4 automata generald allapotai halmazanak
nevezni. Ha kizarjuk a szabad automatiknak azt az esetét, amelyet a fentiekben
vizsgaltunk (lasd a 9. definicidt), akkor az A automatiban sziikségképpen lehet
talalni legalabb egy olyan g allapotot, amelyet a generalé allapotokbdl egymastol
kiilonb6z8 mddokon lehet kapni, pl. a=b,-p; és a=b,p,. Hogy ezt a korulményt
természetes mdédon megjeloljilk, bevezetjiik a b, p, =b,p, definialo relaciot.

Az ilyen médon kapott definiald relacidbol leszarmaztatott definialo relacidkat
lehet kapni, példaul ennek a relacionak mindkét oldalan jobbrdl szorozva a tetszg-
leges g bemend széval; ez adddik b, p;q=>b,p,q. Felhasznalva ezt a korilményt,
az A automatinak a megadasanal nem kell felirni az 6sszes definialé relaciét, csupan
a definial¢ relacidknak egy olyan R halmazat, hogy az A automatanak egy tetszGleges
definialé relacidja vagy maga is R-be beletartozik, vagy pedig ez az R-bsl valamilyen
definialé relacidénak a leszarmaztatott relacidja.
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Minden ilyen R halmazt az 4 automata definidlo reldcioi rendszerének neveziink
{a generald allapotoknak a ¥ rendszerére vonatkozdlag). Az algebraban j6l ismert
modszerek segitségével végezhet§ el egy tetszéleges automatanak a generald elemek
és definiald relaciok ntjan torténd megadasa.

Konny{ belatni azt is, hogy a kimend jelek nélkiili tetszéleges 4 (3, X, d) auto-
matat meg lehet adni a generatoroknak a rendszere és az ax =6 (q, x) alakt definidld
relaciéknak a rendszere altal, ahol a befutja az automata dsszes allapotanak a hal-
mazat, x pedig az £ bemend 4bécének egy eleme. Az ax = b alaku definiald relacio-
kat, ahol x a bemend abécének egy (tetszlleges) betiije, kanonikus relacidknak
nevezziik.

Hogyha az A4 automata a generatoroknak tetszéleges B rendszerével és a defi-
nial6 relacidknak az R rendszerével van megadva akkor — kovetve Ju. J. SZORKIN-t
— nem nehéz megadni ezt az automatat csupan egyes kanonikus definialé reléciok-
nak a segitségével, mikdzben 0j generald allapotokat vezetiink be. Igy példaul
ha az ap = bq relacioval van dolgunk, ahol p=p.x, be lehet vezetni az a.=ap és
b, =bg 1j allapotokat és at lehet alakitani ezt a relaciot a kanonikus a.x =5, rela-
ciova. Felhasznalva ezt a fogast, Ju.J. SZorkIN megoldja az olyan automatakra
vonatkozdlag a szavak azonossaganak és az izomorfizmusnak a problémajat, ame-
lyek a definiald relacidknak véges rendszerei altal vannak megadva. Az olyan algo-
ritmusok megszerkesztésének az alapotlete, amelyek megoldjak ezeket a probléma-
kat, abban all, hogy a definialo relacidknak a rendszereit atalakitjak kanonikus
alakba, tovabba, hogy figyelmen kiviil hagyjak az allapotoknak azokat a halmazait,
amelyek szabad részautomatikhoz tartoznak, és hogy az ezek utin megmarado
véges részleges automatakat tanulmanyozzak. A megfelel§ eljarasoknak a részleteibe
nem megyiink bele.

5. §. Az automatak dsszetétele

Az automatak elméletének szisztematikus felépitésében nagy szerepet jatszanak
az automatak dsszetételének kiilonféle modjai, amelyek lehetGvé teszik, hogy az
egyszeriibb automatakbdl bonyolultabb automatakat szerkessziink. Mindenekeltt
az automatiknak az ugynevezett direkt Osszegér vizsgaljuk.

20. DEFINICIO: A k6z8s bemend és kozos kimend abéeéjli A,(,, X, )), 8., 4,)
automatdk halmaza direkt Osszegének azt a B(, X,7), 6, A) automatat nevezziik,
amelynek allapothalmaza egybeesik az Osszes 4, (x € M) automata allapothalmazai-
nak az egyesitésével, a §(a, x) atmeneti fiiggvénynek és a A(a, x) kimeneti fiiggvény-
nek pedig az értékei egybeesnek az olyan A4, automata J,(a, x) atmeneti.fliggvényé-
nek és /,(a, x) kimeneti fiiggvényének az értékeivel, amelynek az allapothalmaza
tartalmazza az a allapotot. (Megjegyezziik, hogy megallapodunk az egyértelmiség
kedvéért abban, hogy ha A, MU, nem iires, és ha a ennek a metszetnek egy eleme,
akkor legyen d.(a, x)=0y(a, x) és Afa, x)=1A4a, x). Egyébként ,indexezés -sel
mindig elérhetS, hogy A, N, iires legyen, ha o killonbozik B-tdl.)

A bevezetett definiciot természetes modon meg lehet vilagitani arra az esetre
nézve, amikor egy adoit automata felbomlik a sajat MN-részautomatainak direkt
osszegére. Ilyen felbontas Iényeges szerepet jatszik az olyan automatdk egy fontos
osztalyanak a tanulmanyozasanal, amelyeket féligegyszerti automatdknak neveziink.
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A féligegyszerii automatak definidlasanak az érdekében bevezetjilk az automata
magrdnak a fogalmat, Legyen A(Y, X, )}, §, 1) tetszGleges automata. Tekintsik az
A automata sszes olyan allapotanak [, halmazat, amelyek ezen automata atmeneti
fliggvényének az értékei. Tovabba A-X-szel jelolve az Gsszes a-x (a €U, x € X) szor-
zatnak a halmazat, nyilvanvaléan azt kapjuk, hogy -X =3(,. Most megszerkeszt-
jik az 4 automatanak az A4,(%, X, 9),9,, () alakd A-részautomatajat, amelynek
allapothalmazaul tehat az A, halmaz szolgal, az atmeneti fiiggvény és kimeneti
fiiggvény pedig egybeesik az 4 automata atmeneti fiiggvényével, illetve a kimeneti
fiiggvényével az W, XX halmazon. Az A4, automatit az A automata magvdnak,
vagy pontosabban az elsé magvdnak nevezziik.

21. DEFINiCIO: Az olyan automatat, amelyik egybeesik a sajat magvaval,
Jféligegyszeril automatdnak nevezzitk. Az automatat akkor hivjak egyszeriinek, hogyha
(a nem feltétleniil kiilonb6z8) allapotainak tetszGleges (a, ) parjahoz talalhatd
olyan nem fiires bemend sz0, amely atviszi az automatat az a allapotbdl a b allapotba.

Az egyszer(i automatak, az ,,erdsen Osszefiiggl automatak” elnevezés mellett
el8szor MoorE [20] dolgozataban voltak definidlva. Az eme automatakra vonatkozé
,,er8sen osszefligg8” elnevezés feltételezi a rokonsagot azokkal az Gsszefiiggd aute-
matakkal, amelyeket az ¢l8z0 paragrafusban vizsgaltunk: egy Osszefiiggd (inicialis)
automataban az Osszes allapot generdlhatd egy bizonyos (rogzitett) allapot altal,
mig az erdsen Gsszefiiggd automatdban tetszSleges allapot generalja az automatanak
az Osszes allapotat.

‘\Iyllvanvalo hogy az erGsen osszefuggo automatakat lehet olyan automatak
gyanant is jellemezni, amelyeknek nincsen valddi -részautomatajuk.

A 21. definiciobdl kozvetleniil kaphaté a kovetkezd

36. TETEL: Mind valamilyen tetszbleges egyszerli (erésen Osszefiiggd) automata,
mind pedig egyszerii automatdk tetszbleges halmazdnak a direkt dsszege féligegyszerii
automata.

A féligegyszer(i automataknak speciélis esetei az ugynevezett inverz automatak,
amelyeket S. HuzmNo a [30] dolgozataban vizsgalt. Allapodjunk meg abban, hogy
az A automatat inverz automatanak nevezzilk, hogyha tetszSleges a allapotahoz
és tetsz@leges p bemend szavahoz talalhaté olyan g bemend sz6, amely atviszi az
automatat az ap allapotbdl az a allapotba. Feltétel szerint itt a g szd fiigg mind a
p szOtdl, mind pedig az a allapottol. A mi utdbbi definicidnk valamennyire kiilon-
bozik Huzino definicidjatdl, amely azt tételezte fel, hogy a ¢ sz6 csak a p szo6tél
fligg, de nem fiigg az a allapottol. Nyilvanvald az, hogy minden egyes olyan automata,
amely Huzino-féle értelemben inverz automata, egyszersmind inverz automata lesz
a mi definicidnk szerint is. A megforditott azonban, magitdl értet6dSen, nem
érvényes: vgyanis konnyli szerkeszteni példakat olyan automatara, amelynek két
allapota van, és amely inverz automata a mi definicionk szerint, de Huzino-féle
értelemben nem az.

Koénny{i belatni, hogy ha az automatanak a félcsoportja csoport, akkor az
automata Huzino-féle értelemben is inverz automata lesz. Ezzel kapcsolatban meg-
allapodunk abban, hogy ezeket az automatadkat csoport-automatdknak nevezzik,
megkiildnboztetve ezektdl az inverz automatikat, amelyeket fentebb vezettiink be,
és amelyek az automataknak szélesebb osztalyat alkotjak.

Ervényes a kovetkezd allitas, amely altalanositja azt az eredményt, amelyet
Huzmo a [30] dolgozataban kapott.

7 1IL Osztaly Koézleményei XI1V/1
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37. TETEL: Bdrmely inverz automata felbonthato egyszerii (erdsen dsszefiiggd)
automatdknak a direkt Osszegére.

BizonyiTAs: Legyen A=A, X, 9), 8, A) tetsz8leges inverz automata. Tekintsiik
ennek valamilyen a, allapotat és az Osszes olyan allapotnak az U, halmazat, amelyek
generalhatdk az a4 allapot altal. Jeloljiik 6, -gyel és A, -gyel a 4, illetve A fiiggvények-
nek az A, XX halmazra valé megszoritisat, és vegyilkk az 4 automatanak az
A=A, %,9,0,, ;) alakd A-részautomatajat. Ez a részautomata erdsen
Osszefiiggs. Valoban, tetszGleges két allapotat elS lehet allitani a, p és a,q alakban,
ahol p és g az A automatanak valamilyen bemend szavai. Minthogy A inverz auto-
mata, talalhato olyan r bemend sz6, hogy a, pr=a,. Amde ekkor az rg szo6 4tviszi
az automatat az a, p allapotbdl az a,q allapotba. Hogyha az a, allapotbdl legalabb
az egyik kiilénbozik az a,p €s a,q allapotok koziil, akkor az r-gq sz6 sziikségképpen
nem ires. Hogyha pedig a,p =a,9=a,, akkor tetszdleges x € X betiire nézve vagy
a,x =a,, vagy pedig a,x/ = a, érvényes valamilyen / nem iires széval (ti. ha a,x = a,).
Ezért az Gsszes esetben at lehet jutni egy nem iires szonak a hatasara az a, p allapot-
bél az a,q allapotba. Kovetkezésképpen az A, automata erdsen Osszefiiggd.

Ha 9, =9, akkor persze 4 =4, és ekkor a tétel be van bizonyitva. Hogyha
pedig A; #9U, akkor valasztunk egy olyan tetszlleges a, allapotot, amely nincs
benne az A, halmazban, és megszerkesztjik az 4,(U,, X, D), 6,, 4,) részautomatat,
amelynek az allapothalmaza gyanant szolgal az 6sszes olyan allapotnak a halmaza,
amelyek generalhatok (az 4 automataban) az a, allapot altal. A fentiekhez hasonloan
bebizonyithatjuk, hogy az 4, automata erdsen Osszefiiggd. Hogyha az A, és U,
halmazok egymast metszenék, akkor a metszetiikbdl tetszGleges b elem rendelkez-
nék b=a,p és b=a,p alaki elGallitdsokkal, ahonnan konnyen levezethet§ volna
az, minthogy 4 inverz automata, hogy valamilyen r; bemend szé mellett @, =a, p,ry
teljesiilne. Ez azonban azt jelentené, hogy a, €U, , amely ellentmond az a, allapot
megvalasztisanak. Kovetkezésképpen az U, és A, allapotok idegenek.

‘ Hasonlé mddon folytatva az eljarast, megszerkesztjilk az erdsen Osszefiiggs
olyan A, részautomataknak a rendszerét, amelyek allapotainak a halmazai paron-
ként idegenek, és osszegitk az egész A halmaz. A definici6 értelmében az 4 automata
felbomlik az A, automatdk direkt Osszegére, amelyet éppen bizonyitani
kellett.

Nem nehéz megmutatni egy példan azt, hogy a 37. tételnek tetszSleges félig-
egyszerli automatara vonatkozé altalanositisa nem lehetséges.

Megjegyezziik tovabba, hogy az automata magvanak imént bevezetett fogalmat
felhasznalva, az automatik elméletét a gyliriik elméletének az analogiajara fel lehet
épiteni. Ebbdl a célbdl tetszGleges A automatara nézve meg lehet szerkeszteni az
A, magvaknak a csékkend sorat, ahol o befutja a rendszamoknak valamilyen hal-
mazat, kezdve az a =0 értékkel. Ennek a sornak az els§ tagjaul vesszitkk magat az
A automatat, és tetszGleges « rendszamra nézve A,;,-et ugy definialjuk, hogy ez
legyen az A, automatanak a magva. Valamilyen f limesz rendszamra vonatkozdlag
pedig az 4, automatat ugy definialjuk, hogy ez legyen az 4 automatanak olyan
részautomataja, amely &llapotainak a halmaza egybeesik az §sszes o < f rendszamra
az A, részautomatak allapotai halmazainak a metszetével. Ez a sor befejez8dik egy
legkisebb olyan y rendszdmnal, amelyre 4, ., = A, teljesiil.

Az A, automata, amelyet az 4 automata alsé magvanak neveziink, nyilvan
féligegyszerii. Ez az ismert értelemben a gyiirliclméleti radikalnak felel meg, azonban,.
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eltérleg az automataktodl, a gylirliknek az elméletében nem maga a radikal félig-
egyszerii, hanem a gy(riinek a radikal szerint vett faktorgyiirije.

Most pedig attériink az automatak Osszetétele olyan masik tipusidnak a tanul-
.manyozasara, amelyet természetes dolog az automatdk szorzatdnak nevezni. Tényle-
gesen nem is egy Osszetétellel lesz ennek soran dolgunk, hanem Gsszetételeknek
egész osztalyaval. Egyszeriiség kedvéért csak véges szamu automatinak a szorzatara
korlatozzuk magunkat, ambar a bevezetett fogalmakat konnyen lehet altalanositani
az automatak tetszbleges halmazanak az esetére is.

22. periNicio: Az A;=A,N;, X;,9;,0:;, 1) (i=1,2, ..., k) automatdk direkt
szorzatdnak nevezzilk azt az A=A4(, X, ), 3, 1) automatat, amely allapotainak a
halmaza, valamint a bemend és kimend jeleinek a halmaza éppen az A; automatak
megfelel6 halmazainak a szorzata, azaz: A=Y, XA, X...XA,; X=X, X%, X...
o XEG D=9 XD X ... XY, Az A automatinak az a’=d(a, x) dtmeneti fiigg-
vényét, valamint az y=A(a, x) kimeneti fiiggvényét ezekkel az Osszefiiggésekkel
adjuk meg: al =6(a;, x;)) és y;=Afa;, x) (i=1,2, ..., k), ahol a’=(ai, a3, ..., ai),
a=(ai,as, ..., a); x=0x1, X3, .c0 X} €8 Y=(¥1, V2» +-0» Vi)

Az automatak elméletének gyakorlati alkalmazasainal a direkt szorzat miiveleté--
nek egyszerlien az automatdk adott halmazanak egyiittes vizsgilata felel meg, a
koztiik levé barmiféle osszefiiggések nélkiil. A gyakorlatban azonban sokkal gyak-
rabban valdsulnak meg az automataknak az egyesitései az ligynevezett logikai vagy
kombinativ vazlatoknak a segitségével. Az absztrakt vizsgilatnial az automatak
szorzatanak egy altalanosabb fogalma felel meg az ilyen egyesitésnek.

23. pEFINiCIO: Az 4, =A{N;, X,,9;,6,, 1) (i=1,2,...,k) automatiknak a
szorzata az az A=A, X, ), 6, A) automata, amely az X és J) két halmaznak és.
két leképezésnek a megadasa 4ltal van meghatirozva. Ez a két leképezés: az
Ay XA, X ... XA, X X halmaznak az X; XX, X ... X X, halmazba vald ¢ leképezése,
és az A, XA, X... XA, XX halmaznak az ¥ halmazba vald y leképezése. Az A
automata Aallapotainak A halmaza egybeesik az A; (i=1,2, ..., k) automatak
allapotai 9; halmazainak A, XA, X ... XN, szorzataval. Hogyhaa=(a,, a,, ..., a;)
az A automatanak tetszSleges allapota, x ¢ X pedig tetszGleges bemend jele, az A4
automata atmeneti és kimeneti fliggvényeinek az értékeit a kovetkezd Osszefiiggések
segitségével definialjuk az (a, x) paron: é(a, x) =(a;x, ..., %) és A{a, x) =a, ahol
(X1, %5, ..., x)az(ay, a;, ..., @, x) elemnek a képe a ¢ leképezésnél, y pedig ugyan-
annak az elemnek a képe a Y leképezésnél. Hogyha az 6sszes A; kezd6 automata,
akkor az A automatat is kezdd automatanak vessziik és kezd8 allapota gyanant
az (a%, a3, ..., a?) allapotot valasztjuk, ahol a; az 4; automatanak a kezd§ allapota.

Megjegyezziik, hogy a 23. definicidban a ¢ leképezés tulajdonképpen az inverz
osszefuiggés szkémaijanak absztrakt kifejezése, a y leképezés pedig az olyan kimen&
szkémaknak az absztrakt kifejezése, amelyeket az automatik Osszetétele gyakorlati
megvaldsitasanal szerkesztenek meg.

Az automatak elméletével kapcsolatos gyakorlati alkalmazasok szamara fontos
jelent8sége van a véges automata rendszerek teljességi feltételeinek. Az automatak
rendszerének a teljességi problémajat a két legfontosabb esetre vonatkozodlag fogal-
mazzuk meg, ezeket az automatak izomorf és homomorf el$allitasa eseteinek nevez-

ziik.

24. perFINicIO: Véges automataknak valamely M rendszerét izomorf modon
teljesnek nevezziik, hogyha barmely el6re megadott 4 véges automatihoz létezik
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az M rendszerhez tartozd automatdkkal izomorf automataknak egy véges szorzata,
ugy, hogy ez a szorzat tartalmaz egy az A4 automataval izomorf -részautomatat.
Az M rendszert homomorf mddon teljesnek nevezziik, hogyha barmilyen 4 véges
automatahoz létezik az M rendszerhez tartozé automatakkal izomorf automatak-
nak egy véges szorzata, s ez a szorzat tartalmaz egy olyan 9-részautomatat, amely
N-homomorf mddon leképezhetd az A automatara.

Allapodjunk meg abban, hogy a Q esemény rendszert az A automataban els-
allithaténak nevezziltk, hogyha lehetséges az automata kezd$ allapotanak olyan
megvalasztasa, amelynél a Q rendszer valamennyi eseménye az A4 automatiban
eldallithaté az allapotainak valamilyen halmaza segitségével. Konnyi belatni,
hogy az eseményeknek olyan rendszere, amely el§ van allitva az 4 automataban,
el§ lesz allitva egy tetszGleges olyan B automataban is, amelyiket homomorf médon
Ie lehet képezni az A4 automatara. Ennek a ténynek a megallapitasa érdekében ele-
gend§ a B automatanak a kezdé allapota gyanant egy olyan allapotot megvalasztani,
amely a B-nek az A-ra torténd valamilyen ¢ homomorfizmusanal az 4 automata-
nak a kezdd allapotara képezGdik le, és a B automataban az allapotok halmazanak
a reprezentansai gyanant pedig elegend6 valasztani az 4 automata allapothalmaza
reprezentansainak a ¢ homomorfizmusra vonatkozo teljes inverz képeit.

Az elvégzett megfontolasokbdl kovetkezik az alabbi eredmény, amely A. A.
Leticsevszku [37] dolgozatabdl a 2. tétel atfogalmazasa.

38. TETEL: Véges automatdknak egy M rendszere akkor és csakis akkor izo-
morf maodon teljes, hogyha a reguldris eseményeknek tetszéleges véges rendszerei
elé vannak dllitva az olyan automatiknak a véges szorzataiban, amelyek izomorfok
az M rendszernek az automatdival.

Marmost nem nehéz belatni, hogy a véges automatak M rendszerének a homo-
morf médon (vagy még inkabb az izomorf mddon) valé teljessége megadja annak
a lehet@ségét (ama feltétel mellett, hogy felhasznaljuk az automataknak az egyesité-
sére a tetszOleges kombinativ szkémakat), hogy olyan automatakat szerkessziink
meg az automataknak egy adott rendszerébdl, amelyek tetszéleges olyan automata-
leképezéseket indukalnak, amelyeket altalanossagban véges automatakkal is lehet
indukalni, (Ennek soran feltessziik azt, hogy az M rendszerbdl minden egyes automata
korlatlan szamu példanyban fordul eld.) '

A. A. LeTicsevszkly [37] megtalalta annak sziikséges és elégséges feltételét,
hogy a véges automataknak egy rendszere homomorf mddon teljes legyen. Ez a
feltétel abban all, hogy a rendszer tartalmaz legalabb egy olyan automatat, amelynél
létezik olyan ¢ allapot, valamint léteznek olyan x, és x, bemend jelek, hogy az
a, =ax, és a,=ax, allapotok kiilonbozbek, és léteznek olyan p; és p, bemend
szavak, amelyek atviszik ezeket az allapotokat az a allapotba.

LETICSEVSZKLJ eme allitisara vonatkozolag a bizonyitast nem fogjuk elvégezni,
hanem megmutatjuk a vele rokon, de a bizonyitasara nézve egyszerilibb kovetkezo
allitasnak az érvényességét.

39. TETEL: Ahhoz, hogy a véges automatdknak az M rendszere izomorf modon
teljes legyen, szitkséges és elegendé az, hogy a rendszernek az dllomdnydban létezzék
legaldbb egy olyan A automata, amelynél van két olyan a és b dllapot, tovdbbd vannak
olyan x{, x5, X3 €s x, egymdstol nem feltétleniil kiilonbozé bemend jelek, amelyekre
ax,=a,ax,=>b, bxy=a és bx,=>b teljesiilnek.
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BizonyiTAs: A feltétel szitkségességének a bizonyitasara az M rendszer
Ay, A,, ..., A, automatai véges szorzatinak a részautomatija gyanant vesszilk a
B automatat az a és b két allapottal, valamint az x és y két bemend jellel. Az atmeneti
fliggvényt az ax =05, bx=a,ay=a és by=b Osszefiiggésekkel adjuk meg. A 23.
definicié értelmében az a és b allapotok az A, automatak q, és b, allapotainak a véges
szorzatai: a={(a;, d,, ...,a) s b=(b{, b,, ..., by). Ugyanannak a definicionak az
értelmében az ax=b, bx=a, ay=a, by =>b Osszefiiggések azt jelentik, hogy létezik
az A;automaték bemend jeleinek négy olyan sorozata: (xy, x,, ..., X,); (X1, X3,..., Xk);
(P1s Pas o Vi) és (¥i,¥5, ..., yi), hogy tetszbleges i=1,2, ..., k esetén érvényesek
az a;x;=b;, bxi =a; a;y=a; és b;y{ =b; Osszefiiggések. Amennyiben a # b, 1étezik
olyan i, hogy a;#b;. De ekkor az M rendszerb8l az 4, automatanak az a; és b;
allapotai eleget tesznek a tételben megfogalmazott feltételnek. Ezzel be lett bizonyitva
eme feltételnek a sziikségessége.

Az elegend8ségnek a bizonyitasara tekintsiink egy A4 automatat n allapottal,
tovabba k szamu példanyt olyan A, A,, ..., A, automatakbdl, amelyek koziil
mindegyiknek az a; és b; két killonboz48 allapota és olyan x;, y;, z;, u; négy bemend
jele van, hogy |

(12) ax;=a;, a;y;=b;, biz;=a;, bu;=b;

(i=1,2,..., k). Hogyha 2¥ =n, akkor azonositani lehet az 4 automatanak minden
egyes a allapotat az A; (i=1, 2, ..., k) automatik a; vagy b; allapotainak a véges
sorozataival, minthogy kiilonb6z6 Aallapotoknak kiilonboz6 sorozatok felelnek
meg. Ezeket a sorozatokat az allapotok kddjainak nevezziik. Minthogy a (12) Ossze-
fiiggések biztositjak az a, és b; allapotok kozt a tetszGleges atmeneteket, a 23. defini-
cidban levé @ leképezést lehet Ggy megvalasztani, hogy az 4 automata kodjainak
a halmazan tetszSleges Atmeneti fiiggvényt valdsitsunk meg. Alkalmas modon
megszerkesztve a ¢ leképezést, ezen a halmazon a kimeneti fliggvényt is meg lehet
valositani.

Az A,, A,, ..., A, automataknak a szorzata, amelyet a leképezéseknek a meg-
valasztasaval definialunk, nyilvin tartalmaz egy olyan részautomatat, amely -
izomorf az 4 automataval (és amely allapotainak a halmaza éppen az 4 automata-
hoz tartoz6 allapotok kédjainak a halmaza). Ezzel a tételt teljesen bebizonyitottuk.

Az automatak szorzatanak az altalanos fogalmaval egyiitt célszerd az automatak
szorzatainak még néhiny specialis fajtajat vizsgalni. Egyszeriiség kedvéért csupan
a kimend jelek nélkiili és k6zds bemend abécékkel rendelkezd automatakra korla-
tozddunk.

Hogyha A/;, %,8;) (i=1,2,...,k) ilyen automatiknak tetsz8leges véges
halmaza, akkor természetes dolog az A(, X, §) automatat kimend jelek nélkiil
tekinteni, amelynek az allapothalmaza egybeesik az A, XN, X ... X A, halmazzal,
az atmeneti fiiggvényét pedig az (a,, a,, ..., a)) x =(a;x, a,x, ..., a,x) Osszefiiggés
altal adjuk meg. Az ilyen modon megszerkesztett 4 automatat az A, 45, ..., Ay
automatak U-direkt szorzatdnak nevezzilk. Hogyha az Gsszes A; automata kezdd
automata, akkor az 4 automatat szintén vehetjitk kezd8 automatanak, kezdé alla-
pota gyanant pedig az 4; (i=1, 2, ..., k) automatak kezd§ &llapotainak a sorozatit
vessziik.

Konnyl belatni, hogy érvényes a kovetkezd
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40. TETEL: A kimend jelek nélkiili A., A., ..., A, kezdb automatdk W-direkt
szorzatdban (az dllapotoknak a halmazai dital) el6 lehet dllitani az sszes olyan
eseményt, amelyeket azokbol az eseményekbdl lehet kapni az egyesités, a kézos rész
és komplementumképzés miiveleteinek a segitségével, amelyek elédllithaték az
Ay, Ay, ..., Ay automatdkban.

A direkt szorzatnak a fogalmaval egyiitt, egyes esetekben célszer{inek mutat-
kozik az automataknak a féligdirekt szorzatat és a keresztszorzatit tanulmanyozni.
Ezeket a fogalmakat olyan kimend jelek nélkuli két 4(2, X, 5) és B(%B, X, 3,)
automatanak az esetére definidljuk, amelyeknek koz6s az X bemend abécéjiik.
Az A é B automatik féligdirekt szorzatdnak természetes dolog azt a C(G, X, §8,)
automatat nevezni, amelynek az allapothalmaza az 4 és B automatik allapotai
Osszes rendezett ¢ =(a, b) parjanak a halmaza (a¢9, b¢B), mig a bemend abécé
egybeesik az A4 és B automataknak a bemen§ abécéivel. A C automata atmeneti
fliggvényét az

(13) (a, b)x =(ag(b, x), bx)

Osszefiiggéssel definialjuk, ahol x tetszbleges elem X-bsl, tovabba (b, x) olyan
fuggvényt jelent a B X X halmazon, amelynek értéke az X halmazbdl valoé. Hogyha
a (13) osszefiiggést kicseréljilk az

(14) (a, b)x =(ag(b, x), by (a, X))

osszefiiggéssel, akkor eljutunk az A és Bautomatak keresztszorzatdnak altalanosabb
fogalméahoz. Miként fentebb is, itt (b, x) €s ¥(a. x) a B XX, illetve az A X X hal-
mazokon értelmezett és az X halmazbol vett értékl fiiggvények.

Konnyil belatni, hogy a ¢(b, x) és a Y(a, x) fiiggvényeket gy lehet tekinteni,
mint bizonyos olyan automatak atmeneti fiiggvényeit, amelyeknek allapothalmaza
éppen az X halmaz, mig a bemend abécék egybeesnek a B, illetve az ¥ halmazzal.
Ilyen moédon, az 4 és B automatiknak a keresztszorzatit két olyan automataval
lehet definidlni, ametyek dullisak az 4 és B automatikkal abban az értelemben,
hogy az allapotok halmazainak szerepét az A és B automatdk bemen§ abécéje
jatssza, a kimend abécéknek a szerepét pedig eme automataknak az allapothalmazai
jatsszak.

Az automataknak mind a féligdirekt szorzata, mind pedig a keresztszorzata
teljesen meghatarozott modszernek felel meg a tényleges automataknak az Ossze-
tételénél, amelyek a gyakorlatban hasznalatosak. Ezzel kapcsolatban (véges automa-
tak esetére nézve) nem érdektelen az olyan eseményeknek a tanulmanyozasa, amelyek
ilyen szorzatokban elGallithatok.

Huzino [32] dolgozataban az automataknak olyan szorzatat vizsgalta, amely
az ebben a paragrafusban vizsgalt Osszes szorzattdl kiilonbozik. Ezt a miiveletet
két olyan A és B automatara lehet alkalmazni, amelyeknél egybeesnek egymaéssal
mind az allapotoknak a halmazai, mind pedig a bemend abécék. Ennek az 6ssze-
tételnek az eredménye az ugyanazon I allapothalmazzal és ugyanazon X bemend
abécével rendelkezd C automata, mint amilyenekkel az 4 és B automatak rendel-
keznek. Hogyha 6,(a, x) és d,(a, x) az A és B automatak atmeneti fliggvényeli,
akkor a C automata d(a, x) atmeneti fiiggvényét a 6(a. x) =38,(6,(a, x), x) Ossze-
fliggésnek a segitségével definidljuk. Az igy bevezetett osszetételnek a segitségével
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megoldhato a teljességnek a problémdja, amely analdg a teljességnek a kozénséges
szorzatra vonatkozod, fentebb vizsgalt problémajaval.

A kovetkezGkben azt emlitjilk meg, hogy a szorzatnak az altalunk bevezetett
fogalmatdl eltérSleg az automatiknak a Huzino-féle értelemben vett szorzata nem
egy absztrakt kifejezése a tényleges automatik Osszetételei olyan modszereinek,
amelyek el6fordulnak a gyakorlatban.

S. Huzino a [31] és [33] dolgozataiban az automatakkal kapcsolatban néhany
még specialisabb miiveletet is vizsgalt.

Az automatak Osszetételének a gyakorlati felhasznalasok szempontjabdl kiva-
natos modszerei koziil fontos jelent&séggel rendetkeznek az automatak un. szuper-
pozicioi. Gyakorlati szempontbdl az automataknak a szuperpozicidja azt jelenti,
hogy az egyik automatanak a kimend jeleit a masik automatidnak a bemend jelei
gyanant hasznaljuk fel. Ennek az eljarasnak az absztrakt kifejezésénél eljutunk a
kovetkez§ definicidhoz.

25. DEFINICIO: Legyen advakétolyan 4,(;, X, 9, 0, 4,)és A,(U5, D, B, 5,5, 43)
automata, hogy eme automatak koziil a masodiknak a bemend abécéje egybeesik
az elsének a kimené abécéjével. Az A, és A, automatak A,(A4,) szuperpozicicjinak
azt a B(B, X, 3, 6, 1) automatat nevezzilk, amelynek az allapothalmaza egybeesik
az A, és A, automatak allapothalmazainak ¥, X9, szorzataval. A B automatinak
tetszGleges b =(a,, a,) allapotara nézve &s tetszGleges bemend jelre nézve a B auto-
mata Atmeneti és kimeneti fliggvényének értékeit az alabbi &sszefiiggésekkel hata-

rozzuk meg:
5(b’ x) = (52(‘121 ;'l(a’ X)), 51(a13 ’C))
Ab, x) = Az(a, Ala,, x)).

Konnyi belatni, hogy az automatak szuperpozicidja a 23. definicio értelmében
az automatik szorzatanak egyik specialis esete. Tovabba, ha kimend jelek nélkiili
automatakat tekintiink, akkor az automatik szuperpozicidja az automatik félig-
direkt szorzatinak egy specialis esetébe megy at. Ezzel még egyszer ki lett hang-
stlyozva az automatik féligdirekt szorzatai tanulmanyozasanak a fontossaga.

Az automatak szuperpozicidjanak a fogalma természetes altalanositisokat tesz
lehet8vé, Megtorténhetik nevezetesen az, hogy az A automatanak az X bemend
abécéje egybeesik az Ay, A,, ..., A, automatak kimend abécéinek az 9, XY, X...
... X9, szorzataval. Ebben az esetben a 25. definicid analdgidjara nem nehéz defi-
nialni az 4,, 4,, ..., A, automataknak és az 4 automatanak a szuperpoziciojat.
Felhasznalva tobbszorosen a hasonlo, dltaldnositott szuperpoziciot, meg lehet szer-
keszteni az automatdk hdlézatait.

Az ilyen halézatoknak a megszerkesztésénél rendszerint az Gin. elemi automatdk-
nak egy teljesen meghatirozott rendszerébdl indulnak ki, mikdzben az elemi auto-
matak haldzatainak a segitségével bonyolultabb automatakat készitenek. A halo-
zatoknak az altaldnos elmélete a kozonséges és Aaltalanositott szuperpozicidval
egyiitt megadja a megforditott Osszefiiggés zart lancainak azt a lehetGséget, hogy .
a halézatnak a kimeng jelei koziil némelyeket fel lehet hasznalni bemend jelek gyanant
azokban az elemi automatikban, amelyek ezeknek a kimend jeleknek a megalkotasa-
ban részt vesznek.

Az elemi automatak hal6zatainak az elmélete az automatak &ltalanos elméleté-
nek olyan részét alkotja, amelyet természetes dolog az automatdk struktura-elméleté-
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nek nevezni. Ez az elmélet, amely fSleg alkalmazasi szempontbdl fejlédott ki, jelenleg
mar olyan Kkiterjedt irodalommal rendelkezik, amelyben sok szaz cikk talalhatd.
Ezeknek a tobbsége az Un. kombinativ hdlozatoknak van szentelve, amelyek olyan
automatakbol allanak, amelyek koziil barmelyiknek (amely azonban azt jelenti,
hogy az egész haldzatnak is) csupan egyetlen allapota van.

Az utobbi idSben kialakult az a tendencia, hogy absztrakt algebrai mddszerek-
kel tanulmanyozzak az automataknak a haldzatait, éspedig mindenckelStt az un.
ideg-hdlozatokat. A leginkdbb befejezett formaban L. A. SZKORNYAKOV [26] és [27)
dolgozataiban mutatkozott meg ez a torekvés. Ennek a térekvésnek csirai megtalal-
haték azonban korabbi dolgozatoknak egész sordban, mindenekelStt S. C. KLEENE
[14] dolgozataban (lasd [15]-6t is). A jelen cikknek a korlatozott terjedelme nem
engedi meg, hogy megadjuk ennek az irdnyzatnak a részletes jellemzését, annal is
inkabb, mert ez az iranyzat formailag igen absztrakt lenne, és a mi terminoldgiank
szerint ez az irdnyzat az automatiknak nem az absztrakt elméletéhez, hanem a
struktura-elméletéhez tartozik.

6. §. Kisérletek az automatakkal

Az 1. §-ban definidlva lett az a;-a,...q, allapot-szo, és a g=y-y,...y; kimend
sz0, amelyek megfelelnek a p =x,-x,...x, bemend szdénak az 4 automata tetszSleges
a allapotaban. A szavak ilyen mdédon kapott (p, q) parjat célszerili az A automatdval
az a dllapotban végzett k hosszusdgu kisérletnek nevezni. A p szot a kisérlet bemend
szavanak, a g szot pedig a kisérlet kimend szavanak, vagy a kisérlet eredményének
nevezziik. :

A Moore-féle automatikra vonatkozdlag szokasos a kisérletnek valamennyire
mas definiciéjat venni, amelyet Moore-féle kisérletnek fogunk nevezni (lasd [20]).
Miként a kozonséges kisérletet, ugy a Moore-féle automataval valamilyen a alla-
potban valé Moore-féle kisérletet is olyan (p, ¢) parral adunk meg, amely a p=
=Xx{+X,...X; bemend szobodl és a neki megfeleld g kimend szobol ali. EltérSleg
azonban a kozonséges kisérlettdl, a Moore-féle kisérletben a g kimend szé nem esik
egybe azzal az r=y;-y,...y, kimend széval, amely az a allapotban megfelel a p
szénak, hanem az y,, y,...y,_; széval egyenl8, ahol y, az a allapotnak a jele. Az
ilyen modon kapott g szot elmozditott kimend szénak nevezzuk amely az q allapot-
ban megfelel a p bemend szénak.

Az automatakkal valo kisérleteknek a tanulmanyozasa az automatak absztrakt
elméletének sajatos fejezetét alkotja, amelynek a killonb6z6 szerzék a dolgozatok-
nak egész sorat szentelték (lasd [4], [6], [7], [13], [20], [30]). Ennek az iranyzatnak
alapvetd dolgozata E. Moore [20] cikke, amelyben a kisérletek elméletének sok
fontos problémaja lett elsGnek megfogalmazva és megoldva. Ezeknek a feladatok-
nak az értelme abban 4ll, hogy a kisérletnek az eredményeképpen ilyen vagy olyan
tajékoztatast kapunk az automatanak a belsG szerkezetére vonatkozolag, mas
szdval az automatanak az atmeneti és kimeneti fiiggvényeire vonatkozodlag.

Ebben a paragrafusban a kisérletek elméletének csupan a legfontosabb néhany
olyan eredményét Gsszegezziik, amelyek ennek a cikknek az anyagaval tartalmilag
Osszefiiggenek. Ennek soran eltériink a kialakult hagyomanyoktdl, és nem fogjuk
magunkat csak a Moore-féle kisérletekre korlatozni.
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Két egymaskozt ekvivalens (ill. Moore-féle modon ekvivalens) allapot nyilvan
nem kiilonboztethetd meg egymastol semmiféle kisérletnél (ill. semmiféle Moore-
féle kisérletnél) sem. Mas szdval, ez a két allapot tetszSleges bemend sz6hoz a kisér-
letnek (Moore-féle kisérletnek) egy és ugyanazon eredményét rendeli hozza. Magatél
értetédGen érvényes a megforditott allitas is: az egymastdl (a mondott értelemben)
nem megkiilonboztethetd allapotok mindenképpen ekvivalenseknek (illetGleg
Moore-féle modon ekvivalenseknek) mutatkoznak.

Az automatak megkiilonboztethetetlenségének az esetére valamennyire mds
lesz a helyzet. Kovetve MOORE [20] dolgozatat, mindenekelStt megadjuk a meg-
felel6 fogalmaknak a pontos definicidjat.

26. DEFINICIO: Az A automatat a B automatatdl megkiilonbéztethetetlennek
(illetve Moore-féle modon megkiilonbéztethetetlennek) nevezziitk akkor, hogyha 1étezik
azels§ automatanak a tetszbleges a allapotahoz és tetszSleges p bemend széhoz a
masodik automatanak olyan b allapota, hogy a p bemend szdval végzett kisérletek
(ill. Moore-féle kisérletek) az a és b allapotokban egy és ugyanazon eredményt
adjak.

Vilagos, hogy az ekvivalens (Moore-féle mdédon ekvivalens) automatak egy-
szersmind megkillonboztethetetlenek (ill. Moore-féle modon megkiillonboztethetet-
lenek) is lesznek. A megforditott allitas azonban nem érvényes. Megemlitjiik azt
az ellenpéldat, amelyet E. MoORE [20] készitett. Ebbdl a célbol vizsgiljuk az A és B
két Moore-féle automatat, amelyeknek (x, y) a bemené abécéjiik és (w, v) a kimend
abécéjiik, és amelyek az atmeneteknek a kovetkez6 megjelolt tablazataival vannak
megadva:
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Konnyii belatni azt, hogy az elsG automata (az 4 automata) Moore-féle modon
megkiilonboztethetetlen a masodik automatatél (a B automatatol). Valdban,
i=1,2,3 esetén az 4 automatanak az i allapota Moore-féle mdédon megkiillonboéz-
tethetetlen a B automatanak az 7 allapotatol. Ami pedig az 4 automatanak a ,,4-es”
allapotat illeti, nem nehéz igazolni azt, hogy ebben az allapotban a p bemend
szoval valo tetsz6leges Moore-féle kisérlet ugyanazt az eredményt adja, mint az ,,1”
allapotban ez a Moore-féle kisérlet ugyanezzel a bemend szdval (ha a p sz6 x betiivel
kezd&dik), vagy pedig mint a kisérlet a ,,3”" allapotban ugyanazzal a bemend széval
(hogyha a p sz6 y betiivel kezdddik). Ennek kovetkeztében az 4 és B automatak
egymassal nem ekvivalensek.

Az automataknak a megkiilonboztethetetlensége (ill. Moore-féle médon vald
megkiilonboztethetetlensége) ilyen mdédon gyengébb feltétel, mint az ekvivalenciajuk
(ill. Moore-féle ekvivalenciajuk). Ezért természetesen nevezhetjilk azokat az auto-
matakat, amelyek egymastol megkiilonboztethetetlenek (ill. Moore-féle médon meg-
kiilonboztethetetlenek) gyengén ekvivalenseknek (ill. Moore-féle mdodon gyengén ekvi-
valenseknek). A gyenge ekvivalencia maga utan vonja az erGsen Osszefliggs, véges
automataknak az esetében a kozonséges ekvivalenciit. Ez a tény folyik a kovetkezé
allitasbol, amelyet (a Moore-féle megkiilonboztethetetlenségnek az esetére vonat-
kozdlag) E. MOORE bizonyitott be a [20] dolgozataban.
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41. TETEL: Hogyha az erdsen Osszefiiggé A véges automata a B véges auto-
matdtél megkiilonboztethetetlen (ill. Moore-féle modon megkiilonbiztethetetlen),
akkor az A automatdnak minden egyes a dllapotdhoz létezik a B automatdnak egy
vele ekvivalens (ill. Moore-féle médon ekvivalens) b dllapota.

BizonyiTAs: Elegend§ a bizonyitast csupan a kozonséges megkiilonboztet-
hetetlenségnek az esetére elvégezni, minthogy a bizonyitas pontosan ugyanugy
végezhet§ el a Moore-féle moédon vald megkiilonboztethetetlenségnek az esetére
vonatkozdlag is. Tekintsilkk az 4 automatanak egy tetszGleges a allapotat, és egy
tetszGleges p bemend szot. A tételben levd feltétel alapjan talalhatok a B automata-
nak olyan allapotai, amelyekre nézve a p szoval valo kisériet ugyanazt az eredményt
adja, mint az g allapotra vonatkozodlag. Legyen b, b,, ..., b, az Osszes ilyen allapot.
Jeloljik M = M (a, p)-vel az Osszes b,p, b,p, ..., bp allapotok halmazat. Az a és
p tetszleges megvalasztasanal az M(a, p) halmaz nem iires. Kénny{i belatni azt,
hogy az M (a, p) halmaz elemeinek a szama nem novekszik, ha a p széhoz (jobbrol)
0j betliket irunk mellé. Ennek a halmaznak a végessége alapjan meg lehet ugy is
valasztani a p sz6t, hogy tetszSleges r sz6 mellett az M (a, pr) halmaz elemeinek a
szama éppen egyenld az M(a, p) halmaz elemeinek a szamdaval.

Minthogy az 4 automata erfsen 6sszefiiggs, az r szot meg lehet gy valasztani,
hogy apr=a legyen. Marmost konnyii belatni, hogy az M(a, pr) halmazbdl egy
tetszGleges b allapot az a allapottdl megkiilonboztethetetlen. Valdban, ellenkezd
esetben léteznék olyan g bemend szd, amelyre nézve a kisérleteknek az eredményei
az a és b allapotokban egymastdl killonbszbek volndnak. Amde akkor a kisérlet
eredményei killonbdzbek volnanak a prg széra vonatkozoélag elvégezve az a allapot-
ban és az Osszes olyan b; (i=1, 2, ..., k) allapotokban, amelyekre nézve b;pr=5b
teljesiil. Ez viszont nyilvinval6an azt jelentené, hogy az M (a, prq) halmaz elemeinek
a szama kevesebb volna, mint az M (a, pr) és M(a, p) halmazok elemeinek a szdma,
ellentmondasban a p szénak a megvalasztasaval.

Ilyen modon a b allapot megkiillonboztethetetlen, kovetkezésképpen ekvivalens
az g allapottal. Minthogy pedig az a allapotot tetszSlegesen valasztottuk, ezért a
tétel be lett bizonyitva.

A bebizonyitott tételnek kozvetlen kovetkezménye az alabbi

42. TETEL: Ha két véges, erdsen Osszefiiggé automata egymdssal gyengen ekvi-
valens (Moore-féle modon gyengén ekvivalens), akkor azok ekvivalensek (Moore-
féle modon ekvivalensek ) is egymdssal.

Most vizsgaljuk a kérdést a kisérlet maximalis hosszara vonatkozdlag, amely
sziikséges ahhoz, hogy a véges automatidban két tetszbleges megkiilonboztethets
allapotot egymastél megkiildnboztessiink. Nem nehéz belatni azt, hogy az auto-
matanak az 1. §-ban tekintett i-osztalyai rendelkeznek a kovetkezG tulajdonsaggal:
két allapot akkor és csakis akkor tartozik egy és ugyanazon i-osztalyhoz, hogyha
azok egymastdl semmiféle i-hosszusagu kisérlet altal sem kiilonboztethet6k meg.
Ezenkiviil kozvetleniil kévetkezik az 1. §-ban elvégzett vizsgalatokbdl még az is,
hogy ha attériink i-r8l (i 4 1)-re, akkor az i-osztalyoknak a szima legalabb eggyel
novekszik mindaddig, amig az (i + 1)-osztalyok egybe nem esnek az i-osztalyokkal
valamilyen i mellett, amely utan a tovabbi felbontasnak az i-osztalyait nem vizsgal-
juk, és ezek az osztilyok fogjak magukba foglalni az egymassal ekvivalens (meg-
kiilonboztethetetlen) Osszes allapotot.
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Az ugyancsak nyilvanvald, hogy ha létezik két, egymastdl megkiilonboztethetd
allapot, akkor a kiilonboz6 1-osztalyok szamanak legalabb kett6nek kell lenni.
Egyszersmind az n allapottal rendelkez6 automataban a kiilonbo6z§ i-osztalyoknak
a szama nem lehet az i semmilyen értékére sem nagyobb, mint ».

Egybefoglalva az elmondottakat, azt talaljuk, hogy az (n— 1)-osztalyokba
egyesitve vannak az egymastél megkiilonboztethetetlen allapotok, és az automata
két megkiilonboztethetd allapotanak a megkiilonboztetésére elegendSek n—1
hosszusagh kisérletek.

A Moore-féle kisérleteknek az esetében, az Osszes olyan allapot, amelyek i
hossztisagu kisérletekkel egymastdl megkiilonboztethetetlenek, (i — 1)-osztalyokba
vannak oOsszefoglalva. Konny{i belatni azt, hogy ha léteznek Moore-féle modon
megkillonboztethets (ill. Moore-féle médon nem ekvivalens) allapotok, akkor a
Moore-féle 0-osztalyoknak a szama nem lehet kevesebb, mint kettd. Ezért a 0-osz-
talyok nem engedhetnek meg tobb mint »—2 felbontast, minthogy az (n—2)-
osztalyokba csak az egymastol megkillonboztethetetlen allapotok vannak ossze-
foglalva. Ilyen modon ez esetben is elegendS #— 1 hosszusagu kisérlet ahhoz, hogy
a megkiilonboztethetd allapotokat egymastdl megkiillonboztessiik.

Végiil eljutunk a kodvetkez§ allitashoz, amely a [20] dolgozatbol a 6. tételnek
kisebb mértékben valé élesitése.

43, TETEL: Az n dllapottal rendelkezé automatdban két, egymdstol megkiilon-
boztetheté (ill. Moore-féle miodon megkiilonboztethet3) dllapot n—1 hosszisdgu
kisérlettel (ill. Moore-féle kisérlettel) megkiilonbiztethetd.

E. Moore [20] megmutatta azt is, hogy a 43. tételben megfogalmazott n— 1
hatart nem lehet leszallitani. Ennek a ténynek a megallapitasara elegend§ tekinteni
egy olyan Moore-féle, n allapottal rendelkez§ automatat, amely az atmeneteknek
a kovetkez§ tablazataval van megadva:

v v Uv..U .. U U
1 2 3 i n—1 n
x| 2 3 4 .:+1... n n
yvi 2 1 2 .i-1..n=-2n-1

Ebben az automatiban tetszGleges két allapot megkiilonboztethetd Moore-
féle médon, de a legrovidebb olyan Moore-féle kisérletnek, amely az n és n—1
allapotoknak a Moore-féle modon vald megkiilonboztethet8ségét megallapitja, éppen
n—1 a hosszisaga.

Felhasznalva az automatak direkt Osszegének a fogalmat és a 43. tételt, nem
nehéz bebizonyitani azt, hogy két, egymastdél megkiillonboztethetd (Moore-féle
modon megkiilonboztethets) allapotnak m és n allapottal rendelkez8 két automata-
ban valé megkiilonboztetésére elegendSek m+n—1 hosszusagh kisérietek. -

Miként E. MoORE [20] megmutatta (az m =n esetben), ez a hatar nem csok-
kenthetd.

E. MOORE bebizonyitotta azt is, hogy tetszileges, Moore-féle modon redukalt
olyan A automatanak, amelynek » allapota, m bemend jele és p kimend jele van,
az Osszes tobbi, paronként nem izomorf, Moore-féle mdédon redukalt olyan auto-
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matatél valdo megkilonboztetésére, amelyeknek ugyanaz a bemend és a kimend

abécéjitk, mint az A automatanak, és amelyek szintén » allapottal rendelkeznek,
nm+ 2

elegenddek T o P hosszsagli Moore-féle kisérletek. Mas meggondolasokbol,

¢és valamennyire altalanosabb esetben S. GINSBURG [6] is hasonld becslést kapott.

Az allapotoknak a megkiilonboztethetGségével egylitt az automatak tanul-
manyozasanal hasznosnak bizonyul az, hogy a bemend szavak megkiilonboztet-
hetGségének a fogalmat bevezessitk (lasd S. GRINSBURG [7]). Két bemens p és ¢
sz6t az A automataban megkiilonbiztethetetlennek neveziink, hogyha tetszGleges a
allapotra nézve és tetszGleges r bemend szora nézve az q allapotban a pr és gr bemend
szavakkal végzett kisérletek ugyanazt az eredményt adjik. Abban az esetben pedig,
amikor a kisérletnek az eredményei nem ugyanazok, a megfelel6 szavakat az A
automataban megkiilonbiztethetéknek nevezziik. Az automatat g bemenetre vonat-
kozolag megkiilonbiztethetének nevezziik, hogyha barmely két kiilonb6z§ bemend
szava ebben az automataban egymastdl megkiilonboztethetd.

S. GINSBURG (7] dolgozataban megallapitast nyert a kovetkezd

44. TETEL: Legyen A olyan véges automata, r dllapottal, amelynél bdrmely ket
kiilonbézé dllapot nem ekvivalens. Jeloljitk n;-vel azoknak az dllapotoknak a szdmdt,
amelyek az A automatdnak i szdmii dllapota dital vannak generdlva. Mdrmost, ha az
A automatdban barmely két, (n,n,-...n,)?* hosszisdgi bemend sz6 megkiilonbéztethetd
egymdstol, akkor az A automata a bemenetre vonatkozolag megkiilonbiztethetd.

Az esetek egész soraban célszerii végtelen kisérleteket is vizsgalni, amelynél
véges bemend sz6 helyett a bemend jeleknek végtelen sorozatat hasznafjuk (bemend
sorozatot hasznalunk). Magatol értet6dGen az ilyen végtelen kisérletnek az eredménye
nemcsak egy véges szd lehet, hanem a kimend jeleknek végtelen sorozata (kimend
sorozat) is.

Allapodjunk meg abban, hogy az olyan sorozatot, amelyik bizonyos helytdl
kezdve ismétl6dS, a szokasnak megfelelSen majdnem periodikusnak nevezziik.
S. GINSBURG {7] nyoman az automatanak az allapotat raciondlisnak nevezziik,
hogyha ebben az allapotban tetszSleges, majdnem periodikus bemend sorozathoz
a végtelen kisérlet majdnem periodikus kimend sorozatot rendel hozza.

Konnyii belatni, hogy érvényes a kdvetkezd allitas (lasd [7]).

45. TETEL: Ha az A automatdban tetszéleges dllapot az dllapotoknak véges
halmazadt generdlja, akkor az A automatdnak az Osszes dllapota raciondlis.

Azokat az automatakat, amelyeket a 45. tételben tekintettiink, természetes
dolog periodikus automatdknak nevezni. Ezekhez tartozik, magatdl értet6dGen, az
Osszes véges automata is.

Befejezés

Az ebben a dolgozatban kifejtett elmélet az automatanak olyan felfogasan
alapul, amelyben majdnem teljesen ismeretlenek az automata belsG szerkezetének
arészletei, az allapotok szamanak és az egyik allapot masikba vald atmenete torvényé-
nek a kivételével. Hasonl6 kozeledés az automatanak a fogalmahoz a mi szempon-
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tunkbol pontosan meg is kiilonbozteti az automataknak az absztrakt elméletét
az automatak dltaldnos elméletének egyéb Agazataitol, igy specidlisan az automatak-
nak a struktura-elméletétSl, amely annak a modszereit tanulmanyozza, hogy az
elemi automataknak valamilyen rogzitett rendszerébGl bonyolultabb automatakat
szerkessziink meg.

Az automatak absztrakt elmélete targyanak ilyen értelmezésénél figyelembe
lehet venni azt, hogy ebben a cikkben ilyen vagy olyan mértékben felbleltiik eme
elmélet fejl6dése modern korszakanak (1961) az Osszes legfontosabb iranyzatat.
Hatra van még az a feladat, hogy megemlékezziink néhany, a legutébbi idSében
megnyilvanult fejlédési tendenciarol.

Az els§ ilyen tendencia az absztrakt automata fogalmanak tovabbi altalanosi-
tasaban all. Ez a térekvés nyilvanul meg S. GINSBURG [7] dolgozataban, amelyben
bevezetésre keriilt az altalanositott automatanak, vagy kvdzimasindnak a fogalma.
Kvazimasinan GINSBURG Ot objektumnak az egyiittesét érti, éspedig ezek: a kvazi-
masina allapotainak nem iires I halmaza, a B és © két tetszGleges, absztrakt fél-
csoport, amelyeket természetes dolog a kvazimasina bemend és kimend félcsoport-
jainak nevezni, tovabba a 5(a, b) és Zi(a, b) fliiggvény, amelyeket az adott 4 kvazi-
masina atmeneti fiiggvényének, illetve kimeneti fiiggvényének neveznek.

A § és A fliggvények egyértelmil leképezést létesitenek az A X B halmazrdl az
9, ill. a € halmazba. Ennek soran tetszSleges a € allapotra és B-bdl tetszdleges
két by és b, elemre nézve érvényesek a kovetkezd Osszefiiggések: o(a, b-b,) =
=0(0(a, by), b,), valamint A(a, b,-b,)=A(a, by)-A(d(a, b), b,).

Konnyii belatni, hogy a kozonséges automatak atmeneti, ill. kimeneti fuggvényé-
nek a természetes kiterjesztésénél (lasd az 1. §-t) ezek az automatik &tvaltoznak
olyan kvazimasinakka, amelyeknél mind a bemen§ félcsoport, mind pedig a kimend
félcsoport szabad félcsoport. Ilyen modon az automata fogalma GINSBURG altal
inditvanyozott altalanositasanak az értelme abban all, hogy a szabad bemend és
kimend félcsoportot kicseréljik tetszéleges félcsoportokkal.

Annak érdekében, hogy a kvazimasinidkra vonatkozdlag megkapjuk a leg-
egyszeriibb, de tartalmas eredményeket, GINSBURG ennek a fogalomnak a sziikité-
s¢hez folyamodik, éspedig olyan kvazimasinakra szoritkozik, amelyeknél a kimend
félcsoport olyan félcsoport, amelyben érvényes a baloldali egyszeriisitési szabaly.
A hasonld korlatozast kvazimasinakra (az un. masindkra) természetes médon at
lehet vinni az allapotok megkiilonboztethet8ségének, valamint a masinak ekviva-
lencidjanak és homomorfizmusanak, ill. a redukalt masinanak a fogalmat stb.
Konnyen bebizonyithatd, hogy az egymas kozott ekvivalens dsszes masinianak az
osztalyaban (izomorfizmus pontossiagaig) pontosan egy redukait masina létezik.
Ez az eredmény nem egyéb, mint a 3. tételiinknek (pontosabban csak egyik részének)
az altalanositasa.

A masik tendencia pedig, amely feltiinik az automataknak az absztrakt elméle-
tében, abban all, hogy topoldgiat, elrendezést és egyéb olyan strukturikat vezetnek
be az automata allapotainak a halmazaba, tovabba a bemend és kimen§ félcsoport-
Jjaiba, amelyek lehet6vé teszik azt, hogy specialis tipusi (folytonos, differenciathato
stb.) atmeneti és kimeneti fiiggvényeket vizsgaljunk. Ilyen tdrekvés mutatkezott
meg példaul M. P. SCHUTZENBERGER [35] dolgozataban, amelyben az automatanak
az allapothalmaza gyanant vizsgiljuk egy véges halmaznak és az egész szamok
gyliriijének a szorzatat. Az Allapotoknak a halmaziban az algebrai strukturanak
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a jelenléte lehet&vé teszi azt is, hogy az automataknak az dtmeneti fiiggvényeit ugy
tekintsiik, mint sajatsagos ,,algebrai” fiiggvényeket.

Végezetiil megemlitiink még egy olyan térekvést, amelynek lényege felhasznalni
az automatak absztrakt elméletét a nyelvek abszirakt elméletének a megalkotasara.
Ennek soran a nyelvet gy tekintjilk, mint tobbértékii atmeneti fiiggvénnyel ren-
delkez6 automatat.

Forditotta: Szdsz Ferenc
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