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UJABB EREDMENYEK A GALOIS-GEOMETRIAKBAN*
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Bevezetés

Ismeretes, hogyan teremt az analitikus geometria a koordinatak hasznalataval
szoros kapcsolatot a geometria €s az algebra kozott, geometriai alakzatoknak és
tulajdonsidgoknak algebrai fogalmakat feleltetve meg. A hasznalt koordinatik el6bb
valos, majd a nagyobb altalanossag és egyszeriiség végett, komplex szamok.

A modern geometriaban tovabbi [épés tértént elGre: egy absztrakt tér pontjainak
a koordinatai a valds és komplex szamrendszereknél altalanosabb (példaul axio-
matikusan bevezetett) szamrendszerekben valtozhatnak. A szamrendszer algebrai
tulajdonségai tikroz6dnek természetesen a rajta felépitett tér geometriai tulajdonsa-
gaiban, és igy van ez megforditva is. Szorosabb kapcsolat létesiil igy az algebra és
a geometria k6zott, amely, tobbek kozott, lehetvé teszi a geometridban maguknak
az alapoknak a mélyebb vizsgalatat is.

A geometria ilyen iranyd nagyfoka altalanositasa azt a tévhitet kelthetné, hogy
ez a tudomanyag egyre jobban tavolodik az alkalmazasoktdl. De ez nem igy van.
A kiilonféle terek koziil az utébbi idében kiilonds jelentSségre tettek szert példaul
a Gavrois-féle terek, vagyis a véges, vagy GALOIS-testeken értelmezett terek, még-
pedig egyrészt a kiilonbozs teriileteken (a statisztikatdl az informacié elméletig)
valo jelentSs alkalmazhatdsdguk, masrészt elméleti hasznossaguk miatt. Jelen eld-
adasomban éppen a Galois-geometria néhany ijabb eredményét szeretném kifejteni..

1.§. Galois-terek és algebrai varietasaik

Ismeretes, mit értiink a p (p egész) modulusra vonatkozé maradékok osztdlydn,
s az is, hogy e p szamu {0}, {1}, ..., {p — 1}-gyel jel6lt osztalyok kozdtt nyilvanvalo
modon lehet értelmezni az Osszeadas €s szorzas miiveleteit. Igaz az is, hogy ezek az
osztalyok a rajtuk értelmezett miiveletekre vonatkozodan akkor és csak akkor képez-
nek I', festet (vagyis olyan algebrai struktirdt, amelyen az Osszeadas és a szorzas
rendelkezik azokkal a szokasos tulajdonsagokkal, mint pl. a valds szamok esetében),
ha p primszam ([30], § 2, [48], 2. fejezet).

Ha az n-edfokt g(x) polinom (n=>1), amelynek egyiitthatéi I',-hez tartoznak,.
I, folott irreducibilis (azaz nem bonthat6 fel olyan valddi tényezSk szorzatara,
ahol az egyiitthatdk I',-hez tartoznak), akkor vizsgalhaté I',-nek g(x)-re vonatkoz6
algebrai bévitése: ez elemi titon elérhet8, bevezetve az i szimbdélumot (GavLois-féle
imaginarius szam) a g(i) =0 feltétellel, és a I', és i kozott raciondlis miveleteket.

* A Bolyai Janos Matematikai Tarsulatban 1963. szeptember 10-én tartott elGadas.
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végezve. Ez az eljaras pontosan olyan, mint ahogy valds szdmokrél komplex szi-
mokra szokas attérni, feltéve, hogy g(x)=x2+1.

A bdvitett test valtozé eleme a,i"*~! +... +aq, tipust, g€y, (I=1,..., h), s az
ebben az alakban csak egyfelekeppen irhatd. Az igy keletkezett testet, amelynek
rendje (elemeinek szama) g =p", I',-vel jeloljilk. A testet GALOIS-testnek, p-t a test
karakterisztikdjdnak nevezziik. A karakterisztika a legkisebb olyan pozitiv egész,
amelyre pa=0 (a€y,).

Bebizonyithat6, hogy minden véges test — izomorfizmus erejéig — GALOIS-
test, ahol, szélesebb szohasznalattal, ugyanugy nevezik a p modulusra vonatkozd
maradékok testeit is (amiket a p=1 esetben kapunk), — tovabba, rdgzitve egy
q=p" egészet, 1étezik és — izomorfizmus erejéig — egyértelmili a megfelel8 rendl
‘Gavors-test. ([30], § 12; [48], 12. fej.)

Ezek utin vizsgilhatunk egy r=2 dimenzids, a I', GALOIS-testen értelmezett
projeknv teret, amelyet S, ,-val jeloliink és GALOIs-ternek neveziink (jegyezziik meg,
hogy r és g magat a teret hatarozzak meg). ([30], § 17, [48], 17 fej.). A megfeleld
geometriat GALOIS-geometridnak nevezziik.

Ilyen térben egy egyenesnek g+ 1 pontja van, vagyis annyi, ahany elembdl
az a halmaz all, amelyet akkor kapunk, ha a test g szamu elemének « értéket adunk.
Kovetkezeskeppen egy sik pontjainak szima g% + ¢ + 1, S,-nak q" +g-14 . +g+1
szamu pontja van ([30], n. 157. [48], n. 165).

A dualitds miatt adédik, hogy S, ,-nak egy S,-ra vonatkozd hipersikjainak
{annyi van, ahany pontja S,_k_l-nek) a szama ¢"%*14+ ... 4+¢g+1, s ez a formula
k =—1l-re is érvényes. Analoég formuldk hatdrozhaték meg adott S,-t metsz6
Sy-kra.

Az igy felépitett S, ,-ban minden algebrai varietas véges sok pontbél all, mivel
véges az egész tér pontjainak a szima is. Forditva is: S, , minden véges sok elembdl
allé halmaza algebrai varietas (ismeretes, hogy egyetlen pont — algebrai varietas,
s igy véges sok is az). Ebbdl kovetkezik, hogy a GaLrois-geometriakban felvet6dd
problémak lényegében algebrai természetiiek.

Egyik els6ként megvizsgalanddé kérdés pl. a kovetkezS: meghatarozandé S, ,
valamely irreducibilis algebrai varietdsa pontjainak a szama. Ez a probléma elss-
rend{ varietasok esetén kénnyen megoldhatd: igy a legegyszeriibb esetre, amikor
S,,q altereirl van sz6, mar az el6z6ek valaszt adnak. S, , kvadratikus hiperfeliiletei
esetében is az altaluk tartalmazott pontok szdma kdnnyen meghatarozhat6 ([24],
[50], [41], n-1), Iényegében a sztereografikus vetitést hasznalva fel. Bebizonyithatd
pl.,, hogy §,, nem degeneralt kipszeletei mindig g+1 pontbdl allnak, amelyek
koziil 3—3 nem esik egy egyenesbe; S, , elliptikus kvadratikus alakzatai ¢%+1,
mig a hiperbolikusok g2 +2¢g + 1 szami pontbol allnak. Analog formulak érvényesek
magasabb dimenzidju terek kvadratikus alakzataira is. Pontosan: be lehet bizonyi-
tani, hogy S, ,-ban paros r esetén csak egyetlen nem elfajuld (az egyiitthatok deter-
minansa nem 0) kvadratikus alakzat 1étezik és az ¢"~1 +... + g+ 1 szam\ pontbdl
all; ha viszont r paratlan, a nem elfajulé kvadratikus alakzatok két tipusa létezik:

az elliptikus (S, elliptikus kvadratikus alakzatainak Altalanositdsa) kvadratikus
r— 1

alakzatok pontjainak szama Zq —q *, a hiperbolikusok — (S, , hiperbolikus

r—1 r-1

kvadratikus alakzatainak altalanositasai) pontjainak szama pedig 5’q +q°

i=0
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A specialis kvadratikus alakzatok — kupok — az el6z8ekbdl vetitéssel kaphatok,
és innen pontjaik szdma konnyen meghatarozhato.

Emlékezetiinkbe idézve, hogy S; , egyenesei kdlcsdndsen egyértelmien allit-
hatdk el8 Sy, , egy hiperbolikus kvadratikus alakzata segitségével (KLEIN-féle kvadra-
tikus alakzat), azt kapjuk, hogy S5, egyeneseinek szama g*+g¢°*+2¢*+g+1.
Ugyanezekhez az eredményekhez eljuthatunk kozvetleniil az S; , egyeneseire vonat-
kozé megfontolasokkal: elég S;, kiilonboz8 pontparjainak a szamat —
(q3 +g*+g+1

2 ) — elosztani egy egyenes killonb6z6 pontparjainak a szamaval

— (q _2‘_1) —. Ez utébbihoz hasonlé gondolatmenettel meg lehet hatarozni egy

S, 4-hoz tartozé S,-k, vagyis S,, S,-hoz tartozé GRrAssMAN-féle varietdsa pont-
Jamak a szamat ([30] n. 159, [48] n. 167). S, , tetsz6leges algebrai varietasa pontjai
szamanak a meghatarozasa azonban lényegesen nechezebb. Ezzel kapcsolatban
érvényes a kovetkezd fontos becslés S, 4 €gy irreducibilis, nem szingularis algebrai
gorbéje pontjainak N szamara vonatkozoéan: |g+1—N| = 2gl/q, ahol g a gorbe
fajszama ([61], [62]). Ezt a relaci6t aztan altalanositani lehet a varietdsra, s ekkor
olyan egyenlGtlenséget kapunk, amelyben szerepelnek az irreducibilisnek feltételezett
varietds invarians jellemz&i ([61], [62]).

Az elSbbivel kapcsolatos annak a vizsgilata, hogy l1éteznek-e olyan hiperfeliile-
tek, vagy Altalanosabban: varietdsok, amelyek S, , minden pontjat tartalmazzak.
Reducibilisek nyilvan vannak, ebb6l a célbdl elég egy olyan hiperfelilletre gondolni,
mely egy hipersiksor elemeire, ¢+ 1 hipersikra hasad szét. Megvizsgaljuk, hogy
amennyiben léteznek a fenti tulajdonsaggal rendelkez§ irreducibilis hiperfeliiletek
is, melyek koziilikk a minimalis rendiiek, és tanulmanyozzuk &ket. Ezek a hiper-
feliletek, mércsak azért is, mivel S, , valamennyi pontjat tartalmazzik, érdekes
geometriai tulajdonsagokkal rendelkeznek amelyeket érdemes megvilagitani. Igy,
be lehet bizonyitani ([57], [581), hogy S, (*¢, Xy, ..., X,) tetsz8leges F" hiperfeliileté-
nek, amely S,, minden pontjat tartalmazza, n%q%—l-edrendﬁn’ek kell lennie,
egyenlete pedig az alabbi:

.....

D 2 Aij(xixj—x;x7) = 0,
l<j
ahol az A;;-k n—q—1-edfoki formak.

Az a probléma, hogy az (1) hiperfeliiletek k6z6tt vannak-e irreducibilisek, mas
az r=2 esetben (sikbeli eset), mint akkor, ha r > 2. Bebizonyithatd ui., hogy r =2
esetén minden Fa+1 szétesik egy sugirsor g + 1 egyenesére, de az F1+2 -k kz6tt vannak
irreducibilisek is; ez utdbbiak részére teljes projektiv klasszifikacié adhatd, amely
bizonyos tulajdonsagaikra tamaszkodik. Az r=3 esetben kimutathatd, hogy létez-
nek F?+1 irreducibilis hiperfeliiletek, ezek projektiv szempontbdl ekvivalensek és
érdekes geometriai tulajdonsagokkal rendelkeznek ([57], [58], [60]).

2.§. Ivek és siivegek

Ahogy a matematikaban gyakran el6fordul, a GALOIS-geometriak iranti érdekld-
dés is az alkalmazott matematika problémaibol fakad. 1940 koriil az indiai R. C.
Bosk ¢s iskolaja rajott arra, hogy a statisztika szamos problémaja el6nydsen tanul-
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manyozhat6 a GavLois-terek felhasznalasaval. ([5], [6], [7]). Eppen ezek a kutatasok
iranyitottak Bose érdeklédését az S, , ponthalmaz bizonyos halmazai felé, amelyeket
s-fajtdji k-siivegeknek neveziink, k7 g-val jelolink (2=s=r); e halmazok S, , olyan
k szamu pontjabol allanak, amelyek kéziil barmely s + 1 pont fiiggetlen, de van kozot-
tiik olyan s+2 szdmu pont, amelyek 0Osszefiiggnek. Ugyanezeknek a halmazoknak
a tanulmanyozasdhoz jutott 1950 koriil két finn csillagasz, JARNEFELT és Kus-
TAANHEIMO, amikor olyan modellt akartak konstrualni, amely megfelelGbben rep-
rezentalna a mikrokozmoszt ([11], [12], [13], {14], [15], [16], [17], [18], [25]). E hal-
mazok mélyebb tanulményozasa B. SEGRE-hez és iskolajahoz fiizédik. (1], [2], [4],
[10], [20], [21], [22], [28], [29], [32], [33], [35], [41], [42), [53], [56].) El6adom a meg-
felel6 eredményeket.

S, r fajtaja siivegét fvnek is nevezik. S, , k ive tehdt S, ; k szdmi olyan pontjdt
tartalmazza, amelyek koziil bdrmely r+1 figgetlen. Az r=2 esetben a sik k-iveit
kapjuk, vagyis S, , k pontbdl all6 olyan halmazait, amelyek koziil 3—3 nem esik
egy egyenesbe. Térjiunk ra ez utobbiak vizsgalatara.

Egy sikbeli k-ivre vonatkozdlag a sik egyenesei szelGkre, érintSkre és kiils6
egyenesekre oszlanak, aszerint, hogy a k-ivvel két vagy egy ko6z6s pontjuk van,
illet8leg nincs kézds pontjuk. Ezzel kapcsolatban tiistént felvet6dik a kovetkezs
probléma: meghatarozand6 az a maximalis k, amelyre létezhetnek k-ivek. Azonnal
megmutathaté, hogy paratlan ¢ esetén k = g+ 1, paros g-ra pedig k = g+2.
Val6ban, egy k-iv minden pontjan k —1 szel§ halad at, az érint8k szdma innen
g+1—k+1, amib8l k=¢g+2. A k = q+2 eset paratlan g-ra nem allhat fenn
(kiilénben az ilyen halmaz nem tartalmazna érint6ket, holott paratlan g esetén kiilsé
pontbdl legalabb egy mindig hizhatd). (g + 1)-ivre példaként (g akar paros, akar
paratlan) egy kipszelet pontjai szolgalhatnak. Paros g esetén (g + 2)-ivre példaként
szintén kiipszeletek szolgalhatnak, hozzavéve a magpontjukat (paros ¢ esetén igazol-
hatd, hogy a kupszelet minden érintGje atmegy ugyanazon a — magpontnak neve-
zett — ponton) ([34], 100. o.).

Bebizonyithat6 tovabba, hogy — pdratlan q esetén — minden (g + 1)-iv valamely
kipszelet pontjaibél dll ([32], [48] n. 174). Ehhez jutunk, ha bebizonyitjuk, hogy
amennyiben A4, B, C a (g + 1)-iv harom tetsz8leges pontja, akkor az A BC haromszdg
¢s az ezekben a pontokban az ivhez hiizott érint8k altal alkotott haromszog perspektiv
haromszogpar; ez utdbbi annak a ténynek a felhasznalasaval adodik, hogy GALoIs-
test 8sszes nem nulla elemeinek szorzata (— 1)-gyel egyenld. Paros g esetén az el§bbi
allitas nem érvényes, amennyiben egy kipszelet ¢ pontja és a magpont (g + 1)-ivet
alkotnak, amely — ha ¢ =5 — nem kupszelet. Ekkor az a kérdés, hogy vajon minden
(g + 2)-iv kipszeletbdl nyerhet8-e, hozzavéve a magpontot. A valasz negativ: meg-
adhaték olyan (g+2)-ivek, amelyek a fenti médon nem szarmaztathatdk ([35]).
Paros g esetén nyilt probléma egy S, , (g+2)-iveinek az osztilyozasa.

Valamely k-ivet teljesnek neveziink, ha nem létezik olyan (k+1)-iv, amely
tartalmazza. Bebizonyithat6 ([41], n. 13, 14), hogy minden (g —¢+2)-ivet (t=1, ha
q paros; t=2, ha g pératlan) g-hoz viszonyitva kicsiny ¢ mellett (pontosan: g =

1 .
=12 —t——T, ha g paros; g = 161> +¢—37, ha g paratlan) paros g esetén egy

(g + 2)-iv, paratlan q esetén pedig egy kiipszelet tartalmazza, a k-iv tehat nem teljes.
Vannak azonban példak — ahol a k értékek g-hoz viszonyitva kicsik — teljes, paros
g esetén (g +2)-ivhez, paratlan g esetén pedig kupszelethez nem tartozé k-ivekre.
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([41] n. 15, [20], [21], [22], [28]). E k-ivek tanulminyozésa felvet tobb ezideig meg-
nem oldott problémat.

Valamely S, ,(r=3) k-iveinek a tanulmanyozasa konnyen visszavezethet§
(S,-3 k-ivének, amely Osszekdti az iv r—2 pontjat, S,_;-hoz kitér§ sikra vald
vetitésével) sikbeli ivek vizsgalatara ([33], [41] n. 18). Az el8z6 eredmények alapjan
érvényes pl. az alabbi allitds: Ha ¢ pdratian és r-hez viszonyitva elég nagy, akkor
(q+1)-gyel egyenld azoknak a k értékeknek a maximuma, amelyekre S, , k-ivei
léteznek, s ezt a maximumot csupdn a sikbeli normdl gorbék érik el ([33], [41] n. 18).

A K7, (2=s=r) siivegeket illetSen, ahogy az el6z8ekben mar jeleztiik, els6-
sorban az alkalmazédsok szempontjabdl érdekes annak a problémanak a megvizs-
galasa, hogy k mely maximalis értékére 1étezhetnek az el6bbi tulajdonsagu halmazok.
Ezt a maximumot [MT]; ,-val jelolve, az el6z8ekbdl kdvetkezik, hogy

2) [M]g,q =g+1, ha g paratlan; [M]i,q =q+2, ha g paros.
Igazolhaté tovabba ([5], [51] 124. o.; [25], §2.), hogy
3) M), =q¢" "' +1, r=3 é ¢=2,

az egyenl8ség akkor és csak akkor érvényes, ha r=3, ezen tilmen8en az is igaz
([5), [51] 124. o.), hogy

@ M) =72,

Az el6z6 relaciokbol az alabbi egyeniStlenségek adddnak:

'S (M) ,=q+r—1, ha q paratlan; [MY}, ,=q+r, ha g paros.
©) ME.=q **'+5-1, ¢=2, s=r—1.
Q) ML .=2"*+s5-2.

Valéban, ha egy k; ,-t vetitiink egy s —2 pontjat sszekdts S,_;-bél az S,_;-hoz
kitér6 S._,,-re, konnyen belathaté mddon S,_,,, masodfaju (k —s+2) siivegét
kapjuk, ha a fenti s —2 szamu pont &7 , egy fiiggetlen pontokbdl allé (s + 2)-séhez
tartozik. Tehat, ha s=2, (2)-b6l paratlan g-ra k—r+2 = ¢-+1 adodik, paros ¢
esetére pedig k—r+2 = ¢g+2, s innen az (5) formuldk azonnal kdvetkeznek. Ha
s<r,q=2, (3) szerint k—s+4+2 = g"~s+1 41, s ebbdl (6) mar kdvetkezik. A g=2
esetben (4)-b8l k—s+2 = 27-s+2 adddik, ebbdl pedig (7) azonnal kaphato.

[MT .-t pontosan meg lehet hatarozni, ha s g-hoz képest nagy. Pontosan,
igazolni lehet ([59] n. 9), hogy

) (MY, =r+2, g—1=r,
és altalanosabban ([59] n. 9):
® Ml =r+2,[gr+D)—1)/(g+D=s=r.

M ],2, q-Ta ismeretesek (3)-nal jobb becslések is. ([41], § IV), s azokbél [M];,,-ra
mas becslések is levezethetSk (az el6bbi gondolat menettel); az [MT; , fiiggvények
tanulméanyozasa azonban altaldban nem egyszerii; komoly nehézségek meriilnek fel
s a kérdés még nincs lezarva.
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Egy masik k; ,-ra vonatkozd probléma annak a megvizsgilisa, hogy vajon
minden &, , része-e egy masodfaju siivegnek, s ha ez igy lenne, hogyan lehetne vissza-
vezetni a k7 ,-k tanulményozasat masodfaji siivegek vizsgalatara. E kérdésre (hacsak
nem tesziink r-re és g-ra bizonyos kikotéseket) a valasz negativ, mivel kimutathatd,
hogy r €s g specialis értékeire 1éteznek masodfaji sliveghez nem tartozo k?,q-k, sGt
ez utdbbiak olyan nevezetes aritmetikai-geometriai tulajdonsagokkal rendelkeznek,
amelyek érdekessé teszik tanulmanyozasukat. Mindazonaltal igazolhatd, hogy min-
den k; 4-t (s =3) tartalmaz vagy egy masodfaju, vagy egy harmadfaju siiveg. Igazol-
hatdé tovabba az is, hogy ha g r-hez viszonyitva elég nagy, nem léteznek a fent emlitett
tipusu k?,q-k, s innen minden k;,, része valamely mdsodfajui siivegnek; részletesebben,
az sx4 esetben a ki, siivegek bizonyos szamu masodfaji siiveg teljes metszetei

([561).
3. §. Algebrai varietasok grafikus jellemzése

Az el6z8ekben mar szoéltunk arrdl, hogy S, , barmely k pontbdl 4ll6 halmaza
algebrai varietas: felvetGdik tehat az a kérdés, hogy milyen grafikus természet(i fel-
tételek esetén esik egybe ez a halmaz S, , egyes legegyszerlibb algebrai varietasai
ponthalmazaval. Ez egyértelmii azzal, hogy az algebrai varietisokat — esetleg k-ra
vonatkozd algebrai tulajdonsagaikon tal — csupan grafikus tulajdonsagaikkal
jellemezziik,

A 2.§. eredményei, — amelyek kimondjak, hogy

I. Allitas: S, , minden (q+ 1)-ive pdratlan q esetén kipszelet;
és

IL. Allitas: S, o minden (q +1) ive, ha q pdratlan és r-hez viszonyitva elég nagy,
raciondlis normdl gorbe — valaszt adnak a fent jelzett problémara, amennyiben
grafikusan jellemzik a k(pszeleteket és a racionalis gorbéket. Egyéb eredmények is
sziilettek ebben az irdnyban, amelyeket most roviden Gsszefoglalunk.

A kupszeletek és a raciondlis normal gérbék utdn nchézségi sorrendben S, ,
(r = 3) kvadratikus alakzatai kovetkeznek. A legegyszeriibb grafikus tulajdonsdguk
nyilvanval6an az, hogy minden olyan egyenest tartalmaznak, amellyel legalabb két
koz0s pontjuk van. Igazolhat6, hogy minden g (=2, paros vagy paratlan) esetén
ez az egyetlen tulajdonsag alkalmas a jellemzésiikre. Erre vonatkoznak az alabbi
allitasok, amelyek k6ziil az els6 megoldja a problémat az elliptikuson kiviil a kvadra-
tikus alakzatok Osszes tipusaira nézve, akar alfajuld, akar nem, mig a masodik az
elliptikus tipusra vonatkozik.

III. Allitas: Legyen az S, 4 (r=3, ¢=>2) ponttérnek egy k szdmii pontbdl dllo
olyan részhalmazdrdl szé, amely tartalmaz minden olyan egyenest, amelynek vele
ketténél tobb kozds pontja van és nem tartalmaz mint részt egy hipersikot sem. Ebben

r-1
az esetben a halmaz a k= D ¢q' pdtldlagos feltétel mellett sziikségképpen az aldbbi
i=0

tipusu algebrai varietdsok egyike:

ha q pdratlan, vagy egy pdros dimenzioji tér nem elfajulé kvadratikus alakzata,
vagy egy a csucsterébdl egy fenti tipusi kvadratikus alakzatot vetité kup, vagy egy
nem elfajulé hiperbolikus tipusi kvadratikus alakzat, vagy egy hiperbolikus tipusu
kvadratikus kup;
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ha q pdros, vagy egy elobbi tipusu kvadratikus alakzat, vagy egy fenti kvadratikus
alakzat és egy alkalmas linerdis tér dsszege, vagy egy (g + 1)-ivet, avagy egy (q+2)-
fvet az v sikjdhoz képest kitéré S,_;-bdl vetité kip ([50], [51]).

IV. Allitas:  Egy S; ,-ban (g pdratlan) minden (q* + 1)-siiveg elliptikus kvadra-
r-1

tikus alakzat. Valamely S, ,-ban (r=4; q =4, pdrosvagy pdratlan) egy ( 2 gi—git 1)—
- i=0

halmaz, amelynek az S,;-k a maximadlis terei (a priori csupdn a 0= <d=r —2 reldciét
tessziik fel), és amely tartalmaz minden vele t6bb mint két kozés ponttal rendelkezd
egyenest, sziikségképpen olyan, hogy d kielégiti az (r—3)/2=d=r—2 becslést.
Tovdbbd, ha d = (r—3)/2 (r innen pdratlan), a halmaz egy nem elfajulé elliptikus
tipusu kvadratikus alakzat pontjaibol dll ha (r —3)/2<d=r—4 (innen r=5), a hal-
maz egy Syq-,+q2-beli csucsponti elliptikus kvadratikus kup; ha d = r—3, akkor
pdratlan q esetén S, _,-beli csucspontu elliptikus kvadratikus kupot kapunk, vagy, ha
q pdros, egy S5 tér egy (q* + 1)-siivegét Sy-hoz képest kitérd S, _ ,-bél vetits kipot ;
végill, ha d = r—2, akkor a halmaz egyenlé S,_,-vel ([1], [23], {52}).

Megkisérelhetd S, , harmadrend{ hiperfelilleteinek ahhoz hasonlé jellemzése,.
amelyet megadtunk a legegyszer(ibb r =3, ¢ (= 3) paratlan esetben, s amelyet most
kifejtiink. Sziikségesnek tiinik mindenekelStt a figyelmet egy S, ,-nak k pontbdl
allé olyan halmazaira iranyitani, amelyek tartalmaznak minden, veliik kettonél t16bb
kozos ponttal rendelkezé egyenest; tovabba a banalis esetek kizarisa végett hasznos
olyan halmazokra szoritkozni, amelyek részként nem tartalmaznak sikokat, kvadra-
tikus alakzatokat (akar elfajuldkrdl van szo6, akar nem), és amelyek nem redukdlod--
nak kupokkd (vagyis nem egy ponton atmend egyenesekbdl allnak). Egy ilyen k-
halmaz ,,kettds pont”-janak nevezziik a halmaz minden olyan pontjdt, amelyre igaz,
hogy minden rajta dtmend és a halmazhoz nem tartozo egyenesnek a halmazzal leg-
Sfeljebb egy tovdbbi kozios pontja lehet,; végiil tegyiik fel még potldlag, hogy a k-halmaz
barmelyik két ,kett8s pont”-jat 6sszekots egyenest tartalmazza. S , olyan k-hal-
mazat, amely eleget tesz a fenti feltételeknek, F(k)-val jeloljiik. F(k) vizsgalata
mindjart elvezet az altalanos harmadrendii vonalfeliilethez és a hirom vagy négy
fiiggetlen kett8s pontot tartalmazé harmadrendi vonalfeliiletek grafikus jellemzésé-
hez az alabbi eredményekkel ([55]):

V. Allitis: Olyan S3.4-hoz (q=>3 és pdratlan) tartozé F(k), amelyre k = q* +
+2g+1 és amelynek hdrom egy egyenesbe esé ,kettés pont’-ja van, csak akkor
létezhet, ha k = q*+2q+1, ekkor F(k) egy harmadrendii dltaldnos vonalfeliilet
(vagyis kiilonbozé egyenes vonali direktrixei vannak ).

VI. Allitis: Olyan S3,4-hoz (q=3 és pdratlan) tartozé F(k), amelyre k =
= q2+3g+1 és amely négy fiiggetlen ,,kettés pont” -ot tartalmaz, csak akkor létez-
het, hak = q* +3q+ 1; ebben az esetben F(k) négy kettés ponttal rendelkez8 harmad-
rendii feliilet.

VII. Allitis: Olyan S, g-hoz (q=3 és pdratlan) tartozé F(k), amelyre k =
=q%+4q+1 és amelynek hdrom fiiggetlen ,,kettés pont”-ja van, csak akkor létezhet,
ha k = ¢*+4q+1; ebben az esetben F(k) hdrom kettésponttal rendelkezé harmad-
rendii feliilet.

Elképzelhet§, hogy az F(k)-k vizsgilata tovabb folytathatd, s igy el lehet jutni
S3,, harmadrendi feliileteinek pontos jellemzéséhez.

A kezdetben megjeldlt problémaval kapcsolatban hétra van még Ss , VERONESE-
feliiletével kapcsolatos kérdés. Az X;;=X;; (i,j=0, 1,2) homogén koordinataji
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Ss,.-ban az X;;=x,x; parametrikus egyenletek az (x,, x;, x;) koordinataji S, ,
kupszeleteibGl szarmaztatott Veronese-felilletet definialjak. Ez a felillet — amely
negyedrendii és ezért F%-gyel jeloljilk — kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd
S,.4-nak, s igy ¢ +¢-+1 pontbol all; tovabba S, , g®> +¢+ 1 egyenesének ugyan-
annyi kipszelet felel meg, ezek kiilonbozG sikokban helyezkednek el és koziilitkk
barmely kettd F% egy és csak egy pontjiban talalkozik. F% egy P’ pontjan a feliilet
g+ 1 kipszelete halad keresztiil (P"-nek az S, ,-ban megfelel6 ponton keresztiil-
mend g+ 1 egyenesbdl adddodan); e kiipszeletek g+ 1 érintSje mind ugyanabban,
F3 P’-beli érintSsikjaval egybeesS sikban helyezkedik el.

Ha ¢ paratlan, a VERONEsE-felilet — igy definialt — ¢2+4¢+1 érint8sikja
olyan, hogy pdronként egy pontban taldlkoznak, és koiziiliik ketténél t6bb soha nem
illeszkedik ugyanarra a pontra. Az érintd sikok ily mddon képzett Osszességének
jellemzésére onként kinalkozik egy S, ,-hoz (r =5, q pdratlan) tartozé k sikok olyan
halmazainak a vizsgdlata, ahol a stkok pdronként metszik egymdst és ketténél tobb
kéziiliik soha nem illeszkedik ugyanarra a pontra. Igazoltak ([54]) — a kivant jellem-
zésnek megfelelSen —, hogy mihelyt teljesiil a k =q> +q+1 feltétel, a fenti halmaz
elédllitja egy VERONESE-feliilet dsszes érintd sikjdt, és igy sziikségképpen fennallnak
ra azr=5és ak = g?+q+1 Osszefiiggések.

A fenti allitas DEL PEZZO egy ismert tételének analogian alapuld kiterjesztését
adja véges terekre. E tétel a kovetkezGket allitja: Valamely komplex S, 5 (r=5)
egyetlen olyan irreducibilis — nem kipszelet — feliilete, amelynek érintdsikjai
paronként metszik egymast, S5 VERONESE-felillete. Ez utobbiban két feltétel szerepel:
az egyik grafikus (érintGsikok metszése, a masik differencial-topoldgiai természetii)
(olyan feliilet 1étezése, amelynek a fenti sikok érintG sikjai, tobbek kozt azt is maga-
ban foglalja, hogy a sikok Osszessége folytonos rendszert alkosson). Véges terekre
térve at, a masodik feltétel — a probléma természetének megfeleléen — egy nume-
rikus egyenlStlenség (k = g% +4¢ + 1) helyettesiti.

Végiil megjegyezziik, hogy péaros ¢ esetén a VERONESE-felillet érint$ sikjainak
a rendszere duilisan 4tmegy ugyane feliiletet kiipszeletekben metsz8 sikok rendsze-
rébe; tovabba barmelyik rendszer sikjai — miként az k6ztudomasi — leirnak egy
harmadrendii M3 hiperfeliiletet. Az el6z6 allitasbol a dualitas miatt egy ujabb
adédik, amely a VERONESE-feliiletet egy kiipszelet mentén metsz8 sikok Osszességére
vonatkozik; igy tehat M3-at kétféle moédon lehet — mint sikok mértani helyét —
pusztan grafikus tulajdonsigokkal jellemezni.
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