VEGES DIRICHLET-INTEGRALLAL RENDELKEZO
FUGGVENYEKROL, (I)*

frta: LUCIANO DE VITO

Bevezetés

A jelen dolgozat célja olyan feltételek kidolgozasa, amelyeket az S, n-dimenzids
euklideszi tér valamely A4 tartoméanyanak X hataran értelmezett f figgvénynek ki
kell elégitenie ahhoz, hogy A-ban értelmezett, és ott négyzetesen integralhatd elss-
rendii derivaltakkal, azaz véges

f |grad u|? dx (dx=dx,...dx,).
A
DiricHLET-integrallal rendelkezé u fiiggvény nyoma** legyen.

Egy A-ban értelmezett, 4 + Z-ban nem folytonos, de A-ban alkalmas diffe-
rencialhatosagi feltételeknek eleget tevd fiiggvény Z-n értelmezett nyomat killénbszd
médokon lehet definialni; ezek a definiciok egymassal ekvivalensek, amint azt ezen
dolgozat els6 paragrafusaban meg fogjuk mutatni. Példaul lehetséges az u X-n
értelmezett nyomat definialé y(x) nyom-operaciot a véges DIRICHLET-integrallal ren-
delkezS fiiggvények terében (A4 4 Z-ban folytonos fiiggvényekre mar el&z6leg)
- definialt ilyen operacid funkcional-folytatasaként megadni. Ezt a szemléleti médot
fogadtak el DENY és LioNs az 1955-ben megjelent [6] memodrjukban, majd ezt
kdvette Propl is (lasd [40)).

Mindazonaltal a jelen dolgozatban inkabb azt a nyom-fogalmat fogadtuk el,
melyet FICHERA hasznalt 1949-t8] kezd8dden (lasd [11] 44. oldal és [12] 208. oldal),
s amelyet azutdn mas szerzdk is elfogadtak (lasd [45], [43] a 217. oldaltdl, [44] a
236. oldaltdl, [22] és [39]). Ezen értelmezés szerint azt mondjuk, hogy az u(x)=
=u(xy, ..., x,) figgvény nyommal rendelkezik Z-n (mely elég regularis hiperfeliilet-
darabokbdl 4ll), ha minden, Z-n definialt, 4 belseje felé mutatd és a kovetkezGkben
részletezendS alkalmas regularitasi feltételeknek eleget tevd A(&) irdnyra, tovabba
2 csaknem minden & pontjara

lim () =/,
x—+& A(§) mentén
ahol az f(&) figgvény nem fiigg A(£) specialis valasztiasiatdl. Ebben az értelemben
minden, 4-ban integralhaté elsGrendd derivaltakkal bird fiiggvénynek van nyoma.
A nyom-fogalomnak ez a kiterjesztése mutatkozik a legtermészetesebbnek, féként
az alkalmazasi problémak tekintetében. Valdban, ez az az értelmezés, mely szerint
a csupan integralhatd stirliségbdl, ill. momentumbdl szirmazd egyszerd ill.
kett8sréteg-potencialokrdl azt lehet mondani, hogy nyommal rendelkeznek ZX-n
(lasd [31] IL fej. 14. és 15.§).

* Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa; Serie III. Vol. XII. Fasc. I—1II (1958),
55—127. A forditas itt k6zolt része az eredeti cikk 1—2. §-4t, és a teljes irodalomjegyzéket tartalmazza.
** A forditasban atvessziik az igen szemléletes, de a magyar szakirodalomban ebben az érte-
lemben eddig még nem hasznalt ,,nyom” kifejezést. Ezen egy fiiggvény peremértékeit értjiik. (4 for-
dité.)
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194 L. DE VITO

Az u parcialis derivaltjait a FRIEDRICHS- és SZOBOLIEV-féle gyenge-derivdlt érte-
lemben is felfoghatndék, azonban ez az altalanositds minden tovabbi nélkiil elkeriil-
hetS egy olyan tétel értelmében, mely szerint a Z-n adott f fiiggvény akkor és csakis
akkor nyoma valamely, a fenti feltételeknek eleget tevd fiiggvénynek, ha nyoma egy
A-ban harmonikus és ott a széban forgé feltételt kielégitd fiiggvénynek.

Azért, hogy a jelen dolgozatot, amennyire lehet, teljessé és mas cikkektdl fiigget-
lenné tegyiik, e jol ismert tételnek az 1. paragrafusban egy Uj €s egyszerii bizonyitasat
fogjuk adni.

fgy, anélkiil, hogy a probléma altalanossagit megszoritandk, a jelen dolgozat-
ban olyan feltételek kutatdsara szoritkozunk csupan, amelyeknek valamely, a Z-n
definialt f fiiggvénynek eleget kell tennie ahhoz, hogy A-ban folytonos és ott folyto-
nos és négyzetesen integralhatd elsGrendii derivaltakkal rendelkezé fliggvény nyoma
legyen.

Legyen F(X) a X-n definialt azon valéds f fiiggvények Osszessége, melyek az
imént emlitett tulajdonsagokkal rendelkez8 valds u fiiggvények nyomai, és legyen
H(A) ezen u fiiggvények osztalya.

Egy sziikséges és elégséges feltétel arra, hogy valamely, Z-n definialt f figgvény
& (2)-hoz tartozzon, lényegében FICHERA munkdiban talalhato. Ez a feltétel a kovet-
kezSképpen fogalmazhatd meg:

Legyen {w,} az 1-nél nem alacsonyabb fokii valds harmonikus polinomok azon
sorozata, mely a homogén harmonikus polinomok sorozatdbol dll el6 a kivetkezd
ortonormalizdldssal:

f grad w, X grad wi dx = 8.
A

Az $O(X) osztalybelit f fiiggvény akkor és csak akkor tartozik & (Z)-hoz, ha a
ch sor, ahol ¢, = /} kdo 2 konvergens (lasd [17]).3

z

1 £@(2) az (eléggé reguldrisnak feltételezett) Z-n definidlt és ott négyzetesen‘integrélhaté valos

fiiggvények osztdlyat jeloli. Szem el6tt kell tartani, hogy Sf’,‘”()? ) tartalmazza a g (Z) osztalyt
(lasd a jelen dolgozat 1. paragrafusat).

2 g/dv a X belsé normdlisa szerinti derivaltat jelenti X valamely pontjiban.

3 Legyen X egy HOLDER-folytonos érint6-hipersikkal bird zart hiperfeliilet; a feltétel szukseges-
sége azonnal kovetkezik az alabbi relaciobol:

= ff———da———fgradquradcokdx.

(do=elemi hiperfelhlet-darab mértéke Z-n).
Ahhoz, hogy az elégségességet bebizonyitsuk, elég tekinteni a kovetkezb feltételeknek eleget
tevO, véges DIRICHLET-integréllal rendelkez6, harmonikus « figgvényt:

(%) fgradu)(gradwkdx=—ck, fy(u)da=ffda.
A b z
A (%) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy

[ o-ray 2% oo,
§ ov

oo, ’
Egy, a a—k} rendszerre vonatkozo teljességi tételbol (lasd [13], 27. old., XIX. tétel) kovet-
v i
kezik, hogy y(u)=f.
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Konnyl belatni, hogy abban az esetben, midén a tér dimenzidszama 2 és X
egy egységsugaru kor @ Kkeriilete, a,,-mel és b,,-mel jeldlve f FOURIER-egyiitthatodit,
érvényes a kovetkez8: 3 ¢2 = > m(al+b?2), és ily médon ismét a J(C) fiigg-

vényeinek HADAMARDtS!] szdrmazo jellemzését (Jasd [23]) kapjuk:
> m(af. + b,f.) < + oo,
m=1

A Z-n definialt és §(X)-hoz tartozd f fiiggvények jellemzésének problémajat
Gjabban Propi kezdte el ismét vizsgalni (lasd [40]). Mindenekeldtt megmutatta,
hogy ez a probléma lokalis jellegii; pontosabban, kimutatta, hogy ha {U,} Z egy
lefedése (ahol U, X egy pontjanak kdrnyezete S,-ben), és ha a X-n adott f fiiggvény
minden XM U, metszetben egy I (U,)-beli fuggveny nyoma, akkor f€§(Z) (lasd
[40], 41. old. 7. tétel).

Felhasznilva ezt az észrevételt, PrRoODI arra az esetre szoritkozik, midén a
hiperfeliilet, melyen a nyom adva van, egy X hipersik, melynek egyenlete, az 4ltala-
nossag megszoritasa nélkiil, legyen x, =0; jeldlje tovabba £ ezen X hipersik pontjait,
E, pedig az x, >0 félteret. Ezen feltételek mellett bebizonyitja, hogy annak sziikséges
és elegendo feltétele, hogy egy, az X halmazon értelmezett és e halmaz legfeljebb kor-
ldtos részhalmazdn 0-t6l kiilonbozé fe S®(X) fiiggvény valamely, az E. féltérben
definidlt és minden E . -ban levd korldtos és nyilt A halmaz esetéen H (A)-hoz tartozo
fliggvény nyoma legyen, az, hogy f% |E|~"+%2* elsérendii parcidlis derivdltiai X-en
négyzetesen integrdlhatok legyenek. PRODI ugyanebben a munkéjaban egy masik
jellemzést is adott a § (2) halmaz fiiggvényeire, felhasznalva a RIEMANN — LIOUVILLE-
féle tortrendd derivalt fogalmat.

A jelen dolgozat elsG része a Probi altal adott elsd, fent idézett feltétel tipusaba
tartozd, legaltalanosabb feltétel elGallitasaval foglalkozik. Pontosabban, felhasznalva
2N U,-nak egy Q hipergomb-feliiletre valé leképezését (hipersikra vald leképezés
helyett),-azt a célt tiizziik ki, hogy meghatidrozzuk annak sziikséges és elegend§ fel-
tételeit, hogy a K fiiggvény olyan legyen, hogy f-nek § (¥)-hoz valé tartozasa ekvi-
valens legyen az f% K fiiggvény Z-ban négyzetesen integralhatd elsGrendii derivalt-
jainak létezésével.

Az imént emlitett, K-ra vonatkozé s a késGbbiek soran kimondando té
alkalmazisa gyanint ezen szerz8 fentemlitett tételével analdg tételeket fogu
levezetni, és nyilvanvald, hogy a kutatas ilyen alapon tortén6 meginditasa ut,
annyi tovabbi, ilyen tipusi tételt lehet kapni, amennyi csak tetszik.

Analég szempontb6l lehet meginditani a § (2) Probr1 adta mésodik jellemzésén
tipusaba tartozd feltételek kutatasat. Ennek ellenére a jelen dolgozatban ezzel ne_
foglalkozunk.

Ezutan igyekeztiink az f-re vonatkozdéan olyan sziikséges és elegend§ feltétele
ket kapni, melyek — a fentemlitett tipusiakhoz hasonléan — az f alkalmas 1ntegral

* A % a fiiggvények ,,kompozicio-szorzatat” jeloli, és itt a kovetkezd jelentése van:

3
n—

1 -
f* |¢| - ff(xl, cees Xn- 1,0) (xk_ék) ] Xm, ---,dxn.EW(él, ---,fn-l)-

(A fordité.)
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transzformaltjanak els@ derivéltjaira vonatkoznak, de amelyek amazokkal ellentét-
ben, lehet8vé teszik ezen derivaltak kiszamitasat az integraljel alatti differencialssal.
E célbdl a 3. paragrafusban bebizonyitottunk egy LiaPUNoOV-tipusu tételt a §(Z2)
fiiggvényeinek jellemzésére, mely szerint annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy
egy Z-n integralhat6 fiiggvény & (Z)-hoz tartozzék, az, hogy a X hiperfelilletre
vonatkoz6 f-momentumu kett8sréteg-potencial J{(4)-ba tartozzék.

Legyen szabad megjegyezniink, hogy a FICHERA és PRropI altal levezetett szik-
séges és elegend§ feltételek 1ényegében csak szigoriian elméleti szempontbol birnak
jelent8séggel, mivel gyakorlatilag elég nehéz megallapitani, adott f fiiggvényre
vonatkozdan, hogy az ezen szerz8k adta feltételek teljesiilnek-e.

Hasonld kritikat lehet mondani az ebben a dolgozatban bizonyitott LIAPUNOV-
tipusu feltételrdl is, még akkor is, ha — mint mondottuk — gyakorlatilag lehetséges
az elsd derivaltak kiszamit4sa, melyeknek négyzetes integralhatdsagira szitkség van.

Minthogy a probléma, melynek a jelen dolgozatot szenteltiik, mint jol ismeretes,
a differencialegyenletek variacioszamitasi elméletére vald alkalmazasai tekintetében
is jelent8séggel bir, igyekeztiink az f fiiggvényre olyan feltételeket felkutatni, melyek-
nek — bar legyenek csupan elegend§ feltételek — az elGbbiekkel szemben megvan
az az eldnyiik, hogy teljesiilésiik vagy nem teljesiilésiik gyakorlatilag is igazolhato.

Amennyire ezt meg tudtam Aallapitani, az egyetlen ilyen értelmii eredmény
MiraNDA-nak koszénhetS (lasd [32]). O bebizonyitotta, hogy egy X-n definialt f
fiiggvény § (2)-hoz valo tartozasinak elegendd feltétele az, hogy egyenletesen eleget
tegyen egy a-kitevgjli Holder-feltételnek, ahol F<a=1.

Ilyen értelmii feltételt szolgaltat a jelen dolgozat 6. §-anak II. tétele, mely szerint
annak elegendd feltétele, hogy a X-n értelmezett f fiiggvény & (X)-hoz tartozzék, az,
hogy tetszés szerinti kitevgjii HOLDER-feltételnek tegyen eleget egyenietesen €s hogy
— a tovabbiakban részletezendd értelemben — korlatos variacioju legyen; sét, a
HoLper-feltétel egyenletes Dini-feltétellel is helyettesithets.

Azt a megszoritast, hogy f korlatos variacioji legyen, abban az esetben, midon
S a=1% kitevjli HOLDER-feltételnek tesz eleget, MIRANDA eredménye alapjan el lehet
hagynl azonban altalaban nem hagyhato el akkor, midén « =1, amint azt egy példan
lathatjuk. Mésrészr8l egy tovabbi példa azt mutatja, hogy az a feltétel, hogy f kor-
latos varidcioju, egymagaban nem elegend§ annak biztositasara, hogy fJ(2)-hoz
tartozzék.

MIrANDA feltétele levezethetS SzLoBODECKIY és BaBics [41] egy ujkeletii sziik-
séges és elegendd feltételébdl,* melyet GAGLIARDO [21] terjesztett ki azon fiiggvények
osztalyara, melyek A-ban p-edik hatvanyon integralhatd elsSrend{i derivaltakkal

4 A koOr esetén (1= 2 esetén lényegében erre szoritkoznak az idézett szerzok) a feltétel a kovet

kezd:
fdf If(x+r) @R L

Ennek bebizonyitasahoz elég arra emlékeztetni, hogy ha f 27 szerint periodikus és (0, 27)-
ben négyzetesen integralhatd, akkor, a..-mel és b.,.-mel jeldlve Fourier-egyiitthatoit, érvényes a
kovetkezo relaci6:

Jx+D)—f(x)= 7_7; g{bmcos[m(x+%)]—amsin[m(x—'r?t)]}sinmzi
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rendelkezd figgvények X-ra vonatkozd nyomai; mindazonaltal meg kell jegyezni,
hogy ha f nem tesz eleget a MiraNDA-féle feltételnek, akkor a SzZLOBODECKI és
BaBics-féle feltétel verifikilasa nehezen hajthato végre, ezért azt lehet mondani,
hogy ez a feltétel is f6ként elméleti szempontbol érdekes.

A célbdl, hogy megmutassuk a jelen dolgozat 6. paragrafusaban elért eredmé-
nyek érdekességét az alkalmazasokat illetGen, ra akartunk vilagitani — egy, kérben
harmonikus fiiggvényre vonatkozo altalanositott NEUMANN-probléma kapcsan — egy
DE GIORGI Aaltal észrevett, félkorben harmonikus fiiggvényekre vonatkozd vegyes
problémaval kapcsolatos jelenség analogonjara {7], mely szerint a DIRICHLET-integral
végessége egymagaban nem biztositja a probléma megoldasdnak unicitasat. Az itt
felhozott példa hasznalhaté a félkérre vonatkozd vegyes probléma esetében is.

Az imént emlitett NEUMANN-probléma egy sajatmegoldasanak konstrukcidja a
6.§ II. tételének felhasznalasaval és egy egyvaltozds, adott intervallumban nem
csokkend, majdnem mindeniitt eltiing derivalttal rendelkez8, 1-nél kisebb, egyébként
tetszés szerint el6re megadott a-kitevGjii HOLDER-feltételnek eleget tevd fiiggvény
megszerkesztésével valt lehetségessé.

1.§. A nyom fogalmarél
Ebben a paragrafusban mindenekel8tt megemlitjik a nyom néhany definicidjat
€s Osszehasonlitjuk azokat egyméssal; ezutin megmutatjuk olyan, valamely 4
tartomanyban (tartomanyon nyilt halmazt értiink*) harmonikus fiiggvény létezését,

{melyet masodrendii kézépkonvergencia értelemben kell érteni). Ebb&l kovetkezik, ¢-nal jelolve egy
tetszés szerinti, 1-nél kisebb pozitiv szamot, hogy

fd] lf(x+t) f()c)|2 5 Z(a L2 f (smmt)

Ervényes a kovetkezd:

1 m
P P
sin mt)? sin7)2
f dt=m f dr;
t T
£ mE
2 2

ennélfogva létezik két olyan pozitiv 4 és B szdm, hogy m=r (r=2) esetén
1

2
sin mt\2
Améf( ; ] dt= Bm.
1

2r

Teljesiil a kovetkezd:

24 3 m@+b2)= fdf HEADSOR 28 5 ma,+b%)
m=1

t? m=1

&s innen, a HADAMARD-féle jellemzes révén (lasd a 2. paragrafus I. tételét), kovetkezik az allitas.
* Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a dolgozatban, a szokastol eltéréen, nem koveteljiik meg
a tartomany Osszefliggé voltat. (A ford.)
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mely véges DIRICHLET-integrallal és az 4 tartomany ¥ hatiran el6re megadott nyom-
mal rendelkezik.

Valamennyi, ezen paragrafusban szerepld eredmény lényegében ismert; némi
érdekessége néhany kiilonosen egyszeriinek tiné bizonyitasnak azért talan lesz.

ElSrebocsatunk néhany definiciét és megallapodast.

Ha A-val jeloljiik az S, n-dimenzios euklideszi tér egy tartomanyat és X-val az
A hatarat, akkor £®(4)-val az 4-ban mérhets, és p-edik hatvanyon integralhatd
abszolit értékii valos figgvények osztalyat’, H(4)-val az A-ban mérhet§ és a
FRIEDRICHS —SZOBOLJEV-értelemben els6rendili gyenge derivalttal bird, 4-ban négy-
zetesen integralhaté valds fiiggvények osztilyat fogjuk jelolni, és végiil o7 (A4)-val
azon valos fiiggvények osztalyat jeloljik majd, melyek minden egyes valtozojuk
szerint abszolut folytonosak a tobbi (n—1) valtozé majdnem minden rogzitett
értéke mellett, és amelyek azonkiviil olyanok, hogy els6rendii derivaltjaik, amelyek
A-ban majdnem mindeniitt 1éteznek és ott mérhetGk, A-ban négyzetesen integralhatok.

Azt fogjuk mondani, hogy valamely fiiggvény egy nyilt vagy zart tartomanyban
(zart tartomanyon a hataraval kiegészitett nyilt halmazt értiink) a C,, osztalyhoz
tartozik, ha ott folytonos valamennyi derivaltjaval egyiitt az m-edrend{ickig bezaro-
lag; viszont azt fogjuk mondani, hogy a C% osztalyhoz tartozik, ha eleme a C,
osztalynak és ha az m-edrendii derivaltjai a-kitevGjii (0 <o =1) HOLDER-feltételnek
tesznek eleget egyenletesen.®

Ezen kiviil azt fogjuk mondani, hogy az S, tér Osszefliggs és korlatos A tarto-
manya m-osztdlybeli, ha X hatara véges szam folytonos és zart hiperfeliiletbdl all,
s tovabba, ha tetszés szerint kivalasztva a X egy x pontjat, ebben az x pontban iéte-
zik a X érintG-hipersikja és létezik az x pont olyan kdrnyezete a X hiperfeliileten?,
mely m-osztdlybeli reguldris elbdllitdssal adhaté meg ezen hipersikra vonatkozodan;
ezen azt értjik, hogy felvéve egy &,,¢&,, ..., &, derékszogli koordinatarendszert,
melynek origdja az x pontban van és amelynek &, tengelye a X x-pontbeli belsé
normalisaval esik egybe, 1étezik az x pont egy olyan kGrnyezete a 2-n, amely a kovet-
kez§ moédon allithaté el§: '

§n=X(él: b én—l)s

ahol x(¢,, ..., &,_,) a ¥ x-pontbeli érintGhipersikjanak egy nyilt H halmazin értel-
mezett fiiggvény (a H halmazt az x széban forgd, X-n lev§ kérnyezete bdzis-halmazd-
nak fogjuk nevezni), mely a H halmazon egy C,-osztalybeli fiiggvénnyel azonos.
Ennélfogva minden m-osztalybeli tartomany olyan, hogy X hatira véges szamu
{U,} kornyezettel lefedhetd, mely kdrnyezetek mindegyike m-osztalybeli regularis
eldallitassal adhaté meg, ezen koérnyezetnek egy alkalmasan valasztott pontja-
hoz tartozé érintdsikjara vonatkozdan.

5 Valamely fiiggvény mérhetd és integrathaté voltdit mindvégig LEBESGUE-értelemben értjiik,
kivéve azt az esetet, midOn erre kiilon felhivjuk a figyelmet. Ugyanigy a ,,majdnem mindeniitt”,
,,majdnem minden pontra” kifejezéseket is mindig LEBESGUE-értelemben fogjuk hasznalni.

¢ Egy D halmazon definidlt f(x) fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy D-ben « kitev6jii HOLDER-
feltételnek tesz eleget egyenletesen, ha az | f(x)—f(y)|/|x—y|* hanyados (ahol az |[x—y| jel az x és
az y pontok tavolsagat jelenti) felsd hatira véges, mid6n az x, y pontpart tetszés szerint valtoztatjuk
D-ben. Ezt a felsd hatart f Hélder-egyiitthatdjdnak nevezziik.

7 Egy x pont valamely D halmazon levd kdrnyezetén a D-nek és S. egy x-et tartalmazéd
Osszefliggd tartomanydnak metszetét értjiik.
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Konnyt belatni, hogy ha 4 m-osztalybeli (m=1) tartomany, Z minden x-:
pontjahoz hozza lehet rendelni olyan A(x) egységvektort, mely x-bdl indul ki,
A belseje felé mutat, s amely ezenkiviil a kovetkez§ feltételeknek tesz eleget:

1°, A(x) komponensei az x pontnak C, -osztalybeli figgvényei az {U,} halmazok
mindegyikében,®

2°. létezik olyan pozitiv g, szam, hogy az y = x + gA(x) pont, ahol 0 < ¢ = g,
és az x Z-n valtozik, 4-ban van és Z-val kolcsondsen egy-egyértelmii megfeleltetés--
ben all,

A,-val fogjuk jel6lni azt a tartomanyt, mely az A tartomanybdl azy = x +ri(x)
(x€Z,0<r=g) pontok elhagyasaval keletkezik; az A, tartomany nyilvanvaléan
1-osztalybeli tartomény. Ha 4 1-osztalybeli tartomany és X a hatara, akkor €®(X)-
val a Z-n mérhet§ és ott p-edik hatvanyon integralhatd abszolit értékii fiiggvények
osztalyat fogjuk jelSlni.

Ezek utdn azt fogjuk mondani, hogy az 1-osztilybeli 4 tartomanyban értelme-
zett u(x) figgvény Z-n vett (vagy Z-ra vonatkozd) nyoma a X-n definialt f(x) fligg-
vény, ha valasztvan egy tetszés szerinti, a fentemlitett feltételeknek eleget tevd A(x)
egységvektort, 2 majdnem minden ¢ pontjara fennall:

lim u(x)=f(&°.

x—& A(E) mentén

Nyilvanvald, hogy ha fés ¢ Z-n definialt fiiggvények, melyek egy A-ban definialt
u ftiggvény nyomai, akkor ezek a fiiggvények Z-n majdnem mindeniitt egybeesnek.

Evvel kapcsolatban érvényesek a kovetkez§ tételek:

I. Ha A 1-osztdlybeli tartomdny és X a hatdra, akkor minden, sZ (A)-hoz tartozo
u(x) fiiggvénynek létezik a Z-n vett nyoma, és ez S X)-hoz tartozé fiiggvény (lasd
[43], 217. oldal). '

II. Ha A l-osztdlybeli tartomdny és X a hatdra, akkor minden, ¥ (A)-hoz tartozé
u(x) fiiggvénynek (esetleg nullmértékii halmazon megvdltoztatva az értelmezését)
létezik a Z-n veti nyoma, és ez $3NX)-hoz tartozd fiiggvény.

Ez a tétel az el3z6bdl kovetkezik egy olyan tétel értelmében, mely szerint H (4)
minden u fiiggvényéhez 1étezik az o (4) egy olyan v fiiggvénye, mely A-ban majdnem
mindeniitt azonos u-val (lasd [33], 195. oldal).

Most idézziik DeNy és Lions definicidjat, mely a ¥ (A4) fiiggvényeinek egy
1-osztalybeli A tartomany X hatarara vonatkoz6 nyomat hatirozza meg!®.

8 Azon, hogy f(x) az {U.} sorozat U halmazan valtozé x pontnak Ci-osztalybeli (0=/=m)
fiiggvénye, azt értjiik, hogy xi=xd&1,..., Ea-1)-vel (i=1, ..., n) jeldlve az Us regularis eldallitasat
szolgaltatd egyenleteket, az fIx1(E1, ...y En-1), vovy Xn(&1, ..., En-1)] fliggvény Ci-osztéilybeli az Uk-
hoz tartoz6 bdzis-halmazon. Tovabba, ha ez utdbbi fiiggvény mérhetd (integralhatd) ezen a bazis--
halmazon, akkor azt fogjuk mondani, hogy f(x) mérhetd (integralhaté) Ux-n; végezetiil azt fogjuk
mondani, hogy f(x) Ci-osztilybeli, mérhetd, illetve integralhaté T-n, ha C; osztdlybeli, mérheto,
illetve integralhaté az {Ux} halmazok mindegyikén.

A tartomanyra itt kirott feltételeknél altaldnosabb feltételek mellett.
10 L4sd a bevezetésben mar emlitett [45], [43), [44], [22], és [39] miiveket. Ezt a definiciot
DENY és LioNs az A4 tartomanyra altalunk kiro6tt feltételeknél altaldnosabb feltételek mellett adtdk

meg.
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Tekintsiik H (4)-t HILBERT-térnek, az ezen osztalyhoz tartozo u és v fiiggvények!!
skalaris szorzatat a kovetkez6 mddon definidlva:

(u,v) = f[grad uX grad v] dx +fuv dx. 12*
A A

Tekintsiik tovabba £®(X)-t HILBERT-térnek, a kdvetkez8 skalaris szorzattal
(1asd [23]):

(u, v)= f uv do.
x

Jeloljiikk V-vel az Osszes, 4 + X-ban C,-osztalybeli fliggvények sokasagat. Ez a
sokasag a ¥ (4) HILBERT-tér egy bazisa!3.

Jeloljilk y(u)-val azt a linearis transzformacidt, mely a ¥V sokasdg minden
egyes fiiggvényéhez azt a Z-n értelmezett figgvényt rendeli hozza, melyet az u X-n
felvett értékei definidlnaki4.

A H(A) V sokasagan ily modon definialt y(u) transzformécio, melynek érték-
készletét £3(X) tartalmazza, folytonos, tekintettel arra, hogy az A tartomanyra
kirétt jelen feltételeink mellett ¥ minden u fiiggvényére teljesiil az

fuz daéL[fuZ a’x-l—(fu2 dx-flgradulzdx]%]
A

3 A A

egyenlStlenség (lasd [6], 334, oldal). Ekkor, mint ismeretes, 1étezik egy és csak egy
olyan linearis és folytonos, 3 (4)-ban definialt transzformacio, melynek értékkészlete
£@(2)-ba esik, s amely V-ben y(u)-val azonos. Az igy kapott transzformacid, melyet
tovabbra is y-val fogunk jelolni, alkotja a J(4) fiiggvényeire vonatkozé nyom-
operaciét Z-n,

Nyilvanval6, hogy ha az €3X(X) f és ¢ fiiggvényei ugyanazon I (A)-beli u
fiiggvény nyomai a most részletezett értelemben, akkor azok az £3)(Z') HILBERT-tér

11 Jtt természetesen a tér egyetlen elemének tekintjilk mindazokat a pld (A)-osztéalybeli fiigg-
vényeket, melyek egymastol nullmértékii halmazon kiilonboznek. Mindazonaltal, az egyszeriiség
kedvéért, ezen tér elemeit tovabbra is a filiggvény névvel fogjuk jeldini.

12 Emlékeztetiink ra, hogy e (A) valamennyi fiiggvénye Q(Z)(A)-hoz tartozik.

* A ,, X7 szorzdkereszt itt és a kovetkezOkben a vektorok skalaris szorzatdnak jelolésére
szolgal. (A fordité.)

13 Lasd [19]. Mint ismeretes, egy topologikus tér bazisinak nevezziik a tér minden olyan
sokasagat, melynek lezartja egybeesik magaval a térrel.

14 Azon, hogy y(u) linearis, azt értjiikk, hogy minden valés a, b szimpérra és minden u, v
elemparra y(au-+bv) = ay@)-+by(w). y(u) folytonossagin azt értjiik, hogy minden olyan {ium}
sorozatra, melyre

lim f([grad (U — )| 2 =+ |1 = Utm|?) dx =0,
m-—roo
A

teljesiil a kovetkezd relacio:

lim |t —tum|? do=0.
m—roo

z

Azt a halmazt, melyet y(«) ir le, middn u befutja a ¥ sokasagot, a y transzforméacio értékkészletének
nevezziik.
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ugyanazon elemét definialjak, s ennélfogva csak nullmértékli halmaz pontjaiban
kiilonboznek egymastol.

Végezetill még egy nyom-fogalmat szeretnénk megemliteni. Legyen A 2-osztaly-
beli tartomany, X a hatara, u(x) egy $®(A)-hoz tartozé fiiggvény, f(x) egy £@(Z)-
beli fiiggvény; azt mondjuk, hogy u(x)-nek a nyoma a Z-n az f(x), vagy azt, hogy
u(x) mdsodrendii kizépben az f(x) értékeit veszi fel Z-n, ha

11m f [u(x+ ov(x))—f(X)]*do = 0,

[ a-AQ

ahol v(x) a X x-pontbeli belsé normalisanak egységvektora és A,-nak az el§z8ekben
elmondott jelentése van a v(x) egységvektorra vonatkozdan, tovabba 4, az 4,
tartomany hatarat jeloli.

Ezen kiilonb6z8 nyom-definiciok kozotti viszonyt illetGen a kovetkezd tetelek
allnak fenn:

II1. A most idézett els6 két nyom-definicio ekvivalens, azaz, megtartva a mdr
bevezetett jeloléseket, ha A 1-osztdlybeli tartomdny és X annak hatdra, akkor ¥ (A)
minden rogzitett u fiiggvényére, esetleg nullmértékii halmazon megvdltoztatva ennek
értékeit, és X csaknem minden x pontjdra teljesiil a kévetkezo:

lim [u(x) + @A (¥)] = y[u(x)]. **

IV. Ha A 2-osztdlybeli tartomdny, X a hatdra, u(x) az of (A) egy fiiggvénye és
f(x) az u nyoma X-n'®, akkor u X-n 2-odrendii kozépben felveszi az f(x) értékeit.

Megtartva g, 9o, 4,, A(x) elSz8leg részletezett jelentését, lathatjuk, hogy az
x Z-n és a ¢ (0, gp)-ban torténd valtoztatasaval keletkezd u[x + gA(x)] fiiggvény,
2-nak majdnem valamennyi rogzitett x pontjara, g-nak abszoldt folytonos fiiggvénye
(0, ¢)-ban (lasd [33], 195. oldal, 6.3 tétel). EbbSl kovetkezik [u[x + oA(x)]|? o-ra
vonatkoz6 egyenletes integralhatésdga az A4, tartomany &4, hataran!’. Innen
kovetkezik, hogy

im [ |ulx+eA()]—f()[do = 0.

0 F4,

Minthogy A 2-osztilybeli, A(x) gyanant felvehetjiik v(x)-t, s innen koévetkezik az
allitas.

A IV. tételbdl nyilvanvalé moédon kdvetkezik az alabbi tétel:

V. Ha A 2-osztdlybeli tartomdny, X a hatdra, u(x) egy ¥H(A)-beli fiiggvény,
Sf(x) az u nyoma Z-n (u értékeit ismét legfeljebb nullmériékil halmaz pontjaiban vdl-
toztatva meg), akkor u(x) az f(x) értékeit X-n mdsodrendii kézépben felveszi.

15 Nyilvdnvald, hogy ezt az egyenlGséget abban az értelemben kell tekinteni, hogy annak
bal oldala a y(u) elemet definiald fiiggvények egyike. Ezen tétel bizonyitasat illetéen lasd: [331,
201. oldal, 7.3 tétel.

16 Mostantol fogva, ha nyomroél beszelunk, azt azon két definicié barmelyike szerint értjiik,

17 A szoban forgd egyenletes mtegralhatéség bizonyitasa megtalalhaté FiCHERA-nal (lasd
{12}, 212. oldal) abban az esetben, mikor u, azonkiviil, hogy eleget tesz az itt kirétt feltételeknek,
A-ban C-osztalybeli fliggvény; ez a bizonyitas csaknem valtozatlanul érvényes marad a jelenlegi
feltételek mellett is.

]
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Evvel szemben Altalaban nem igaz, hogy ha egy 2-osztalybeli A4 tartomanyban
definialt u fiiggvény az 4 hatdran masodrend{i kozépben felveszi egy f(x) fiiggvény
értékeit, akkor annak f(x) nyoma kell hogy legyen Z-n.

Ez ut6bbi korilmény csak néhany esetben all fenn; példaul abban az esetben,
amikor # harmonikus 4-ban. S6t, altalanosabban az igaz, hogy ha ¢ egy Z-n definialt
és ott mérhet§ fiiggvény, s abszolut értékének p-edik hatvanya (p > 1) integralhat6
Z-n, tovabba, ha u egy A-ban harmonikus fiiggvény, mely %-n p-edrendli k6zépben
felveszi ¢ értékeit, akkor ¢ az u nyoma Z-n (lasd [30]).

_Most bebizonyitjuk a kovetkez§ tételt:

V1. Ha A l-osztdlybeli tartomdny és X a hatdra, akkor annak sziikséges és ele-
gendé feltétele, hogy egy SN X)-hoz tartozé f fiigguény egy H(A)-beli u fiiggvény
nyoma legyen Z-n, az, hogy létezzék egy I (A)-hoz tartozd, A-ban harmonikus fiigg-

vény, melynek az f fiiggvény nyoma a X-n.
' Nyilvanvaléan elegend8 bebizonyitani a sziikségességet. Jelsljitkk ¥H-val azt a
HiLBERT-teret, melynek minden egyes eleme olyan halmaz, mely % (4) egy fiiggvényé-
bél és az Osszes, ezen fiiggvény értékeinek nullmértékli halmazon torténd megval-
toztatasaval és A-ban konstans fiiggvény hozziadasaval keletkezd fiiggvénybdl all,
s amelyben a skalaris szorzat a kovetkez6 mddon van definidlva:

(u, v) = f [grad u X grad v] dx.
A

Jeldljiik U-val a ¥ azon sokasagat, melynek minden egyes elemét egy, az 4 + X-
ban C, -osztalybeli és Z-n eltiing fiiggvény definidlja. Jelélji‘xk tovabba U-val ezen
sokasag lezartjat!8, Megmutatjuk, hogy U teljes sokasag!?, és hogy U valamennyi
elemét H (A) egy olyan fiiggvényével lehet megadm melynek nyoma a X-n azonosan
eltling fuggvény.

Egyszerliség kedvéért most ugyanavval a jellel fogjuk jellni az U valamely
elemét és az 6t definiald fiiggvények koziil azt,amely 4 + Z-ban C,-osztalybeli és
Z-n eltlinik. Legyen {u,} az U elemeinek egy, a CaucHy-féle konvergencia-feltételt
kielégit§ sorozata, azaz olyan, hogy minden pozitiv ¢ szdmhoz 1étezik olyan m,
index, hogy r, m=>m, esetén

f]grad (u,—u,)|? dx<e.
A

Mivel, mint ismeretes, minden 4 + Z-ban C;-osztilybeli és Z-n eltling u fiigg-
vényre
fu2 dxécflgrad u)? dx,
A A

(ahol ¢ az u valasztasatdl fiiggetlen, csak A4-t6l fiiggd allando), r, m=m, esetén
kovetkezik, hogy

flgrad(u,—um)|2 dx-l—flu,—u,,,l2 dx<(1+c)e.
A A

18 Egy halmaz lezdrtjan az att6l zérus tavolsiagra levd pontok Gsszességét értjiik.

19 Egy metrikus tér (% ilyen) valamely sokasagat feljesnek mondjuk, ha minden, ezen sokasig
elemeibdl 4ll6 és a CaucHy-féle konvergencia-feltételt kielégitd sorozatnak van magahoz a sokasag-
hoz tartozo hatar-eleme.
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Innen kivetkezik egy olyan ¥ (4)-hoz tartozé u fiiggvény létezése, melyre (lasd [19])

tim [ [ 1u—un? dx + [ lgrad (u— u,)I? dx] = 0,
A A

vagy
lim f|grad (u—uy)|?dx = 0.

m—rco A

Ezenkivill fennall a kovetkezs:

Jo@rde = [y@—ulrdo=L| [ju—u,?dx+
z z A

+ [Af | — 1,2 dx Af | grad (u—u,,)|? dx)%] :

Ebbdl kovetkezik, hogy
J1r@r do=o,
z

s innen kovetkezik az allitas.

Legyen v a % egy eleme; jeldljik v, -lal v-nek az U sokasagra vonatkozé vetiilet-
elemét?°, A szokasos megallapodas szerint v-vel fogjuk jelslni a v elemet meghata-
roz6 fiiggvények barmelyikét is, és vy-lal jeldljiik a v, elemet meghatarozd fiiggvé-
nyek kéziil azt is, mely Z-n eltiinik.

Legyen v, = v—vy. Akkor y(v,) =y().

Most mar csak azt kell bebizonyitani, hogy v, harmonikus A-ban. Ezért emlékez-
tetiink arra, hogy

f[grad v, Xgradu]dx = 0,
A

minden 4+ Z-ban C;-osztilybeli és Z-n eltiing u fiiggvényre. Legyen marmost C
egy A-ban levd hipergdmb és w egy A + X-ban C,-osztalybeli, 4 — C-ben eltiing,
A-ban szakaszonként folytonos?! masodrendi derivaltakkal rendelkez$ fiiggvény.
Ekkor a GREEN-tétel értelmében

f[grad vy, X grad wldx = —flezwdx,
A A
s ennek folytin

M [v14,wdx=o.
A

20 Mint ismeretes, egy u elem valamely ¥ sokasagra vonatkozd vetiiletének a ¥ azon v elemét
nevezziik, melynek u-t6l vald tdvolsdga minimdlis. Ha a V sokasag teljes, ez a vetiilet-elem létezik
és egyértelmiien meg van hatarozva. Emlékeztetiink ezenkiviil arra, hogy (v—u, w)=0, ha wc V.

21 Egy v fiiggvényt valamely A4 tartomanyban szakaszonként folytonosnak mondunk, ha
A-+F A (ahol & A az A tartomany hatara) véges szamu, pdronként kdzds belsé pontokkal nem bird
A, ..., Am Zart tartoményra bonthaté fel oly médon, hogy A;: belsejében a v fiiggvény egy A:+ F A:-
ben folytonos fiiggvénnyel azonos.
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p-vel jelolve egy A + Z-ban egyenletes HOLDER-feltételnek eleget tevs fiiggvényt,
tekintsitkk a kovetkezd peremérték-problémat:

daw=gp C-ben,

2 ow
2) w=5=0 FCn (#C=C hatara).

Mint ismeretes, ezen probléma megoldasa létezik és C + & C-ben C, -osztalybeli.
Tekintsiik €2(C)-t HiLBERT-térnek, a skalaris szorzatot a kdvetkez8 mddon értel-
mezve:

(u, v) =fuu dx,
C

és jeloljiik P(u)-val az $@(C) u elemének az £3X(C)-hez tartozoé és C-ben harmonikus
fiiggvények sokasagara vonatkozd vetiiletét. Ha most s(x, y)-nal jeloljitkk a 4,0=0
egyenletre vonatkoz6 fundamentalis megoldast, és minden ¢€S$®(C) fiiggvényre

bevezetjikk a T(gp) = f o (¥)s(x, y)dy 22 jelolést, akkor a (2) probléma w megoldasa
C

a kovetkez8 (lasd [14]):

©) w = T*(g)— TPT(g).

Az £@(C)-ben definialt és £3(C)-beli értékkésziettel rendelkez8 T(w) és P(u)
transzformacidok 6nadjungaltak; ekkor, ha w-vel jeloljilk a C-ben a (3) altal adottal
azonos és A — C-ben eltling figgvényt, az (1)-bsl kovetkezik:

fleZde = fUI[T((P)_PT((P)] dx = f(p[T(vl)—TP(vl)] dx = 0.

A C

Mivel ¢ tetszés szerint valaszthato, az adddik, hogy T(vy)=TP(vy), s innen
v; =P(vy). Innen kovetkezik, hogy v, harmonikus minden A-ban elhelyezkedd
gdmbben.

Igy a tételt teljesen bebizonyitottuk.

2.§. A K fiiggvényre vonatkozé sziikséges és elegendd feltételek

Idéziink néhany, numerikus sorokra vonatkozé fogalmat.

Azt fogjuk mondani, hogy két, valds és nem-negativ tagokbdl allé sor c-ekvi-
valens, ha egyikiik konvergenciajabol kdvetkezik a masik konvergenciaja. Ha {a,,}
és {B,,} valds szamokbol 4116 sorozatok, akkor azt fogjuk mondani, hogy «,, aszimpto-
tikus f,,-mel, ha

Ly

o4
2| < 4 oo,

B

A kovetkez8kben az alabbi lemmat fogjuk felhasznalni:

=lim sup

mM->oo

0 <liminf

m-—soo

m

22 A T(p) fiiggvény, mint ismeretes, £2(C)-hez tartozik.
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1. LEMMA. Legyen {B,.} valds, nem-negativ szdmokbdl dllé sorozat. Annak sziik-
séges és elegendd feltétele, hogy tetszés szerinti, valés és nem-negativ szdmokbdl dallé-

{ym} sorozatot megadva, melyre 3 v, <+, a > my, ésa 2 BuYm Sorok c-ekvi-
m=1

m=1 m=1
valensek legyenek, az, hogy B, m-mel aszimptotikus legyen, vagyis létezzék két olyan
pozitiv Ay és By szdm, Ay<B,, hogy elég nagy m-re teljesiilion az mAy =, =mBy,.
egyenlitienség.
Tegyiik fel el§szor, hogy nem létezik olyan pozitiv A, szam, melyre 4,=8,/m
elég nagy m esetén; ebbdl lim inf 8, /m =0 kovetkezik. Ekkor 1étezik olyan, termé-.

Mmoo

szetes szamokbol 4ll6 és ndvekvd {m,} sorozat, melyre B, <my/k.
Legyen
0 ha m=m,,
Ym =

—— ha m=m,.
mk k

Ekkor azonnal lathatd, hogy a >y, és a > B.7. sorok konvergensek, mig a
m=1

m=1

2 my,, sor divergens; azonban ebben az esetben a > B,.7,, sor konvergenciajabdl

m=1 m=1

nem kovetkezik a > my, sor konvergenciaja.

m=1
Most tegyiik fel, hogy nem Ilétezik olyan pozitiv B, szam, hogy B,./m= B, elég
nagy m esetén; ebbdl kovetkezik, hogy lim sup §,/m = + =. Akkor létezik olyan,

m-rso

természetes szamokbol all6 névekvs {m,} sorozat, melyre B, =>hm,.
Legyen
0 ha m=m,,

Ym=1_1 -
r ha m=m,.

Ekkor konnyen lathatd, hogy a 'y, és a > my,, sorok konvergensek, mig a
m=1 m=1

2, Bmym sor divergens; ezért, ebben az esetben, a > my,, sor konvergenciajabol

m=1 m=1

nem kovetkezik a > B,y,, sor konvergencidja. Ily médon bebizonyitottuk a fel-
1

m=
tétel sziikségességét. Az elégségesség teljesen nyilvanvalo.

Igy a lemmat teljesen bebizonyitottuk.

Tekintsiik most, bevezetésképpen, az S, kétdimenziés euklideszi teret; S,
altalanos pontjat z-vel fogjuk jeldlni; z-nek az origdtdl mért tavolsagat g-val, argu-
mentumat pedig d-val jeloljiik.

MindenekelStt idézziik a HAaDAMARD-feltételt, arra az esetre vonatkozdan,
midén X egy kor hatara.

I. Legyen X egy z sikbeli, origé kézéppontu, R sugaru kir keriilete, s a X {vhossz-
paramétere és f(s) egy Z-n integrdlhato fiiggvény. Annak sziikséges és elegendd fel-
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tétele, hogy f(s8) §(2)-hoz tartozzék, az, hogy — bevezetve a t =s/R jelélést, tovibbd
ap-mel és b,-mel jelolve az f(Rt) fiiggvénynek a 0 =1=2r intervallumra vonatkozo
Fourier-koordindtdit®>. — Sfenndlljon az

oo

~

Q)] S m(ap + ba) < + co.

m=1
feltétel.
Jelolje D azt a korlemezt, melynek hatara X. Az u(z) fiiggvényre, mely D-ben
harmonikus és a J{(D) osztalyhoz tartozik, tovabba melynek Z-n vett nyoma az
f figgvény, fennali a kovetkezs, D-ben egyenletesen konvergens sorfejtés:

u(z) = V_ +V_ 2 (e/R)"(a,, cos m® + b,, sin m9) 24

Innen, ha f § (2)-hoz tartozik, kovetkezik, hogy Z m(aZ +b2)= f |grad u?|dx,

barmekkora legyen is k, és igy a feltétel szuksegesseget beblzonyltottuk
Ellenben, ha Zm(a2+b2)<+oo, akkor, u,-nel jelolve az elébb leirt sor

n-edik reszletosszeget a kovetkezd all fenn:

flgrad(uﬁ,, u)de = 3 mah+b),

m=n+1

és innen konnyen kovetkezik a feltétel elegend§ volta.,

Legyen X egy 1-osztalybeli korlatos tartomany hatara, s a X ivhosszparamétere,
L pedig X hossza; azt fogjuk mondani, hogy a Z-n definidlt és ott integralhatd
w(s) fliggvény Z-n négyzetesen integrdlhaté gyenge derivdlttal rendelkezik, ha 1étezik
olyan, Z-n négyzetesen integralhat6 ¢(s) fiiggvény, hogy minden, Z-n C,-osztalybeli
(s) figgvényre teljesiil a kovetkezd:

/ w(s) dz:igs) ds = — / p(S)v(s) ds.

I z

23 Az integralhatd ¢(z) fiiggvény 0=t=2n intervallumra vonatkozd Fourier-koordindtdin
-a kovetkezd szamokat értjiik:
2n
1
— [ v@an,
}/Zn S

do =

n
1
am=—f 9(1) cos mrdr, bm=—f () sinmrdr (m=0).
vz 0

-24 Ahhoz, hogy igazoljuk ezt a sorfejtést, elég arra emlékeztetni, hogy
2n

T
tim [ uo, &)e™ dp = f f(RD)e™ dr.
e=Rg 0
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A Z-n definialt azon w(s) fiiggvények osztalyat, melyek XZ-n integralhatéak és
amelyek 2-n négyzetesen integralhaté gyenge derivalttal rendelkeznek, &(2)-val
fogjuk jelGlni.

Mirmost bebizonyithatjuk a kovetkezd tételt:

II. Legyen R egy pozitiv szdm és K(¢) egy 2nR periddusi, a (0, 2nR) intervallum-
ban integrdlhato periodikus fiiggvény. Legyen 9 =t/R, s jeloljiik a,-mel és b, -mel
(m=0,1,..) a K(R?) fiiggvény 0 =9 =2n intervallumra vonatkozé Fourier-koordind-
tdit, Ha C egy R sugaru kor keriilete, s a C ivhosszparamétere, f(s) egy C-n definidlt
és ott integrdlhato fiiggvény, akkor annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy f(s)
& (C) osztdlyhoz vald tartozdsa ekvivalens legyen a

o) = fxK = [f()K(t—s)ds?

Siiggvény & (C) osztdlyhoz valé tartozdsdval, az, hogy a? + b2 1/m-mel legyen aszimpto-
tikus.

A @) fiiggvény B(C) osztalyhoz vald tartozasa, mint az el§bb mondottuk,
azt jelenti, hogy létezik olyan, C-n definialt és ott négyzetesen integralhatd ¢(7)
fiiggvény, melyre

Q) / ®(1) d”df’) dt = — / OIOY

valamennyi, C-n C,-osztalybeli v(¢) figgvényre.
Azonnal lathato, hogy a (2) rendszer a kovetkezdvel azonos:

3) M o@ye Rdt =—[p@e Edt  (m=0,1, ...
R @
¢ ¢
Legyen
1 im—L 1 im—s——
R K()e Rdt=c,, 3 f(s)e Rds=r,,.
(o) C

Az integralas sorrendjének felcserélésével a kovetkez8t kapjuk:

. N
fel R dtff(s)K(t—s)ds = R2€p T,
C C

%/ im%dt/f(s)K(rfs)ds

[

és igy

2
= R2m?|c,|*|t,|* =

= 7m® R |t} (d% + bL). 26

25 Azonnal lathato, hogy f(s)k(t—s), mint s fiiggvénye, a (0, 2zR) intervallumban integral-
‘haté majdnem minden, ezen intervallumban régzitett #-re, és hogy f f(K(t—s)ds t-nek a (0, 2nR)

intervallumban integralhato fiiggvénye. ¢
26 Valéban, mz=1 esetén |cm|2=7n(a2 +b2).

7 111, Osztdly Kozleményei XI1V/2
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Ekkor annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a (3) rendszer egy ¢(f) meg-
oldasa 1étezzék, az, hogy Zmzlr,,,[ (a2 +b2) < + = legyen. Mdsrészrdl az 1. tétel-
bél kovetkezik, hogy az f fuggveny J(C) osztalyhoz valé tartozasanak sziikséges

és elegend§ feltétele a kovetkezd: 2’ m|t,|? < + oo. Ezen két feltétel dsszehasonlita-

sabél azt kapjuk, hogy ha a2 + b2 asmmptotlkus 1/m-mel, akkor az egyik sor konver-
gencidja maga utan vonja a ma51k sor konvergenciajat, és viszont. Ily médon bebi-
zonyitottuk a feltétel elegend6 voltat.

Ha masrészrél a Zmzltml (al+b2) és a Z’mlr | sorok c-ekvivalensek

minden, C-n mtegralhato f figgvényre vonatkozoan akkor specialisan 1lyenek
lesznek minden, C-n négyzetesen integralhatd fiiggvényre vonatkozodan, vagyis

minden olyan {|t,|?} sorozatra vonatkozoéan is, melyre 2 |7,|*> <+ <o, és akkor

m=1
az 1. lemma alapjan azt kapjuk, hogy a2 + 52 1/m-mel aszimptotikus. Ily médon
bebizonyitottuk a feltétel sziikségességét.
E tétel tetszés szerinti, nem koralaku sik-tartomanyra valé kiterjesztését a kovet-
kez$ tétel szolgaltatja:

1II. Legyen A az (x,y) sik egy 1-osztdlybeli tartomdnya, L az A hatdrdt képezdé
X gorbe hossza, s a Z ivhosszparamétere, [ egy Z-n integrdlhato fiiggvény, K(¢) egy L
periodusi, a (0, L) intervallumban integrdlhato periodikus fiiggvény.
B
Bevezetve a 19=%7f—t jelolest, jeloljiik a,-mel és b,,-mel a K %) fiiggvény
Fourier-koordindtdit a (0, L) intervallumra vonatkozoan. Akkor annak sziikséges és

elegendd feltétele, hogy f(s) & (Z)-hoz valé tartozdsa () = fx K = f S K(t—s)ds

z
B (Z)-hoz vald tartozdsdval legyen ekvivalens, az, hogy a2 + b2 1/m-mel legyen aszimp-
totikus.

Minthogy A4 1-osztalybeli tartomany, létezik olyan A({) egységvektor, melynek
kezdGpontja a X { pontja, mely A belseje felé mutat, és amelynek komponensei Z-n
C, -osztalybeli figgvények, tovabba 1étezik olyan pozitiv g, szam, hogy a { + gA({)
ponthalmaz, minden (0, go)-ban régzitett g-ra, midén { befutja a Z-t, A-ban helyez-
kedik el és XZ-val kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben van. Feltessziik, hogy
00 <= L/4=. Jeldlje {(s) a X~ azon pontjat, melynek ivhosszparamétere s, és legyen A’
a {(s) + 0A[{ (s)] pont 4ltal leirt halmaz, midén s a 0 =s <L intervallumban és ¢ a
0= <y, intervallumban valtozik.

Ezenkiviil jeioljitkk C-vel az origdval mint kézépponttal rendelkez§ L/2n sugard
kor keriiletét, s-sel a C ivhosszparaméterét, z(s)-sel a C s paraméterii pontjat, v(z)-
vel a C z-beli bels§ normalisanak egységvektorat, D-vel azt a korlemezt, melynek
C a hatara és D’-vel azt a halmazt, melyet a z(s) + gv[z(s)] pont ir le, mid6n s a
0=s<L intervallumban é g a 0=g-<g, intervallumban valtozik. Legyenek
g(e, 5), y(o, s} a z(s) + ¢viz(s)] pont, és {(g, ), n(e, s) a {(s)+ ¢A[{(s)] pont koor-

inatai,
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Az x=x(g, 5), y=y(0, 5) egyenletek kolcsondsen egyértelmli megfeleltetést 1éte-
sitenek a D’ pontjai és a 0=g <9y, 0=s5s<L feltételekkel definialt téglalap pontjai
kozott.

Jeloljilk s=s(x, y)-nal és g=9(x, y)-nal az inverz megfeleltetés egyenleteit;
ekkor nyilvanvald, hogy {={[ao(x, ), s(x, »)], n=nle(x, ), s(x,y)] egy A" és D/
kozott fennalld 1-osztalybeli homeomorfizmus egyenletei?’. Ezen egyenleteket rovi-
den a kovetkezd mddon fogjuk irni: &€ =¢(x, y), n =n(x, y), mig az inverz transzfor-
macié egyenletei a kovetkez8k lesznek: x=x(&, 1), y=y(&, n).

Ezek elGrebocsatasa utan attériink a tétel bizonyitasara.

Tegyiik fel, hogy az f(s) fliggvény, a C ko&rvonalon definialt fiiggvényként
tekintve, a § (C) osztalyhoz tartozik. Jeloljiik u(z)-vel azt a D kérben definialt fiigg-
vényt, mely J(D)-hez tartozik, D-ben harmonikus és C-re vonatkoz6 nyoma az
f(s) fiiggvény. Az (4’ — X)-ban definialt v({) =ul[x (&, ), ¥(&, n)] figgvény H (4 — X)-
hoz tartozik, és Z-n vett nyoma az f(s) fliggvény. Legyen w({) egy 4-ban C, -osztaly-
beli fiiggvény, mely (A"— X)-ban v({)-val azonos (ilyen fiuggvény egzisztencidjat
konnyl igazolni). A w({) fiiggvény nyilvanvaléan ¢ (4)-hoz tartozik és Z-n vett
nyoma az f figgvény.

Megforditva, tegyiik fel, hogy f(s)} §(X)-hoz tartozik, és jelsljiik w({)-val azt
az A-ban harmonikus fiiggvényt, mely H(A4)-hoz tartozik és amelynek X-n vett
nyoma -az f figgvény. Ekkor a (D’— C)-ben definidlt w({)=w[é(x, ), n(x,y)]
fliiggvény K (D’ — C)-hez tartozik és C-n vett nyoma az f(s) fiiggvény. Legyen u(z)
egy D-ben C, -osztalybeli fﬁggvény, mely (D’— C)-ben w(z)-vel azonos. Ez a fiigg-
vény I (D)-hez tartozik és C-n veit nyoma az f(s) fiiggvény.

Ily médon bebizonyitottuk, hogy f(s) & (2)-hoz vald tartozasa ekvivalens ezen
fuggveny F(C)-hez vald tartozasaval. Igy, az el§z8 tétel értelmében, az allitast
igazoltuk.

Most példaként megadunk néhany olyan K(¢) fiiggvényt, mely eleget tesz az
el6z6 tételben kirdtt feltételnek.

Az elsG példat az a fiiggvény szolgaltatja, mely a (— L/2, L/2) intervallumban az
(t]=* fiiggvénnyel azonos, s amelyet ezen intervallumon kiviil ugy definidlunk, hogy
periodikus legyen. x 1

Iié’ sin mddd = 0;
2n

Mivel |#]-* péros fiiggvény, fennall a koévetkezs: /

-7

tovabba

-1;2
/,— cos md dd = 2/}Lﬁ

Legyen m®d =02, akkor

n Vmn

/ﬁ‘l/zcosmﬁdﬁ :—;/ cos 62 do.
ym p .

—-1/2 2712 v
cos md d19=2(f] /19‘”2 cos md d?.
0

27 Azon, hogy x=x(&, n), y=y(&, n) a (&, n) sik A4 halmaza és az (x, y) sik D halmaza kozotti
1-osztalybeli homeomorfizmus egyenletei, azt értjiik, hogy ezen egyenletek kolcsondsen egyértelmii
megfeleltetést hoznak létre az 4 és a B pontjai k6zott, tovabba, hogy az x(&, ), W&, i) fliggvények
A-ban C,-osztilybeliek, és ezen fiiggvények Jacosi-determindnsa sehol sem tiinik el.

T*
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Figyelembe véve a

Vmn
1 n
. 2 ___]/_
'Ll_r'rl/cosa do = 71 3
0

. iy : /= .
hatarérték-relaciot, azt kapjuk, hogy a 0<s<51/ 5 korlatozasnak eleget tevg
rogzitett e-hoz létezik olyan m, természetes szam, hogy m =m, esetén

| mn

1 T 1 T

I e 2 =__{/ =

2V2 e_/cosa do = ‘/'2+8?
0

és igy, ha m=m,, akkor

w5 [l

Evvel igazoltuk az allitast.

_l/zcosmﬁdﬂ§, 1271 []/ +2)

Misodik példaként tekintsilk a K(¢) = (1 —Cos _21%1‘\)—2} fiiggvényt. .Ahhoz,
hogy bebizonyitsuk, hogy ez a fiiggvény eleget tesz az el6z8 tételben kirdtt feltételek-
nek, elegend6 megjegyezni, hogy a

2n 2re) ¢ 2
— ]1- - — Y44 -1/2 — - —-1/4 _91/419(-1/2
VL (1 cos L] 2144 |/ 7 [(1—cos9) 211418|~112]

kiilonbség elsG derivaltjaval egyiitt folytonos a (—m, n) intervallumban.
Ebb6l kovetkezik olyan pozitiv B>0 szam létezése (lasd [37], 263. oldal),
melyre

| [ 11 —cos 9y~ 114 ~2154|)~112] cos m 9 | an—ll.

Masrészr6l, mint el6bb lattuk, létezik két olyan pozitiv A" és 4” szam, melyekre

1

L <21/4/|19| 1/2cosmz9ah9<A”l
m

Y
Innen kovetkezik két olyan pozitiv B’ és B” szam létezése, hogy

B'

(1—cos#)~14cosmddi=B"—
]/m

Ezenkivill szem elStt tartva, hogy f(l—cosz‘i)‘ir sinm¥d? =0, kapjuk az

allitast.
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Bebizonyitjuk a kovetkez§ tételt is:

IV. Legyen A a z sik egy 2-osztdlybeli tartomdnya, L az A hatdrdt képezé X
gorbe hossza, s a X ivhosszparamétere, z =z(s) a X paraméteres egyenlete az s vdltozora
vonatkozdan, és végiil legyen f(s) egy SCNZ) osztdlyhoz tartozé fiiggvény. Ekkor
annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy f § (X)-hoz tartozzék, az, hogy a ®*(¢) =

= f f()z(s)—z(D)|~*ds fiiggvény X-n négyzetesen integrdlhaté gyenge derivdlttal

X
rendelkezzék?s.

Figyelembe véve, hogy a Ky(t) fiiggvény, melyet ugy definidlunk, hogy
(—L/2, L/2)-ben a [t|-* fiiggvénnyel azonos és egyébként pedig periodikus legyen,
eleget tesz a 1Il. tétel feltételének, allitAsunk bebizonyitasadhoz nyilvanvaléan ele-
gend8 megmutatni, hogy ®*(r) #(Z) osztalyhoz vald tartozasa ekvivalens a @(f) =

= f f(8)-Ko(s —f)ds flggvény ugyanezen osztalyhoz vald tartozasival. Ezért ele-
z
gendd igazolni, hogy a ¢*(¢) — @ (¥) figgvény a HB(Z) osztalyhoz tartozik, minthogy
ez az osztaly linearis, ami azonnal lathatd.
Felhasznalva azt a feltételt, hogy X 2-osztalybeli, konnyii bebizonyitani két
olyan pozitiv A, és B, szim létezését, hogy bevezetve a |z(s) —z(£)|~* — Ko(s — 1) =
= H(s, ?) jelolést, |s—1t|#kL/2 esetén

= Ao Koy(s—1)+ B,

G,
- ,t
5 His D)
teljesiiljon; ezenkiviil kénnyi belatni, hogy minden régzitett s-re teljesiil a kdvetkezd:
lim H(s, t)=0.
s

Ezen relaciok felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy ha v(r) tetszésszerinti, C,-
osztalybeli fiiggvény Z-n, akkor

/ f(s) ds / H(s, 1) d’;ﬁ’) dt = — / £(s) ds / ﬁﬁ%ﬁu(o dt.

A kettSs integralokra vonatkozé Fusini-tétel (lasd [18], 375., 377. oldal) értel-
meében a kovetkez§ teljesiil:

/ () H s, 1) % dsdt = — / £(s) w v(t) ds dt,
xZX IxZ

/g dt /f(s)H(s, Hds = —/v'(t) dt /f(s)ij%i—’t—)—ds,
/ [¢*(r)—¢(r)1% / o(t) di / i QHE D aH(s 0 .

€s igy

vagyis

28 Az a feltétel, hogy £ £¢3)(Z)-hoz tartozzék, sziikséges f & (Z)-hoz vald tartozasihoz; sbt,
az is igaz, hogy ha fe §(X), akkor tetszés szerinti p-re £ $")(£)-hoz tartozik, mint az S. L. SZOBOLJEV
egy eredményébdl kovetkezik (lasd [42]).
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Tekintettel arra, hogy f(s) £©®(Z)-hoz és Ky(s—1) L£C2)(X)-hoz tartozik, a
ScHwArZ —HOLDER egyenl8tlenség felhasznalasaval a kovetkez6t kapjuk:

‘ /f()aH(S”) ' 4, f 1/() Kos — )] ds+ B / F©)] ds =

= 4, ( [ir0ras)” ([ 1Kot~ o2 as)™ +Bozf 1/(9)) ds.

aH(s 3]

Innen kovetkezik, hogy f f(s) ds t-nek korlatos fiiggvénye Z-n és igy

négyzetesen integralhato. Ez muta’ga, hogy @*(¢) — & (1) H(Z)-hoz tartozik.
MielStt eredményeinket kiterjesztenGk az S, n-dimenzids euklideszi tér esetére,
idézniink kell a hiperszférikus fiiggvények néhany tulajdonsagat.
Vezessiik be az S, térben a (g, ¢4, ..., P -2, #) polarkoordinatakat, a kovetkezd
helyettesitéssel?:

Xy =Qcosp,

X, =Qsine, cos, 0=0
X,_,=0sIn@, sing,...cosp,_, O=¢,=x
X,_1=0sing, sing,...singp,_,cos# 0=34<2n
X, =gsing,sing,...sing,_,sind

Jeldljiink Q,.(x,, ..., x,)-nel egy m-edfoktt homogén harmonikus polinomot;
m-edrend{ hiperszférikus fiiggvényeknek nevezziik mindazokataz ¥, (@, ... Pp-2, D)
fiiggvényeket, melyeket az Q egység-hipergombfeliileten a

Qm(xlt e xn)ZQmYm((plt Ters (pn—Zrﬁ) (Q>0, m=07 19 )

relacié definial (lasd [2], 204. oldal).

Ezek a fiiggvények az n=3 esetben azonosak a gbémb-, vagy masnéven
LapLacEe-fiiggvényekkel (Iésd [37], 180. oldal); n>3 esetén pedig hasonlé tulajdon-
sdgokkal rendelkeznek, mint a LAPLACE-fiiggvények. Az Y, fiiggvények a

@) mm+n—2)Y, + 1 62Y"‘+
"0 osin? @, ...sin? @,_, 09?
n_2 1 1 0%,
(n—1- h) —_—n = = “ew
#=1 sin’eq...sin?g, y sin®=1- ")(Ph 8(;7,, [sm P a%] 0 (m=0.1..)

parcialis differencidlegyenlet megoldasai.

29 Ebben a gorbe vonali koordinitarendszerben az Q2 egység-hipergémbfeliilet hiperfeliileti
mértékeleme a kovetkezd: do=sin""2¢;sin” " ’p,...sifl @n-2dp:...dp, - 2d9. Ezért, R-rel jelolve a
O0=pr=n(k=1, ..., n—2), 0= 8<2r egyenldtlenségekkel definialt halmazt, azon, hogy fintegralhato
(négyzetesen integralhaté, stb.) £-n, azt értjiik, hogy az

flcos @1, sin @1 cos @2, ...,810 @;...8IN @, -2 sin #]
fiiggvény integralhatd (négyzetesen integralhatd, stb.) R-en arra a mértékre vonatkozéan, melyet

az R-ben elhelyezkedd B BoreL-halmazokon az f in" "2 ¢i...8iN Qu-2dp:...dpn-2d% LEBESGUE-in-
tegral definial. B
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A hiperszférikus fiiggvények tovabbi tulajdonsagai, melyeket fel fogunk hasz-
nalni, az alabbiak:

1°. az m-edrendii hiperszférikus fiiggvények halmaza lineéris és véges dimen-
zid)d, s ezen dimenzidt u,-mel fogjuk jeldlni; vagyis a nem-negativ m egész szamra
vonatkozdan csak u,, darab linearisan fiiggetlen m-edrendi hiperszférikus fiiggvényt
lehet megadni, valamennyi t6bbi ezek linearis kombinacidja;

2°. két kiilonboz8 rendii hiperszférikus fiiggvény ortogonalis Q-n, vagyis

) [Y.Y,do=0  (m=p);
Q

3°. minden, Q-n definialt s ott négyzetesen integralhaté f(x) fiiggvény elG-
allithat6é az f(x)= 2 Y,(x) alakban, ahol a jobb oldalon 4ll6 sor Q-n az €@ tér
m=0

metrikajaban konver—gél, és egyenletesen konvergal Q-n, ha f C,-osztalybeli;
4°. ha Pp-mel (m=0,1, ...;s=1,2,...) jeloljik az

(1—2at+a?)~2 = > d"PL(0)
m=0

relacidval (ahol |2at] + |a|?<1) definialt GEGENBAUER-pOhnomOkat és ha Q minden
Z XV 3

IHI

definialt és ott folytonos f(x) fiiggvény esetén f f(x)P”,,._Z[C(x, y)ld.o, mint y
2

(x, y) pontparjara bevezetjiik a C(x, y)— jelolést, akkor minden, Q-n

fiiggvénye, m-edrendii hiperszférikus fiiggvény;

5°. ha faz Q-n definialt és ott integralhato fiiggvény, akkor az az egységhiper-
gémb belsejében harmonikus fiiggvény, melynek Q-n vett nyoma az f, a kovetkez6-
képp fejezhets ki:

u= of..mé’)(2m+n—2)0 /f(y)P [C(x Mdyo,

a, =T [n—_z——E]/4n"/2. 31

Innen, figyelembe véve, hogy

/]gradu[2 dx = — /uggda,

ahol v az # D bels6 normalisat jeloli, f § (2)-hoz valé tartozasara a kovetkezd

ahol

30 |x| x-nek az origbtdl vald tavolsigit jelenti.
31 A I'(2) jel az EuLer-féle I-fiiggvényt jeloli (lasd [38], 706. oldal).
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sziikséges €s elegendd feltételt kapjuk32:
2

6) b m(2m-+n~2)2./dxo [/f(y)P:,‘Z[C(x, Wd,o| < + oo
m=1
Q 2

A 3° tulajdonsagbdl specialisan kovetkezik, hogy ha f(#) a (— 1, 1) intervallum-
ban definialt fiiggvény, mely négyzetesen integralhaté a t, mértékre vonatkozodan,
melyet a (—1, 1) intervallumban elhelyezked6 B BoreL-halmazokon a

-1

(B = [ (-1 7 dr

relacié definial, akkor, bevezetve a

§
O 1 @mts)s—Dim! F[‘i]

© P (1) drs
2V= (s+m—1) F(s—l—l] (_l’l)f(t) (W

2

»

jelslést, f()= 3 ¢ P;(1), ahol a jobb oldalon 4llé sor a T, mértékre vonatkozéan
m=0

masodrendii k6zépben konvergal f-hez, és a konvergencia egyenletes, ha f C;-

osztalybeli33.

Ha f a (—1, 1) intervallumban a t,-re vanatkozdan integralhatd fliggvény,
akkor az f fiiggvénnyel kapcsolatban definialt ¢ szdmokat az f fiiggvény {Pm}
(m=0,1,...;5s=1,2,..) rendszerre vonatkozo koordindtdinak nevezziik.

Azonnal lathatd, hogy s=1 esetén a P, polinomok a LEGENDRE-polinomokkal

2m+1
2

és a ¢® szamok az f fiiggvény

azonosak (lasd [37], 356. oldal).

Ha g(x) az Q egység-hipergémbfeliileten értelmezett, ott C,-osztalybeli fiigg-
vény, akkor g Q-n vett gradiense gyanant a kdvetkez8 (n— 1)-komponenst vektort
vessziik :

1
[rPidar Lecenore-koordingtaival
-1

og og 1
radg=|5",5 = )
srace [a‘Pl Op, sing,
g 1 og 1 % 1 1t
dps sing, sing,” "’ dp,_, sing,...sinp,_3 > 09 sing,..sing,_, )

Ezenkiviil azt fogjuk mondani, hogy az Q-n definialt és ott integralhatd g(x)
fliggvény Q-n négyzetesen integrdlhaté gyenge gradienssel bir, ha létezik olyan, Q-n

32 Ezen eredmény bizonyitasa analdg a jelen paragrafus I. tételének bizonyitasaval.

33 A hiperszférikus fiiggvényekre és a P, polinomokra vonatkozé fentebb idézett eredményeket
illetoen lasd: {2] 204. és az azt kdvetd oldalakat.

34 Az Q tartomény ¢.=4allandd, #=allandd koordindtavonalai mentén képezett parcialis
derivaltakra vonatkozé ezen kifejezések azonnal megkaphatok, ha figyelembe vessziik hogy

(ds)? = (do)? + 0*(dp1)* + 02 sin? ¢ (dp2)? + ... + 02 sin? ¢, ... sin? g._(dB)2.
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négyzetesen integralhaté (n— 1)-komponensii ¥ (x) vektor, hogy minden, Q2-n C,~-
osztalybeli (n—1) komponens{i (a komponensek: v,, ...,v,_;) V(x) vektorra

[eE)do =~ [#x Vdo,
2 Q
ahol

n—2 - :
BV =3 1 L2

1 - ya—-1-h
W1 sing,...sing,_; sin~1-Pg, g, [Gsingp)"~ 1~ p,] +

+ 1 v,
Sin(pl...sin(P"_z 619 )

Parcialis integralassal azonnal belathatd, hogy ha g Q-n C, -osztalybeli, akkor
a VY =grad g vektor eleget tesz ennek az egyenletrendszernek.

Jeldlje B(Q) az Q-n értelmezett, ott integralhaté és négyzetesen integralhatd
gyenge gradienssel rendelkezd fiiggvények osztalyat.

Bevezetve ezt a jelolést, bebizonyithatjuk a kodvetkez§ tételt:

V. Legyen K(t) a (— 1, 1) intervallumban értelmezett, és ott a 1,_,-re vonatkozoan
integrdlhato fiiggvény, legyenek a c,, szamok a K(f)-nek a {P1~?} polinomrendszerre
vonatkozo koordindtdi.

Akkor, ha f(y) az Q-n definidlt és ott integrdlhaté fiiggvény, annak sziikséges
és elegendd feltétele, hogy f(y) & (Q)-hoz valé tartozdsa a

o= [f)KIC(x, yld,q 3
2

fiiggvény $(RQ)-hoz vald tartozdsdval ekvivalens legyen, az, hogy c,, Vm-mel aszimpto-
tikus legyen.

Mint el6bb mondottuk, @(x) H(Q)-hoz valé tartozasa azt jelenti, hogy létezik
olyan, Q-n négyzetesen integralhaté (n— 1)-komponensi ¥ vektor, hogy minden,
Q-n C,-osztalybeli (n—1) komponensti V vektorra teljesiil a kovetkezd:

0] [oEWydo = [wxVdo.
2 2

Jeloljiink Y% -val (k=1, ..., u,,) olyan, u,, darab m-edrendii (n > 0) hiperszférikus.
fiiggvénybdl 4llé6 rendszert, melyre :

I S T
® fY,',‘,Y,’,',dg = mm+n-2)"°
“ 0, ksh.

Legyen Uk =grad Yk .

) 35 Azonnal lathatd, hogy f(»)K[C(x, )] az 2-n y-ra vonatkozdan integrilhaté, az x pontot
majdnem barhol rogzitve 2-n, és hogy @(x) integralhatdé 2-n.
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(4) és (8) felhasznalasaval konnyii belatni, hogy az {U%} rendszer ortonormalt
azon (n— 1) komponensii vektorok S HILBERT-terében, mely vektorok minden egyes
komponense Q-n négyzetesen integralhaté fiiggvény3®.

Megmutatjuk, hogy annak szitkséges és elegend§ feltétele, hogy adott @ esetén
létezzék a (7) rendszer egy ¥ megoldasa, az, hogy létezzék az

©) mm+n—2) [@¥hdo = [WxxUkds k=1, ., pim; m=1,2, ...)
0 o

rendszer egy S-hez tartozé ¥* megoldésa; a (9) rendszert ugy kaptuk, hogy a (7)
rendszerben V. vektorok gyanint az {U%} rendszer vektorait vettiik fel.
Elegend8 bebizonyitani a feltétel elegendd voltat. Avval a megjegyzéssel kezd-

Jiik, hogy a
{Ymm+n—2) Yn} k=1, ..., um; m=1,2,..))

fiiggvényrendszer, melyhez hozzavesszilkk az azonosan 1 fiiggvényt, a fent idézett
3° tulajdonsag és az (5) és (8) integral-relacidk értelmében, az @-n négyzetesen
integralhatd fiiggvények S’ HILBERT-terében ortonormalt és teljes3?. Legyen V egy
Q-n C,-osztalybeli vektor és legyenek az o szdmok az E(V) fiiggvény

m

{Ymm+n—2) YEY rendszerre vonatkozé FoURIER-koordinatai; S’-ben fennall a
- . . Hm . 3 .
kovetkez6: E(V)= > Vm(m+n—=2) >a¥ Y. Minthogy fY,’,‘,E( V)de =
m=1 k=1 ' &

=— f UkX Vdo, ezért a V vektor {Uk} rendszerre vonatkozd FOURIER-koordina-
2
taira a kovetkezSt kapjuk:

fVX Un do = —a®@Vm(m+n=2).
@

Ekkor létezik a S kovetkez6 W vektora:
oo _ Hm
W= S1[Ymm+n-2) > a¥ Us.
= k=1 P

Most tegyiik fel, hogy valamely @ fiiggvényhez, mely Q-n integralhatd, létezik
az S-nek egy ¥* vektora, mely megoldasa (9)-nek.

36 Azon (n—1)-komponens(i vektorok linedris halmaza, mely vektorok minden egyes kompo-
nense £2-n négyzetesen integralhato fiiggvény, HiLBERT-térnek tekintheto a kovetkez6 skaldris szorzat

bevezetésével: (U, V)= f U % Vdo. Ennek megfelelden a {Vi} vektorok rendszerét ortonormdlisnak
- Q

mondjuk, ha f Vi X Vido =%.
Q
37 Az {u} ortonormalt vektorrendszert valamely HILBERT-térben fteljesnek nevezziik, ha ezen
tér valamennyi « vektora az u= Z ain. alakban allithatd g16; ebben az esetben az ax szdmokat az

k
u {u}-ra vonatkozé Fourier-koordinatdinak nevezziik, és ezek az a.=(u, 1) alakban fejezhetdk
ki; ezenkiviil 2 ja)2=(u, ). Ha {vs)} ortonormalt rendszer, a 2, (u, v)ts sor egy v vektorhoz
k k

konvergal, és fennall a kovetkezd BesseL-egyenlOtlenség: (v, v)=(u, u) (lasd [18], V. fejezet).
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Megszorozva a,,.)/l/m(m+n —2)-vel a (9) mindkét oldalat, osszegezve az m €s
a k indexekre vonatkozdan €s a hatardtmenetet az integraljel alatt végezve el, a
kovetkezSt kapjuk:

[oEW)dos = — [wrx W do. 3
9] Q

A CaucHY—ScHWARZz-egyenlStlenség (lasd [18] 462. oldal) és a BESSEL-
egyenlStlenség3? alapjan kovetkezik, hogy

jgf«pE(V)da\ = [![wf*vda]”’ (Qf[V]Zda]ll

Ebbél az kovetkezik, hogy az Q-n C,-osztalybeli fiiggvények alkotta sokasagban
f PE(V)do V-nek linearis és folytonos funkcionalja*®. Ekkor, a funkcionalanalizis
2

két ismert tétele, nevezetesen a HAHN—BaNacH-féle Kiterjesztési tétel (lasd [18],

135. oldal) és a HILBERT-térbeli linearis és folytonos funkcionalok eldallitasi tétele
(lasd [18], 205. oldal) értelmében létezik az S egy olyan ¥ vektora, hogy

[eE(ydo = [¥x Vdo.
0 Q

Ily moddon bebizonyitottuk, hogy ha a (9) rendszer megoldhatd, akkor a (7)
rendszer is az.

Tehat bizonyitasunkat annak igazolasara vezettilk vissza, hogy f & (Q)-hoz
vald tartozisanak sziikséges és elegendd feltétele az, hogy létezzék az S-nek olyan
¥ vektora, mely megoldasa a (9) rendszernek a

o) = [ KIC(x, ) dyo

fliggvényre vonatkozoan. Mivel K(¢) feltétel szerint integralhaté (— 1, 1)-ben a t,_,
mértékre vonatkozodan, iehetséges olyan, (—1, 1)-ben C,-osztalybeli fiiggvényekbdl
allé {K (1)} sorozatot megadni, mely a t,_, fiiggvényre vonatkozdan 1-rend{i k6zép-
ben a K(#) fiiggvényhez tart.

38 A
o o
S VmGnin=2 > af,.“fasY::da = [oEm)do
m=1 k= o
hataratmenetet szabad az integréljel alatt elvégezni, mivel E(V) C.-osztalybeli fiiggvény, és ennél-

fogva a Z Vm (m+n—2) 2 a® Yk sor 2-n egyenletesen konvergal, ami a hiperszférikus fiigg-

m=1
vények 3° alatt idézett tulajdonsagabol kovetkezik. Az 1ntegra1]el alatti
Rt Hm
Z a(k)./lsu*XdeU—‘f 2 (k)U"XT*dO'

m=1Ym(m+n— 2) k=

hatiratmenet megengedett, mert ¥* S-hez tartozik.

39 Lasd a 37. labjegyzetet.

40 Mint ismeretes, egy HILBERT térben valamely F(u) linedris funkcional akkor és csak akkor
folytonos, ha létezik olyan pozitiv M szam, melyre |F(u)|>=M (u, u).

m=1 Vm(m—i—n 2) k=

/
: \
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Ekkor, ha v(#) (—1, 1)-ben folytonos fiiggvény, azt kapjuk, hogy

(10) lim [

(~1,1

Ko de,_,= [ K@Oo@d,-,.
) (-1,1)

Ezenkivill, bevezetve a @,(x) = f JMK,[C(x, y)]d,o jelolést,
2

(11) lim [ &,()0(x)do= [ @(x)o(x)do;
r 2

oo )

valoban, a kett8s integralokra vonatkozd FuBinI-tétel felhasznilasaval, az M =
= max |v(x)| jeloléssel, a kovetkezSt kapjuk:
XEN

| [18.00— 0o do | = M [ 17 do [ IK[C(x, )] - KICx, $)]l oo,

s ebbdl az egyenlStlenségbdl kovetkezik az allitas, mivel, mint az nyilvanvalo, y-ra
vonatkozdan egyenletesen teljesiil a kovetkezd:

lim [ |K,[C(x, »)] - KIC(x, »)]| dyo = O.

r—oo

¢, m-mel jelolve a K,(f)-nek a {P7-?(f)} polinomokra vonatkozé koordinatait,

(—1, 1)-ben egyenletesen fennall a kovetkez§: K,(t)=2m'c,,mP,':,_2(t), minthogy

ebben az intervallumban K,(f) C,-osztalybeli. Ekkor én-rzloegyenletesen fennall a

kovetkezd: @.(x)= S'Oc,,,,, f S y)P,';._Z[C(x, Mld,e. A hiperszférikus fiiggvények
m= Q

fentebb emlitett 1° és 4° tulajdonsigabol, figyelembevéve, hogy minden rogzitett
m=>0 szamra az {Y}k} (k=1, ..., u,) fliggvények ortogonalis rendszert alkotnak s
igy egymastdl linearisan fiiggetlenek, 1lathatd, hogy minden m =0 szamhoz léteznek
és egyértelmiien meg vannak hatarozva olyan p, és «, , allandok, melyekre

Hm
[P e ) de = 5 anu i,
Ily médon

s Hm
9,09 = o [fD)do+ 3 e 2ni YA,
Q m= =

A jobb oldalon 4ll6 sor egyenletes konvergencidjabdl kovetkezik, figyelembe véve
(8)-at, hogy
1

ks — S
!_[@,Ymda I pep—
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Innen, a (10) és a (11) alapjan a kovetkez8t kapjuk:

1
k = ——————— i
nf(PYmda Corn Ok ey
Ekkor a Riesz— FiscHER-tétel értelmében a kovetkezl sziikséges és elegendd fel-
tételt kapjuk arra, hogy (9)-nek legyen megoldasa S-ben:

(12) S Sk <t

Masrészrél, mivel

.

JroPCe Mo = 5 ama¥i@ (=0,
<

figyelembe véve (8)-at, £ F(Q)-hoz vald tartozdsinak (6) altal kifejezett sziikséges

2 2)* 4m
€s elégséges feltétele a kovetkezSképp modosul: 2’ Q@mtn=2)° > a,,, k< + oo,
m=1 M + n— 2 k=1

Rogton lathatd, hogy ez a feltétel a kdvetkezGvel ekvivalens:

“Ma

Z mk<+°°

m

Ennek a feltételnek a (12) feltétellel vald 6sszehasonlitésébél nyilvanvaldan

adédik, hogy ha ¢Z aszimptotikus m-mel, a Z Cm 2> a,,, x sor konvergenciaja maga
m=1 k=1

utan vonja a Z'mZam‘k sor konvergenciajat, és forditva. Ily modon a feltétel
m=1 k=1
elegendd volta be van bizonyitva
T Mm
Masrészrdl, ha a Zc,,.Zocm K 6sa Zm S'om sorok c-ckvivalensek minden
m=1 k=1 m=1 k=1

olyan ffliggvényre, mely Q-n integralhatd, akkor specialisan ilyenek lesznek minden,
Q-n négyzetesen integralhatd fiiggvényre, vagyis minden olyan {«,, ,} sorozatra is,

oo

Hm
melyre > Z’a,z,,,k<+qo, és akkor, az 1. lemma értelmében, ¢? aszimptotikus
m=1k=1
m-mel.
Ily médon a tételt teljesen bebizonyitottuk.

Példa az V. tétel allitAsaban kimondott feltételeknek eleget tev8 K(f) magra
n 3

a kovetkez§: K(r) = (2—2t)_5JrZ 41 Eldszér is ez a figgvény (— 1, 1)-ben integral-
haté a 7,_, mértékre vonatkozdan.
Megmutatjuk, hogy a K(f)-nek a P2-2(¢) polinomokra vonatkozé c,, koordi-

nataja ¥ m-mel aszimptotikus.

41 Vegyiik észre, hogy £ minden x, y pontparjara:

_n.3 el
2-2CC,y 2 *=x—y 2.
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Tegylik fel, hogy n=>3. Legyen n—2 = s. Felhasznalva a P:(t) polinomok
MEHLER — DIrRICHLET-féle integral-elSallitasat, a kovetkez8t kapjuk

1*[ij;lJ
P, (cosq) = s+ D). (s+m—1) 2 5

1
ﬁ m! s) sinlg
r 2

S
/cos {[m%—%] t] [2(cost—cos<p)]2—1dt O<g=<m). 42
Ervényes az alabbi:

O = 2m+s /cos [[m+ ]] (cost—cos<p)‘/2—1
Cm = 25/4

(1—cos @)/ +i/4 sin ¢ dy,
ahonnan
(13) L= 22”:/fs /[a(l——cost) 1/4+oc(t)]cos[m+-%] z] dt,
ahol
S S
o — 1)k o - — 1\
a= 3 2 (=DF & a() =214 S 2 1 [cost 1 .
ol k)l ol k), 2
4 2
Mivel az s=2 feltétel folytan Z’ |(s/2

)1<oo az a(f) fuggvény C,-osztilybeli
(0, m)-ben; ekkor létezik olyan A0>0 szam, hogy

l /oc(t) cos [(m+%) t] dt

Masrészr8l mar elébb bebizonyitottuk két olyan A4’ es A” (0<A"<A") szam
létezését, melyekre

n
A_ = a(l —cost)~t*cos m+|e|at| = A
Vm 2
0

Vm'

B”) szam létezése, hogy

14

Innen kovetkezik két olyan pozitiv B” és B” (0<B'<

_ 14 =
V_ = /[a(l cos )~ /+cx(t)]cos[[m+2] dt =

(13)-bol és (14)-bbl kovetkezik, hogy ¢ Vm-mel aszimptotikus

42 Bz az eldallitas a LAPLACE-féle elballitasbdl (asd [2], 391. oldal) vezethetd le, ugyanavval az
eljarassal, mely a LEGENDRE-polinomok esetében hasznilatos (lasd [46], 219. oldal)
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Az n=3 azaz s=1 esetben a bizonyitas csaknem analég modon torténik..
Ebben az esetben

& = @m+1) [ (2—2cosg) ™ PP (cos g) sin g dp;
0

felhasznalva a

K4

@ sin [{m+%) t] o

n (cos ¢ —cos r)1/?
@

Pn(cos @) =
integral-elGallitast, kovetkezik, hogy

1 1 sin @ d

(1) _ | - : ¢ a@

en’ = @m+1) 5z /Sm [(WF 2] t] dt/ (1—cos )3/ (cos g —cos )/2 >
0 4]

ahonnan

n

1 .
Cs,,l) = (2m+ l)mb/(l — COS t)_ll4 sin [[m+ %] 1] dt,

¢
ahol
21
b= 3| 2|0
o lk ) 1
4
Innen kovetkezik az Allitas.
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