A FELCSOPORTOK IDEALELMELETEHEZ, II.

irta: LAJOS SANDOR

Bevezetés

Ez a dolgozat a szerzd [4] dolgozatanak a folytatasa. Az ott bevezetett fogalma-
kat: (m, n)-ideal, k-idedl, i*-ideal, stb. és az ezekre vonatkozd eredményeket ismer-
teknek tekintjiik. Ebben a dolgozatban folytatjuk a félcsoportok idealelméletének
egy altalanosabb elméletbe, az (m, n)-idedlok elméletébe vald beagyazasara iranyuld
kisérletiinket. Megmutatjuk, hogy t6bb idealelméleti tétel kiterjeszthetS (m, n)-
idealokra, vagyis az altalanosabb elmélet keretei k6z6tt is érvényben marad. Meg-
adjuk a csoportoknak (m, n)-idedlok segitségével vald jellemzését. Bebizonyitjuk,
hogy ha egy tetszGleges véges félcsoport tartalmaz valodi (m, n)-ideélt, ahol m=>1,
n=> 1, akkor tartalmaz valodi (k, 1)-idealt, vagy valddi (1, k)-idealt is. Megmutatjuk,
hogy ez a tétel barmely részfélcsoportjaira nézve minimumkéovetelményt kielégits
félcsoportra is érvényes. Bebizonyitjuk, hogy intraregularis félcsoportban egy két-
oldali idedlnak barmely kétoldali idedlja maga is kétoldali idealja az eredeti fél-
csoportnak. Hasonl6 tétel a TAMURA altal bevezetett f-félcsoportokra is érvényes.
Idealok segitségével sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy egy normalis
félcsoport Neumann-regularis legyen. A félcsoport részhalmazainak multiplikativ
félcsoportjaval kapcsolatban egy izomorfizmus-tételt bizonyitunk be.

A dolgozat els8 részének leadisa 6ta t6bb kdnyv jelent meg, amelyek a fél-
csoportok algebrai elméletével foglalkoznak (lasd: LIAPIN [7], CLIFFORD és PRESTON
[3], valamint REDEI [9]). A félcsoportok algebrai elméletének alapvet§ fogalmaira
¢és credményeire vonatkozdlag ezekre a konyvekre utalunk.

4.8

4.1. tétel. Legyen S tetszéleges félcsoport, T az S-nek részfélcsoportia, A pe-
dig legyen az S félcsoportnak (m, n)-idedlja. Akkor az A és T halmazok kozis része
(m, n)-idedlja a T félcsoportnak.

Bizonyitas. Az ANT kozos rész nyilvanvaldéan részfélcsoportja a T félcso-
portnak. Megmutatjuk, hogy AN T kielégiti az

a1y ANTYTANTYSANT
osszefliggést. Egyrészt lathato, hogy

2 : ANTYTANTY S A4,
mivel a feltevés szerint 4 (m, n)-idedlja S-nek. Masrészt

3 (ANTy"T(ANTY ST,
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tehat az (1) relacid valdéban érvényes. Ez azt jelenti, hogy A NT (m, n)-idealja a
T félcsoportnak.

4.2. korollarium. Legyen S tetszdleges félcsoport, L az S-nek balidedlja, -
T pedig részfélcsoportia S-nek. Akkor az LNT kézos rész a T félcsoportnak bal-
idedlja.

4.3. korollarium. Legyen S tetszdleges félcsoport, T az S-nek részfélcsoportja,
A pedig k-idedlja S-nek. Akkor az ANT kizés rész a T félcsoportnak k-idedlja.

4.4. korollarium. 4 legyen (m, n)-idedlja, B pedig (p, q)-idedlja az S félcsopori-
nak. Akkor az A\ B kizds rész az A félcsoportnak (p, g)-idedlja, B-nek pedig (m, n)-
idedlja.

4.5. tétel. Legven S tetszdleges félcsoport, m,n pozitiv egészek, A (m, n)-
idedlja, B pedig olyan részhalmaza S-nek, amelyre ABS A vagy BAS A fenndll.
Akkor az AB és BA szorzatok S-nek (m, n)-idedljai.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy példaul az

4 : ABC A
feltétel teljesiil. EbbGl kovetkezik, hogy
(AB)(AB) & A-AB & 4B,
vagyis az AB szorzat részfélcsoport. Masrészt
(AB)"S(ABy*S A".SA"~1.(AB)S 4B,

tehat- az AB szorzat (m, n)-idealja az S félcsoportnak.
Megmutatjuk, hogy a BA szorzat is (m, n)-idealja S-nek. BA részfélcsoport,
mivel
(BAY(BA) = B(4AB)A & BA-A < BA.

A (4) feltételbdl és abbol, hogy A (m, n)-idedlja S-nek, kovetkezik, hogy
(BAY"S(BA)'S B-A"SA"S BA

tehat a BA szorzat is (m, n)-idealja az S félcsoportnak.

Hasonlé mddon lehet bizonyitani az allitast abban az esetben is, amikor a
BAC A feltétel teljesiil.

4.6. korollarium. Legyen S tetszéleges félcsoport, A az S-nek (m, n)-idedlja,
és ac A. Akkor az aA és Aa szorzatok S-nek (m, n)-idedljai (m, n pozitiv egészek).

4.7. tétel. Ahhoz, hogy egy S félesoport csoport legyen, sziikséges és elégséges,
hogy valamilyen régzitett pozitiv egész m, n szdmpdr esetén ne tartalmazzon valédi
(m, n)-idedlt.

Bizonyitas. A feltétel szitkségessége nyilvanvalo. Az elégségességet a 4.6
korollarium alapjan bizonyithatjuk. Tegylik fel, hogy az S félcsoport kielégiti a
feltételt, vagyis nem tartalmaz valddi (m, n)-ideélt. Akkor S-nek barmely a elemére
aS és Sa a 4.6 korollarium értelmében S-nek (m, n)-idealjai, tehat

aS=Sa=2_5,

az S félcsoport barmely a elemére. Ez azonban azt jelenti, hogy S csoport. (Lasd:
[1] I1. Theorem 3.2, vagy [7], Tll. fejezet, 1.2 tétel.)
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4.8. korollarium. Egy félcsoport akkor és csakis akkor csoport, ha nem tar-
talmaz valédi bi-idedlt.

4.9. tétel. Tegyiik fel, hogy az S félcsoport részfélcsoportiaira nézve minimum-
kovetelményt elégit ki. Akkor, ha S tartalmaz valédi (m, n)-idedlt, ahol m =1, n>1,
akkor S tartalmaz vagy valédi (1, k)-idedlt, vagy valodi (k, 1)-idedlt is.

Bizonyitas. Jeloljiik m,-gyel azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelyre
S-nek van valodi (m, n)-idealja, n,-gyel pedig azt a legkisebb pozitiv egész szamot,
amelygg az S félcsoport tartalmaz valodi (m, n,)-idealt. Megmutatjuk, hogy m, =n
vagy n, =m fennall. Ha ugyanis m, =># és n, > m volna, akkor abbol, hogy m; <m
kovetkezne, hogy n<n,, ami lehetetlen.

Tegyiik fel, hogy 1 =m;=n és A az S-nek valddi (m,, n)-idealja. Definidljuk
az S félcsoport részfélcsoportjainak kovetkez$ végtelen sorozatat:

(5) B,=A"SA", B, B"'SB/ (i=12,..).
Konnyit belatni, hogy
(6) Bi"3B;C A.

A részfélcsoportokra vonatkozé minimumfeltételbdl kovetkezik, hogy valamilyen
J pozitiv egész szamra

B; = B;,, = B.
Fennall tehat a

@) B=Bm™SB"
osszefiiggés. Innen kovetkezik, hogy

(8) Bmi SBr-mi Bmi SB" = BSB",
amibdl (7) figyelembevételével kapjuk, hogy

(9) BmSBr-m+l = BSR",
Jobbrol szorozva B™ —l-gyel

(10) BmiSBi-m+1l.gm-1= BERpn. pmi—1,
Ebbdl (7) alapjan adoddik, hogy

(11 BSBrtmi-1 =R,

igy azt nyertiik, hogy a B részfélcsoport S-nek (1, k)-idealja, ahol k = n+m, — 1.
Hasonlé mddon lehet bizonyitani az n; =m esetben S valddi (k, 1)-idedljanak
létezését. .
4.10. korollarium. Ha az S véges félcsoport m=1, n>1 esetén tartalmaz
valodi (m, n)-idedlt, akkor tartalmaz valédi (1, k)-idedlt, vagy valodi (k, 1)-idedlt is.
4.11. tétel. Tegyiik fel, hogy A (m,0)-idedlja, B pedig (0, n)-idedlja az S fél-
csoportnak, tovdbbd AB= BA. Akkor az AB szorzat az S félcsoportnak (m, n)-idedlja.
(m, n pozitiv egész szdmok.)
Bizonyitas. A tett feltevésbdl kovetkezik, hogy

(AB)(AB)=A2B>C AB,
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tehat AB részfélcsoportja S-nek. Masfelsl
(AB)"S(AB)*= A"(B"SA")B"< (A™S)B" S AB,

vagyis az AB szorzat csakugyan (m, n)-idedlja S-nek.
Az m=n=1 specialis esetben nincsen sziikség az 4AB=BA kikotésre, azaz
érvényes a kovetkezd tétel.
4.12. tétel. Ha S tetszdleges félcsoport, L balidedlja, R pedig jobbidedlja S-nek,
akkor az RL, ill. az LR szorzat S-nek (1,1)-idedlja.
Bizonyitas. Minthogy
(RL)(RL)S RL,

azért az RL szorzat részfélcsoport. Masrészt
(RLYS(RLYS RSLERL,

tehat RL valéban (1,1)-idedlja az S félcsoportnak.
Hasonlé médon igazolhatd, hogy az LR szorzat is (l1,1)-idedlja az S fél-
csoportnak.

5.§

Attériink a k-idealokkal és az i*-idealokkal kapcsolatos tjabb eredményeink
ismertetésére.

A 3.8 fétel allitdsahoz hasonld allitast fejez ki az alabbi tétel.

5.1. tétel. Intrareguldris félcsoportnak bdrmely i*-idedlja kétoldali idedl.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy S intraregularis félcsoport, vagyis a€ Sa?s,
az S félcsoport mindegyik a elemére. Ismeretes, hogy egy félcsoport akkor és csakis
akkor intraregularis, ha valamennyi kétoldali idealja félprim. Az I kétoldali ideal
félprim, ha a?¢I (a€S) maga utan vonja, hogy a<Il. Megmutatjuk, hogy S-nek
barmely I kétoldali idealja idempotens, azaz I?> =1, Csak azt kell igazolni, hogy
IS 2. Legyen a€l, akkor a2 €12. Mivel I? is kétoldali ideslja S-nek, azért I? fél-
prim. Ennélfogva a€I?, amib3l kovetkezik, hogy IS712. A 3.7 lemma felhaszna-
lasdval marmost ugyanigy fejezhetjilk be a bizonyitast, mint a 3.8 tétel esetében.

Az 1.9 korollariumbdl és az 5.1 tételbsl adodik a kovetkezs:

5.2. tétel. Kommutativ intrareguldris félcsoportnak bdrmely k-idedlja kétoldali
idedl.

Analdg allitas a TaMura [10] altal bevezetett fS-félcsoportokra is érvényes.
Egy S félcsoportot S-félesoportnak neveziink, ha S tartalmaz egy rogzitett e elemet,
amelyre nézve fennall, hogy

1. S barmely részfélcsoportja tartalmazza az e elemet;

2. S-nek barmely e-t tartalmazd részhalmaza részfélcsoport.

B-félcsoportok példaul a zéréfélesoportok, amelyekben barmely két elem szor-
zata zér6. Azonban egy fS-félcsoport nem sziikségképpen zérofélcsoport, amint azt
a kovetkez6 példa mutatja:

le a b
ele a e
ala e a
ble a e
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A szorzastablajaval itt megadott 3-elemii félcsoport kielégiti az elébbi 1., 2. felté-
teleket, s nyilvin nem zéréfélcsoport.

Sziikségiink lesz TAMURA kovetkez8 eredményére: Egy félcsoport akkor és
csakis akkor f-félcsoport, ha vagy zéréfélcsoport, vagy olyan félcsoport, amely
tartalmaz egy e-t6l kilonb6z8 a elemet, amelyre

ax=xa=a, ha x#a
és
xy=a*=e, ha x#a, y+#a.

5.3. tétel. B-félcsoportnak bdrmely i*-idedlja kétoldali idedl.

Bizonyitds. TAMURA imént emlitett eredményébdl kovetkezik, hogy barmely
p-félcsoport kommutativ. Igy alkalmazhatjuk a kommutativ félcsoportokra kapott
korabbi eredményeinket. Az S f-félcsoport 4 részhalmaza akkor és csak akkor
ik-ideal, ha k-ideal. Tovabba az A részfélcsoport akkor és csak akkor k-idedlja
S-nek, ha '

AKS S A.

Az allitast elég k = 2-re igazolni. Legyen A i2-ideélja S-nek. Akkor A4 2-ideal, vagyis

A2S € A. Megmutatjuk, hogy A2S =4S, amibdl mar kovetkezik, hogy A kétoldali

idedlja S-nek. Zérofélcsoportokra nyilvan fennall az egyenl8ség, mert mindkét

oldalon zér6 all. A masik fajta f-félcsoportokban pedig az xS halmaz mindig két

elembd! 4ll: ‘
xS={e, a}.

Ennélfogva az A2S=AS egyenlGség barmely f-félcsoportra érvényes, amibdl ko-
vetkezik, hogy A kétoldali ideal.

5.4. megjegyzés. Mivel a legalabb két elemet tartalmazd p-félcsoportok
nem Neumann-regularisak, azért az 5.2 tételbdl kovetkezik, hogy a 3.5 korollarium
nem jellemzi a Neumann-regularis félcsoportokat, azaz abbol, hogy egy félcsoport-
ban a biideal és a kvaziideal fogalma egybeesik, még nem kovetkezik, hogy az il-
let6 félcsoport Neumann-reguldris. Ez azt jelenti, hogy a CLIFFORD és PRESTON
[3] konyv 85. oldalan levé 18(d) allitas ,,only if”’ része hamis.

6.§

A dolgozat els6 részében bebizonyitott 1.11 tétel és az 1.14 megjegyzés értelmé-
ben barmely S félcsoport Gsszes (1, 1)-idedljainak S; halmaza az S félcsoport Gsszes
nem iires részhalmazai S multiplikativ félcsoportjanak kétoldali idealja. Maés-
részt REES (8] megmutatta, hogy ha T, T, egy tetszGleges S félcsoportnak kétoldali
ideéljai, akkor T,C T, esetén T, — T, kétoldali idedlja az S— T, félcsoportnak,
tovabba
(12) (§—T)—(T,-T,) = STy,

ahol példaul S—T; az S félcsoportnak modulo T’ vett Rees-féle faktorfélcsoport-
jat jeloli. A mondottakbdl kévetkezik az alabbi izomorfizmustétel.

6.1. tétel. a) Legyen S tetszbleges félcsoport, L az S-nek bdrmely balidedlja.
Akkor az S, — LS, faktorfélesoport az S — LS, faktorfélcsoportnak kétoldali idedlja és

(13) (S—LS)—(S;—LS;) = §—5,.
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b) Legyen R az S Jélcsoportnak tetszéleges jobbidedlia. Akkoraz S, — SR
faktorfélcsoport az S — S, R faktorfélcsoportnak kétoldali idedlja és

(14) (S—5,R)—(S;— S;R) = S—8§,.
¢) Az a) és b) dllitdsbol kovetkezik, hogy
(15) (S—LS)—(S;—LS;) = (S—S,R)— (S, —S,R).

Megmutatjuk most, hogy a kommutativ félcsoportokra vonatkozd 3.3 korol-
larium altalanosabban normadlis félcsoportok esetén is érvényes. Egy S félcsoportot
normdlis félcsoportnak neveziink, ha az

(16) aS=_Sa

egyenl8ség S-nek valamennyi a elemére érvényes.

6.2.tétel. Egy S normdlis félcsoportra vonatkozolag a kdvetkezé dllitdsok egy-
mdssal ekvivalensek:

1. S Neumann-reguldris.

2. S-nek mindegyik L balidedlja idempotens, azaz L*=1L.

3. S-nek mindegyik fobalidedlja idempotens.

Bizonyitas. 1.-b6l kovetkezik 2. Legyen S Neumann-regularis és L balidealja
S-nek. Akkor L? € L. Legyen a € L, akkor van olyan x eleme S-nek, amelyre axa =a.
Innen kovetkezik, hogy

a=a(xa)cL?, )
tehat L € L2. [gy az L balideal valéban idempotens, L2 = L. Az az allitas, hogy 2.-bél
kovetkezik 3. evidens. Végill megmutatjuk, hogy 3.-bdl kovetkezik 1. Mivel az
S félcsoport a eleme altal generalt fébalideal, (a), =a'J Sa, azért a 2. feltétel szerint

(aU Sa)(aU Sa)=al Sa.

Innen kovetkezik, hogy a¢(aU Sa)(eU Sa). Minthogy S normalis félcsoport,
azért
(aU Sa)(aU Sa)=a*>U aSa,

tehat a =a?, vagy a€aSa. Ez azt jelenti, hogy az a elemhez mindkét esetben van
olyan x elem, amelyre axa=a. Ezzel tételilnket bebizonyitottuk. -

6.3. megjegyzés. A J. Carars [2] dolgozataban megadott példa mutatja,
hogy tetsz8leges félcsoport Osszes balidealjanak idempotenciajabol nem kovetkezik,
hogy a félcsoport Neumann-regularis.

Mivel egy normalis félcsoport nyilvanvaléan duo félcsoport, azaz mindegyik
egyoldali idealja kétoldali ideal, azért az 1.9 korollariumban kimondott allitas az
1.10 megjegyzés alapjan normalis félcsoportokra is érvényes.

6.4. tétel. Egy normdlis félecsoport valamely részhalmaza akkor és csak akkor
ik-idedl, ha k-idedl.

Megjegyezzitk még, hogy az 1.9 korollariumbdl és a 3.8 tételbS! azonnal ado-
dik a kovetkezd allitas.

6.5. tétel. Kommutativ Neumann-reguldris félcsoportban bdrmely k-ided! két-
oldali idedl.
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