
A FÉLCSOPORTOK IDEÁLELMÉLETÉHEZ, II. 

írta: LAJOS SÁNDOR 

Bevezetés 

Ez a dolgozat a szerző [4] dolgozatának a folytatása. Az ott bevezetett fogalma-
kat: (m,n)-ideál, k-ideál, /'-ideál, stb. és az ezekre vonatkozó eredményeket ismer-
teknek tekintjük. Ebben a dolgozatban folytatjuk a félcsoportok ideálelméletének 
egy általánosabb elméletbe, az (m, n)-ideálok elméletébe való beágyazására irányuló 
kísérletünket. Megmutatjuk, hogy több ideálelméleti tétel kiterjeszthető (m, n)-
ideálokra, vagyis az általánosabb elmélet keretei között is érvényben marad. Meg-
adjuk a csoportoknak (m, n)-ideálok segítségével való jellemzését. Bebizonyítjuk, 
hogy ha egy tetszőleges véges félcsoport tartalmaz valódi (m,n)-ideált, ahol 1, 
n > 1, akkor tartalmaz valódi (le, lj-ideált, vagy valódi (1, fc)-ideált is. Megmutatjuk, 
hogy ez a tétel bármely részfélcsoportjaira nézve minimumkövetelményt kielégítő 
félcsoportra is érvényes. Bebizonyítjuk, hogy intrareguláris félcsoportban egy két-
oldali ideálnak bármely kétoldali ideálja maga is kétoldali ideálja az eredeti fél-
csoportnak. Hasonló tétel А ТАМ URA által bevezetett /5-félcsoportokra is érvényes. 
Ideálok segítségével szükséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy egy normális 
félcsoport Neumann-reguláris legyen. A félcsoport részhalmazainak multiplikatív 
félcsoportjával kapcsolatban egy izomorfizmus-tételt bizonyítunk be. 

A dolgozat első részének leadása óta több könyv jelent meg, amelyek a fél-
csoportok algebrai elméletével foglalkoznak (lásd: L J A P I N [7], C L I F F O R D és P R E S T O N  
[3], valamint R É D E I [9]). A félcsoportok algebrai elméletének alapvető fogalmaira 
és eredményeire vonatkozólag ezekre a könyvekre utalunk. 

4.1. t é t e l . Legyen S tetszőleges félcsoport, T az S-nek részfélcsoportja, A pe-
dig legyen az S félcsoportnak (m, ri)-ideálja. Akkor az A és T halmazok közös része 
(m, n)-ideálja a T félcsoportnak. 

B i z o n y í t á s . Az AC\T közös rész nyilvánvalóan részfélcsoportja a T félcso-
portnak. Megmutatjuk, hogy А П T kielégíti az 

4 . § 

(1) (А П T)"'T(А П Т)" fAC\T 

összefüggést. Egyrészt látható, hogy 

(2) (АГ\Т)'"Т(А Г)Т)п^А, 

mivel a feltevés szerint A (m, n)-ideálja 5-nek. Másrészt 

(3) (А(ЛТ)тТ(АГ\Т)п(^Т, 
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tehát az (1) reláció valóban érvényes. Ez azt jelenti, hogy А П T (m, «/ideálja a 
T félcsoportnak. 

4.2. k o r o l l á r i u m . Legyen S tetszőleges félcsoport, L az S-nek balideálja, 
T pedig részfélcsoportja S-nek. Akkor az L П T közös rész a T félcsoportnak bal-
ideálja. 

4.3. k o r o l l á r i u m . Legyen S tetszőleges félcsoport, T az S-nek részfélcsoportja, 
A pedig k-ideálja S-nek. Akkor az А П Г közös rész a T félcsoportnak k-ideálja. 

4.4. k o r o l l á r i u m . A tegyen (m, n)-ideálja, В pedig (p, q)-ideálja az S félcsoport-
nak. Akkor az А П В közös rész az A félcsoportnak (p, q)-ideálja, B-nek pedig (m, «)-
ideálja. 

4.5. t é t e l . Legyen S tetszőleges félcsoport, m,n pozitív egészek, A (m,n)-
ideálja, В pedig olyan részhalmaza S-nek, amelyre ABQA vagy BAQA fennáll. 
Akkor az AB és BA szorzatok S-nek (m, ri)-ideáljai. 

B i z o n y í t á s . Tegyük fel, hogy például az 

(4) ABQA 

feltétel teljesül. Ebből következik, hogy 

(AB)(AB) Q A-AB g AB, 

vagyis az AB szorzat részfélcsoport. Másrészt 

(AB)'"S(AB)" g A'"-SA"~1 -(AB) g AB. 

tehát az AB szorzat (m, »/ ideálja az S félcsoportnak. 
Megmutatjuk, hogy a BA szorzat is (m, «/ideálja S-nek. BA részfélcsoport, 

mivel 
(BA)(BA) = B(AB)A g BA-A g BA. 

A (4) feltételből és abból, hogy A (m, «/ideálja S-nek, következik, hogy 

(BA)mS(BA)n g В-A'" SA" g В A 

tehát a BA szorzat is (m, «/ ideálja az S félcsoportnak. 
Hasonló módon lehet bizonyítani az állítást abban az esetben is, amikor a 

BA<f=A feltétel teljesül. 
4.6. k o r o l l á r i u m . Legyen S tetszőleges félcsoport, A az S-nek (m, n)-ideálja, 

és a ÇA. Akkor 'az a A és Aa szorzatok S-nek (m, n)-ideáljai (m, n pozitív egészek). 
4.7. t é t e l . Ahhoz, hogy egy S félcsoport csoport tegyen, szükséges és elégséges, 

hogy valamilyen rögzített pozitív egész m, n számpár esetén ne tartalmazzon valódi 
(m, n)-ideált. 

B i z o n y í t á s . A feltétel szükségessége nyilvánvaló. Az elégségességet a 4.6 
korollárium alapján bizonyíthatjuk. Tegyük fel, hogy az S félcsoport kielégíti a 
feltételt, vagyis nem tartalmaz valódi (m, «/ideált . Akkor S-nek bármely a elemére 
aS és Sa a 4.6 korollárium értelmében S-nek (m, «/ideáljai, tehát 

aS= Sa = S, 

az S félcsoport bármely a elemére. Ez azonban azt jelenti, hogy S csoport. (Lásd : 
[1] IL Theörem 3.2, vagy [7], III. fejezet, 1.2 tétel.) 
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4.8. k o r o l l á r i u m . Egy félcsoport akkor és csakis akkor csoport, ha nem tar-
talmaz valódi bi-ideált. 

4.9. t é t e l . Tegyük fel, hogy az S félcsoport részfélcsoportjaira nézve minimum-
követelményt elégít ki. Akkor, ha S tartalmaz valódi {m, rí)-ideált, ahol m> 1, я > 1, 
akkor S tartalmaz vagy valódi {\,k)-ideált, vagy valódi (k, \)-ideált is. 

B i z o n y í t á s . Jelöljük w,-gyel azt a legkisebb pozitív egész számot, amelyre 
F-nek van valódi (m l 5 n)-ideálja, flj-gyel pedig azt a legkisebb pozitív egész számot, 
amelyig az S félcsoport tartalmaz valódi (m, /íjj-ideált. Megmutatjuk, hogy m j = n 
vagy nx = m fennáll. Ha ugyanis mx > л és nx >m volna, akkor abból, hogy mx 
következne, hogy n < n x , ami lehetetlen. 

Tegyük fel, hogy U r n ^ n és 4 az F-nek valódi {mx, n)-ideálja. Definiáljuk 
az F félcsoport részfélcsoportjainak következő' végtelen sorozatát: 

(5) Bl=Am,SAn, Bi+1B'rSBГ ( i = l , 2 , . . . ) . 

Könnyű belátni, hogy 

(6) B T ' S B l ^ A . 

A részfélcsoportokra vonatkozó minimumfeltételből következik, hogy valamilyen 
j pozitív egész számra 

Bi = Bj+1 = B-
Fennáll tehát a 
(7) B = B""SB" 

összefüggés. Innen következik, hogy 

(8) B"" SBn-"" B"" SB" = В S В", 

amiből (7) figyelembevételével kapjuk, hogy 

(9) BmiSB"-m' + i = BSB", 

Jobbról szorozva Bm,~ Egyel 

(10) Bm,SB"-mt + i-Bm'-1 =BSB"-B""-X. 

Ebből (7) alapján adódik, hogy 

(11) BSBn+m'-1 = B. 

így azt nyertük, hogy а В részfélcsoport F-nek (1, k)-ideálja, ahol к — n + m x 1. 
Hasonló módon lehet bizonyítani az n x ^ m esetben F valódi (к, l)-ideáljának 

létezését. 
4.10. k o r o l l á r i u m . Ha az S véges félcsoport m> 1, л > 1 esetén tartalmaz 

valódi (m, rí)-ideált, akkor tartalmaz valódi (1, k)-ideált, vagy valódi (к, 1 )-ideált is. 
4.11. t é t e l . Tegyük fel, hogy A (m,0)-ideálja, В pedig (0, n)-ideálja az S fél-

csoportnak, továbbá AB = BA. Akkor az AB szorzat az S félcsoportnak (m, n)-ideálja. 
(m,n pozitív egész számok.) 

B i z o n y í t á s . A tett feltevésből következik, hogy 

{AB) {AB) = A2B2 g AB, 
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tehát AB részfélcsoportja 5-nek. Másfelől 
(AB)'"S(AB)n = Am (B'nSA") В" Я (A'"S) В" Я AB, 

vagyis az AB szorzat csakugyan (да, n)-ideálja 5-nek. 
Az m — n = 1 speciális esetben nincsen szükség az AB = BA kikötésre, azaz 

érvényes a következő tétel. 
4.12. t é t e l . Ha S tetszőleges félcsoport, L balideálja, R pedig jobbideálja S-nek, 

akkor az RL, ill. az LR szorzat S-nek (\,\)-ideálja. 
B i z o n y í t á s . Minthogy 

(RL) (RL) Я RL, 
azért az RL szorzat részfélcsoport. Másrészt 

(RL) S(RL) f R S L f RL, 
tehát RL valóban (l,l)-ideálja az 5 félcsoportnak. 

Hasonló módon igazolható, hogy az LR szorzat is (l,l)-ideálja az 5 fél-
csoportnak. 

5 . § 

Áttérünk a k-ideálokkal és az /"-ideálokkal kapcsolatos újabb eredményeink 
ismertetésére. 

A 3.8 tétel állításához hasonló állítást fejez ki az alábbi tétel. 
5.1. t é t e l . Intrareguláris félcsoportnak bármely ik-ideálja kétoldali ideál. 
B i z o n y í t á s . Tegyük fel, hogy 5 intrareguláris félcsoport, vagyis aéSa2S, 

az 5 félcsoport mindegyik a elemére. Ismeretes, hogy egy félcsoport akkor és csakis 
akkor intrareguláris, ha valamennyi kétoldali ideálja félprim. Az I kétoldali ideál 
félprim, ha a2 él (aé 5) maga után vonja, hogy a él- Megmutatjuk, hogy 5-nek 

" bármely I kétoldali ideálja idempotens, azaz I2—I. Csak azt kell igazolni, hogy 
1Я12. Legyen a éj, akkor a2 él2- Mivel I2 is kétoldali ideálja 5-nek, azért I2 fél-
prim. Ennélfogva aél2, amiből következik, hogy I f f2. A 3.7 lemma felhaszná-
lásával mármost ugyanúgy fejezhetjük be a bizonyítást, mint a 3.8 tétel esetében. 

Az 1.9 korolláriumból és az 5.1 tételből adódik a következő: 
5.2. t é te l . Kommutatív intrareguláris félcsoportnak bármely k-ideálja kétoldali 

ideál. 
Analóg állítás a T A M U R A [ 1 0 ] által bevezetett /I-félcsoportokra is érvényes. 

Egy 5 félcsoportot f-félcsoportnak nevezünk, ha 5 tartalmaz egy rögzített e elemet, 
amelyre nézve fennáll, hogy 

1. 5 bármely részfélcsoportja tartalmazza az e elemet; 
2. 5-nek bármely e-t tartalmazó részhalmaza részfélcsoport. 
/J-félcsoportok például a zérófélcsoportok, amelyekben bármely két elem szor-

zata zéró. Azonban egy /1-félcsoport nem szükségképpen zérófélcsoport, amint azt 
a következő példa mutatja: 

e a b 

e e a e 
a a e a 
b e a e. 
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A szorzástáblájával itt megadott 3-elemű félcsoport kielégíti az előbbi 1., 2. felté-
teleket, s nyilván nem zérófélcsoport. 

Szükségünk lesz T A M U R A következő eredményére: Egy félcsoport akkor és 
csakis akkor /?-félcsoport, ha vagy zérófélcsoport, vagy olyan félcsoport, amely 
tartalmaz egy <?-től különböző a elemet, amelyre 

ax = xa=a, ha xXa 
és 

xy = a2 = e, ha xXa, yXa. 

5.3. t é t e l , ß-felcsoportnak bármely ik-ideálja kétoldali ideál. 
B i z o n y í t á s . T A M U R A ^ imént említett eredményéből következik, hogy bármely 

/j-félcsoport kommutatív. így alkalmazhatjuk a kommutatív félcsoportokra kapott 
korábbi eredményeinket. Az 5 /?-félcsoport A részhalmaza akkor és csak akkor 
/'-ideál, ha Ár-ideál. Továbbá az A részfélcsoport akkor és csak akkor Ár-ideálja 
5-nek, ha 

AkSQA. 

Az állítást elég к = 2-re igazolni. Legyen A /'2-ideálja 5-nek. Akkor A 2-ideál, vagyis 
A2SQA. Megmutatjuk, hogy A2S = AS, amiből már következik, hogy A kétoldali -
ideálja 5-nek. Zérófélcsoportokra nyilván fennáll az egyenlőség, mert mindkét 
oldalon zéró áll. A másik fajta /1-félcsoportokban pedig az x S halmaz mindig két 
elemből áll : . 

x5= {e, a). 

Ennélfogva az A2S — AS egyenlőség bármely jS-félcsoportra érvényes, amiből kö-
vetkezik, hogy A kétoldali ideál. 

5.4. m e g j e g y z é s . Mivel a legalább két elemet tartalmazó /1-félcsoportok 
nem Neumann-regulárisak, azért az 5.2 tételből következik, hogy a 3.5 korollárium 
nem jellemzi a Neumann-reguláris félcsoportokat, azaz abból, hogy egy félcsoport-
ban a biideál és a kváziideál fogalma egybeesik, még nem következik, hogy az il-
lető félcsoport Neumann-reguláris. Ez azt jelenti, hogy a C L I F F O R D és P R E S T O N 

[3] könyv 85. oldalán levő 18(d) állítás „only i f" része hamis. 

6 . § 

A dolgozat első részében bebizonyított 1.11 tétel és az 1.14 megjegyzés értelmé-
ben bármely 5 félcsoport összes (1, l)-ideáljainak 5T halmaza az 5 félcsoport összes 
nem üres részhalmazai 5 multiplikatív félcsoportjának kétoldali ideálja. Más-
részt R E E S [ 8 ] megmutatta, hogy ha Tx, T2 egy tetszőleges 5 félcsoportnak kétoldali 
ideáljai, akkor T2cTl esetén Tx — T2 kétoldali ideálja az S—T2 félcsoportnak, 
továbbá 
(12) ( 5 — T2) —(Tl — T2) = S—Tt, 

ahol például S—Tx az 5 félcsoportnak modulo Tx vett Rees-félefaktorfélcsoport-
já t jelöli. A mondottakból következik az alábbi izomorfizmustétel. 

6.1. t é t e l , a) Legyen S tetszőleges félcsoport, L az S-nek bármely balideálja. 
Akkor az Sx — LSX faktorfélcsoport az S —LSx faktorfélcsoportnak kétoldali ideálja és 

(13) (S—LS1) — (S1 — LS1) = S—S1. 
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b) Legyen R az S félcsoportnak tetszőleges jobbideálja. Akkor az SX — SXR 
faktorfélcsoport az S— SXR faktorfélcsoportnak kétoldali ideálja és 

(14) 0 S - S 1 R ) - ( S 1 - S l R ) - S-Sí. 

c) Az a) és b) állításból következik, hogy 

(15) ( 5 - LSi) - (Si - LSi) - (S-SiR) - (Sx - SXR). 

Megmutatjuk most, hogy a kommutatív félcsoportokra vonatkozó 3.3 korol-
lárium általánosabban normális félcsoportok esetén is érvényes. Egy S félcsoportot 
normális félcsoportnak nevezünk, ha az 
(16) aS = Sa 

egyenló'ség 5-nek valamennyi a elemére érvényes. 
6.2. t é t e l . Egy S normális félcsoportra vonatkozólag a következő állítások egy-

mással ekvivalensek: 
1. 5 Neumann-reguláris. , 
2. S-nek mindegyik L balideálja idempotens, azaz L1 = !.. 
3. S-nek mindegyik főbalideálja idempotens. 
B i z o n y í t á s . 1.-ből következik 2. Legyen 5 Neumann-reguláris és L balideálja 

5-nek. Akkor L2 L. Legyen a € L, akkor van olyan .v eleme 5-nek, amelyre axa = a. 
Innen következik, hogy 

a=a(xd)PL2, 

tehát L^LL2. így az L balideál valóban idempotens, L2 = L. Az az állítás, hogy 2.-ből 
következik 3. evidens. Végül megmutatjuk, hogy 3.-ból következik 1. Mivel az 
5 félcsoport a eleme által generált főbalideál, (à)L = aO Sa, azért a 2. feltétel szerint 

(a U Sa) (a U Sa) = a U Sa. 

Innen következik, hogy (a l l 5a) (aU Sa). Minthogy 5 normális félcsoport, 
azért 

(a U 5ö) (a U Sa) = a 2 U a Sa, 

tehát а = а 2 , vagy a^aSa. Ez azt jelenti, hogy az a elemhez mindkét esetben van 
olyan x elem, amelyre axa=a. Ezzel tételünket bebizonyítottuk. 

6.3. m e g j e g y z é s . A J . C A L A I S [2] dolgozatában megadott példa mutatja, 
hogy tetszőleges félcsoport összes balideáljának idempotenciájából nem következik, 
hogy a félcsoporl Neumann-reguláris. 

Mivel egy normális félcsoport nyilvánvalóan duo félcsoport, azaz mindegyik 
egyoldali ideálja kétoldali ideál, azért az 1.9 korolláriumban kimondott állítás az 
1.10 megjegyzés alapján normális félcsoportokra is érvényes. 

6.4. t é t e l . Egy normális félcsoport valamely részhalmaza akkor és csak akkor 
ik-ideál, ha k-ideál. 

Megjegyezzük még, hogy az 1.9 korolláriumbó! és a 3.8 tételből azonnal adó-
dik a következő állítás. 

6.5. t é t e l . Kommutatív Neumann-reguláris félcsoportban bármely k-ideál két-
oldali ideál. 
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