A KVAZIIDEALOKROL

frta: STEINFELD OTTO

Bevezetés

[19]illetve [21] dolgozatomban szerepel e16s>z/6r a gytlirtik illetve félcsoportok kva-
ziidealjainak fogalma. Azdta szamos olyan cikk jelent meg, amely részben vagy
egészben kvaziidealokkal kapcsolatos eredményeket targyal. Jelen dolgozatnak az a
célja, hogy osszefoglaldt és rendszerezést adjon az eddigi eredményekrdl, és felhivija
a figyelmet néhany megoldasra varé problémara. Az eredmények bizonyitas nélkiil
szerepelnek irodalmi utalasokkal. Az a néhany eredmény, melyre vonatkozdan
irodalmi adat nem szerepel, a szerz8 tudomasa szerint 1j.

A 2. §-ban a kvaziidealokra és altalanosabban az (i, n)-kvaziidealokra vonat-
kozo altalanos eredmények ismertetése szerepel, melyek nagy része kozvetleniil
a definiciokbol addédik. Mig egy félcsoport kvaziidealjai egy-egy jobbideal és bal-
ideal metszeteként irhatdk fel, addig gylirli és félgylrii esetén az analdég eredmény
problémaként meriil fel. 1961-ben J. CALAIS [2] nemleges iranyban oldotta meg azt
a problémat, hogy egy félcsoport két kvaziidedljanak szorzata altalaban kvazi-
ideal-e.

A 3. illetve 4. §-ban a minimalis illetve 0-minimalis kvaziidedlokra vonatkozé
eredményeket targyaljuk O-elemmentes illetve O-elemes esetekben. 0-elemmentes
esetben érvényes, hogy egy minimalis balideal és egy minimalis jobbideal metszete
egy minimalis kvaziideal és megforditva a minimalis kvaziidealok felirhatok egy-
egy miniméalis bal- és jobbideal metszeteként, st egy 0-elemmentes félcsoport mini-
malis kvaziidedljai megegyeznek a SzUSKEVICS-mag maximalis részcsoportjaival, s
igy izomorfak, és egyesitésiik a SzZuskevics-mag. O-elem létezése mellett altalaban
csak az érvényes, hogy egy O-minimalis balidealnak és egy O-minimalis jobbideal-
nak a metszete vagy 0 vagy egy 0-minimalis kvaziideal, a megforditast csak specialis
esetben sikeriilt kimutatni. Tovabba fennall, hogy egy gylr{i (0-elemes félcsoport,
O-elemes félgylir{i) 0-minimalis kvaziidealja vagy zérégylirli (zéréfélcsoport, zéro-
félgyiiri) vagy ferdetest (0-elemes csoport, O-elemes divizig-félgy(rii). A 3. és 4.§
eredményei ISEKI [8] és a szerz§ [20], [21] és [23] dolgozataiban szerepelnek.

Az 5. § eredményei is f6ként a 0-minimalis kvaziidealokrél szolnak abban az
esetben, amikor a gylirl (0-elemes félcsoport, 0-elemes félgyiirl)) nem tartalmaz
0-t6] kiilonbbzb nilpotens balidealt, azaz klasszikus radikalmentes. Ebben a speci-
alis esetben igaz, hogy 0-minimdlis kvaziidedlok egy-egy O-minimalis bal- és jobb-
ideal metszetei. Az ilyen gyiiriiben az is érvényes, hogy (a) 1étezik 0-minimalis kvazi-
ideal, (b) létezik 0-minimalis balideal (jobbideal) — feltételek ekvivalensek és barmely
0-minimélis balideal (jobbideil) 0-minimalis kvaziidedlok halmazelméleti egyesi-
tése.

A 6.§ eredményei a klasszikus radikdlmentes illetve Artin-féle féligegyszerii
struktirdknak 0-minimélis bal-, jobb-, bi- és kvaziidealokra valé felbontasairdl
szélnak. KErRTEsZ—STEINFELD [10] dolgozatiban szerepel:
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Egy R gylirlire vonatkozéan az alabbi feltételek ekvivalensek

(A) R jobbegységelemes és 0-minimalis balidealok direkt Gsszege,

~(B) R olyan kvaziidealok 6sszege, amelyek teljes rendszert alkotnak,

(C) R Kklasszikus radikdlmentes és véges sok O-minimalis kvéziideal direkt
Osszege,

(D) R Artin-féle féligegyszer(i. (0.2. tétel).

WIEGANDT [27] kimutatta az (A) és (B) feltételek ekvivalenciajat O-elemes fél-
gyliriikre is. A 6.2. tétel félcsoportelméleti analogonjanak tekinthet§ a kovetkezd,
tudomasunk szerint 0j eredmény:

Az F O-elemes félcsoportra vonatkozdan a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(1) F regularis és O0-minimalis balidealok egyesitése,

(2) F olyan kvaziidealok egyesitése, amelyek végtelen teljes rendszert alkotnak,

(3) F radikalmentes és ¢Fy (¢2=¢, n?>=n) alaki 0-miniméalis kvaziidealok
egyesitése,

(4) F olyan kétoldaliidealok egyesitése, melyek F komplett 0-egyszeri rész-
félcsoportjai (8.6 tétel).

Erdemes lenne a O-minimalis kvaziidealokra vonatkozé vizsgalatokat kiter-
jeszteni arra az esetre is, amikor a strukturanak 0-tdl kiilonb6z8 nilpotens balide-
alja van. — A 6. §-ban F. SzAsz [26], [27] bizonyos, kvaziidealokkal kapcsolatos
eredményei egy részét is kozoljik.

A 7.§ban a Neumann-regularis réviden regularis struktarak kvaziidealjaira
vonatkozd vizsgilatokat targyakljuk. L. KovAcs [12], Lasos S. [13], J. CaLais [2],
J. LuHn [15] és STEINFELD [24] eredményeit foglalja Ossze a kdvetkez8 7.1. tétel:

Az F félcsoport (félgylirire, gylirire) a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(i) F regularis,

(ii) F mindegyik r jobbidealjira és [ balidealjara v[=r],

(iii) F mindegyik v jobbidealjara, [ balidedljarav? =t, [2=[ és t[ az F kvazi-
idealja,

(iv) F kvaziidedljai egy regularis, multiplikativ félcsoportot alkotnak.

Megjegyezzilkk még, hogy az F regularis félcsoport (félgyiiril, gylr{) barmelyik
t kvéziidedlja Ff balidealnak és [F jobbidedlnak a metszete.

L. KovAcs [12]-ben jellemzi azokat a (regularis) gyiiriiket, melyeknek mind-
egyik kvaziidealja idempotens. Problémaként meriil fel, hogy analdg jellemzés
érvényes-¢ félcsoportokra és félgyiirikre vonatkozdan.

Végiil a 8. §-ban a Clifford-féle relativ inverzes és a Rees-féle komplett egyszer(i
félcsoportokra vonatkoz6 eredményeket targyaljuk. A. H. CLiFFORD [3}-bOl és
[21]-bSl szarmazik a kovetkezd 8.5 tétel. Az F O-elemmentes félesoport M nemiires
halmazara a kovetkez§ feltételek ekvivalensek:

(0) M az F Osszes minimalis kvaziidedljainak egyesitése,

(B) M az F-nek olyan idealja, mely relativ inverzes és egyszerd félcsoport,

(y) M az F-nek olyan ideélja, mely komplett egyszerii félcsoport.

1. §. Alapfogalmak

E §-ban csupdn-azon fogalmak definialasara szoritkozunk, amelyek a dolgo-
zatban tobbszor eléfordulnak, de nem tekinthetGk koézismerteknek.
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Félcsoport egy olyan (nem iires) halmaz, amelyben egy asszociativ, binér mii-
velet (pl. szorzas vagy Osszeadds) van értelmezve.

Gyiiriin mindig asszociativ gy{iriit értiink.

Az F (nem tires) halmazt félgyiiriinek nevezziik, ha F-ben érteimezve van egy
Osszeadas és egy szorzas, ugyhogy F mind a szorzasra, mind az Osszeadasra fél-
csoport és teljesill az

aB+y) = af+ay & (B+ya=fatye (% f,y€F)

disztributiv szabaly.
0 az F félgylirlinek zéruseleme, ha mindegyik £(€ F) elemre

E+0=0+E=¢ & 0£=¢60=0

teljestil. Azt mondjuk, hogy az F félgy(irli divizié-félgyfirii, ha F &sszes 0-t6l kiilon-
b6z6 elemei multiplikativ csoportot alkotnak.

Zérofélgytiriirol akkor beszéliink, ha az F O-elemes félgy{ir(i két tetszGleges
elemének szorzata 0.

F félgylirlinek [ additiv részfélcsoportjat balidedlnak nevezzilk, ha az Ssszes
E€F és A€l elemre A€l érvényes. Ennek megfelelen definidlhatd egy félgyiirii
jobb- és kétoldali idedlja.

Az F félgyliri M, N additiv részfélcsoportjanak MN szorzatin az Osszes
ZMV.' (u; € M;v;€ N) véges osszegek halmazat értjilk. F félgyliri H, K nemiires

részhalmazainak HK szorzata a yx(y€ H; » € K) elemek Osszessége.
Az F félcsoport (gyiirli, félgyiirll) kvdziidedlja F-nek olyan f nemiires részhal-
maza (részmodulusa, additiv részfélcsoportja), amelyre

(1.1) FENIFct
teljesiil.!

Az F félcsoport (gylirii, félgylirli) b biidealjoan F-nek olyan részfélcsoportja
(részgyiiriijét, részfélgyiir(ijét) értjilkk, amelyre

(1.2) BFHCD

teljesitl. E fogalmat R. A. Goop és D. R.-HUGHES vezették be.
LAJos SANDOR [13]-ban a kovetkezGképpen altalanositja a fenti fogalmakat
Egy F félcsoport (gylirl, félgylirli) { részfélcsoportjat (részgyliriijét, részfél-
gylirlijét) (m, n)-kvdziidedinak nevezziik, ha kielégiti az

(1.3) P FNFECE

Osszefiiggést, ahol m, n nemnegativ egészek. (f° legyen F-hez nem tartozé olyan
elem, amely F-en egységelemként operal.)

Latjuk, hogy az (1,1)-kvaziidedl éppen az (1.1) altal definialt kvaziideal.

Az F félcsoport (gylrii, félgylirli) a részfélcsoportjat (részgyfirijét, részfél-
gyliriijét) (m, n)-idedlnak nevezzik, ha kielégiti az

(1.4) a"Fa"Sa

1 A kvaziideal fogalma atvihetd kétoldali operatormodulusokra is. Nem lenne érdektelen
a kvaziidealokra vonatkozo vizsgilatokat kiterjeszteni erre az esetre is.




304 STEINFELD O.

osszefiiggést, ahol m, n nemnegativ egészek. (a° legyen az F-hez nem tartozé olyan
elem, amely az F-en egységelemként operal.)

Specialisan a (0,1)-ideal a balideal, az (1,0)-ideal a jobbideal és az (1,1)—ideél'

a biideal.

Ervényes az

1.1. LemMa (Lasos S. [13).) F félcsoport (gyiirii, félgyiirii) bdrmely (m, n)-
kvdziidedlja F-nek (m, n)-idedlja. Specidlisan bdrmely kuvdziidedl biidedl.

2. §. Kvaziidealokrol altalaban

A definiciokbdl konnyen addédnak a kovetkezd, félcsoportra, félgyfirlire és
gylirire egyarant érvényes eredmények.

2.1. LEMMA. Félcsoport, (félgyiirii, gyiirii) kvdziidedljai részfélcsoportok (rész-
Sfélgytirtik, részgyliriik.)

2.2. LEMMA. Csoport (divizio-félgyiirii, ferdetest) nem tartalmaz valodi kvdzi-
idedlt.

2.3. LEMMA. (Lajos S. [13)) F félcsoport (gyiirii, félgyiirii) egy (m,0 )-idedl-
Jjanak és egy (0, n)-idedljdnak metszete F-nek (m, n)-kvdziidedlja.

Korollarium. F félcsoport (félgylirii, gyiirii) egy balidedlidnak és egy jobb-
idedljdnak metszete F kvdziidedlja.

2.4. LEMMA. Jeldlje € az F félcsoport (félgyiirii, gyiirii) egy (multiplikativ) idem-
potens elemét, | egy balidedljdt, v egy jobbidedljdt, akkor €l és re az F kvdziidedljai®
és el=eFNI, re=FeNr.

Félcsoport esetén a 2.3 lemma megforditisa is érvényes.

2.5. LeMMA. (Lajos S. [13).) Az F félcsoportnak bdrmely ¥ (m, n)-kvdziidedlja
(U Ft" (0, n)-idedlnak és (§UTmF) (m, 0)-idedlnak a metszete.

Korollarium. Az F félcsoport ¥ kvdziidedlja £\U Ft balidedlnak és T ULF jobb-
idedlnak metszete, azaz F=(EU FYNEULF).

FucHs LAszLO vetette fel azt a problémdt, hogy létezik-e olyan gyiirii, amelynek
valamelyik kvaziidealja nem egy jobbideal és egy balideil metszete?

Ezzel kapcsolatban egyelSre csak a kovetkezét sikeriilt kimutatni.

2.6. LEMMA. Ha az R gyiirli T kovdziidedljdra £ SER vagy £ S RE teljesiil, akkor
= (f+RHN(E+ER).
A 2.6. lemmé4bdl azonnal adodik a

2.7. korollarium. Ha az R gyiiriinek van egyoldali egységeleme, akkor R
mindegyik kvdziidedlja felirhato egy-egy balidedl és jobbidedl metszeteként.
A 2.5 illetve 2.6 lemma kdvetkezménye a

2 Szamos szerz6 vizsgalataiban szerepet jatszanak az el és re alaku specidlis részgyliriik.
Kiilonosen fontosak e téren az Artin-féle gytliriikre vonatkozd vizsgilatok. Az ezzel kapcsolatos
eredmények nagv része a kvaziidedl fogalmanak definidldsa el6tt jelent meg, és igy nem is hasz-
nalia fel azt a tényt, hogy &l és ve kvaziidedlok. Erdemes lenne megvizsgalni, hogy az idevagd bizo-
nyitdsok és eredmények hogyan modosulnak a kvaziidealokra vonatkozo6 altalanos eredmények fel-
hasznalasakor.
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2.8. korollarium. Ha az F félcsoport (gytirit) § valédi kvdziidedlja nem egy-
oldali idedl, akkor Ft illetve £F az F valédi bal- illetve jobbidedlja.

Problémaként meriil fel az, hogy a 2.5 és 2.6 lemmaval, valamint a 2.7 és 2.8
korollariummal analég eredmények érvényesek-e a félgyiiriikre?

Metszetekre a kovetkez8 eredmények igazak.

2.9. LEMMA. Gyiirii (0-elemes félcsoport, 0-elemes félgyiirii) kvdziidedljainak
metszete ismét kvdziidedl.

2.10. LEMMA. (LAlOs S. [13].) Félesoport (félgyiirii) (m, n)-kvdziidedljainak met-
szete vagy az iires halmaz, vagy (m, n)-kvdziidedl.

Korollarium. Félcsoport (félgytirti) kvdziidedljainak metszete vagy az iires
halmaz vagy kvdziidedl.

A félcsoportok és gyliriik kvaziidealjaira vonatkozo fenti eredmények a szerzé
{201, [21], [22] és [23] dolgozataiban szerepelnek, a félgyiiriik esetére pedig ISEKT [8]
dolgozatiban.

Egy ferdetest (divizio-félgyiirii) feletti teljes matrixgyiirli (matrixfélgyiirii) azt
igazolja, hogy két kvaziideal egyesitése, illetve Osszege altalaban nem kvaziideal
(lasd [217).

J. Cavrais [2] kimutatta, hogy létezik olyan félcsoport, amelyben két kvazi-
ideal szorzata 4ltaladban nem kvaziidedl és ezzel megoldotta a szerzének egy 1956-
ban felvetett problémaéjat.

Ezzel kapcsolatban még megemlitjitkk Lasos S. [13] eredményét.

2.11. LEMMA. Félcsoport (félgyiirii, gyiirii) két kvdziidedljdnak szorzata biidea’l.‘

A kvaziidcalok szorzasaval kapcsolatos kérdésekre a 7.§-ban még vissza-
tériink.

Az F félcsoportnak o eleme altal generalt fébalidealja o U Fx elemekbél all.

KoLiBiArROvA dolgozataban [11] szerepel, hogy F félcsoport o eleme altal gene-
ralt (o) f8kvaziidedl az aU Fu fGbalideilnak és alJaF fdjobbidealnak metszete.
Ugyanott példa talidlhaté olyan félcsoportra, amelyben két f8kvaziideal szorzata
nem fGkvaziideal és két fGkvaziideal egyesitése nem kvaziideal.

GREEN [7] a f&balidealok és fGjobbidealok segitségével egy fontos osztalyozast
vezetett be félcsoportokban. KoLiBiaROVA [11] GREEN modszerét kiterjesztette G-
kvaziidealok segitségével torténd osztalyozasra.

3. §. 0-elem nélkiili struktirak minimalis kvaziidealjairol

E §-ban félcsoporton (félgyiirlin) 0-elem nélkiili félcsoportot (félgylir(it) értiink.

Az F félcsoport (félgyiirti) [ balidealja minimdlis, ha F nem tartalmaz olyan
" balidealt, amelyre I’ l. Analég moédon definidlhatok a minimalis jobb-, kvazi-,
bi- és (kétoldali) idealok.

3.1. TETEL. Az F félcsoport (félgyiirii) egy minimdlis balidedljinak és egy mini-
madlis jobbidedljdnak metszete F minimdlis kvdziidedlja. Forditva, F mindegyik t
minimdlis-kvdziidedlja felirhato

f=FxNunF

alakban, ahol » egy tetszéleges elemef-nak és Fx illetve »F az F-nek egy minimdlis
balidedlja illetve jobbidedlja.

6 1II. Osztdly Kozleményei XIV/3
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ftt emlitjiik meg, hogy SCHUTZENBERGER [17] bizonyos hiradaselméleti vizsga-
latokban szerepet jatszo félcsoportok jellemzéséhez felhasznalja a minimalis kvazi-
idealok fogalmat is. Az eredmények részletezésére itt nem tériink ki, mert ez sok
fogalom bevezetését igényelné.

A minimalis kvaziidealokrdl kozelebbi felvilagositast ad a

3.2. TETEL. Az F félcsoport (félgyiirii) mindegyik | minimdlis kvdziidedlja olyan
csoport (divizio-félgyiirii ), mely
f=¢Fe

alakban irhato, ahol ¢ jeloli t egységelemét.
Minthogy a 3.2 tétel megforditasa is érvényes, kimutathatd a kovetkezd

3.3. korollarium. Az F félcsoport (félgyiirii )' t kvdziidedlja akkor és csak
akkor minimdlis, ha t csoport (divizio-félgyiirii).

Az F félcsoport legfeljebb egy minimalis kétoldali idealt tartalmazhat és ezt
az F Szuskevics-magjdnak szoktak nevezni.
A. H. CLiFForD [4] eredményeinck felhasznalasaval konnyen adodik a

3.4. korollarium. (Lasd CLIFFORD—PRESTON [5).) F félcsoport (félgyiirii)
minimdlis kvdziidedljai megegyeznek a Szuskevics-mag maximdlis részcsoportjaival.

A minimalis kvaziidealok izomorfiatol eltekintve egyértelmiien meghatarozottak,
pontosabban érvényes a

3.5. TETEL. A F félcsoport (félgyiirii) minimdlis kvdziidedljai izomorfok.

A fenti eredmények részben a szerz§ [21] részben IsExi [8] dolgozatiban
szerepelnek.

Hasznos felviligositast adnak a minimalis kvaziidealok konstrualasarol a
kovetkez§ tételek:

3.6. TETEL. (V6. SCHWARZ [18].) Ha & az F félcsoport (félgyiirii) | minimdlis
balidedljdnak illetve v minimdlis jobbidedljdnak egy (multiplikativ) idempotens eleme,
akkor ¢l illetve ve az F minimdlis kvdziidedljai.

3.7. TETEL. Ha [ az F félcsoport (félgyiirii) minimdlis kvdziidedlja, akkor bdr-
mely o(€ F) elemre of és fo is minimdlis kvdziidedlok.
A 3.1, 3.2, és 3.6. tételekbdl adddik a

3.8. korollarium, Az F félcsoportra (félgyiiriire) vonatkozdlag a kovetkezd
Seltételek ekvivalensek :

(A) F tartalmaz legaldbb egy minimdlis kvdziidedlt,

(B) F tartalmaz legaldbb egy-egy minimdlis bal- és jobbidedlt,

(C) F tartalmaz legalibb egy olyan minimdlis balidedlt, amelynek van (multipli-
kativ) idempotens eleme,

(D) F tartalmaz legaldbb egy olyan minimdlis jobbidedlt, amelynek van ( multipli-
kativ) idempotens eleme.

A minimalis kvaziidealok fontos szerepet jatszanak a félcsoportok (félgyiiriik)
minimalis balidealjainak és jobbidealjainak felbontasaban.

3.9. TETEL. Ha az F félcsoportban (félgyliriiben) teljesiil az (A) feltétel, akkor
F-nek mindegyik minimdlis balidedlja (jobbidedlja) F bizonyos minimdlis kvdzi-
idedljainak egyesitése.
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A Szuskevics-mag szerkezetérdl ad felvilagositast a kovetkezd

3.10. TETEL. Ha az F félcsoportban (félgyliriiben) teljesiil az (A) feltétel, akkor
F Szuskevics-magja felirhaté F dsszes minimdlis kvdziidedljdnak egyesitéseként.

Az utobbi eredmények félcsoportokra vonatkozdan [21}-ben szerepelnek és
bizonyitasuk minden nehézség nélkill atvihets félgyiriikre is. ~

Erdemes lenne megvizsgalni, hogy a fentiekhez hasonld eredmények érvénye-
sek-e minimalis (m, n)-idealokra és (m, n)-kvaziidealokra vonatkozoéan.

4. §. A minimalis kvaziidealokrol 0-elem létezése esetén

O-clem létezése esetén a 3. §-ban szereplG fogalmak és eredmények sziikség-
szeriien modosulnak.

Az R gylir{i | balidealjat O-minimdlisnak nevezziik,> ha R-nek nincs olyan [’
balidealja, melyre O ["c[ teljesiil. Azonos mddon definialhaték a O-minimalis
jobb-, kvazi-, bi- és (kétoldali) idealok.

O-elemes félcsoportok és félgyliriik esetén ugyanigy defintalhaték a O-mini-
malis idealok.

Ervényes a 2.3. lemma kovetkezs élesitése:

4.1. TETEL. R gyiirii (O-elemes félcsoport, O-elemes félgylirii) egy O-minimdlis
balidedljanak és egy O-minimdlis jobbidedljdnak metszete vagy 0 vagy R O-minimdlis
kvdziidedlja.*

E tétel megforditasat eddig csak specialis esetben sikeriilt kimutatnunk (lasd
az 5.2. tételt). )

Gylirlik esetén érvényes a szorzatra vonatkozo analdg eredmény is.

4.2. TETEL. R gyiirii v O-minimdlis jobbidedljinak és | O-minimdlis balidedljdnak
tl szorzata vagy 0 vagy az R O-minimdlis kvdziidedlja.

Ezen eredmény helyessége kérdéses O-clemes félcsoport és félgyliri esetén.

A 0O-minimalis kvaziidealokrol kozelebbi felvilagositast ad a kovetkez6

4.3. TETEL. R gyiirii (O-elemes félcsoport, Q-elemes félgyiiri) 0-minimdlis kvdzi-
idedlja vagy zérogyiirii (zérdfélcsoport, zéréfélgyiiril) vagy ferdetest (0-elemes cso-
port3) O-elemes divizio-félgylirii). Az utdbbi esetben t =¢eRe elédllitds érvényes, ahol
¢ jeloli £ egységelemér.

A 4.3. tétel részben megfordithatd

1 o

4.4. TETEL. Ha az R gyiirii (O-elemes félcsoport, 0-elemes félgytirii) t kvdziidedlja
ferdetest (0-elemes csoport, O-elemes divizié-félgyiirii) akkor £ az R O-minimdlis
kvdziidedlja.

Konnyi ellenpéldat adni arra vonatkozdlag, hogy a 4.3. tétel teljes egészében
nem fordithaté meg.

3 Annak érdekében, hogy a 0-elemes illetve O-elemmentes strukturakra vonatkozé eredménye-
ket jobban szétvalaszthassuk itt eltériink a szokdsos terminologiatoél.

4 Ezen eredményeknek bizonyos részben rendezett félcsoportokra vonatkozd altalanositasai
szerepelnek a [24] dolgozatban.

5 Q-elemes csoporton olyan O-elemes (muldplikativ) félcsoportot értiink, melynek 0-tol kii-
16nb6z6 elemei csoportot alkotnak.

6*
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A 3.6. tétellel analég a kovetkezd

4.5, TETEL. Jeldlje | illetve v az R gyiirii (0-elemes félcsoport, O-elemes félgyiirii )
egy O-minimdlis bal- illetve jobbidedljdt és ¢ az | illetve v egy (multiplikativ) idem-
potens elemét, akkor €l és ve az R O-minimdlis kvdziidedljai.

A fenti eredmények lényegileg megtalalhatok a [22] és [23] dolgozatban.

A 3.§ tobbi tételével analdég eredményeket O elem létezése esetén csak egyéb

mellékfeltétel mellett sikeriilt kimutatni. E vizsgalatok a kovetkezd §-ban szere-
pelnek.

5. §. Klasszikus radikalmentes struktirak minimalis kvaziidealjairol

Most is feltételezziik, hogy az e §-ban szereplé struktGrak tartalmaznak 0-
elemet. R gylirli [ balidealja nilpotens, ha valamely k pozitiv egész szamra [F=0
teljesiil. Hasonlé mddon definidlhaték a nilpotens jobb- és kétoldali idealok is.

Ezek a definicidk szoszerint atvihetSk a O-elemes félcsoportok és O-clemes
félgyiiriik esetére is.

Az R gyliiriit (0-elemes félcsoportot, O-elemes félgyiiriit) klasszikus radidl-
mentesnek vagy roviden k-radikdlmentesnek nevezziik, ha R-nek nincs 0-tdl kiilon-
b6z8 nilpotens balidealja. Kénnyen belathatd, hogy k-radikalmentes esetben R
nem tartalmazhat 0-t6l kiillonb6z6 nilpotens jobbidealt sem.

k-radikalmentes esetben kimutattuk az 4.1. tétel megforditasat. (Lasd [22]
dolgozatot.)

5.1. TETEL. Az R k-radikdlmentes gyiirii (0-elemes félcsoport, O-elemes félgyiirii )
t O-minimdlis kvdziidedlja egy O-minimdlis balidedlnak és egy O-minimdlis jobbidedinak
a metszete.

Nem tudjuk, hogy a k-radikalmentesség szitkséges feltétel-e a tételben szerepld
metszetként vald elGallitas 1étezéséhez. SzAsz FEReNCtSl szarmazik a kovetkezd
probléma: Melyek azok az Osszes gyiiriik, amelyekben mindegyik minimalis kvazi-
ideal, egy minimalis balideal és egy minimalis jobbideal metszete.

Ismeretes, hogy R k-radikalmentes gyiiriiben mindegyik [(t) O-minimalis bal-
ideal (jobbideal) [ = Re (v =¢R) alakban irhatd, ahol ¢ egy alkalmas (multiplikativ)
idempotens elem. Ennélfogva fennall az

5.2. korollarium. Az R k-radikdimentes gylirii mindegyik t O-minimdlis kvdzi-
idedlja t =¢Rn (¢2 =g, n?>=n) alakban irhato.

ARTIN—NESBITT—THRALL [1] egyik eredményét egésziti ki és altalanositja
a kovetkezd

5.3. TETEL. Az R k-radikdlmentes gyiirii (0-elemes félcsoport, 0-elemes félgyiirii)
Re(82 =¢) balidedlja akkor csak akkor O-minimdlis, ha eRe az R O-minimdlis kvdzi-
idedlja.

Megjegyezziik, hogy tetszéleges R gylirii (félcsoport, félgyiirii) esetén Re (2 =¢)
balideal 0-minimalis volta implikalja eRe kvaziideal 0-minimalitasat. eRe (€2 =¢)
kvaziideal 0-minimalit4sdbdl azonban altaldban nem kovetkezik Re balideal 0-mi-

nimalitdsa, amint ezt egy K ferdetest folotti (o' ~'*| haromszog matrixok gyiiriijé-
nek példaja mutatja. (Lasd STEINFELD [22].)



A KVAZIIDEALOKROL 309

JacossoN ([9] 11. 7. §) egyik eredményének felhasznalasaval konnyen kimutat-
hat6 az

5.4. TETEL. Ha az Rgyliriinek (félgyiiriinek) Re, Ry (¢? =¢, n? =n) balidedljai
mint baloldali R-modulusok (R-félmodulusok) R-izomorfok, akkor €¢R és nR mint
Jjobboldali R-modulusok, (R-félmodulusok) R-izomorfok, tovdbbd az e¢Re és az nRn
kvaziidedlok, mint gyfiritk (félgyiiriik) izomorfok.

Ez az eredmény altalanositasa a [22] dolgozat 9. tételének.

Az el6bb emlitett ferdetest folotti haromszég matrixgyiirli alkalmas példa
annak igazolasara is, hogy az e¢Re és nRy (¢2 =¢, n? =n) kvaziidealok izomorfiaja-
bol nem kovetkezik Re, Ry baloldali R-modulusok R-izomorfiaja.

Ervényes a 3.8. korollariummal analég

5.5. korollarium. R k-radikdlmentes gyiiriiben a kivetkezé feltételek ekui-
valensek: ‘

(a) R rartalmaz legaldbb egy O-minimdlis balidedlt,
(b) R tartalmaz legaldbb egy O-minimdlis jobbidedlt,
(¢) R tartalmaz legalibb egy O-minimdlis kvdziidedlt.

Az 5.2. és 5.5. korollariumok O-elemes, k-radikalmentes félcsoportok és 0-ele-
mes k-radikalmentes félgylirlik esetén altalaban nem érvényesek, mert ezek O-mi-
nimalis balidealjai (jobbidealjai) nem tartalmaznak feltétleniil (multiplikativ) idem-
potens elemet. Nem nehéz kimutatni a 3.7., 3.9. és 3.10. tételekkel analdg eredménye-
ket, melyek tudomasom szerint Gjak.

5.6. TETEL. Ha f az R k-radikdlmentes gytirii O-minimdlis kvdziidedlja, akkor
barmely o(€ R) elemre gt (to) vagy 0 vagy az R 0-minimdlis kvdziidedlja. \

5.7. TETEL. Ha az R k-radikdlmentes gyiiriire teljesiil az (a) feltétel, akkor
R mindegyik O-minimdlis balidedlja (jobbidedlja) R bizonyos O-minimdlis kvdziidedl-
Jjainak egyesitési halmaza.

5.8. TETEL. Ha az R k-radikdlmentes gyiirii « O-minimdlis idedlja tartalmazza
R valamelyik O-minimdlis kvdziidedljdt, akkm a az dltala tartalmazott 0-minimdlis
kuvdziidedlok egyesitése.

Hasonlé eredmények O-elemes, k-radikalmentes félcsoportokra (félgyiiriikre)
csak egyéb mellékfeltételek mellett érvényesek.

6. §. Felbontasi tételek k-radikalmentes illetve Artin-féle
féligegyszerii struktirakra

Az R gyir{it (0-elemes félcsoportot, O-elemes félgylir(it) teljesen bal-reducibi-
lisnek nevezziik, ha R-et véges vagy végtelen sok [, (x € 4) 0-minimalis balidealja
generalja.

Hasonlé mdédon definialhatd a teljesen reducibilis, jobb-reducibilis, kvdzi-
reducibilis és bi-reducibilis R gylrili (0-elemes félcsoport, O-elemes f{élgy(ir{i) asze-
rint, hogy R-et O-minimalis (kétoldali) idealok, 0-minimalis jobbidealok, kvazi-
idealok vagy biidealok generaljak.
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Ervényes a kovetkezd

6.1. TETEL. Az R k-radikdlmentes gyliriire (O-elemes félcsoportra, 0-elemes fél-
gyiirfire) az alabbi feltételek ekvivalensek:

(o) R teljesen kvdzi-reducibilis,

(B) R teljesen bal- és jobb-reducibilis,

(y) R teljesen bi-reducibilis.b

Megjegyezziik, hogy k-radikalmentes gylirii esetén (f#) helyettesithets a

(B’) R teljesen bal- vagy jobb-reducibilis feltétellel.

A tovabbiakhoz szitkségiink lesz néhany definicidra.

Az R gyiiriit Artin-félének nevezziik, ha R balidedljaira teljesiil a minimum-
feltétel.

Az R gylirli Artin-féle féligegyszerii, ha Artin-féle és k-radikalmentes.

Azt mondjuk, hogy az R gy(rii (O-elemes félgylri) £,,, £,,, ..., {,.., kvaziidealjai
teljes rendszert alkotnak, ha léteznek olyan g, ..., &, (2érdtdl killonboz8) ortogo-
nalis idempotens elemek, hogy f;; vagy 0 vagy f;; =¢;Re; (1=1, j=m) 0-minimalis
kvaziideal és ha f;;, £;, =0, akkor f;f; £, #0 teljesiil.

Az R O-elemes félgyiiri R, ..., R, 0-elemes részfélgylirliinek erds direkt dsszege,
ha R-nek mindegyik ¢ eleme ¢ =g, +... + ¢, alakban irhatd, ahol ¢4, ..., 0, egy-
mastol fuggetlentil befutjdk Ry, ..., R, Osszes elemeit; g4, ..., g, komponensek ¢
altal egyértelmiien meghatarozottak és additive felcserélhetSk.

Az R O-elemes félgylird (..., f,,...) kvaziidealjainak rendszere felcserélhetd,
ha 3,425 = x5+ %, (%, €8, 25 €Fy) egyenletek az Osszes o, B (« 7 ff) indexre telje-
siilnek.

KErTESZ—STEINFELD [10]-ben bizonyitott tételének egy része a

6.2. TETEL. Egy R gyiiriire vonatkozoan az aldbbi feltételek ekvivalensek:

(A) R jobbegységelemes és O-minimdlis balidedlok direkt dsszege.

(B) R olyan kvadziidedlok Osszege, amelyek teljes rendszert alkotnak,

(C) R k-radikdlmentes és véges sok O-minimdlis kvdziidedl direkt Gsszege,

(D) R Artin-féle féligegyszerii.

O-elemes félgyliriikre csak az (A), (B) feltételek ekvivalenciajat sikeriilt kimu-
tatni.

6.3. TETEL. (Lasd WIEGANDT [27].) Egy 0- és l-elemes R félgyiirii akkor és
csak akkor véges sok O-minimdlis balidedljdnak erés direkt 0sszege, ha R kvdziidedljai
egy felcserélhetd, teljes rendszerének Osszege.

Megemlitjik még a 6.2, tételnek egy 6nmagaban érdekes specialis esetét és
annak egy altalanositasat. Ezek az eredmények KovAcs [12] dolgozatiban szere-
pelnek :

6.4. TETEL. Egy R gyiirit akkor és csak akkor lesz véges sok ferdetest direkt
osszege, ha R-nek nincs 0-16] kiilonb6z6 nilpotens kvdziidedlja és R kvdziidedljaira
teljesiil a minimumfeltétel.

6.5. TETEL. Egy gyiirii akkor és csak akkor lesz ferdetestek diszkrét direkt Osz-
szege, ha R kétoldali féidedljaira teljesiil a minimumfeltétel és R kvdziidedljai idem-
potensek.

Probléma, hogy U-etemes félgyliriire érvényesek-e analdg eredmények.

o Ez a tétel STEINFRLD [24] egyik eredményének specidlis csete.
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FucHs LAszL6 (illetve SzAsz FERENC) vetette fel az olyan gylirlik vizsgalatanak
problémajat, melyekben a kvaziidealokra (illetve fGkvaziidedlokra) teljestil a
minimumfeltétel.

1. megjegyzés: Bizonyos hasonldsag fedezhetS fel a 6.4. tétel és WIEGANDT
[271 nem feltétleniil k-radikalmentes gyiirlikre vonatkozd kovetkez§ tétele kozott:

6.6. TETEL. Az R gyiiriire vonatkozéan a kivetkezd feltételek ekvivalensek :

(a) R két ferdetest direkt Osszegevagy primrendii zérogyiirii,

(b) R tartalmaz zérusosziét és mindegyik valodi kvdziidedlja (balidedlja) zérus-
osztomentes,

(c) R nem ferdetest és mindegyik valodi kvdziidedlja (balidedlja) ferdetest,

(d) 0 nem primidedl R-ben és primidedl R mindegyik valodi kvdziidedljdban
(balidedljdban).

Erdekes lenne a 6.4. és 6.6. tételeknek egy kozods Aaltalanositasat kimutatni.

2. megjegyzés. Itt emlitjiik meg SzAsz FERENC azon eredményeit, melyek
egy R gyiirii bizonyos &R (¢2 =¢) fGjobbidealjairo! szélnak. ElSkészilletiil néhany
definiciéra van sziikségiink.

Legyen R egy gylirii, és R, a jobbtalpa, azaz R, az R 8sszes minimalis jobb-
idealjainak osszege. F. SzAsz [26] szerint az R,-ben fekv3 eR (e2 = #0) jobbidealt
szabdlyosnak nevezziik, ha R-nek Q, = (1l —¢)ReR (I —¢) alak( kvaziidealja nil-
potens. (Itt 1 nem feltétleniil egységelem, hanem operator.)

Ervényes a kovetkez8 6.7. tétel, mely F. SzAsz [26], [27] idevagd eredményeinek
egy része.

6.7. TETEL. Jelolje R, az R gytirii jobbtalpdt és eR (s =¢&) az R-nek R,-ben fekvd
szabdlyos féjobbidedljdt. Akkor €R egy ¢R =¢Re alaku Artin-féle féligegyszerii gyiirii,
és eR-nek mindegyik jobbidedlia R-nek is jobbidedlja. Tovdbbd, ha eR=nRER,
(e2=¢, n*=n) és eR szabdlyos f8jobbidedl, akkor ¢=n. Végiil Q, nilpotencidjdbol
Q. =0 folyik.

7. §. Vizsgalatok Neumann-regularis strukturakban

Az F félcsoportot (félgyiiriit, gylrit) Neumann-reguldrisnak, roviden reguld-
risnak nevezziik, ha barmely a(€ F) elemhez létezik olyan £(€ F), hogy a=ofa.
A regularitas definialhato kvaziidealok illetve bal- és jobbidealok segitségével is.

7.1. TETEL. Az F félcsoportra (félgytiriire, gytiriire) a kovetkezd feltételek ekvi-
valensek:

(i) F reguldris, )

(ii) F mindegyik v jobbidedljdra és | balidedljdra rl=1r ],

(iii) F mindegyik v jobbidedljdra és | balidedljdra v* =1, [2 =1 é5 rl egy kvdzi-
idedl F-ben,

(iv) F kvdziidedljai egy reguldris, multiplikativ félcsoportot alkotnak.”

A regularitasnak (ii) feltétellel vald jellemzése L. KovAcs [12] dolgozataban
szerepel. Az (i) és (iii) feltételek ekvivalenciajat J. Carals [2] igazolta, (i) és (iv)
ekvivalencidja pedig S. Lasos [13], [14], J. LuH [15] és a szerz8 [24] dolgozataibol
adodik.

Az (iii) feltételbdl lathatd, hogy a regularitasbol kovetkezik a k-radikilmentes-
ség, eszerint az el6z6 két § eredményei regularis esetben is érvényesek.
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(iv) miatt F barmely [ kvaziidealjara fennall f =fFf, amibsl f SEF N Ff folyik.
Eszerint fennall a

7.2. LEMMA. Az F reguldris félcsoport (félgytirti, gytirti) bdrmely t kvdziidedlja
Ft balidedlnak és tF jobbidedlnak a metszete, azaz T = FEN{F.

Lajos S. [13] dolgozatiban szerepelnek a kovetkezd eredmények

1.3. TETEL. F reguldris félcsoportban (gyftiriiben, félgyiiriiben) az (m, n)-kvdzi-
idedl és (m, n)-idedl fogalma megegyezik. '

Korollarium. F reguldris félcsoportban (félgyliriiben, gyiirtiben) a kuvdzi-
idedl és biided! fogalma megegyezik.

LAjos SANDOR hivta fel a figyelmet arra, hogy a korollariumban szerepld tu-
lajdonsag nem jellemzi a regularis struktdrikat.

Konnyen igazolhato, hogy F regularis félcsoport (félgyiird, gyilirl) f kvazi-
idealjaira £3 =£2 teljesiil, viszont £2 =¥ 4ltalaban nem igaz. (Lasd példaul egy ferde-
test folotti teljes matrixgylirli minimalis kvaziidealjait, melyek kozott zérdgyliriik
is vannak.)

KovAcs LAszLO [12]-ben bebizonyitja a kévetkezd tételt:

7.4. TETEL. Az R gyiirlire vonatkozdlag a kivetkezd feltételek ekvivalensek :
(D) R reguldris és nem tartalmaz zérotél kiilonbizé nilpotens elemet,

(I) R mindegyik kvdziidedlja idempotens,

(11I) R mindegyik v jobbidedljira és | balidedljdra v[ = v N[ & v teljesiil,

(1V) R reguldris és ferdetestek szubdirekt dsszegével izomorf.

Megjegyezziik, hogy a 6.5. tétel az el8bbi eredmény speciilis esetének is te-
kinthetd.

A (II) és (III) feltételek ekvivalencidja altalanosabban is igazolhatd. (Lasd
STEINFELD [24].)

Problémaként meriil fel, hogy a 7.4. tétellel analdg eredmények érvényesek-e
O-elemes félcsoportra és félgyiliriire. A 7.3. tétel miatt regularis esetben a 6.1. tétel
() és (y) feltételei egybeesnek. A 6.1. és 7.4. tételek koz6tt teremt némi kapcsolatot
a kovetkez8 eredmény, amely bizonyos részben rendezett félcsoportokra is &lta-
lanosithato [24].

7.5. TETEL. Ha az R gyiirii (0-elemes félcsoport, O-elemes félgyiirii) teljesen
kvdzi-reducibilis és R mindegyik kvdziidedlja idempotens, akkor R-nek nincs 0-tol
kiilonbozé nilpotens részgyiirilje (részfélcsoportia, részfélgytiriije) és R mindegyik
a idedlja R O-minimdlis, idempotens kvdziidedljaival, vagyis ferdetestekkel (0-elemes
csoportokkal, divizio-félgyiiriikkel) generdlhato.

Kénnyen belathaté, hogy az F regularis félcsoportok (félgyliriik, gyiiriik)

igy is jellemezhet8k: F akkor és csak akkor regularis, ha mindegyik x( € F) elemhez
léteznek olyan &, n(€F) és B, y(€F) elemek, hogy

7.1 gx=an=0ua, oaff=¢c¢ ¢ ya=n.

Konnyen belathatd, hogy ¢ és n idempotens elemek. A 7.2. lemma és a CLIF-
FORD—PRESTON [5] 1.13. lemma alapjan konnyen belathaté a regularis strukturak
kovetkez8, tudomasom szerint Uj jellemzése:

-
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7.6. korollarium. Az F félcsoport (félgyiirii, gyiirii), akkor és csak akkor
reguldris, ha bdrmely a(C€F) elem dltal generdlt fOkvdziidedl eFn (62 =¢,n%>=n)
alak.

8. §. A relativ inverzes és komplett egyszerii félcsoportokrol

Az F félcsoportot CLIFFORD [3] szerint relativ inverzesnek nevezzilk, ha F mind-
egyik a eleméhez léteznek olyan & és (€ F) elemek, hogy

8.1) . ey=oag=0a és aff=Pfo=c¢
teljesiil.

Eszerint a relativ inverzes félcsoportok specialis regularis félcsoportoknak
tekinthet8k. Konnyen kimutathatd, hogy ¢ idempotens elem és « altal egyértelmiien
meghatarozott. Az ¢ elemet az a-hoz tartozo idempotensnek szoktak nevezni.

Ervényes a 7.6. korollarium kévetkezd élesitése

8.1. korollarium. Az F félcsoport akkor és csak akkor relativ inverzes, ha
barmely o (€ F) dltal generdlt fOkvdziidedl eFe (¢ =¢) alakban irhato.

Problémaként vetem fel a 7.1. tételnek relativ inverzes félcsoportokra vonatkozo
élesitését. ‘

Nem nehéz kimutatni, hogy egy F relativ inverzes félcsoport azon o elemei,
amelyekhez ugyanaz az ¢ idempotens elem tartozik, F-nek egy részcsoportjat alkot-
jak, amit F,-nal jeloliink.

A f&kvaziidealokrol bdvebb felvilagositast ad a

. 8.2. TétEL. (Lasd STEINFELD [21].) Az F relativ inverzes félcsoport mindegyik
eFe (2 =¢) fokvdziidedlja F relativ inverzes részfélcsoportja: mégpedig eFe= | Fy,

ahol n;(€ F) olyan idempotens elemeket jelol, amelyekre en,=n.e=mn;.

REes [16] dolgozatiaban szerepel a kbvetkez8 fogalom. Az F félcsoport e(£0)
idempotens elemét primitivnek nevezziik, ha ne=sen=n (n %0, n? =n) feltételbsl
mindig n =¢ folyik.

A primitiv idempotens elemek és a minimalis kvaziidealok kapcsolatat vila-
gitja meg a kovetkez§

8.3. TéTEL. (Lasd STEINFELD [21].) Az F 0-elemmentes, relativ inverzes félcsoport
akkor és csak akkor tartalmaz minimalis kvdziidedlt, ha legaldbb egy idempotens
eleme primitiv mégpedig eFe (2 =¢) kvdziidedl akkor és csak akkor minimdlis,
ha ¢ primitiv. Ebben az esetben eFe és F, csoport megegyezik.

FucHs [6] szerint az F relativ inverzes félcsoport Fo (o € F) f6balideal rangja 1,
ha Fx minimalis, és n+ 1, ha Fc Fa (f € F) feltételb6l az folyik, hogy Ff rangja
legfeljebb n és az Ff-k rangjai kozott n el6fordul. Hasonldan definialhatd a fGjobb-
idealok és f6kvaziidealok rangja.

Ervényes a kovetkezd

8.4. TETEL. Az F relativ inverzes félcsoport eFe (82 =¢, ¢ #0) fokvdziidedljanak
rangja akkor és csak akkor n, ha Fe fébalided! n-edrangil.

Az n-edrangil f6kvaziidedlok szerkezetérdl tovabbi felvilagositas is adhatd.
(Lasd STeINFELD [21].)
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Az F 0-elemmentes félcsoportot egyszeriinek nevezzilk, ha F-nek nincs valédi
(F-t8l kiilonbozd) kétoldali idealja.

Az F O-elemes félcsoport 0-egyszerii, ha F2#0 és F-nek nincs valodi (0-t6l
és F-tdl kiillonbozd) kétoldali idealja.

REes [16] szerint az F egyszer{i (0-egyszer(i) félcsoportot komplett egyszeriinek
(komplett 0-egyszeriinek) nevezzilk, ha F tartalmaz primitiv idempotens elemet.

A relativ inverzes és komplett egyszerii félcsoportok kozotti kapcsolatra mutat
rd a kovetkez8 eredmény, mely részben CLIFFORD [3]-bdl szarmazik.

8.5. TETEL. (Lasd STEINFELD [21).) Az F O-elemmentes félcsoport M nemiires
halmazdra a kévetkezd feltételek ekvivalensek:

() M az F dsszes minimdlis kvdziidedljainak egyesitése, :

() M az F-nek olyan idedlja, mely relativ inverzes és egyszerii félcsoport,

(Ill) M az F-nek olyan idedlja, mely komplett egyszerii félcsoport.

Nem tudom, hogy a 8.5. tételnek 0O-elemes félcsoportra vonatkozé analogonja
érvényes-e.

A tovabbiakhoz sziikségiink van a kovetkezd fogalmakra. Az F O-clemes fél-
csoport a elemét jobbannullitornak nevezziik, ha Fa=0.

Az F O-elemes félcsoport f,;.(4, X' € A) kvaziidealjai végtelen teljes rendszert
alkotnak, ha 1éteznek olyan €1 &1 1dempotens elemek, hogy {,,. vagy 0 vagy {f,,. =
=g, Fe,» minimalis kvaziideal és ha f,;. és f,.,.. %0, akkor f,,,f,,£,.;.. =0.

(Ez a-fogalom a 6. §-ban definialt teljes rendszer analogonjanak tekinthetd).

A 6.2. tételnek kovetkez6 analogonja tudomasom szerint 4 eredmény:

8.6. TETEL. Az F Q-elemes félcsoportra vonatkozéan a kivetkezd feltételek ekvi-
valensek :

(a) F reguldris és O-minimdlis balidedlok egyesitése.

(b) F radikdlmentes és Fe (€2 =¢) alaku 0-minimdlis balidedlok egyesitése,

(¢) F-nek nincs 0-161 kiilénbozé jobbannulldtora és Fe (g2 =e¢) alaki O-minimdlis
balidedlok egyesitése,

(d) F olyan kétoldali idedlok egyesitése, melyek F komplett 0-egyszerii részfél-
csoportjai,

(e) F reguldris és O-minimdlis kvdziidedlok egyesitése,

() F radikdlmentes és ¢Fn (g2 =¢, n? =n) alaku O-minimdlis kvdziidedlok egye-
sitése,

(g) F olyan kvdziidedlok egyesitése, melyek végtelen teljes rendszert alkotnak.

A tétel bizonyitasara nézve lasd a szerz§ [25] dolgozatat.
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